
 വിദّാർ،ികൾ്ׯ സٔാഗതം, അനിحിതകാല ഇന്റْഗലുകൾ വിലയിരുؗു؋തിനുت വിവിധ 
ഉപകരണ׹ൾ ഞ׹ൾ ഇതുവെര ക؇ി؂ു؇് , ഞ׹ൾ ആന്റി-െഡറിേവئീവ് ഉപേയാഗി്׺ ആരംഭി׺ 
തുട؋ׯിൽ തെؗ ഫംഗ്ഷനുകളുെട വّതّാസം എؗ ആശയ׹ൾ ഉപേയാഗി്׺ വികസിؚിെ׺ടു؋ 
േശഷം , പകരം വയ്ׯൽ രീതി ഉപേയാഗി്׺ ഇന്റْഗൽ എؗ ആശയം ഞ׹ൾ പരിേശാധിു׺.  ചില ah 
യുװിസഹമായ ഫംഗ് ഷനുകൾ ഞ׹ൾ ഭാഗിക ഭിؗസംഖّകളുെട രീതി പരിേശാധിു׺ , തുടർ്ؗ ഈ 
ടൂളുകൾ ഉപേയാഗി്׺ ര؇് ഫംഗ്ഷനുകളുെട ഉൽؚؗമായി ഇന്റْഗാൻഡ് എഴുതിയിരിؗുׯ ഭാഗ׹ൾ 
ഉപേയാഗി്׺ സംേയാജിؚിؗുׯ രീതി ഞ׹ൾ പരിേശാധിു׺, അവ എ׹െന വിലയിരു؋ാെമ്ؗ ഈ 
ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ ക؇ നിരവധി ഉദാഹരണ׹ൾ ഞ׹ൾ വിലയിരു؋ി . ചില ഇന്റْഗലുകൾ 
വിലയിരുؗു؋തിന് ഞ׹ൾ ആ ഉപകരണ׹െളبാം ഉപേയാഗിുׯം, ഞ׹ൾ ഈ ആശയ׹െളبാം 
ഉൾെؚടുؗ ഈ ഉദാഹരണ׹ൾ ഞ׹ൾ െചുإം, ഞ׹ൾ ഉദാഹരണം പരിഹരിുׯേآാൾ , ഈ 
ഉദാഹരണം ഈ ْപേതّക ആശയെ؋ ആْശയി׺ിരിുؗുׯെവ്ؗ ഞ׹ൾ്ׯ അറിയാമായിരുؗു, പേײ
ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ തിരെ؁ടുുׯം  ഉദാഹരണ׹ളും ഉദാഹരണ׹ളും േനാׯി ഇവിെട ഏത് രീതിയാണ് 
ഉപേയാഗിേׯ؇െത്ؗ ഞ׹ൾ തീരുമാനിുׯം  ഒരു ْപേതّക ഉദാഹരണം മെئാരു രീതിയിലൂെട 
പരിഹരിׯെؚടാം, ഞാൻ അത് മെئാരു രീതി ഉപേയാഗി്׺ പരിഹരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് 
നി׹ളുേടതാണ്, ഒരു ْപേതّക ഉദാഹരണെ؋ ആْശയി്׺ നി׹ൾ്ׯ ഏത് രീതി തിരെ؁ടുׯണെമ്ؗ
തിരെ؁ടുׯാം ചിലേؚാൾ അത് സാധّമാണ്  ഉദാഹരണം ഒؗിലധികം രീതികളിലൂെട 
പരിഹരിׯെؚടാം, അതിനാൽ ഒരു ഉദാഹരണം േനാുׯേآാൾ നി׹ൾ അത് ْപേയാഗിؗുׯ ഒരു രീതി 
തിരെ؁ടുׯാൻ ْശമിുׯക, പരിഹരിുׯക, 
അ׹െന നി׹ൾ ْപശ് ന׹ളിൽ പരിശീലിുׯക , തുടർ്ؗ നി׹ൾ പരിശീലിു׺കഴി؁ാൽ , 
ഉദാഹരണം േനാുׯകേയാ ദآതികൾׯായി അത് പരിഹരി׺തിന് േശഷേമാ നി׹ൾ്ׯ മനشിലാകും. 
ഏത് രീതിയാണ് നി׹ൾ ْപേയാഗിേׯ؇െത്ؗ നി׹ൾ്ׯ മനشിലാകും, അതിനാൽ നമു്ׯ വിവിധ 
ഉദാഹരണ׹ൾ േനാׯാം, അതിനാൽ അവിഭാജّ മൂലّനിർ؉യ؋ിനുت വളെര ലളിതമായ ഒരു 
ഉദാഹരണ؋ിൽ നി്ؗ ഞ׹ൾ ആരംഭിുׯം.  പവർ േല്ׯ ഉയർ؋ി, പവർ ൈമനസ് േല്ׯ e x e x 
ഉയർ؋ി, നأൾ എؓാണ് െചേإ؇ത് എ്ؗ മനസിലാׯിയ ആശയ׹ൾ േനാׯണം, അത് എ׹െന 
കെ؇؋ാം എؗത് ഒരു തമാശയുെട െഡറിേവئീവിൽ അب  േനരി؂് കെ؇؋ാനാകുെമ׸ിലും ction 
ഫംഗ് ഷന്െറ രൂപം അൽؚം മാുئകയും പവർ ൈമനസ് േല്ׯ ഉയർ؋ിയാൽ പവർ ന് മുകളിൽ e x e x 
ഒؗായി എഴുതാൻ കഴിയുെമ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം , അതിനാൽ ഈ ഇന്റْഗൽ യുെട രൂപെമടുുׯം. e 
പവർ ഓവർ പവർ 2 ؛സ് 1 ആׯി ഉയർ؋ാൻ ഇേؚാൾ ഈ േഫാം മുآേ؋തിേനׯാൾ x e x dx 
കൂടുതൽ സൗകരّْപദമാണ്, അതിനാൽ നأൾ ഒരു േഫാം സൂ٣ظമായി േനാുׯകയും കൂടുതൽ 
സൗകരّْപദെമ്ؗ േതാؗുؗ ഒരു േഫാമിേല്ׯ പരിവർ؋നം െചുإകയും െചᅃٝാൽ, എؓുെകാ؇് ഇത് 
കൂടുതൽ സൗകരّْപദമാണ് കാരണം ഇവിെട എനി്ׯ സബ് زിറ്റّൂഷൻ രീതി ഉപേയാഗിׯാൻ 
കഴിയുെമ്ؗ േതാؗുؗു , ഈ പദ؋ിന് ഒരു ഫാعർٚ എക് സ് േപാണൻഷّലും എക് സ് േപാണൻഷّലിന് 
എക് സ് േപാണൻഷّലായി േവർതിരിവുമു؇്, അതിനാൽ നّൂമേറئറിന് അത് ഒരു ഘടകമായി ഉ؇്, 
അതിനാൽ സബ് زിറ്റّൂഷൻ എؗ ആശയം ْപവർ؋ിുׯം. പവർ ആയി ആയി ഉയർ؋ിയാൽ e x t 
എനി്ׯ ലഭിؗുׯത് പവർ േല്ׯ ആയി ഉയർുؗു؋ എؗതാണ്, അതിനാൽ ഈ ഉദാഹരണം e xdx dt 

സ്കٔയർ ؛സ് 1 ന് മുകളിൽ യുെട ലളിതമായ രൂപ؋ിേല്ׯ പരിവർ؋നം െചുؗുإ, കാരണം t dt e 
ശװിയിേല്ׯ ഉയർുؗു؋  ര؇് എؗത് എؗത് പവർ സ്കٔയറിേല്ׯ ഉയർു؋കയبാെത x e x 
മെئാؗുമب , െഡറിേവئീവ് ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ അറിയാവുؗ ഈ േഫാർമുല, ടാൻ വിപരീതം nd t 
അبാെത മെئാؗും െയ വീ؇ും ആയി ഉയർ؋ി പവർ ആയി ഉയർ؋ിയാൽ നമു്ׯ ടാൻ t e x 
വിപരീതം ലഭിുׯം പവർ ؛സ് رിരാ׸ം സംേയാജനം, ഒരു സബ് زിറ്റّൂഷൻ ْപവർ؋ിؗുׯ ഒരു e x 
ْപശ് നമാׯി മാئി, തുടർ്ؗ അറിയെؚടുؗ േഫാമിന്െറ ഒരു അവിഭാജّമായി പരിവർ؋നം െചയ് ത് 
ഞ׹ൾ ഇത് എْത എളുؚ؋ിൽ പരിഹരിുؗുׯെവ്ؗ നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഈ 
പരിവർ؋നം സാധّമാകുؗ ചില ഉദാഹരണ׹ൾ അെ׸بിൽ കുറ്׺ ലളിതവൽׯരണം ഞ׹ൾ 
േനാׯാം. ഫംഗ് ഷനുകൾ സാധّമാണ്, അതിനാൽ ഈ ഉദാഹരണം േനാൂׯ, േകാസ് ടു ഓവർ േകാസ് x 
എക് സ് ؛സ് സിൻ സ് കٔയർഡ് ഡിഎക് സ് എؗതിന്െറ ഇന്റْഗൽ കെ؇ു؋ക , ഞാൻ ഈ x 
ഇന്റْഗാൻഡ് േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, ഉടൻ പകരׯാരൻ ആഹ് ْപവർ؋ിׯിب, പേײ ഞാൻ 
ْതിേകാണമിതി ഐഡന്റിئി ഉപേയാഗിുׯകയാെണ׸ിൽ േകാസ് മുതൽ വെരയുت xi 
ഇന്റْഗാൻഡിന്െറ നّൂമേറئറിന് അറിയുക, ഇത് സ്കٔയർ ൈമനസ് സ്കٔയർ എ്ؗ cos x sin x 
എഴുതാം, അേؚാൾ അത് എ്ؗ എഴുതുെമ്ؗ ഞാൻ cos square x minus sine square x 
മനشിലാ؛  ുؗുׯസ് സ്കٔയർ െകാ؇് ഹരിؗുׯതിന് ഇേؚാൾ ഞാൻ ഇന്റْഗാൻഡ് cos x sin xv dx 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ ചതുര؋ിൽ ഒരു ഘടകം ഉെ؇്ؗ എനി്ׯ കാണാൻ cos x plus sin x 
കഴിയും, ഇവിെട എനി്ׯ അത് ഫാക് ടൈറസ് െചإാൻ കഴിയും, 
അ׹െന അത് റؐാׯെؚടും, 
അ׹െന ആതّؓികമായി എനി്ׯ എഴുതാം ൈമനസ് ആയി ؛സ് ആയി cos x sin x cos x sin x 
ഹരി׺ാൽ ؛സ് സ്കٔയർ ആയതിനാൽ ഇത് ഈ പദ؋ിെനാؚം റؐാׯെؚടുؗ ചതുരമാണ്,cos x sin x 
അതിനാൽ എനി്ׯ ൈമനസ് േമൽ ആയി അവേശഷിുؗുׯ ഈ cos x sin x cos x plus sin x x 
ഇന്റْഗൽ ആകാം  ഡിേനാമിേനئർ എؓാെണؗും നّൂമേറئർ എؓാെണؗും ഞാൻ ْശؑാപൂർവം 
േനാׯിയാൽ എളുؚ؋ിൽ വിലയിരു؋ാനാകും, അതിനാൽ ഡിേനാമിേനئറിന് ൈസൻ ഫംഗ്ഷൻ x 
ഉ؇്, േകാൈസൻ ൈസൻ ന് െഡറിേവئീവ് േകാൈസൻ ഉം ന് െഡറിേവئീവുകളും ൈമനസ്x x x cos x 

ഉം ഉ؇്, അതിനാൽ ഇത് നّൂമേറئറിന്െറ ഭാഗമാെണ്ؗ േതാؗുؗു. നّൂമേറئർ യഥാർ،؋ിൽ sin x 
ഡിേനാമിേനئറിന്െറ വّതّാസമبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ എനി്ׯ ഡിേനാമിേനئറായ sine x 
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 ാം, cos x tׯസ് ഒരു പുതിയ േവരിയബിൾ ആയി തിരെ؁ടു؛
അ׹െന ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ എനി്ׯ പകരം വയ്ׯൽ cos x sine x whole dx dt dt 
ആയി ലഭിുׯം േമൽ ടി ഏത് ؛സ് رിരാ؋׸ിന്െറ േലാഗരിഥമിക് അبാെത മെئാؗുമب, mod t 
എന്െറ മൂലّം മൂലّം ؛സ് ഉം رിരാ׸വും അبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ t t sine x cos x plus 

ْതിേകാണമിതി ഐഡന്റിئികൾ ഉ؇ാׯി അവെയ ലഘൂകരി്׺ ഈ സംേയാജനം ഞ׹ൾ eu 
േനടിെയടുു؋, അവസാനം നأൾ കാണുؗു  ലളിതവൽׯരണ؋ിന് േശഷം നമു്ׯ ലഭിؗുׯ ഈ 
ഫംഗ് ഷനുകൾ അവ സംേയാജിؚിׯാവുؗവയാണ്, കൂടാെത ഇന്റْഗൽ മെئാരു ഉദാഹരണം 
കെ؇؋ാം, വളെര സ׸ീർ؉മായ ഒരു ْപശ് ന؋ിന് ْതിേകാണമിതി തിരി׺റിയൽ അവ എ׹െന 
ഉപേയാഗْപദമാകുെമ്ؗ കാണിׯാൻ ഞാൻ നി׹ൾׯായി ഇവിെട തിരെ؁ടു؋ മെئാരു ഉദാഹരണം ,
അതിനാൽ ഇത് ഒരു ഉദാഹരണമായി എടുുׯക. ശװിയിേല്ׯ ഉയർ؋ിയ എ؂് ൈമനസ് േകാൈസൻx 
പവർ ആയി ഉയർ؋ിയ എ؂് ൈമനസ് േകാൈസെന ഞ׹ൾ സംേയാജിؚിׯണം, ഇത് എ؂് ഓവർ 1 x x 
ൈമനസ് 2 ൈസൻ സ്കٔയർ േകാസ് സ്കٔയർ അതിനാൽ ഇതാണ് ഞ׹ളുെട ഇന്റْഗാൻഡ്, x x dx, 
അതിനാൽ ൈസൻ പവർ 8 ൈമനസ് േകാൈസൻ പവർ 8 ആയി ഉയർ؋ിയതായി നി׹ൾ ഇവിെട x 
കാണുؗു  ൈമനസ് 2 ൈസൻ സ്കٔയർ േകാസ് ചതുരം െകാ؇് ഹരി׺ാൽ അത് വളെര x 1 x x 
സ׸ീർ؉മായ ഒരു ഫംഗ് ഷനാണ്, പേײ നമു്ׯ ഇതിനകം അറിയാവുؗ ചില ബؖ׹ൾ 
ഉപേയാഗിുׯകയാെണ׸ിൽ നമു്ׯ കഴിയും  ഇത് ലളിതമായ ഒരു ഫംഗ് ഷനാׯി മാئാൻ കഴിയുെമ്ؗ 
മനസിലാുׯക , നി׹ൾ ൈസനിെന ൈമനസ് പവർ 8 ആയി ഉയർ؋ിയ ൈസനിേല്8 ׯx x 
േനാുׯേآാൾ ആദّം നി׹ളുെട മനشിൽ വരുؗ ആദّ ആശയം എ׹െനെയ്ؗ ഞാൻ കാണിു׺തരാം 
ഒരു ചതുര ൈമനസ് ബി സ്കٔയർ ആയ ഒരു േഫാമിേല്ׯ അതിെന പരിവർ؋നം െചإാൻ കഴിയുേമാ, 
കാരണം ആ േഫാം ഒരു ؛സ് ബി്ׯ തുലّമായ ൈമനസ് ബി സ്കٔയർ ൈമനസ് ബി ആׯി എ׹െന 
ഫാക് ടൈറസ് െചإാെമ്ؗ നമുׯറിയാം , അതിനാൽ നമു്ׯ ആ ൈസൻ ടു പവർ എ؂് എؗ പദം 
േനാׯാം. ൈസൻ േഫാർ സ്കٔയർ ൈമനസ് േകാസ് 4 സ്കٔയർ എ്ؗ എഴുതാം, അത് ൈസൻ 4 x x x 
ൈമനസ് േകാസ്  എക് സ് ൈസൻ േഫാർ ؛സ് േകാസ് േഫാർ എ്ؗ എഴുതാം ഇവിെട ഒരു സ്കٔയർ 4 x x 
ൈമനസ് ബി സ്കٔയർ എؗത് ൈമനസ് ബി എؗ േഫാർമുലയാണ് ഞാൻ ഉപേയാഗി׺ത് a plus b 
എؗതിേല്ׯ ഇതുകൂടാെത ഇവിെട സ്കٔയർ സ്കٔയർ ൈമനസ് േകാസ് സ്കٔയർ സ്കٔയർ sin 
ഉപേയാഗിׯാവുؗതാണ്, 
അ׹െന അത് ൈസൻ സ്കٔയർ ൈമനസ് േകാസ് സ്കٔയർ എ്ؗ ൈസൻ സ്കٔയർ ؛സ് േകാസ് x x x 
സ്കٔയർ എ്ؗ എഴുതാം അധികാര؋ിേല്ׯ ഉയർു؋ക 4 നി׹ൾ്ׯ അറിയാം സ്കٔയർ x x sin x  
 ൾ അത് ആഹ് േസാറി ഐ മിസ് ഡ് എക് സ് എؗായി x׹സ് േകാസ് സ്കٔയർ ഒؗാണ്, അതിനാൽ നി؛
ഇ؂ു, അതിനാൽ നി׹ൾ സ്കٔയർ ؛സ് േകാസ് സ്കٔയർ എؗിവ ഒؗാׯി , തുടർ്ؗ നി׹ൾ sin x x 
എبാം േകാസിന്െറ അടിرാന؋ിൽ എഴുതുؗു, അതിനാൽ ഇവിെട സ്കٔയറിനു പകരം അത് sin xi 
1 എ്ؗ എഴുതും  ൈമനസ് േകാസ് സ്കٔയർ x, 
അ׹െന എനി്1 ׯ ൈമനസ് 2 േകാസ് സ്കٔയർ കി؂ും , ൈസൻ ഉയർ؋ി പവർ 4 ആയി ഗുണി׺ാൽ , x 
ഞാനും 1 ൈമനസ് േകാസ് സ്കٔയർ േഹാൾ സ്കٔയർ എ്ؗ എഴുതാം, കാരണം ൈസൻ ടു പവർ 4 x 
ൈസൻ സ്കٔയർ സ്കٔയർ , ൈസൻ സ്കٔയർ എؗി׹െന എഴുതാം   ൈമനസ് േകാസ് സ് കٔയർ ഫുൾ 1
സ് കٔയർ ؛സ് േകാസ് ൈറസ് ടു പവർ എ്ؗ ഇത് കൂടി എഴുതാം  ൈമനസ്  േകാസ് സ്കٔയർ 4 x 1 2 x 
ഇവിെട ഇത് 1 ؛സ് േകാസ് ടു പവർ 4 ൈമനസ് 2 േകാസ് സ്കٔയർ ؛സ് േകാസ് ൈറസ് ടു പവർ 4 എ്ؗx x 
എഴുതാം  എؗതും ആതّؓികമായി 1 ൈമനസ് 2 േകാസ് സ്കٔയർ ؛സ് 2 േകാസ് ൈറസ് ടു പവർ x x 1 

ൈമനസ് 2 േകാസ് സ്കٔയർ എ്ؗ എഴുതിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇതാണ് നുأെട നّൂമേറئർ 4 x x 
ഇേؚാൾ ഡിേനാമിേനئർ േനാׯാം , അേത െട٠عിക് ഇവിെട െചإാം, ഡിേനാമിേനئർ 1  ൈമനസ് 2 ൈസൻ 
സ്കٔയർ േകാസ് സ്കٔയർ x x 
അ׹െന നّൂമേറئറിെല േപാെല എവരി  ഞാൻ ഇവിെട ന്െറ അടിرാന؋ിൽ ody cos-
എഴുതിയി؂ു؇്, അത് ന്െറ അടിرാന؋ിൽ എഴുതാൻ ഞാൻ ആْഗഹിുؗുׯ, അതിനാൽ ഞാൻ cos-
ഇത് 1 ൈമനസ് 2 തവണ 1 ൈമനസ് സ്കٔയർ േല്ׯ ആയി എഴുതാം, അത് എനി്ׯ cos x- cos square x 
1 ൈമനസ് 2 മട്׹ ൈമനസ് നൽകും  ൈമനസ് ؛സ് cos square x 
അ׹െന 2 തവണ േകാസ് സ്കٔയർ േകാസ് സ്കٔയർ േകാസ് പവർ േല്ׯ ഉയർു؋ക നാല് ഇേؚാൾ ഈx 
ര؇് ഫാعർٚ നّൂമേറئർ േനാുׯക ഇതാണ് നി׹ളുെട നّൂമേറئർ അതിനാൽ നّൂമേറئർ ഒ്ؗ ൈമനസ് 
ര؇് േകാസ് സ്കٔയർ ഒ്ؗ ؛സ് ടു േകാസ് പവർ േഫാർ േഫാർ ൈമനസ് ര؇് േകാസ് സ്കٔയർ ഉം x x x 
ഡിേനാമിേനئറും  നّൂമേറئറിൽ 1 ൈമനസ് 2 ഉت ഘടകം ഉ؇്, ײമിׯണം എനി്ׯ ഒരു ؛സ് 
നഷ് ടമായി അെത ൈമനസും ൈമനസ് ؛സ് 
അ׹െന 1 ൈമനസ് 2 േകാസ് സ്കٔയർ ؛സ് േകാസ് പവർ 4 അതിനാൽ 1 ൈമനസ് 2 േകാസ് കٔയർ x x x
 ൾ ഇന്റْഗാൻഡിനായി xأക, അതിനാൽ ഈ പദം നു؋ഉയർ ׯസ് 2 േകാസ് പവർ 4 േല്؛
ലളിതമാുׯേآാൾ റؐാׯെؚടും ൈമനസ് 2 േകാസ് സ്കٔയർ എ്ؗ എഴുതിയിരിുؗുׯ, അത് i 1 x 
നّൂമേറئറായ ഈ പദ؋ിേല്ׯ ഡിേനാമിേനئർ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഈ ര؇് നിബؖനകളും 
റؐാׯെؚടും, അതിനാൽ ഈ ര؇് നിബؖനകളും റؐാׯെؚടും.  അവ എഴുേത؇തിب  അവ dx 
എഴുതുക, ഇേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ ഈ ഇന്റْഗൽ എളുؚ؋ിൽ വിലയിരു؋ാം, അതിനാൽ ആദّ േടം 
ഇന്റْഗൽ ൈമനസ് ര؇് തവണ സ്കٔയർ അതിനാൽ സ്കٔയർ േകാസ് ഫംഗ്ഷനുകൾׯായി x cos x, 
ഞ׹ൾ അതിെന ലീനിയർ ഫംഗ്ഷനാׯി മാئണം, ര؇് ൈമനസ് ഒؗിന് cos two x cos square x 
തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം. അതിനാൽ സ്കٔയർ ഒؗുമب , ര؇് ര؇് െകാ؇ാണ് , ഞാൻ cos x x 
ഈ വൺ ؛സ് േകാസ് ടു ര؇് മാئി പകരം വയ്ുؗുׯ, അതിനാൽ ആതّؓികമായി എനി്ׯ ഈ x dx 
ര؇് ൈമനസ് സംേയാജനം ഒؗിൽ നി്ؗ റؐാׯെؚടും, വീ؇ും ആണ് , തുടർ്ؗ േകാസ് ര؇ിന്െറ x 
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സംേയാജനം എؗത് േകാസ് ടു എؗതിന്െറ ൈമനസ് അبാെത മെئാؗب  ര؇് നി׹ൾׯറിയാം x x 
ര؇് അതിനാൽ ഇത് ؛സ് رിരാ؋׸ിന്െറ ൈമനസ് ആയി എഴുതാം, sin x cos x sin x cos x 
അതിനാൽ ْതിേകാണമിതി ഐഡന്റിئികൾ ഉപേയാഗി്׺ ഈ ഫംഗ്ഷൻ ഈ ഇന്റْഗാൻഡ് വളെര ah ah 
ലളിതമായ രൂപ؋ിേല്ׯ എഴുതാം, അത് വീ؇ും പരിവർ؋നം െചإെؚടും മെئാരു സാേ׸തിക 
ഐഡന്റിئി ഉപേയാഗി്׺ , അത് വിലയിരു؋ിׯഴി؁ാൽ, ഞ׹ൾ കൂടുതൽ ഉദാഹരണ׹ൾ 
േനാׯാം, മ്ئ ചില ഉദാഹരണ׹ൾ , ഒരു ؛സ് ബി ൈസൻ സ്കٔയർ േനׯാൾ തരം ന്െറ ഇന്റْഗൽ x- dx-
മൂലّനിർ؉യം നട؋ണം അെ׸بിൽ അതിനായി ഞാൻ വിളിׯാം  ഒരു  സ്കٔയർ ؛സ് cos x b sin 
ചതുരാകൃതിയിലുت എؗതിന് മുകളിലുت ഇന്റْഗൽ നി׹ൾ വിലയിരുേ؋؇തു؇്, ഇവിെട x dx 

എؗിവ അനുേയാജّമായി തിരെ؁ടു؋ിരിؗുׯ ചില رിരാ׹׸ളാണ് ഇേؚാൾ a, b cos 
തിരെ؁ടു്؋ ഈ ْപٍ٠ം ഈ ْപٍ٠മാׯി മാئാൻ കഴിയുെമ്ؗ നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും  സ് കٔയർ xs

 ൈമനസ് ൈസൻ സ് കٔയർ തുടർ്ؗ ലളിതമാുׯകയും പിؗീട് കുറ്׺ പുതിയ എؗിവ 1 x, a, b 
തിരെ؁ടുുׯകയും െചയ ്താൽ അതിനനുസരി്׺ ْപശ് നം തിരെ؁ടുׯാം, അതിനാൽ ഒരു ؛സ് ബി 
സിൻ സ് കٔയർ ആഹ് ആദّം ْപശ് നം എ׹െന പരിഹരിׯാെമ്ؗ ഞ׹ൾ േനാുׯം.  നأൾ മനشിൽ x 
വേര؇ത് നുأെട ചില െടക് നിുׯകൾ ഉപേയാഗിׯാനാകുؗ ഒരു രൂപ؋ിേല്ׯ പരിവർ؋നം 
െചുإക എؗതാണ്, ഞ׹ൾ ഇതിനകം പഠി׺ിت؂ു ഒരു മാർഗമാണ് നّൂമേറئറും ഡിേനാമിേനئറും 
േകാസ് സ്കٔയർ െകാ؇് ഹരിുׯക എؗതാണ്.  നّൂമേറئറിന് നമു്ׯ െസׯൻറ് സ്കٔയർ x x 
ലഭിുׯം, ഡിേനാമിേനئറിൽ നമു്ׯ ഒരു െസׯൻറ് സ്കٔയർ ؛സ് ബി ടാൻ സ്കٔയർ ലഭിുׯം, ഓ, x x 
ഞാൻ ഇവിെട മനشിലാؗുׯത് , നّൂമേറئറിന് ചതുരം ലഭിുׯെമؗും ഞാൻ ടാൻ ന് പകരം x x x 
മെئാ്ؗ നൽകുകയാെണ׸ിൽ  പുതിയ േവരിയബിൾ അേؚാൾ െസׯന്റ് സ്കٔയർ മാറും ْപٍ٠ം xdx dt 
ഈ െസׯന്റ് സ്കٔയർ ന് മാْതമായിരിുׯം, പേײ ഭാഗّവശാൽ ഞ׹ൾ്ׯ ഒരു ബؖമു؇്, എؗാൽx 
വൺ ؛സ് ടാൻ സ്കٔയർ എؗത് െസׯന്റ് സ്കٔയർ അبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ x x 
ഡിേനാമിേനئറിൽ ഞ׹ൾ െസׯന്റ് സ്കٔയർ എؗത് വൺ ؛സ് ആയി മാئിرാപിുׯം.  ടാൻ x 
സ്കٔയർ െസׯൻറ് സ്കٔയർ വൺ ؛സ് ടാൻ സ്കٔയർ x xdxa x 
അ׹െന ഒരു ؛സ് എ ؛സ് ബി ടാൻ സ്കٔയർ േഫാർമുലകൾ ഉപേയാഗി്׺ സ്കٔയർ എؗത് വൺ x x x 
 ക, x x tുئസ് ടാൻ സ്കٔയർ ന് തുലّമാണ് , തുടർ്ؗ ടാൻ സമം ന് പകരമായി മാ؛
അ׹െന െസׯന്റ് സ്കٔയർ തുലّമാണ്  േല്ׯ xdx dt 
അ׹െന നമു്ׯ ഈ ഇന്റْഗൽ ആയി ലഭിുؗുׯ , ഒരു ؛സ് ؛സ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ dt a b 
 ണം തവണ ആണ് അതിനാൽ തവണ എؗത് a plus b tan x t, a plus b tׯമിײ
ചതുരാകൃതിയിലാണ്, അതിനാൽ ഇത് എؗ േഫാമിന് അടു؋ാണ് ചതുരവും ഒരു ചതുരവും മാْതംdt t 
 നമു്ׯ ഒരു ؛സ് ബി േകാമൺ എസ് ആയി എടുׯണം എ്ؗ ഡിേനാമിേനئറിൽ ഒരു ؛സ് ബി o , 
െപാതുവായി എടു؋ാൽ, ആ േഫാം ന് ؛സ് ബി ؛സ് സ് കٔയർ ആയി പരിവർ؋നം െചإെؚടും dt a t 

ഞാൻ ؛സ് ബി എഴുതുകയാെണ׸ിൽ ഇത് ഇേؚാൾ അറിയെؚടുؗ േഫാർമുലയാണ്  ആൽഫ ah , 
സ്കٔയർ ഒؗിന് ഒരു ؛സ് ബി സംേയാജന؋ിന് തുലّമാണ്, ഇത് ആൽഫ സ്കٔയർ ആയി എനി്ׯ 
േതാؗുؗുെവ׸ിൽ, എനി്ׯ ഇവിെട േഫാർമുല ഉപേയാഗിׯാനാകും, അതിനാൽ ഇത് ആൽഫ ടാൻ 
വിപരീതമായി െകാ؇് ഒരു ؛സ് ബി 1 ആയി മാറും. വിൽ ؛സ് رിരാ׸ം, ഈ െചറിയ t 
സബ്زിറ്റّൂഷനുേശഷം , ആൽഫയിൽ ഒരു ؛സ് ബി വൺ എؗത് അതിെന ഒരു ؛സ് ബിയുെട 
വർ״മൂലമാׯി മാുئം  െചറിയ ലഘൂകരണം, നി׹ൾ്ׯ ഇത് യുെട വർ״മൂലّം െകാ؇് ഒരു ؛സ് a b 
ആׯി ടാൻ വിപരീത ടി റൂ؂് ആയി എഴുതാം . ചില മൂലّ׹ൾ ഉتത് ചിലത് ഉتതാണ്  മ്ئ മൂലّം b 
എؓായിരിുׯെമ്ؗ നി׹ൾ്ׯ മനസിലാׯാൻ കഴിയും അെ׸بിൽ ഈ േഫാമിൽ േഫാം 
നൽകിയി؂ുെ؇׸ിൽ, നി׹ൾ്ׯ ഇന്റْഗലിന്െറ മൂലّം കെ؇؋ാനാകും, അടു؋തായി ഞ׹ൾ 
നി׹ൾׯായി മെئാരു ഉദാഹരണം തിരെ؁ടുുؗുׯ, അതിനാൽ ഞ׹ൾ കെ؇േ؋؇തു؇് .  
പാപ؋ിന്െറ അവിഭാജّഘടകം വിപരീതം ര؇് േമൽ ഒؗിൽ ചതുരം അതിനാൽ ഇവിെട x x dx, 
മെئാരു ഘടകവും ഇبാ؋തിനാൽ ഞ׹ൾ ഇവിെട ഉപേയാഗിേׯ؇ത് ന് പകരം വയ്ׯാൻ ഒരാൾ്ׯ x-
ഒരു വഴിയു؇് എؗതാണ്  വിപരീത ഫംഗ് ഷന്െറ ഉദാഹരണ؋ിനായി നി׹ൾ ഇതിനകം ഉപേയാഗി׺ 
ആശയം നി׹ൾ പരിേശാധിുؗുׯ, ഇവിെട ഇത് 1 ൈസൻ വിപരീതം െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ 2 ന് 1 ؛സ് x x 
ചതുരം എ്ؗ എഴുതിയിരിുؗുׯെവ്ؗ പരിഗണിുׯക, അതിനാൽ ഞാൻ തിരെ؁ടു؋ാൽ എ്ؓ 
സംഭവിുׯെമ്ؗ േനാׯാം ഈ ഘ؋؂ിൽ ഇത് ഒരു വിപരീത ْതിേകാണമിതി ഫംഗ് ഷൻ ആയതിനാൽ 
ഞാൻ ഇത് ആദّ ഫംഗ് ഷനായി കണׯാׯണം, ബീജഗണിത ഫംഗ് ഷൻ ആയതിനാൽ ഞാൻ ര؇ാമെ؋ 
ഫംഗ് ഷനായി പരിഗണിׯണം, അതിനാൽ ഭാഗ׹ൾ അടിرാനമാׯിയുت സംേയാജനം ഞാൻ ഇവിെട
ْപേയാഗിׯാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ ഞാൻ ഈ സംേയാജനം ഭാഗ׹ൾ അനുസരി്׺ ْപേയാഗിുׯകAP  
, എനി്ׯ ലഭിׯാൻ േപാകുؗത് ൈസൻ വിപരീതം ര؇് ഒؗിന് മുകളിൽ ചതുരം ആണ് , അത് x x 
ര؇ാമേ؋തിന്െറ ആദّ ഫംഗ്ഷൻ ഇന്റേْഗഷൻ ആണ്, അതിനാൽ ഒؗിന്െറ സംേയാജനം എനി്ׯ 
ൈസൻ വിപരീത؋ിന്െറ ൈമനസ് ഇന്റേْഗഷൻ ഡിഫറൻേഷّഷൻ നൽകും, അതിനാൽ ഇതിന്െറ x 
വّതّാസം എനിׯറിയാം ൈസൻ വിപരീതം എؗത് 1 ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂലമു1 ت x x 
ആണ്, അതിനാൽ ഞാൻ ഇത് 1 ൈമനസിന്െറ സ്കٔയർ റൂ؂് ആയി എഴുതാം, അതിനാൽ ന് പകരം ഇത് x 

ആണ് 1 ന്െറ ചതുരം പൂർ؉ ചതുരം, തുടർ്ؗ ഇത് ഗുണി׺ാൽ ഇത് ഇതാണ്  ഫാعർٚ അതിനാൽ 2 x x 
എനി്ׯ ഈ ഘടക؋ിന്െറ െഡറിേവئീവ് എടുׯണം, അതിനാൽ യുെട ന്െറ ന്െറ ര؇് d dx dx x 
ന്െറ ഒരു ؛സ് സ്കٔയറിനു മുകളിൽ വّതّാസം ഇതുവെരയുت ആദّെ؋ ഫംഗ്ഷൻ സംേയാജനം x 
ര؇ാമേ؋തിന്െറ ൈമനസ് ഇന്റْഗൽ ഡിഫറൻേഷّഷൻ, തുടർ്ؗ ര؇ാമേ؋തിന്െറ ഏകീകരണം 
അ׹െന  ര؇ാമേ؋ത് നി׹ൾ്ׯ നൽകും, ഇേؚാൾ എനി്ׯ ര؇് ന് ഒരു ؛സ് ചതുര؋ിന് xdx x x dx
ന്െറ എؓാെണ്ؗ കെ؇േ؋؇തു؇്, അതിനാൽ ഇത് േഫാം നّൂമേറئറിന്േറതായതിനാൽ ര؇് dx x 
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ന്െറ ന്െറ ന്െറ ْപേതّകം കെ؇؋ാം. േമൽ ഗുഹ  ഓമിേനئർ അതിനാൽ ഇത് എനി്ׯ വൺ dx dx dx 
സ് x x x x؛ ര؇് ൈമനസ് ര؇് നൽകും, ഒ്ؗ ׯതരും, എനി് ׯിേല്؋ം ര؇് എؗ വّതّാസ״സ് വർ؛
ചതുരം എനി്ׯ ര؇് നൽകും  നാല് ചതുരം എനി്ׯ ര؇് ൈമനസ് ര؇് ചതുരം നൽകും, അത് x x x 
ആതّؓികമായി എനി്ׯ ര؇ിെന ഒരു ൈമനസ് ചതുരമായി ഒ്ؗ ؛സ് സ്കٔയർ പൂർ؉ ചതുരം x x 
െകാ؇് ഹരിׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഈ പദ؋ിന് എനി്ׯ ഇേؚാൾ മൂലّമു؇്, ഞാൻ അത് ഇവിെട 
എഴുതാം ൈസൻ വിപരീതം ര؇്  േമൽ ഒ്ؗ ؛സ് സ്കٔയർ ൈമനസ് ഇന്റേْഗഷൻ എനി്ׯ x x x 
ഇേؚാൾ ഇവിെട ഈ പദം ഉ؇് 1 ൈമനസ് ഇത് 4 ചതുരമായി മാറും, അതിനാൽ ഡിേനാമിേനئർ 1 ؛സ് x x
സ്കٔയർ ഫുൾ സ്കٔയറിനു മുകളിൽ 1 ൈമനസ് 4 സ്കٔയർ െവേجെറ വിലയിരുു؋ം, അതിനാൽ x 
ഇതാണ് ഞാൻ ഇവിെട എഴുതുؗ പദം  ഇത് വൺ ؛സ് സ്കٔയർ ഫുൾ സ്കٔയർ ൈമനസ് േഫാർ x x 
സ്കٔയർ ഫുൾ സ്കٔയർ ഒ്ؗ ؛സ് സ്കٔയർ ഫുൾ സ്കٔയർ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ എനി്ׯ ഇവിെട 1 x c 
 സ് കി؂ും  4 േപx x؛ 1 ׯസ് സ്കٔയർ ആയി എഴുതാം, അതിനാൽ മുഴുവൻ ചതുരവും തുറؗാൽ എനി്؛

സ്കٔയർ ൈമനസ് 4 ചതുരം അതിെന ൈമനസ് 2 ചതുരമാുׯം,  lus 2 x x x 
അ׹െന എനി്1 ׯ ൈമനസ് ചതുരം മുഴുവൻ ചതുരം ലഭിുׯം, x 
അ׹െന നّൂമേറئർ ഒരു ൈമനസ് ചതുരം മുഴുവനായും ഒؗിൽ കൂടുതൽ ചതുരം മുഴുവനായും x x 
മാറും , ഒടുവിൽ എനി്ׯ അത് ലഭിുׯം  ഒരു ൈമനസ് സ്കٔയർ 1 ؛സ് ചതുരം എؗതിനാൽ x x 
ഡിേനാമിേനئറിെല ഈ ആഹ് പദം 1 ൈമനസ് ചതുരം 1 1 ؛സ് ചതുരമായി മാറുؗു, അതിനാൽ x x 
ഞാൻ ഈ ഡിേനാമിേനئർ പദ؋ിന് പകരമായി ഇത് െചുإം, അതിനാൽ ഇത് എനി്1 ׯ ഓവർ 1 ൈമനസ് 

സ്കٔയർ ആയി ലഭിുׯം 1 ؛സ് ചതുരം ഇവിെടയുت വّതّാസം െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ എനി്ׯ x x 
ഇതിനകം 2 തവണ 1 ൈമനസ് സ്കٔയർ 1 ؛സ് സ്കٔയർ ഫുൾ സ്കٔയർ ലഭിു׺ , തുടർ്ؗ ഈ x x xdx 
ആതّؓികമായി ഈ അതിനാൽ ഞാൻ അത് ഇവിെടയും തുടർ്ؗ അവസാനം ഇവിെടയും xdx, x dx 
ഇടും, അതിനാൽ ഇത് ْശؑാപൂർجം േനാുׯക  ചില നിബؖനകൾ റؐാׯെؚടുؗു, ഉദാഹരണ؋ിന്, ഈ
ഒരു ൈമനസ് ചതുരം ഒരു ൈമനസ് ചതുരം ഒؗിെനാؚം ചതുരവും ഒരു ؛സ് ചതുര؋ിൽ ഒ്ؗ x x x x 
ഉപേയാഗി്׺ റؐാׯെؚടുؗു, 
അ׹െന ആതّؓികമായി ഇത് ൈസൻ വിപരീതമായി ര؇് േമൽ ഒؗിൽ ചതുരമായി മാറുؗു  x x x e 
ൈമനസ് ഓവർ വൺ ؛സ് സ്കٔയർ വീ؇ും എനി്ׯ ഈ വൺ ؛സ് സ്കٔയർ ഒരു പുതിയ x x dx x a 
േവരിയബിൾ ആയി എടുׯാം, t 
അ׹െന ആണ്, അതിനാൽ ര؇ായി ആകും , അത് നി׹ൾ്ׯ വിലയിരു؋ാൻ tx two xdx dt xdx dt 
കഴിയുؗ ഒരു േലാഗരിതമി٧عിൽ എനി്ׯ േനരി؂് എഴുതാനാകും. അത് 
അ׹െന പാപം വിപരീതം ര؇് േമൽ ഒؗിൽ ചതുരം ൈമനസ് ഹാഫ് േലാഗരിഥമിക് േമാഡിന്െറ x x x 
ഒ്ؗ ؛സ് ചതുരം ؛സ് رിരാ׸ം, അതിനാൽ ഈ പദ׹ൾ മൂലّനിർ؉യം െചᅃٝതിന് േശഷം നമു്ׯ x 
ഈ ഫല׹ൾ ലഭിുׯം , നി׹ൾ മൂലّ׹ൾ്ׯ പകരം എെؓ׸ിലും ഉപേയാഗിുׯേآാൾ ഇത് വളെര 
ഉപേയാഗْപദമാകും .  വിപരീത ْതിേകാണമിതി ഫംഗ് ഷനുകൾ ഉദാഹരണമായി ഒരാൾ്ׯ ഇവിെട 
േനാׯാം, എؗത് ടാൻ തീئയിേല്ׯ േപാകുؗു എ്ؗ നമു്ׯ പറയാം , ഈ ْപേതّക ഉദാഹരണ؋ിൽ x 
എؓാണ് സംഭവിؗുׯെത്ؗ േനാׯാം  , ഞ׹ൾ അ؋ര؋ിലുت പകരം വയ്ׯൽ ഉപേയാഗി׺ാൽ 
അത് എ׹െന വികസിുؗുׯ എ്ؗ കാണിׯാൻ ഞാൻ നി׹ൾ്ׯ മെئാരു ഉദാഹരണം 
തിരെ؁ടുׯാം മെئാരു േവരിയബിളിന്െറ, അതിനാൽ വിപരീതമായി സ്കٔയർ ൈമനസ് ah cos x 
ഒരു ന്െറ ര؇ുതവണ സംേയാജന؋ിന്െറ ഉദാഹരണം തിരെ؁ടുുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ dx cos 
വിപരീതം ര؇് ചതുരْശ ൈമനസ് ഒരു x t 
അ׹െന േപാകുؗതിനുപകരം ഞാൻ മുآെ؋ ഉദാഹരണം പരിഹരിു׺ എؗത് േകാസ് തീئയ്്ׯ x 
തുലّമായതിനാൽ ഞാൻ ഒരു പകരׯാരനാകും, അതിനാൽ എؗത് തീئയുെട dx sin theta d 
ൈമനസിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇന്റْഗൽ അതിന്െറ രൂപം േകാസ് വിപരീതമായി ര؇് േകാസ് i 
സ്കٔയർ തീئ ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ആയി എടുുؗുׯ, ഇേؚാൾ ഈ പദം sin theta d theta cos 
ആണ്  ഈ കൂ؂ാളിയുെട വിപരീതം എؗാൽ 2 േകാസ് സ്കٔയർ തീئ ൈമനസ് 1 എؗ േഫാർമുല 
ْതിേകാണമിതി ബؖം അറിയാം, അതിനാൽ േകാസ് ഇൻേവഴ് സ് േകാസ്  തീئ തീئയുെട 2
ര؇ുതവണയبാെത മെئാؗുമാകിب േകാസ് ര؇് തീئ തീئയുെട ര؇ുതവണയും ൈസനിന്െറ 
ൈമനസും  തീئ ഡി തീئ അതിനാൽ ഇത് ൈസൻ തീئ തീئ ഡി  തീئയുെട ൈമനസ് ര؇് 
സംേയാജന؋ിന് തുലّമാണ് തീئയ് ്ׯ േകാസ് തീئ ൈമനസ് ഇന്റേْഗഷൻ തീئയുെട ൈമനസ് ആയി 
ഇന്റേْഗഷൻ ഉ؇് , ഡിഫറൻേഷّഷൻ തീئയ് ്ׯ േകാസ് തീئ ഡി തീئയുെട ൈമനസ് ആയി 1, sin 
ഇന്റേْഗഷൻ ഉ؇്, അത് ഒടുവിൽ എനി്ׯ ൈമനസ് ൈമനസ് ؛സ് 2 തീئ േകാസ് നൽകും  തീئ പിؗീട് 
ൈമനസ് ര؇് ആകും 
അ׹െന അത് ൈമനസ് ൈമനസ് ؛സ് ആയി മാറും, തുടർ്ؗ ഈ ൈമനസ് അതിെന ൈമനസ് ര؇് 
ആുׯം േകാസ് തീئയുെട േകാസ് തീئ ഇന്റേْഗഷൻ എؗത് ൈസൻ തീئയും ഏകീകരണ؋ിന്െറ 
 ׯിറ്റّൂഷനുകൾ ഇേؚാൾ നമു്زഅതിനാൽ ഈ സബ് ,بാؗുമئാെത മെبവും അ׸ിരാر
തിരിു׺വരാൻ സഹായിുׯം മൂലّം എؓാണ്, അതിനാൽ േകാസ് തീئ ആണ്, തീئ േകാസ് ഇൻേവٌ٧് x x 
ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ 2 േകാസ് വിപരീതം ഇവിെട നി്ؗ ൈമനസ് 2 സിന് തീئയാണ്, അതിനാൽ 1x x 
ൈമനസ് േകാസ് സ്കٔയർ തീئയുെട വർ״മൂലമായിരിുׯം തീئ, sin 
അ׹െന 1 ൈമനസിന്െറ 2 വർ״മൂലّം  സ്കٔയർ തീئ ഒരു ൈമനസ് സ്കٔയർ ആകുേآാൾ ഒരു cos x 
 വിപരീത ചലനാ؎ക ah ׯാൾ നമു്آേുׯാൾ എؗതിന് പകരം വയ്آേുׯം േചർ׸ിരാر
ഫംഗ്ഷനുകൾ നൽകുേآാൾ ഒരു േവരിയബിളിെന ْതിേകാണമിതി ഫംഗ്ഷനിേല്ׯ ah 
മാئിرാപിുׯേآാൾ ഇത് ഇന്റْഗാൻഡിെന മെئാരു ലളിതമായ രൂപ؋ിേല്ׯ പരിവർ؋നം െചإാൻ 
സഹായിുؗുׯ.  നമു്ׯ എളുؚ؋ിൽ വിലയിരു؋ാൻ കഴിയും ആഹ് നമു്ׯ ഇത് കൂടുതൽ 
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ഉദാഹരണ׹ളിൽ കാണാം, നമു്ׯ ഇനിؚറയുؗ ഉദാഹരണം തിരെ؁ടുׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ 
ഉദാഹരണം എടുׯാം സമമാണ്  ഈ ഉദാഹരണം പരിഹരിׯാൻ ഒരു ൈമനസ് ന് മുകളിൽ i is x 
ഒؗിന്െറ ന്െറ ടാൻ വിപരീത റൂ؂് ഞ׹ൾ മുൻ േകസിൽ ഉപേയാഗി׺തുേപാെല ഉപേയാഗിുׯം, xdx 
നأൾ ഓർേׯ؇ ഒേരെയാരു കാരّം ന് പകരം വയ്ׯണം എؗതാണ്. ഈ മുഴുവൻ പദവും ഒരു ടാൻ x 
ഫംഗ് ഷനിേല്ׯ പരിവർ؋നം െചുؗുإ, അതിനാൽ ആ സമയ ഫംഗ് ഷനുെമാتു؋ ഈ ടാൻ 
വിപരീതം റؐാׯെؚടും, ഓ, ഞാൻ ഓർׯണം, അതിനാൽ ഈ േഫാം 1 ൈമനസ് േമൽ 1 ؛സ് x x 
േനാുׯക, അതിനാൽ ഇവ റؐാׯെؚേട؇ ഒരു േഫാർമുല ഞാൻ ഉപേയാഗിׯണം നി׹ൾ ْശؑി׺ാൽ , 
നി׹ൾ പരിേശാധിുׯകയാെണ׸ിൽ , തീئയുെട േഫാർമുല ര؇് വّതُّ ٝരൂപ؋ിൽ cos two 
നി׹ൾുׯ؇്, നി׹ൾ്ׯ അത് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് ൈസൻ സ്കٔയർ തീئ എ്ؗ എഴുതാം അെ׸بിൽ 
നി׹ൾ്ׯ ര؇് േകാസ് സ്കٔയർ തീئ ൈമനസ് ഒ്ؗ എ്ؗ എഴുതാം. ന്െറ ഒരു പകരം വയ്ׯൽ x cos 

ന് തുലّമാണ് , ഒരു ൈമനസ് ന് മുകളിൽ ഒരു ؛സ് എؗതിന് ഒരു ൈമനസ് ആയി two theta x xi 
എഴുതാൻ കഴിയുെമ്ؗ ഞാൻ ْശؑിുؗുׯ , തുടർ്ؗ ഞാൻ ഇത് എഴുതുؗതിനാൽ ഇത് റؐാേׯ؇തു؇്, 
അതിനാൽ ഞാൻ ഈ േഫാർമുല ഉപേയാഗിׯണം അതിനാൽ 1 ൈമനസ് 2 1 ؛സ് 2 സി്ׯ മുകളിലുت 
ൈസൻ സ്കٔയർ തീئ  സ് കٔയർ തീئ ൈമനസ് വളെര ْശؑേയാെട േനാׯിയാൽ നി׹ൾ്ׯ OS 
ആതّؓികമായി ഇവിെട ലഭിؗുׯത് ഇതാണ് കّാൻസൽ െചإെؚടും, ഇത് നّൂമേറئറിൽ റؐാׯെؚടും, 
നി׹ൾ്ׯ ൈസൻ സ് കٔയർ തീئയും ഡിേനാമിേനئറും ലഭിുׯം, കാരണം രെ؇؉ം കൂടി റؐാׯെؚടും 
ര؇് അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ േകാസ് സ് കٔയർ തീئയ് ്ׯ മുകളിൽ ൈസൻ സ് കٔയർ തീئ ലഭിുׯം, 
അതിനാൽ  ؛സ് ഓവർ  ൈമനസ് ഓവർ  ؛സ് േകാസ് സ് കٔയർ തീئയ് ്ׯ മുകളിൽ സിൻ 1 x 1 1 x 1 x, 
സ് കٔയർ ആയി മാറുؗു, ഇത് ടാൻ സ് കٔയർ തീئയبാെത മെئാؗുമب , ഇതാണ് ഞ׹ളുെട എം. എؗത്x 
േകാസ് ടു തീئയ്്ׯ തുലّമാണ്, അത് നി׹ൾ്ׯ ര؇് ൈസൻ ടു തീئ ഡി തീئയുെട ൈമനസിന് dx 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ ബദലായി ഈ സഹْപവർ؋കന്െറ ഇന്റْഗാൻഡ് എؗതിന്െറ ടാൻ i 
വിപരീത വർ״മൂലമായി എഴുതാെമ്ؗ ഞ׹ൾ കെ؇؋ി.  തീئെയ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ അത് dx 
ൈമനസ് ര؇് ൈസൻ ര؇് തീئ ഡി തീئയാണ്, അതിനാൽ എനി്ׯ ഈ ൈമനസ് ര؇് അവിഭാജّ തായ് 
വിപരീത ടാനിന് പുറ്؋ എടുׯാം തീئ ൈസൻ ര؇് തീئയും ഡി തീئയും എനി്ׯ തരും  മുآെ؋ 
ْപٍ٠ം അതിനാൽ ഞാൻ ഇത് ആദّമായും ഇത് ര؇ാം ഫംഗ് ഷനായും കണׯാുׯം , തുടർ്ؗ ഭാഗ׹ൾ 
െകാ؇ുت ഉപേയാഗ സംേയാജനം വിലയിരുു؋ക, ഇത് പൂർ؉മായും പരിഹരിׯിب , ഈ ഇന്റْഗൽ 
വിലയിരുؗു؋തിന് ഭാഗ׹ൾ െകാ؇ുت സംേയാജനം ഉപേയാഗിുׯക, തുടർ്ؗ ആതّؓികമായി 
ബؖം ഉപേയാഗി്׺ തീئയിൽ നി്ؗ േല്ׯ പരിവർ؋നം െചുإക, x 
അ׹െന നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും നി׹ൾ ْപശ് ന׹ൾ പരിഹരിുׯേآാൾ ലളിതവൽׯരണം 
സഹായിുؗുׯ, അത് ْപശ് നെ؋ ഒരു ലളിതമായ രൂപമാׯി മാؗുئ , സമാനമായ മെئാരു ْപശ് നം ഞാൻ 
നി׹ൾׯായി തിരെ؁ടുുׯം.  റൂ؂് മുൻ ഉദാഹരണ؋ിൽ നി്ؗ, 1 ൈമനസും പിؗീട് 1 ؛സും xdx, 
ആയതിനാൽ പകരം വയ്ؗുׯത് എؓാെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ കുറ്׺ ധാരണെയ׸ിലും ലഭിׯണം , 
അതിനാൽ ഞാൻ സ്കٔയർ റൂ؂് പരീײിׯണെമ്ؗ നി׹ൾ്ׯ എളുؚ؋ിൽ ഊഹിׯാൻ കഴിയുെമ്ؗ 
ഞാൻ കരുതുؗു എؗത് തീئയ്്ׯ തുലّമാണ്, x cos 2 
അ׹െന 1  ഇതിന് മുآെ؋ ْപٍ؋٠ിൽ ഞ׹ൾ െചᅃٝതുേപാെല ൈമനസ് റൂ؂് ന് 1 ؛സ് റൂ؂് ന് 1 x x 
ൈമനസ് േകാസ് 2 തീئയും 1 ؛സ് േകാസ് 2 തീئയും ഞാൻ ഉപേയാഗിؗുׯ നّൂമേറئറിൽ വരും  ഇ 
ൈസൻ ഫംഗ് ഷൻ ഡിേനാമിേനئർ ഞാൻ േകാൈസൻ ഫംഗ് ഷൻ ഉപേയാഗിുׯം, അതുവഴി എനി്ׯ 
േകാൈസൻ സ് കٔയർ തീئയ് ്ׯ മുകളിൽ ൈസൻ സ് കٔയർ തീئയായി ലഭിുׯം , മുآെ؋ ْപശ് ന؋ിൽ 
ഞ׹ൾ അത് നി׹ൾ മാئിرാപിു׺, അതിനാൽ നّൂമേറئറിന് നി׹ൾ ഉപേയാഗിؗുׯ േകാസ് തീئ 
തുലّമാണ്   ൈമനസ്  ൈസൻ സ് കٔയർ തീئയും ഡിേനാമിേനئർ േകാസ് തീئയ് ്ׯ നി׹ൾ  േകാസ് 1 2 2
സ് കٔയർ തീئ ൈമനസ് ഒ്ؗ ഉപേയാഗിുؗുׯ, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ അേത പദം തെؗ ലഭിുׯം, 
ഇവിെട ഞാൻ ഡിഫറൻഷّൽ എടു؋ാൽ എനി്ׯ ലഭിؗുׯത് ഒ്ؗ ര؇് റൂ؂് ൈമനസിന് xdx 
തുലّമാണ് ൈസൻ ടു തീئെയ ര؇് തവണയായി തീئ റൂ؂് എനി്ׯ ഇതിനകം േകാസ് തീئ എؗാണ് d x 
അറിയാവുؗത്, അതിനാൽ എؗത് ൈമനസ് േഫാർ റൂ؂് ആണ് േകാസ് ര؇് തീئ എؗതിനാൽ dx x 
എനി്ׯ പരിരײിׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ തീئ ൈസൻ ര؇് തീئ ഡി തീئ നമു്ׯ cos two 
തൽׯാലം അനുവദിׯാം ര؇് േകാസ് ടു തീئ സിന് ര؇് തീئ എസ് ൈസൻ േഫാർ തീئ ഡി തീئ എ്ؗ 
എഴുതുക, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ പദം വിലയിരു؋ി, ഇത് ടാൻ സ്കٔയർ തീئയാണ്, അതിനാൽ 
ഇന്റْഗാൻഡ് ഐ ടാൻ സ്കٔയർ തീئയുെട സ്കٔയർ റൂ؂ിന്െറ അവിഭാജّമായി പരിവർ؋നം െചുإം. 
ഒരു ൈമനസ് ര؇് ൈസൻ േഫാർ തീئയും പിെؗ ഡി തീئയും െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ, നി׹ൾ 
മൂലّനിർ؉യം േനാׯിയാൽ, നമു്ׯ ഇത് ഉടനടി വിലയിരു؋ാൻ കഴിയുെമ്ؗ േതാؗുؗിب, അതിനാൽ 
ْതിേകാണമിതിപരമായ ബؖ؋ിന്െറ കൂടുതൽ ഉപേയാഗ؋ിനായി ഞ׹ൾ േപാേക؇തു؇്, 
അതിനാൽ ഈ ടാൻ തീئ ര؇് മട്׹ അവിഭാജّമാണ്. സിൻ തീئ ഓൺ േകാസ് തീئയുെട 
അടിرാന؋ിൽ ൈസൻ േഫാർ തീئ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ അത് ഞാൻ ടു ൈസൻ ടു തീئ േകാസ് ടു തീئ 
ഡി തീئ ആയി എഴുതും, അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് നാലായി മാറും, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ സിൻ ര؇് തീئ
ര؇് സിൻ തീئയായി എഴുതാം. േകാസ് തീئെയ േകാസ് തീئെയ ഈ നാലിന്െറ രെ؇؉ം െകാ؇് 
ഗുണി׺ാൽ, േകാസ് ടു തീئ ഡി തീئയിേല്ׯ ര؇് ൈസൻ തീئ േകാസ് തീئ ഇതിനകം ഉ؇്, അതിനാൽ 
ഈ േകാസ് തീئ റؐാׯെؚടും , നി׹ൾ്ׯ അവേശഷിؗുׯത് ൈമനസ് എ؂് നാല് മുതൽ എ؂് ൈമനസ് 
എ؂് ൈസൻ സ്കٔയർ വെരയാണ്  തീئ േകാസ് സ് കٔയർ തീئ േകാസ് സ് കٔയർ തീئ സിൻ തീئ സിൻ തീئ 
ൈസൻ സ് കٔയർ തീئ േകാസ് സ് കٔയർ തീئ ഡി തീئ ഇേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ അത് എ׹െന േവണെമ׸ിലും 
പരിഹരിׯാൻ കഴിയും, എؗാൽ ഏئവും ലളിതമായ മാർഗം നി׹ൾ സംഖّയായി പരിവർ؋നം 
െചുإക എؗതാണ്  ഓ ൈസൻ ടു തീئ , ൈമനസ് ര؇് സംേയാജനം എടു؋ാൽ അത് ആയി؋ീരും, 
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ഞാൻ ഇവിെട നാല് ൈസൻ സ്കٔയർ തീئ േകാസ് സ്കٔയർ തീئ എഴുതുؗു , ഇത് ര؇് സിൻ തീئ േകാസ് 
തീئയبാെത മെئാؗുമب, ൈസൻ ര؇് തീئ േഹാൾ സ്കٔയർ ൈസൻ സ്കٔയർ ര؇് തീئ ഡി തീئ 
നി׹ൾ വീ؇ും ഉപേയാഗിുؗുׯ  േഫാർമുല േകാസ് ടു തീئ ഒരു ൈമനസ് ര؇് ൈസൻ സ്കٔയർ 
തീئയ്്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട തീئ എؗത് ര؇് തീئയ്്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ 
ഒരു ൈമനസ് േസാറി ലഭിുׯം, 
അ׹െന നി׹ൾ്ׯ നാല് തീئയുെട ഒരു ൈമനസ് േകാസ് തീئയായി ലഭിുׯം.  അതിനാൽ ഈ ൈമനസ് 
ര؇് സംേയാജനം നാല് തീئയുെട ഒരു ൈമനസ് േകാസ് ര؇് ഡി തീئ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ 
ആതّؓികമായി ഇത് ര؇ും റؐാׯെؚടും, നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട ലഭിുׯം ൈമനസ് തീئ ൈമനസ് ൈമനസ്
ാൽ നൽകും׺യുെട ൈസൻ നാല് െകാ؇് ഹരിئനാല് തീ ׯൾ്׹സ് േകാൈസനിന്െറ ഏകീകരണം നി؛
.  ഏകീകരണ رിരതയും നി׹ൾ എടു؋ അനുമാനവും ന്െറ വർ״മൂലമാണ് േകാസ് 2 തീئ, x 
അതിനാൽ തീئെയ 2 ൈസൻ 2 തീئ േകാസ് 2 തീئയായി എഴുതണം, അതുവഴി നി׹ൾ്ׯ sin 4 
പരിവർ؋നം െചإാൻ കഴിയും, 
അ׹െന നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട ലഭിുׯം  തീئ എؗത് ഇൻേവٌ٧് റൂ؂് ന്െറ പകുതി്ׯ തുലّമാണ് , e cos x 
അതുേപാെല തെؗ നി׹ൾ്ׯ ഈ അഹ് ൈസൻ തീئയ്ׯായി തിരയാൻ കഴിയുെമؗാണ് ഞാൻ 
അർ،മാؗുׯത്, നി׹ൾ ഇത് ഒരു ൈമനസ് േകാസ് സ്കٔയർ തീئയുെട വർ״മൂലമായി എഴുതുക, ര؇് 
തീئ ഒരു ൈമനസ് േകാസ് സ്കٔയർ ര؇് തീئയായി എഴുതുക, തുടർ്ؗ ഇത് പരിവർ؋നം െചുإക ഈ 
റൂ؂് ഉപേയാഗിുؗുׯ, കാരണം േകാസ് തീئ റൂ؂് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഇത് ഒരു x x 
ൈമനസ് ആയി എഴുതാം, അതിനാൽ അؓിമ ഉ؋രം ലഭിؗുׯതിന് ഇത് കൂടുതൽ ലളിതമാׯാം , x 
കൂടാെത ൈസൻ 4 തീئ ഉപേയാഗി2 ്׺ ആയി നി׹ൾ്ׯ ഇേؚാൾ ഇവിെട sin 2 theta cos 2 
വിലയിരു؋ാം  തീئയും പിؗീട് ഈ തീئകളുെട മൂലّ׹ൾ മാئി പകരം വയ്ؗുׯതിനാൽ ഇേؚാൾ 
ഞാൻ മെئാരു ױാസിെല ലളിതമായ ْപശ് ന׹ളിേല്ׯ നീു׹ം, അവിെട ഒരു ْപേതّക തരം ഫംഗ് ഷൻ 
എക് സ് േപാണൻഷّൽ ഫംഗ് ഷൻ ഉപേയാഗി്׺ പലതവണ എഴുതുകയും പവർ ؛സ് എഫ് ൈْപം xfx xdx 
േല്ׯ ഉയർു؋കയും െചുؗുإ, അതിനാൽ ഞ׹ൾ വിലയിരുു؋കയാെണ׸ിൽ എക് സ് േപാണൻഷّൽ
ഉت ഉൽؚؗം എഴുതിയാൽ ഇത് വളെര സഹായകരമാണ്, കൂടാെത എക് സ് േപാണൻഷّൽ ഉപേയാഗി്׺ 
എഴുതിയ ഉൽؚؗം ഈ േഫാമിൽ ؛സ് എഫ് ൈْപം കാണിുׯെമ്ؗ നമു്ׯ തിരി׺റിയാൻ fx xi 
കഴിയും  നി׹ൾ ഉദാഹരണസഹിതം ഇത് വിലയിരുؗു؋തിന് ഞ׹ൾ അതിെന ര؇് ഭാഗ׹ളായി 
വിഭജിുؗുׯ, എؓാണ് സംഭവിؗുׯെത്ؗ നമു്ׯ പറയാം ؛സ് ഇന്റേْഗഷൻ ഇ പവർ ൈْപം fxdx xf 

ആയി ഉയർ؋ി , ഇത് ആയും ഇത് ആയും പരിഗണിുׯക, എ്ؗ xdx i one i two i one 
പരിേശാധിുׯക. ഒ്ؗ ൈറസ് ടു പവർ ആണ്, ഇത് ആദّ ഫംഗ് ഷനായും ഇത് ര؇ാമെ؋ e xfxdx 
ഫംഗ് ഷനായും കണׯാׯി ഭാഗ׹ൾ ഉപേയാഗി്׺ ഇത് വിലയിരുു؋ക, അതിനാൽ ഇന്റْഗൽ പവർ x 
ൈമനസ് ഇന്റേْഗഷൻ ഡിഫറൻേഷّഷനായി ഉയർ؋ിയ ആയി വരും. പവർ ഉം ؛സ് േകാഴ് സ് fxe xdx 
േകാൺزന്റ് ഓഫ ്ഇന്റേْഗഷൻ ആയി ഉയർؗു, അത് ഒടുവിൽ അവിെട ദൃശّമാകും  , അതിനാൽ ഇത് 

അبാെത മെئാؗുമെ്ؗب ഇേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും അതിനാൽ എؗത് ah i 2 i 1 fxe 
പവർ ൈമനസ് ؛സ് േല്ׯ ഉയർ؋ിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഞാൻ ഇേؚാൾ ഇന്റْഗൽ x i 2 c i one 
എ്ؗ എഴുതിയിരിുؗുׯ, അതിന്െറ മൂലّം ആയി പവർ ആയി ഉയർ؋ി, ൈമനസ് ടു ؛സ് fx e x i i 
ടു ؛സ് ആയി ഉയർ؋ി, അത് റؐാׯെؚടും, c 
അ׹െന അവസാനം ഇന്റْഗൽ പവർ ആയി മാറുؗു, i xfx 
അ׹െന ഒരു ْപٍ٠മുെ؇׸ിൽ ഇതിന് എക് സ് േപാണൻഷّൽ ഫംഗ് ഷൻ ഉتതിനാൽ , ഉൽؚؗ؋ിന് ah 
എ്ؗ എക് സ് േപാണൻഷّൽ ഉപേയാഗി؛ ്׺സ് ൈْപം എ്ؗ എഴുതിയിരിുؗുׯ, ഇത് fx f x 
വിലയിരു؋ാൻ വളെര എളുؚമാണ്, മാْതമب ഇത് എؗ പവർ ؛സ് േകാൺزന്റ് e xfx ci 
തിരെ؁ടുുׯം എؗ േഫാർമുല നമു്ׯ േനരി؂് ഉപേയാഗിׯാം.  ഈ േْപാؚർ؂ിയുെട ഈ ആ؛ിേׯഷന്
ഒരു ലളിതമായ ഉദാഹരണം ആദّം വളെര ലളിതമായ ഉദാഹരണം, അതിനാൽ ഈ ഇന്റْഗൽ ഇ ൈറസ് ടു
പവർ ൈമനസ് 1 ചതുരം തിരെ؁ടുുׯക, അതിനാൽ ന്െറ ഒ്ؗ ആെണ׸ിൽ x 1 x x dx x fx 
ൈമനസ് 1 ആെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ എളുؚ؋ിൽ മനشിലാׯാൻ കഴിയുെമ്ؗ ഞാൻ കരുതുؗു .  by x 
സ്കٔയർ ൈْപം അبാെത മെئാؗുമب , അതിനാൽ ഇതിന്െറ ഇന്റْഗൽ ആയി പവർ ആയി f x fxe x 
ഉയർ؋ണം, അതിനാൽ ഇന്റْഗൽ 1 പവർ ؛സ് رിരാ؋׸ിേല്ׯ ഉയർ؋ിയതാണ്, by xe x 
അതിനാൽ േഫാർമുല ഉപേയാഗി്׺ നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയുؗ ഉ؋രം ഇതാണ്  ഒരു വരി 
മൂലّനിർ؉യം നട؋ി നി׹ൾ്ׯ ഇത് رിരീകരിׯാനും കഴിയും, അതിനാൽ ഇന്റേْഗഷൻ ആയി i 
എഴുതുക പവർ ആയി ൽ നി്ؗ ഒؗായി ൈമനസ് ഇന്റേْഗഷൻ ആയി ഉയർ؋ി ഒ്ؗ e x x- xdx x x 
ചതുരം േല്ׯ ഉയർു؋ക  അേയാണും ഇത് ര؇ാമെ؋ ഫംഗ് ഷനും ആയതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഇവിെടdx-
ലഭിؗുׯത് ഇതാണ് ആദّെ؋ ഫംഗ് ഷൻ, അതിനാൽ  ൈബ പവർ ൈമനസ് ഇന്റേْഗഷൻ 1 xe x 
ഡിഫറൻേഷّഷൻ, ആദّേ؋തിന്െറ 1 ചതുരം എؗത് ഒരു െനഗئീവ് ചിصമുتതിനാൽ അത് x 
അതിെന കൂ؂ി ഇ ഉയർു؋ം പവർ  ഇന്റْഗൽ ഇ എക് സ് ഡിഎ٧്ع ൈമനസ് ഇന്റേْഗഷൻ ആയി x 2
ഉയർ؋ി ചതുര؋ിൽ എؗ പവർ ആയി ഉയർ؋ി , കൂടാെത ഒടുവിൽ ഏകീകരണ؋ിന്െറ ഒരുx dx x 
 ,ം׸ിരാر
അ׹െന ഈ ര؇് പദ׹ളും റؐാׯെؚടും, ഇത് ഒടുവിൽ നി׹ൾ്ׯ ന് ന് ؛സ് رിരമായി ഒേര x- x- x 
പദ؋ിേല്ׯ ഉയർുؗു؋  ആ േഫാർമുല ഉപേയാഗി׺ാണ് നി׹ൾ ഇവിെടെയ؋ിയത് , അതിനർ،ം 
അഹ് ഞ׹ൾ പരിഹരിുׯേآാൾ ഈ േഫാർമുല വളെര ഉപേയാഗْപദവും സഹായകരവുമാകുെമؗാണ്. 
അത് ആ രൂപ؋ിൽ േനടുക, അതിനാൽ നമു്ׯ ആ പകരം വയ്ׯലുകൾ നട؋ാൻ കഴിയുؗ ര؇് 
ഉദാഹരണ׹ൾ േനാׯാം, അതിനാൽ ഈ ഉദാഹരണം എടുുׯക, ഞാൻ ന്െറ േലാഗിന്െറ xdx 
േലാഗിന്െറ സംേയാജന؋ിന് തുലّമാണ്, ײമിׯണം േലാഗ് ൈബ ؛സ് 1 േലാഗ് േലാഗ്  സ്കٔയർ x x 
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ഇത് സ്കٔയർ ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ ഇന്റْഗൽ മൂലّനിർ؉യം നട؋ണം, അതിനാൽ dx 
ഇേؚാൾ അതിന്െറ നിരവധി േലാഗരിഥമിക് ഫംഗ്ഷനുകൾ ഇവിെട ദൃശّമാകുؗതിനാൽ ഒരു 
സٔാഭാവിക േചായ് സ് ഞാൻ േലാഗ് മാئി കുറ്׺ പുതിയ േവരിയബിളാׯണെമؗും യഥാർ،؋ിൽ x 
എؓാണ് സംഭവിؗുׯെത്ؗ േനാׯണെമؗും േതാؗുؗു.  എؗത് ന് തുലّമാണ്, 1 ന്െറ log x t xdx 

ന് തുലّമാെണ്ؗ എനി്ׯ കാണാൻ കഴിയും, എؗാൽ ഈ പദْപേയാഗ؋ിൽ dt x 
ദൃശّമാകാ؋തിനാൽ ഞാൻ അത് പരിഹരിׯാൻ ْശമിׯണം, അതിനാൽ ഓേരാؗിനും േലാഗരിഥമിക്,
എക് സ് േപാണൻഷّൽ വിപരീത ഫംഗ് ഷൻ േലാഗരിതമിക് സിൽ നി്ؗ എനിׯറിയാം. അبാ؋പײം, 
േലാഗ് ന് തുലّമാണ് , ഞാൻ അത് പരിഹരി׺ാൽ എؗത് പവർ േല്ׯ ഉയർുؗു؋ , x t x e t 
അതിനാൽ ഇത് എനി്ׯ തുലّമാണ് പവർ േല്ׯ ഉയർുؗു؋, അതിനാൽ ഇത് എനി്ׯ dx t t dx 
നൽകുؗു ײമിׯണം ഇത് അبാെത മെئാؗുമب ഉയർുؗു؋ പവർ അതിനാൽ t, xdtxdt , x e t, 

പവർ ആയി ഉയർ؋ി, അതിനാൽ എؗത് പവർ േല്ׯ ഉയർ؋ിയതിന് തുലّമാണ്, e dt dx e dt 
ഇേؚാൾ ഞാൻ ആ സബ്زിറ്റّൂഷനുകൾ ഇന്റْഗലിൽ ആׯെ؂, 
അ׹െന ഞാൻ േലാഗ് ആയി ؛സ് 1 ന്െറ ആണ് സ്കٔയർ േലാ  യുെട ؛സ് വ؉ിന് x t t g t t 
സ്കٔയർ , തുടർ്ؗ ഇത് പവർ ആയി ഉയർുؗു؋, അതിനാൽ ഇത് ഈ രൂപ؋ിൽ എഴുതുേآാൾ e tdt 
എനി്ׯ അത് ലഭി؛ ,ുؗുׯസ് പവർ ഈ e power to t log tdt e t to t by t by dt dt 
പദْപേയാഗം ഇതുവെര ഉ؇ായിരുؗു  ഈ േഫാമിേല്ׯ പരിവർ؋നം െചയ് തു , പേײ മുآെ؋ 
ْപശ് ന؋ിൽ ഞ׹ൾ ഉപേയാഗി׺ േഫാർമുലയുെട ْപേയാഗം േനരി؂് കാണുؗിب, പേײ എനി്ׯ ii 
ഇവിെട െചإാൻ കഴിയുؗത് , ഈ ഘടക؋ിന് ഭാഗ׹ൾ ْപകാരമുت സംേയാജനം എനി്ׯ വീ؇ും 
ഉപേയാഗിׯാം എؗതാണ്, േലാഗരിതം ഇവിെട ഉتതിനാൽ അതിനാൽ ഞാൻ ഈ േലാഗരിതം ആദّ 
ഫംഗ് ഷനായും ഈ എക് സ് േപാണൻഷّൽ ര؇ാമെ؋ ഫംഗ് ഷനായും തിരെ؁ടുׯണം, 
അ׹െന െചയ ്താൽ എനി്ׯ യുെട േലാഗ് ടി ഇന്റേْഗഷൻ ലഭിുׯം പവർ േല്ׯ ഉയർു؋ം .  e tz t e 
പവർ േല്ׯ ഉയർ؋ി ആണ് ؛സ് ഇന്റേْഗഷൻ പവർ ന് സ്കٔയർ േല്ׯ ഉയർ؋ി, t t tdt e t t dt 
ഇേؚാൾ നമു്ׯ അവെര ഒരുമി്׺ കൂ؂ിേ׺ർ്؋ േനാׯാം, 
അ׹െന ൈമനസ് ഇന്റേْഗഷൻ പവർ േല്ׯ ഉയർുؗു؋. ൈമനസ് വൺ ഓവർ e power t log t e t 
ടി സ്കٔയർ ഡിടി ഇേؚാൾ ഈ ഘടകം േനാുׯക, അതിനാൽ തുട؋ׯിൽ േലാഗരിഥമിക് ഉൾെؚടുؗ 
സബ്زിറ്റّൂഷൻ ഉപേയാഗി׺തിന് േശഷമുت ْപശ് നവും , ഞാൻ നി׹േളാട് പറ؁ േഫാർമുലയുെട 
ْപേയാഗമുت ْപശ് ന؋ിേല്ׯ േല്ׯ ഭാഗികമായി സംേയാജിؚിؗുׯതുമാണ് .  മുآെ؋ q-
ഉദാഹരണ؋ിൽ ഞാൻ പരിഹരി׺ അേത ْപٍ٠ം ൈമനസ് ൈബ സ്കٔയർ , അതിനാൽ ആ t t 
ഉദാഹരണ؋ിന്െറ സഹായേ؋ാെട ഇത് അടിയാെണؗും ഇത് എഫ് ൈْപം ടി ആെണؗും 
നി׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ സംേയാജനം െയ അടിയിേലുׯം رിരതയിേലുׯം പവർ ആׯി t 
ഉയർു؋ം. അതിനാൽ ഇവിെട പവർ േല്ׯ ഉയർു؋ക, ഈ സഹജീവിയുെട e t log t 
അവിഭാജّഘടകം പവർ േല്ׯ ആയി ഉയർു؋ം എ്ؗ എഴുതാം, കൂടാെത മൂലّ׹ൾ എؗത്e t ft t t 

ന് തുലّമാണ്, എؗത് തുലّമാണ്. പവർ ആയി ഉയർ؋ിയത് േലാഗ് ആണ് യുെട േലാഗ് x x e tc x t t x
ആണ് ൈമനസ് േല്ׯ ഉയർؗു؋ത് ആണ് വീ؇ും േല്1 ׯ ആണ് േലാഗ് ലും x e power t x by t x 
 ിന് c؋ൾ ഈ ْപേതّക ْപٍ٠׹ര؋ിൽ ഉ׸بിരമായ ലും ആണ്, അതിനാൽ ഇതാണ് പരിഹാരം അെر
ഞ׹ൾ ഡി ഞ׹ൾ പഠി׺ ഈ സൂْതവാകّം ഈ േْപാബ് ْപേയാഗിؗുׯത് ഈ ْപേതّക ْപٍ؋٠ിന്െറ 
പരിഹാര؋ിേല്ׯ നയി؛   ുؗുׯസ് ഒئേനാ؋؂ിൽ ഇത് ഒരു ഫംഗ് ഷൻ േപാെല േതാؗുؗി1 ,ب cos x 
െഡറിേവئീവിേനാട് േയാജിുؗുׯ, പേײ നി׹ൾ അത് ْശؑാപൂർجം േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, 
നി׹ൾׯത് ഒരു ْപേതّക രൂപ؋ിേല്ׯ പരിവർ؋നം െചإാൻ കഴിയുെമ്ؗ നി׹ൾ്ׯ കാണാം, 
ഞ׹ൾ അത് എ׹െന െചുإെമ്ؗ നി׹ൾ കാണും. എبാ؋ിനുമുപരി, ഞ׹ൾ ഈ ْതിേകാണമിതി 
പദْപേയാഗം 1 ؛സ് ൈസൻ ന് മുകളിൽ 1 ؛സ് േകാസ് എ്ؗ എഴുതുകയും അേത ആംഗിൾ x- x 
േഫാർമുലകൾ ഉപേയാഗി്׺ പരിവർ؋നം െചുإകയും െചുإം, അതിനാൽ ഒ്ؗ ؛സ് സിൻ ഒ്ؗ xi 
എഴുതും ഞാൻ േകാസ് സ്കٔയർ ര؇് ؛സ് സിൻ സ്കٔയർ ര؇് േകാസ് സ്കٔയർ എഴുതും. ര؇് x x x 
 സ് ടു ൈസൻ ര؇് േകാസ് ര؇് െകാ؇് ര؇് , ഇത് ഒ്ؗ, ഇത് ൈസൻ x x x x؛ ്؇സ് ൈസൻ ചതുരം ര؛
ആണ് , ഒؗിെന െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഈ േകാസ് ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ െകാ؇് ര؇് േകാസ് സ്കٔയർ x x 
ആയി പരിവർ؋നം െചുإം, 
അ׹െന ഇത് ഒ്ؗ  റؐാׯെؚടും ഇവിെട നി׹ൾ്ׯ ലഭിؗുׯത്, ؛സ് െകാ؇്a cos x by two sine x 
ര؇് പൂർ؉ വർ׹״ൾ െകാ؇് ര؇ായി ര؇ായി ഹരിുׯക, ഇവിെട ഈ ഇവിെട cos square x cos x 
അവതരിؚിുׯക, 
അ׹െന നി׹ൾ്ׯ ഒؗിന്െറ പകുതിയും ലും ലഭിുׯം ഈ പദം ഒ്ؗ ؛സ് ടാൻ ര؇് പൂർ؉ tan x x 
സ്കٔയർ െകാ؇് നി׹ൾ്ׯ ര؇് പൂർ؉ സ്കٔയർ ലഭി׺ാൽ ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ ഈ ഫംഗ്ഷൻ 
വിപുലീകരിുؗുׯ, കാരണം ഞ׹ൾ്ׯ ആവശّമുتിടേׯ്؋ ഞ׹ൾ എ؋ിയി؂ിب, അതിനാൽ 
ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ ഈ ഫംഗ്ഷൻ ഇനിؚറയുؗതിൽ 1 ؛സ് ടാൻ സ്കٔയർ െകാ؇് 2 ആയി x 
വികസിؚി؛  ുؗുׯസ് 2 ടാൻ ര؇ായി േചർുׯക , ഒ്ؗ ؛സ് ടാൻ സ്കٔയർ തീئ എؗത് െസׯന്റ് x 
സ്കٔയർ തീئയبാെത മെئാؗുമെ്ؗب ْശؑിുׯക, 
അ׹െന ഇത് പകുതി െസׯന്റ് സ്കٔയർ ര؇ായി ര؇ായി മാറുؗു , കൂടാെത ന്െറ ടാൻ ര؇് x x 
െകാ؇് റؐാׯെؚടും, അതിനാൽ ഇന്റْഗാൻഡിലുت ْതിേകാണമിതി ْപവർ؋ന؋ിന് കഴിയും ഈ 
േഫാമിൽ എഴുതുക, ഞാൻ ഇത് ടാൻ ൈബ 2 എഫ്എ٧്ع ആയി കണׯാുׯകയാെണ׸ിൽ ഈ fx x 
ഘടകം ْശؑിുׯക, പിെؗ ടാൻ ന്െറ െഡറിേവئീവ് 2 ന്െറ െഡറിേവئീവ് െസׯന്റ് സ്കٔയർ ര؇് x x 
െകാ؇് ഒؗിെന ര؇ായി ഗുണി׺ാൽ ഈ ഘടകം ൈْപം ആണ്, അതിനാൽ െചറിയ f x 
കൃْതിമതٔ؋ിന് േശഷം ഈ ഘടകം ൈْപം ആണ് ഓേരാؗിനും ആ ഘടക؋ിേലׯാണ്, അത് f x 

Pru
tor
@
IIT
K



എനി്ׯ ഈ ഘടകെ؋ പവർ ആയി ഉയർ؋ിയ ഈ ഘടക؋ിന് തുലّമാണ്, w  rite integrant i x 
അതിനാൽ ഈ ഘടകം ഞാൻ ഈ േഫാമിേല്ׯ ലളിതമായി കണׯാׯിയതാണ്, ഞാൻ ഇത് ടാൻ x 
ആയി 2 െസׯൻഡ് ന്െറ പകുതിയും 2 െകാ؇് ഉം ഇേؚാൾ എഴുതും ഇത് ആെണ്ؗ x dx fx 
എനിׯറിയാം, ഇത് ൈْപം ആണ്, അതിനാൽ േഫാർമുല ഉപേയാഗിു׺െകാ؇് പവർ ؛സ് f x e xfx f 
ൈْപം എؗതിേല്ׯ ഉയർ؋ിയാൽ, നി׹ൾ്ׯ ലും رിരാ׸വും പവർ ആയി ഉയർു؋ം , x xfx 
അതിനാൽ നി׹ൾ ഈ സ׸ീർ؉മായ ْപٍ٠ം കാണുകയും ഞ׹ൾ ലളിതമാുׯകയും െചുإം ചില 
ബؖ׹ൾ ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ ഇത് ഇവിെട എ؋ിׯാൻ കഴിയും , തുടർ്ؗ ആ േഫാർമുല ഉപേയാഗി്׺ 
ഞ׹ൾ അത് പരിഹരിുׯം, അതാണ് അതിനുت ഉ؋രം ഒടുവിൽ നأൾ ഒരു ഉദാഹരണം കൂടി 
േനാׯാം 1 ؛സ് ؛സ് 1 ؛സ് ൈമനസ് 1 ൈബ ഉയർു؋ക. ഈ അവിഭാജّ മൂലّം x x xe 
വിലയിരുؗു؋തിന്, ഞ׹ൾ അതിെന മെئാരു േകാണിൽ നി്ؗ േനാേׯ؇തുെ؇്ؗ നി׹ൾ 
കാണുؗു, കാരണം ഞ׹ൾ ؛സ് 1 ആയി േനരി؂് തിരെ؁ടുുׯകയാെണ׸ിൽ അത് 1 x x x t 
ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാണ്, അത് ന് തുലّമാണ്. ഇവിെട ْപതّײെؚടുؗിب അതിനാൽ x x dx dx dt l  
നأൾ ആദّം അതിെന ര؇് ഭാഗ׹ളായി വിഭജിുׯക, ഒെര؉ം ْപേതّകം സൂײിുׯക, ൈമനസ് x 
ഒ്ؗ െവേجെറ സൂײിുׯക, അതിലൂെട നമു്ׯ അത് ؛സ് ഒ്ؗ എ്ؗ എഴുതാം, ര؇ാം ഭാഗം x x x dx x

ആയി ഉയർ؋ി ؛സ് 1 ആയി എഴുതാം.  വഴി ഞ׹ൾ ആദّം ഈ ര؇ാമെ؋ ഘടകം x 1 xe x x dx 
ൈകകാരّം െചإാൻ ْശമിുׯം , കൂടാെത ؛സ് വൺ ൈബ ചില പുതിയ േവരിയബിൾ ആയി x x t 
തിരെ؁ടുുׯം, 
അ׹െന ഒ്ؗ ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, അത് ഞാൻ ْശؑാപൂർجം േനാുׯകയാെണ׸ിൽ x x dx dx dt x 
ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്  ൈമനസ് ഒ്ؗ ചതുര؋ിൽ ഇവിെട ന് തുലّമാണ്, ഞാൻ ഈ ഘടകം x dx dt 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ അത് എനി്ׯ ചതുര؋ിൽ ൈമനസ് 1 നൽകുؗു, അതിനാൽ ഞാൻ x 
െചേإ؇ത് ഞാൻ െകാ؇് ഗുണിുׯകയും ഹരിുׯകയും െചുإക, x 
അ׹െന എനി്ׯ ആ ഘടകം ലഭിുׯം .  അതب ഈ നിമിഷം ഉتത് ഇവിെട ഇبാ؋ത്, അതിനാൽ 
ഞാൻ ആ ഘടകം െകാ؇് ഗുണി്׺ ഹരിുׯം, െകാ؇് ഗുണി്׺ െകാ؇് ഹരിുׯം, x x 
അ׹െന െചᅃٝാൽ എനി്ׯ ഇവിെട കി؂ുؗത് ആണ്  ചതുരം ൈമനസ് 1 െകാ؇് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽx x 

ആണ് ആണ്, അതിനാൽ ഇത് ْശؑാപൂർجം േനാുׯക ഇേؚാൾ തെؗ നി׹ൾ ഇത് ആയി x x x y t 
എടുുׯകയാെണ׸ിൽ , ഇന്റْഗാൻഡ് ൈടംസ് െല പുതിയ ഭാഗ؋ിെല ഭാഗം ആെണؗും dx dt 
അതിനാൽ ഈ െഫേبായുെട ഇന്റْഗൽ സാധّമാെണؗും അതിനാൽ ഞാൻ ഇത് ര؇ാമെ؋ ഫംഗ് ഷൻ 

ആയി കണׯാുׯകയും ഇന്റേْഗഷൻ ْപേയാഗിുׯകയും േവണം. വഴി നുأെട ؛സ് x xdx x 
വ؉ിേല്ׯ ഉയർ؋ിയ േശഷം, ര؇ാമേ؋തിന്െറ ആദّ ഫംഗ്ഷൻ സംേയാജനം, x 
അ׹െന അത് പവർ ആയി ഉയർു؋കയും ഈ മുഴുവൻ ഘടകവും തവണ ആകുകയും e t dx dt 
െചുإം. അതിനാൽ യുെട പവർ േല്ׯ ഉയർؗു؋ത് യുെട സംേയാജന؋ിന് തുലّമാണ്, e t ah e 
അതിനാൽ അത് േല്؛ ׯസ് വ؉ിേല്ׯ ഉയർു؋ം  ന്െറ പവർ ؛സ് 1 േല്ׯ ഉയർؗു؋ത് x x xe x xdx
ആണ് പവർ ആയി ഉയർ؋ിയാൽ ؛സ് 1 ഇത് മാئിرാപിؗുׯതിലൂെട ലഭിുׯം, അതിനാൽ e x by x 
ഇത് നി׹ൾ ആദّേ؋തിന്െറ ൈമനസ് വّതّാസം ْപേതّകം കണׯാേׯ؇തു؇് , തുടർ്ؗ വീ؇ും 
ഏകീകരണം നി׹ൾ്ׯ ലഭിുׯം.  ഇ ഉയർു؋ക  ഇേؚാൾ അവെയ സൂ٣ظമായി rx plus 1 by xdx 
േനാുׯക, അതിനാൽ ഇത് റؐാײ ,ുؗുׯമിׯണം, എനി്ر ׯിരമായ ഒരു സമവാകّം നഷ് ടെؚ؂ു , 
അതിനാൽ ഇത് ഈ കൂ؂ാളിെയേؚാെലയാണ്, അതിനാൽ ഇത് പവർ ؛സ് 1 െകാ؇് ؛സ് ആയി xe x x c 
ഉയർؗതായി േതാؗുؗു.  േവരിയബിളുകളുെട ചില മാئം ഈ ഇന്റْഗലുകൾ വിലയിരുؗു؋തിന് 
ഞ׹െള സഹായിു׺ , ഞ׹ൾ പഠിു׺, നമു്ׯ അവ എ׹െന നമു്ׯ സൗകരّْപദമായ ഒരു രൂപമാׯി 
മാئാെമ്ؗ ഞ׹ൾ ക؇ു, അത് നമു്ׯ എളുؚ؋ിൽ ൈകകാരّം െചإാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഞ׹ൾ 
ഈ ْപഭാഷണം അവസാനിؚിുؗുׯ. കൂടുതൽ ْപശ് ന׹ൾ പരിശീലിുׯകയും അവരുമായി 
സുഖമായിരിുׯകയും െചുإക നؕി 
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