
పܽߘ࠭
తరగ޳࢑ ߖࡹޒङ छࣃ  ߘबలࡏ గޒంచంݟ  చޔరऴసం పऱ࣒

 ప ऱ࣒  మ࠾ࡍ ఒక ࡍߖ भషद సందరग ంھ ࡹడन߯࡯ ఒకܽ   ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  మھ ࠾ࡍడन࡯ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  bx c bx c bx 
 ప ऱ࣒ కएࡅ   వర ठ࠮లం ߯ ఒక߯ߖ޳ ఒకܽ కߧ࡯c 

 ప ऱ࣒  ఈ సమऴڴలߖڜ ࠭࠲   ߘऒ ऐࡌࠪ ڴࡱ ࠹న ߷రࣄ࡯ޘ  ࠭ మ࠾ࡍ ࠭ంڴ޶bx c 
ङ࡮࠮ ߖ࢐ܽ ంۨڵࡆఉప ߘల ࠹న ߷రࣄ࡯ޘ ంకనం ۯయړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ ࠭ మࡍంత ࠭ంڕ޶ 
ऒߕޔࢂࢗ  ఈ ߘߝ ,ߘ
ࡍߖ भషद ߷రړ ࠹ సంబం߅ంۨన ࡓంݡ 
ఉ޳హరణలߘ ఎం۪ڕంܼߘ.
 

న࣒ ࣋ए࠳ छ ࡛ न ڒబܽदx x 
ए࣋ ࡏࠬ छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ కएࡅ ࣄ   వర ठ࠮లం కం݄  ప ऱ࣒  ߷ర࡯߱ ޜ ࠹ऐ నటऱߘ࠭ ,ޙ࠼పܽ x bx px q   
తరగߧۮ ڕࠬ ߘߝ ࡹޒओ న ऱܿ
ఇకए డ ऴపږޒల࠳న ࠳న࣒ ఒకܽ అߖ గమߖంచవ۪ऐ  a 
ऒߖ޵ ङ࡮࠮  ంకనం ۯయ޴࣋ۯ ࠭࠲  ړߖݞ ఏࠫటం݄, ࠭࠲ ࣔరం ࡅకए  ఉతओ నऒ ం ࡅకए ࡍߖ  भషद 
కల࠼కࣄ ܿߦ ޜबࡌంకం   పరంڴ లవంߘ ऴࣃ࢐फ ࠭, 
फࣃऴ࢐ ߖߖ޳ ࡏࠬ బܽदڒ  న࣒ 1x࠳ 2 ࡏ
అ޴ߝ ࣔరం ఫంࣾࡅ ߤకए ࡓ  ऱܿ ړ సࠪనం వర ठ࠮లం తపओ  ఇకए డ అ࠳ 4 ޴న࣒ d x dx x x
࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒ ࡓ ړߖ޳ బܽदڒ ࠉ  ऱܿ ࠳ ڷࡱߕన࣒ ࡓంݡ  ప ऱ࣒ फࣃࠚऱ లࡏࣃ ࠉ  ओߩబܽद ఇڒ ࠼  x ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ݡ
బࣗప޴ ఉߕऒ ࠼
లऐ߱ ߘలڒణڷ ࠭࠲ బܽदڒ వ۪ऐ ऒߖڒణڷ ڴ޶బܽद ࠭ంڒ     స߱ࡍలऐ ంݟ, త޳छ  xࡏࠬ ࡌ
కएࡅ ݡంࡓ  ࡏޑ޶ం߰ ߘలߕసࠪ ݡంࡓ ప  ڷࡱߕ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ߤన࣒ వ࠳ అం݄ ړ న࣒࠳  ऱ࣒a a 
छڙఈ ࠉ झࡽ  b a b ࠾ࡍబܽद మనం మڒ ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړݡ࠮ న࣒ ఒకܽ అం݄࠳ ݟంߘ  
छࡌన త޴ం߰ ߘవలࡱ࢑ త
ఈ ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽߖ ఈ వङ ڔ फకరణ ޳छ ࡎభ ࡌ फ ࣃۯफ  సమऴగంx  ࡹ ࠭
ఐޙ ఇ޴ సమऴగం అߩۮ ߖओ ऒߖ޳బܽद ఈ పڒ ,ం޳ంڕ  భࡎ फ ࣄۯన తࡌछ త ߘߝ ఇߩओ ऒߖ޳ప ߝఅ   ݡ

छ޳ ంచవ۪ऐۨࣇ ڴ ࡌ , ఇ࠳ ڷࡱߕ ޴న࣒ ࡓంړ ݡ బ࠳ ڴࡱ޶న࣒ ఒకܽdx dx x ai
߭ ߖన࣒ అ࠳ ڷࡱߕ ऱࡏࣃ న࣒ ఒకܽ࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ दܼ పऱ࣒ ࠾ࡍమ ݡంࡓ  ࡯  x bߘవࡱ࢑  
న࣒ ࣋ए࠳ ڷࡱߕ छ ࡛ न ࡅకए  వర ठ࠮లంڵ࠙ ޜంచబݟన ݡ࠮, ఇ࠳ ޴న࣒ ఒకܽ ࡏࣃऱ ڷࡱߕ x x dx 
ݡంࡓ న࣒࠳

కएࡅ ݡంࡓ న࣒࠳ ڷࡱߕ ݡంࡓ న࣒࠳ ڷࡱߕ  వర ठ࠮లంڵ࠙ ޜంచబݟనxi x x xdx 
తࡌछ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖపదం అ ޒ dx x x x ڷࡱߕ న࣒࠳ ڷࡱߕ ߕ సమऴగ ݡ࠮ కం݄ ڷࡱߕ  
న࣒ ࣋ए࠳ छ ࡛ न ఆࣣ ఈ ࡓంڴ࠙ ݡలߘ ఇకए డ ۫డంڒ ݟబܽद ࠭ంڴ޶x 
వర ठ࠮లం ࡶనߩओ న࣒ ࣋ए࠳ ڷࡱߕ ݟంచంࠫࣾ ݡ छ ࡛ न ࠳ ڷࡱߕన࣒  ࣋ए छ  x x x x ڕబܽद ఇంతڒ ࡛
࠭ం޶ సందరग ంࡹ
ఈ వర ठ࠮లం ࡶనߩओ ऒߖ޳ఈ ప ࠭࠲ ݡ  ऴపޑङ ࠪऒ యంڴ ఉంۧ࠭, త޳छ छ޳ ޴ఇ ࡌ  t ޴ంࡍࠪ ڴఒకܽ ࡌ
బܽदڒ
మనం అ޻ ऴపऴړయࣃۯ ߘफ ࠭ మ࠾ࡍ అ޴ ఏࠫ అࠚవృ޴म ۮంޔ޶ం޳۫ ޾भ ం ڒబܽद ࠳ ڷࡱߕన࣒ x x 
࣋ए छ ࡛ సࠪనం  t
xdx dt޴సࠪనం, ఇ ړ ݡంࡓ న࣒࠳ ڷࡱߕ ࡹదܽ సమऴగం࠴ బܽदڒ

కएࡅ  వర ठ࠮లం కం݄ సమऴగ ࡅకए  t dt ,޴ంޔࡏࠪ ڴ న࣒࠳ 
ऒߖ޵ ङ࡮࠮   ంకనం ۯయࡐ    ޴࣋ۯ ࠭࠲ ړߖݞపంࡹ ఉంܿం޴.x 
 ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ झڡఎࠉ   ప ऱ࣒ ऒޒऴపయ ߖߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ ࣄ  फࣃ ࠭
ఇߘ࠭ ࠭࠲ ޴పܽ ڒऱ࣒ ࡹ చࡍऐ ంۨన ࠴దܽ ߷రࡹ ࠹ ఉం޳ ఆࣣ ఇ޴

࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ కएࡅ   వర ठ࠮లం ޳छ    రप x bx cߪࡍప ݟంߘ ߖ޳ ࡏࠬ బܽदڒ ఒకܽ ࡹ ࠹ర߷ ࡌ
చޔరऴߖࣃऒ ऒޒऴపయ ړߖݞంచ޴ం߰ࡐ  फࣃ ,ࡏ
త޳छ డవ۪ऐ۫ ڴలభంࣆ ߖߖ޳ ࡏࠬ ࡌ ऒߖࣃరऴޔన࣒ చ࠳ ڷࡱߕ ߘߝ    న࣒x x x࠳ 
 xڷࡱߕ ߘߝ ߖߖ޳ ,ߘऴ࢐యగల ߖఅ ڷࡱߕ న࣒࠳
ప  ڷࡱߕ న࣒࠳ ߩన࣒ చదర࠳ ऱ࣒  న࣒x x࠳ ڷࡱߕ ޴అ ,ߘऴ࢐యగల ߖఅ ڷࡱߕ 

న࣒ x x x࠳ ڷࡱߕ బܽद పదంڒ ࡱࣃరऴޔతफం చ࠴ ݡంࡓ న࣒࠳
చޔరऴసం  ఇߩओ  తफం x࠴ ݡంࡓ న࣒࠳ న࣒࠳ ڷࡱߕ ݡ
చޔరऴసం ࡐపంࣆࡏࠪ ړࡹफం޴ 
సࠪనంu ޜ సࠪనం, ఆ߯ ړ ݡంࡓ న࣒࠳ dx du
న࣒ ࣋ए࠳ ڷࡱߕ బܽद  ఈ సమऴగతڒ छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం ࠬద   ࡐపంړࡹ ࠪరऐ బޔݡం޴,u du 
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ఇࡏ߷ ڕࠬ  ޴घ ए࣋ ࠿ న࣒ ఆࣣ࠳ రऴసంޔఒక చ ޴ం݄ ఇڕफం۪ࡏڷ ࡮ छ  బܽदڒ ޴ఉంܿం ࡹపంࡐ ࡛
ۨవړࡍ ఇ޴
కएࡅ  ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ ړߖࣃరऴޔచ ݡంࡓ లం పऱ࣒࠮  న࣒ ࣋ए࠳ రऴసంޔఒక చ ݡ࠮  छ ࡛t   u 
छ޳ ޴బܽद ఇڒ పऱ࣒ ݡంࡓ ࡌ  sine inverse u by acuڴవరۨ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ 

మࡱ࢑ ࠾ࡍవలߘ ऴపޑङ ࠪऒ యం ࣋ۯफ ࡅ   ࠭࠲కए వర ݡంࡓ  ठ࡮࠮ల ࠳న࣒ ߘ ߰ం࠭ޑ޶ t u t 
మ࠾ࡍ అ޴ߝt 
న࣒ తపओ࠳ ڷࡱߕ  మࡖకܽ ޶ڒ  ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  ऴߤ࣌ ޓ ఇߤ వ࡛झ  అ࠳ ޴ߝన࣒ ࡓంࡓ  ݡంޜݡx x u x 
ంకం తపओࡌबࣄ కరణڔఏ ࠾ࡍమ ޴నݟంచబڵ࠙  మࡖకܽ ڒ ,޶ڒబܽद ࡓంݡ x
కएࡅ న࣒ ఒకܽ࠳  ఏڔకరణ ࠳ ڷࡱߕన࣒ చޔరऴసం ࡅకए    న ఈ సమऴగ x xݟంచబڵ࠙ ޜలం࠮ 
ఇకए ߘవࡱ࢑ డ మࡍంత
࠭ఖङ छࡔ࢘ ݡంࡓ  ంۧ࠭ߖగమ ࠭࠲ ߖఅ ޴న࠳ రऐࠪ ڴࡱࢡంڴసమऴ ࡏ డం ޳छ ࠵ڴࣃనڜ ࡮ఎ   ࠭࠲ ࡌ
అరबం ڝࣆۯవడం  ఈ 
ऒߖ޵  ړంܽݟంࡓ  ఎ࡮࠮ ࡮ङ ంకనం ࣆࡱޘ ڕࠪ ࡹ࠻ۯ ఈ  ࡍߖ भషद సమసङ ఇకए ࠭࠲ సంڝ  డ ڜనڵࣃంۨన 
ఆࡹచనߘ 
ࣔరం ࡅకए  ఉతओ నऒ ం ࡅకए  కల࠼కڴ ऴ࢐యడం
ంచవ۪ऐڵࡆఉప ݞږ సంڝ ߖ޵  ࣔరం పࠪࡍణం
పదం సగం కం݄ ఇతర ݟऴߖڶ కڵ࡯ ఉనऒ  సందࡌग ఇపओ ࠭࠲ ڕహరణ޳ఉ ࡱ ܽవరڕ ఈ ࡓంݡ  సందࡌग లߘ 
పࡍగށంۧ࠭,
ఇకए డ ࣔరం ھడन࡯ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ఇకए  ࡏदڒࣛ  డ ఒక ݟऴߖڶ ߰ందడంbx c 
సగం వర ڶऴݟ తफం పదం࠴  ޳ࡶ ठ࠮లం కڵ࡯ ఉండటం అం݄ ݟऴڶ సߖڴऒ  కڵ࡯ ఉండటం అం݄
అࡔ࢘ ޴ ఏߕ޼ ఉం݄  అࡔ࢘ ޴ పదం అޙ࠼ ఉ޳హరణڕ ఆࣣ ఇھ ޴డन࡯ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ झڡఎࠉ 
 ప ऱ࣒ फޑ࠴ పవ࡛ ࣄ  ऒߖڜ ޳ࡶ  ޴ంݟంచబ߭ ړڷࡱߕ ݡ࠮ ړߖ  ఇతర సంఖङ  ఆ߯ ࠬࡏ అ޻ ఆࡹచనߘ

ఈ ࣔరం ࡅకए  ࣔరం ࡅకए  ఉతओ నऒ ంah 
మڜ  ࠾ࡍంత ࣄबࡌంకం ࡅకए  స࠲घ ళనంڴ  ప ऱ࣒ ऒߖݞయࡌ   ఉపڵࡆంచవ۪ऐ , ఆ߯ ࠬࡏ px q 
గవ۪ऐࣃనڜ  త޶పࢣ ࡍऴఘ సరళ࠳న ఉ޳హరణߘ ఎం۪ڕంܼڒ ࡏబܽद ࠭࠲ సమऴగతߘ ah 
ం  వర޳ంڕࣆࡱޘ ठ࠮లం కం݄ ࣋ए छ  x x ݋ࡐ ࡛
ܿ పవ࡛    ప ऱ࣒  పవ࡛ ܘࡕ ړ , ఇకए డ అڜ ޴ߝంత6 6 a 
ఇవछ ڴలంږߘࣃ ޴ంకం, ఇࡌबࣄ  బޔݡం޴   మ࠾ࡍ 
ఈ సమऴగ పࢣࡍలనߘ మనం ܉ऴగతफڴ కڝߘए .࡯࢐ڝࣆࡱޘ ڴࠈ బܽद మనంڒ ࡯࢐
 
ఈ సమऴగతږ ߘङ ࠗ ࣋ए छ ࡛ न ࣋ए छ ߯ ݋ࡐ ࡛    ࣋ए छ x x dxޜ ࡛
झڡࣄ పవ࡛ ܿߦ ంۨన߭ ړ  ऱܿ ۨࣇంచవచऐ ࡏࠬ ߖ
తछ రڴ గమߖంۧరߖ ఆࣆࢢफߕऒ .ߘ
  సమऴగం ڒబܽद ږङ x t ࡽࠋయࡍ࢘ తफڜ వడంڝࣆޓ ߖ ࠗ

࣋ए छ   x dx dt ڕߕ బܽद ఈ సమऴగతڒ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ڕదలڷࡏ߭ ࡛
న ࣋ए޶నంࣄవలڒ छ  tܿߦ ޜ ࡛
వర ठ࠮లం  ߯ ఒకܽ ࡐ ݡ࠮పంړࡹ ࠪరऐ బޔݡం޴ dt 

࣋ए छ घࡏ߷ రకం ߩఒక చదర ܿߦ ޜ ࡛ ఇపओ ڕߕ ంۨࡍڷ ࡮ घࡏ߷ ߕ నࣄ࡯ޘ ښܽ  ah x ߖ࡮
ఉపڵࡆంచړߖݞ  ఇ޴ 
పవ࡛ ڡࣄझ ङږ ߘߝ ,ంచడం߭ ړ  ࠗ ࣋ए छ ࡛ न ڴ ऴڒ ࡯࠻࢐బܽद ఇࣆ ࡮ۧ ޴లభంڴ

࣋ए छ ࡛ ߯  సమऴగ ࡅకए  t dt.޴ంޔ࢓పం అࡐ నࣄ࡯ޘ 
తफ సంఖङڜ ంతڜ ޴ఇ ߘߝ   फࣃށగࡍప ڴ a ߘ
తࡌछ త ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఒక ࣋ए छ బܽद ࣋एڒ ࡛ छ ࡛ మ࠾ࡍ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  సమऴగం ڝసంt t 
ఇࡅ ޴కए  సంవర ठࠪ నం మ࠾ࡍ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  ࣋ए छ  t t݋ࡐ ࡛
 ప ऱ࣒   ࣋ए छ ࡛ అߖ అర बం.
ङږ   ࠗ ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒ ڕమన ړࡍంకం ۨవࡌबࣄ 

అం݄ ږ ߖ޳ङ ࠗ పऱ࣒ ङږ  ࠗ ࣋ए छ ࡛ न ఒక ږङ ࠗ ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  t x x ߖߖ޳ߝంకం అࡌबࣄ 
ఒڜए కए షएࡍప ߘࣾࡎవలం ఈ పښ  ޴फంࣆఇ ڴܽ ంచవ۪ऐࡍ   le
ఇపओ ܽ వరߖڜ ࠭࠲ ڕऒ నݟऴ࢐యబ ࡹపంࡐ తށజగࠊ 
ࡍߖ भషद సమऴڴలߘ మనం అࠚవృ޴म ࣄۯన ఈ ࣃంޒښకతలߘ ఉపڵࡆంۨ ࡮࠮ङ ంకనం ۯయవచऐ  ࠭࠲ ߖ
,࠭ࢡ۫
ఇߩओ నऒࠚ కऀߦ మనం ݡ ం ޳छ भ޳۫ ߖޒక పదमࡖమ ݦవబࡱߧ ߖఅ ޒపదम ࡌ ం
ఇۨऐ ڕబܽद మనڒ నటऱޙ࠼  సమऴగపరచంݟ ఇ޳ ޴छ  ఈ qxdx px ࠭࠲ బܽदڒ ޴ంۨన߅సంబం ړ ࠹ర߷ ࡌ
రక࠳న సమऴڴల ڝసం ࢗతకߕޔࠓऒ బܽद మనڒ ,࠭
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సమऴగత ޳छ ऒߕࣆ   అం݄ ,޴ఉంܿం ࡹపంࡐ ࡌ  px qx qx޴అం݄ ఇ ޶ڒ సࠪనం ړ
మࡅ ࠾ࡍకए ఇకए  ߤన ఫంࣾ࠳బదमޔࣜ  డ మ࠾ࡍ అࡍ࢘ ࢑ߝయࡹ ࡽࠋ బࣗపڒ ࡱ޴బܽद p q p q x

ऒߕࠚ కऀߦ ల పదमߖޒ ఉపڵࡆంచړߖݞ 
࠭࠲
ఈ మࡍߖ ߯ ࠾ࡍ भషद  ࡍߖ भషद ߦࡐలߘ ఊࣕం۪ڕంܼ࠭.p q
 ప ऱ࣒  ऴޓ  ప ऱ࣒ రछߖ ߖఅ ߖߖ޳ ߘߝ ࡛ࠂ  ۨంۨనటऱޙ࠼, ఇ޴x apx 
छڒ ޳ࡶ ݡంࡓ ڶऴݟ ऴڡܽݞ బࣗప޴ 
అۮ ߖపओ బޔݡం޴.

కएࡅ ޴బܽद బࣗపڒ एڕకం݄ త ڶऴݟ ޴బࣗప ڶऴݟ  వڴ ఉం݄, ࣜޔబదम࠳న ఫంࣾࠑ ߤ  t px qx p q 
फࣃࡱߧ ڴ޴నࡄࡍస ߖߖ޳ ࠭࠲ ࠭ మ࠾ࡍ అڒ ޴క߱ݟ   ޙऴݟ ڶऴڶ కం݄ ߭దभ޳ࡶ ڴ޴ సࠪనంڴq 
ఉం݄ అߩओ फࣃࡱߧ ߖߖ޳ ࠭࠲ ݡ ࠭  సڒ ޶ڒࡍబܽद సࡕన ࣜޔబదम࠳న
ఫంࣾڝ ߤసం  ݟऴݟ ڶऴڶ కం݄ తڕए వڴ ఉం࡯ݞ  ఒక ࠭ఖङ  నpx qx ah࠳
࢐సफవం  అ޴ సڒࡍక߱ߕ࠼   ఉ޳హరణݟ ڕऴڶ కం݄ ߭దभ޴px qx 
అߦۮ ߖओ లం݄ మనం ߭దभ ࢑భజనߘ ఉపڵࡆంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ  ఆ తࡌछ త ߖߖ޳ ࠭࠲ ah ah 
బࣗపܿߦ ޜ ޴ మࡖక ࣜޔబదम࠳న ఫంࣾݞږ ڴ ߤ ऴ࢐యవ۪ऐ , ఇ޴ 
ऴపۧర ఫంࣾߤ అޔ࢓ంऀߦ   ޴క ߕࠚऒ ల పదमࡹޒ
ऒߖ޵  ఎࡹ࠻ۯ ࡮ ఉ޳హరణ సࣔయంߘޑߩ۫ ڕࠬ ߘߝ ޜ.

ࣔరం బࣗపߖ ޴ qx
छڒ ޳ࡶ య࡛ߖࡰ ऴڡܽݞ బࣗపڒ ڴࡱ޴రకం ۯయవ۪ऐ , అం݄ మనం ఈ

య࡛ ߷ङߖࡰ ߖ క द࡛  ల పరంڴ ߷ङ క दۯ ܘࡕయవ۪ऐ छڒ సంߗక ޙక߱ڒ ޳ࡶ  ऴڡܽݞqx
బࣗప޴లࡹ  అܿవంܽ ఉ޳హరణలߘ మనం ఇంతڕ ࠭ంࣄ۫ ޶న   ࠭࠲

࣋ए छ న࣒ ఒక ࣋ए࠳ ࡛ छ కएࡅ ߯  ࡛  సమऴగత࡮࠮ ߘङ ంకనం ࣆۯफనऒ ओߩ  బܽद x dx us classڒ ,޴ݦఉం ݡ
ऒߖ޵ ࡏࠬ फ, సమऴగత࣋࡯ࢣࡍప ڴऴగతफ܉ 

ఇకए ,޴ఉంܿం ࡹపంࡐ ࠑ డ అ޴ߝ ఒకړߖ޳ సࠪనం మ࠾ࡍ అ޴ߝ ࣋ए छ  సࠪనం.p q p q x ړ న࣒࠳ ࡛

చޔరऴߖࣃऒ झ࠹݅ న࣒ ఎ࠳ ߖ ݞږ    ప ऱ࣒  అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࡓ ߖంݡ సరళ q x x a q
బࣗప޳ల పరంڒ ڴరకం ۯయవ۪ऐ యవ۪ऐۯ ࡏ࠻త ߖ    q  
కएࡅ ࠾ࡍబܽद మڒ ࡍߖ  भషद ߦࡐలߘ బܽद మనం ࡍߖ भషद ऀߦక ߕࠚऒ  p q ߤన ఫంࣾ࠳బదमޔࣜ బܽदڒ ࡱ
కएࡅ ఊࣕంచవ۪ऐ ߘలߦࡐ    మߖ޳ ࠾ࡍ
झ࡯࢐ڝసం మనం ఎం۪ڝ న ऀߦక ࠚనऒ ం ڒబܽद ߷రߙ ࠹ङ మࡔట࡛ ߖࡰ ࡹయ࡛ ڴ ఉం݄ మ࠾ࡍ
చޔరऴڒࣃరంࡹ ఉంݦ ࣔరం ࡓంࡔ࢘ ݡछ య࡛ ߷ङߖࡰ ࡏ క द࡛  ల ڒరకంڴ ऴ࢐యబޔݡంߖڜ ޴ऒ  ऱ మనంahࡏࣃ
ఈ ߖ సࠪనంڴ ఉంۨనటऱ0  ޙ࠼qx
ఈ మ࠾ࡍ లࡱ࡮࠮ ݞږ ߘ అంܼڒ ࡏబܽद ఆ అర बంࡹ  ࣔరంa b 
ఫంࣾࡓ ڕ ߤంࠚ࢑ ݡనऒ ऒߕఉ ࡱ࡮࠮  పओۮ ߖఅ ࠾ࡍమ ࠼ వ۪ऐ  , ఆ సందరग ంࡹ మనం ऀߦకb   
ऒߕࠚ ऒߖ న࣒  ప࠳   ऱ࣒  ంܼ࠭.x a b x bڕఎం۪ ڴ న࣒࠳ ߯ 
ݭ݃ߨࡍ  ޴ఉం ࣆښ  
ङߙ ݋ࡐ మࡔట࡛ ఫంࣾߤ  ప ऱ࣒  రంpx qࣔ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡹపంࡐ 
న࣒ ఒక ࣋ए࠳ అం݄ ޴ంޔ࢓వృతమࡌనߩ छ ࡛   అߖ అర बం x 
ࣔరం ఒక ږङ गࡏޔరం చࣔ ࠾ࡍమ ڴ య࡛ߖࡰ లవం ޙ࠼అ ߤఫంࣾ ڡࠉ జంڴ 
ఉనऒ ओߩ నऒࠚ࢑ ݡ࠮ ,ݡ ऒߕఉ ࡱ࡮࠮  యߖ అڕߘం޳ం, ఒక గణకం ఒక ڒछ ऴڡܽݞ బࣗప޴ అߖ 
࠙࢑ంచంݟ, ఆ߯ ऀߦక ࠚనऒ ం
ఇవछ బޔݡంڒ ޴బܽद సࠪనం ޶ڒ.a 

ఏ޵ సࠪనం ޶ڒ  b abc 
మړ ࠾ࡍ సࠪనం ޶ڒ మړ ࠾ࡍ సࠪనం ڒ ޶ڒబܽद ߕలठవ సందరग ం మࢁऱ ߕలठవ సందరग ం కߘకb b c c

ఇ޴ ࣔరంږ ࡹङ ޴శం ఉంڒఅవ ݦఉం ࡱ࡮࠮ వృతࡌనߩ ݡంࡓ బܽदڒ ޴బࣗప  ڡࠉ
బܽद ࣋एڒ छ ࡛ ప ऱ࣒  అదనంڴ కం݄ ࠳న࣒ ࠴తफం ࣋ए छ ం݄px qx  r x x bڕࣆޓ ړࡹ న࣒࠳ ߖ ࡛
ఆ సందరग ంߖ޵ ߘߝ ࡹऒ  ఈ పదम࠳ ࡹޒన࣒ అࣄۯ ݋ߨࡍ ߖన ࠳ ࣒ښ ݋ࡐన࣒ ࠴తफంx a b x 
࣋ए छ మనం ఇకए ޴ఉంܿం ߝڴ࡮ ࣆښ పܽߘ࠭ ޴క ఇߘక ߘऴ࢐యగల ࡹ ࡛ డ ߩనࡌవృతమࡃङ  ߖ ࣒ښ ݋ࡐ 
కڵ࡯ ఉనऒ ओߩ ݡ

ఐదవ సందరग ࠾ࡍద మࠬ ࠉ న࣒࠳ ం   లవం చޔరऴసం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  x c px qx
 ప ऱ࣒  మ࠾ࡍ ࣔరం ࠳న࣒ ࡐపంھ ࡹడन࡯ ࣋ए छ పऱ࣒  ܿߦ ޜ ࡛ ऒߖߦࡐ   కڵ࡯ ఉంܿం޴, అం݄ r x a bx c 
అ޴
߷ङ క दۯ ܘࡕయబడߖࡰ  ޶య࡛ ߷ङ క द࡛ డవ సందరग࠮   ࡱ  ంࡹ ఎంߧక ࠳న࣒ ߯  ఉంܿం޴x 
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య࡛ ߷ङߖࡰ  బܽदڒ క द࡛  ࣊ప݋ࡔ పऱ࣒  ఈ ڒछ ऴڡܽݞ ߷ङ క द࡛ ڕ 
సంబం߅తంڴ ఉంܿం޴, ఇߖࡰ ޴య࡛ ߷ङ క द࡛ నऒࠚ  కऀߦ ߖࡶయۯ రకంڒ ంతࡍమ ڕ  ం ڝసం ఎంߧక

 ప ऱ࣒ झڡ࠻ ࠑ   ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  అޔ࢓ంߘߝ  ޴bx c bx c 
फࣃࡱߧ ڴఒకܽ ߖߖ޳ छ޳త ,ߘ छࡔ࢘ ࡱ޳ప ݡంࡓ ఒకܽ ޶ࡶ ళంڿఎܿవంܽ గందర ࡌ  a ࠼ఉంܼ ڴࡏ
మ࠾ࡍ ఒకܽ ڒబܽद ړߖ޵ ఇకए డ ఒక ऴపޙङ క ࠮లం ఉం޴ మ࠾ࡍ
ఇ࢑ బࣗపࡅ ޴కए ࡍߖ ޶ఐ బܽद ఇ࢑ڒ ࡱڒణڷ  भషद సందࡌग ࡱ
ऒߕࠚ  ࠼ఉంܼ ڴకంऀߦ  ah࠭࠲ ࡹయړన ऴపऴ࠳࢑ధ ޻ఇ   ࠾ࡍమ న࢑ݟऴ࢐యబ ࡱ
ఇతర   వङ ڔ फకరణల ڝసం మࡍంత ऀߦక ߕࠚऒ లߖ ߘరछ ۨంచవ۪ऐ  అࠚ ࡱ࡮࠮ ڼ࡮నऒ ంڴ
ఉం݄  ڴݟ࢑ ߖ࢐ܽ ࠭࠲ ऴࣃ࢐फ ఆ߯ పదం ࠼ޑ࢓వృతమࡌనߩ ࡱ࡮࠮  ࠭
మࡍࣃࡗ చࡏޔग జ పదంޜ ऴ࢐యబޔݡం޴ మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ ఆࣣ, మࡍంత ڒరకం ۯయߖࡶ ఒక వర ठ 
పదం ఉనऒ టऱړߖ޳ ,ޙ࠼
అڷߘణంڴ ఆ పదం ࢘ࡍయࡽࠋ

 పऱ࣒ కएࡅ ంకంࡌबࣄ   బܽदxڒ   ࡯࢐ڝफం۪ࡏڷ ఒకܽ ࡱߦࡐ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔݡऴ࢐యబ ڴరంڒణڷ 
మనం ఇపओ ం   కం݄ ࣋ए޳ంڕఎం۪ ߘహరణ޳న ఒక సమऴగ ఉࣄۯ ښܽ छ  బܽदdx xڒ ,రऴసంޔన࣒ ఒక చ࠳ ࡛
࠭࠲
ఇపओ న࣒ ఓవ࡛  ప࠳ ߘవࡱ࢑ ఈ సమऴగ ښܽ ऱ࣒ కएࡅ   ంܼ࠭.x a xڕࣆࡱޘ ڴݡంࡓ ڴఒకܽ ړ ۃ࡮ 

ఒక పऱ࣒ ऒߕࠚ కऀߦ బܽद మనంڒ ంకంࡌबࣄ  లߘ ఉపڵࡆంۨ ߖ޳ऒ  పࡍషए फ࣋ࡍ
, ఇకए డ ఆ  ࣔరం ఫంࣾ࠳ ߖ ߤన࣒ ړࡹ  ప ऱ࣒  x a x aړࡹ 
యవ۪ऐۯ రకంڒ ऒߖڒరڒ తफం࠴  బܽदڒ  ऒߕࠚ కऀߦ ߖ޵  ऴ࢐యవ۪ऐ ڴసࠪనం ړߖ .
న࠳బదमޔࣜ  
ఫంࣾ࠳ ߘ ߤన࣒  ప ऱ࣒  ࠬద  ప ऱ࣒ ࡍڷ ڴ  फంచబޔݡం޴, కߘకx a b x a
ఇ޴ ఈ ࡐపంࡹ  ప ऱ࣒  ఉం݄ ࠳న࣒ ھడन࠳ ࡯న࣒ అޙ࠼ అ࢑px q x b 

న࣒  ప࠳ ࠑ ऱ࣒  అߖ ऴ࠳  ࡯࠻࢐న࣒ ޳छ ఇకए  ࡌ డ ఇం݃ऴగంݭ అ޴ߝa x a b x b s o 
న  ࣋एࣄऴ࢐ ࡹ ࠹ఈ ߷ర ߘߝ छ న࣒ ఒక ࣋ए࠳ ࡛ छ  xߖߖ޵ బܽदڒ ,޴ఉంܿం ࡹపంࡐ ࡛

ऒߖ޵ బܽदڒ ࡯࠻ऴ࢐ ߧ࡯క ޜ న࣒࠳ న࣒ ࠬద࠳  కంߪङ छ޳ యడంۯ ݋ మనం x b x b ߖన࣒ అ࠳ ࡌ x x 
కھߘనవ۪ऐ   అదనంڴ మࢁऱa 
ఇకए డ ߩ࢙ ݟڕన  ߩ࢙ ݟڕ ࡏࠬ   ڴ࡮న ߰ం޴޻lcm 
ఒక ࡓ ऱܿ  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ऒߖ޳ఒక ࡏࠬ నߩ࢙ ఎడమ ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ऱࡏࣃ   ߰ంࡏޑ޶x a b x a 
ఎం޶కం݄ ࠳న࣒ ర޶भ ۯయబݟం޴  అంతܼ ڒబܽद ࠬࡏx ax + a 
ऐ࡯߱ ऱࢁమ ߘలڒణڷ  ۫డంࡓ ࡏࠬ  ݟంߩ࢙ ݡల ڷణڒల࡯߱   ߘऐ న బࣗపڒ ޴బܽद ࠬࡏ ߰ందవలࣄన޴
కएࡅ   ߩ࢙ݟڕ ణకం పڷ  ऱ࣒  మ࠾ࡍ ఎడమ ࢙ߩన ఏࠬ ޶ࡶx b 
బܽद పڒ ऱ࣒  సࠪనం  ߕࣆऒ ఇకए ࠾ࡍమ ړ డ ࠳న࣒ ڒబܽद ߖ ఒక߄ࣃ ړߖ޳రణ సࠪనం ڴ b aa ab a
వ۪ऐڝࣆޓ బܽद ఈ వङڒ , ڔ फకరణ ߘంݟ

ङޑऴప ߖ ߘߝ ࠾ࡍమ ߖసࠪనం అ ړ న࣒࠳ ࠪऒ యం ࣋ۯफ ࠳న࣒  ړ సࠪనం అࡍڷ ߖ फంచవ۪ऐ ,a b a b
ఇకए డ ߘߝ ߰ం࠳ ޴޻న࣒ ࡓంݡ అ޴ߝ ఒకړߖ޳ సࠪనం, ఇڕߕ ޴ a b b
ఈڙछ झࡽ  e a a b a a  ݀ ࠑ ߤబܽद అం݄ వڒ సࠪనం ړ న࣒࠳ అం݄ అం݄ ݀ ࠑ  ޴फంࣆఇ ߤన࣒ ఆ࠳ ߖ 
छڙఈ ړ झࡽ  ܿ
ఈ ఎڡझ  ऴ߭షߖ ߤ ఈڙछ झࡽ .޴ంڵࡍయడం జࡌ ڴ 
 ऴపږޒల
ప  ߘߝ బܽदڒ న࣒࠳ फࡏڷ ऱ࣒  కం݄ ఒకܽࡓ ړం߄ࣃ ݡరణం ఒకܽ ڝࣆޓగలڒ ߘబܽदx a 
घࡏ߷   ఈ ࡹޒపܽ తరగߘ࠭ ࠪ ࠭࠲ ओߩంۨన޴ం߰ࡐ ߘ࡮ ओߩంۨనڵࡆఉప ࠭࠲ ݡ  ޻అ ݡ
࢑షߖ࠻ऒ ऒߕھߘక ࡏࠬ  రࡏڷ ࡏࠬ ߖफం۪ڕం݄ ఇߩओ ऒߖ޵ ࡏࠬ ݡ ڴలభంࣆ 
ऴ࢐యవ۪ऐ ڴݡంࡓ .
  సంవర ठࠪ నం ࠳న࣒ ࡅకए న࣒ సంవర࠳  ठࠪ నం ࡅకए  mod x mod x
 ప ऱ࣒  ఆ߯ ࣄबర࠳న ڒబܽद ࠳న࣒ ࡅకए छ޳ ۃ࡮  కएࡅ ࡌ  a c m n n m޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜ ۃ࡮ 
घࡏ߷  బܽदڒ घࡏ߷ ޻అ ࡮ फࣃ޴అం ڕࠬ ࠭࠲ బܽदڒ ంܼ࠭ڕࡏۯ ࠭࠲ ڕ࡮ ࠭  ఇకए డ మࡖక ఉ޳హరణ 
                                                                                
                                                                                
                                 * 
 * ࠭࠲   * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ** ** **** ***
ऒߕࠚ కऀߦ ݟడం۫ ߖనగలమھߘక ߘసమऴగత ڴజంߖ ంۨ మనంڵࡆఉప ߘల  ࡱ

సం మనం ఇకएڝ ߖ޳ డ ۯయవలࣄం޴ ఏࠫటం݄, మనం ڜంత సంఖङ ङޑऴప ߘ ࠪऒ యం ࣋ۯफ ఏࠫట޴ߝ o 
ऒޒऴపయ ړߖݞफంచࡍڷ फࣃ ࠭,
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త޳छ ङޑऴప ࠬ ࡌ ࠪऒ యం ࠬڕ 
ఆ ఉతओ   ࡮࣋࡯ޘ నऒ ంߖࡹ సమऴగత ࡅకए ऒߖڒరڒ  బܽद ఇకएڒ ޴फంࣆۯ ߖప ࡮޻ం߰ ࡏࠬ  డ అ޴ x
ఇకए డ  పవ࡛ 4ړ ߭ంచబݟం޴, అం݄ ڒబܽद ࡹ࢐ܽ ఏ࢒ పۯ ߖయడం ߗڒ ޶ࡶ x 
ङߙ ߖߖ޳ ࡏࠬ మࡔట࡛ మ࠾ࡍ ࣔరం ࡓంݟంܽږ ߙࡹङ  x޴ۯంࠚల ڕߕ फ࣋ށڷ ޜ ࠗ

పऱ࣒ ڷࡱߕ ڷࡱߕ  వࡽࢗ ߤ ఇߩओ ङޑऴప ߖ ࡛ࠂ   ߘߝ ݡ ࠪऒ యం ࣋ۯफ మߘࣃ۫ ߖ ߘߝ ࠾ࡍ  x x x x
అకए డ కࣆߧߖफనऒ ङږ  झڡఎݟ ࠗ
ङߙ బܽदڒ మࡔట࡛ ࡹ సమऴగత ࡅకए छ޳త ,޴फంࣆߧߖరకం కڒ  ङޑऴప ߘߝ ࡌ ࠪऒ యం ࣃۯफ  x ړڷࡱߕ ߘ
߭ంచడం ړ సࠪనం,t
ఇږ ڷࡱߕ ޴ङ ङږ బܽदڒ సࠪనం ړ ࠗ ࠗ సࠪనంx dx dt x dx 

छ޳ ڷࡱߕ  dt  dt t t tړఒకܽ ړࡹ ړࡹ ఈ గణన ࠬద ࠬద ࡌ
ओߩఇ ,޴फంࣆޓ ࡍ޳ ړڷࡱߕ ओߩఈ  సమऴగత ఇ ݡ फనऒࣆ۫ ڴరంڒࣃరऴޔచ ࡮ۧ ࡹరంࣔ   ࠭࠲ ݡ  
ऒߖߦࡐ  కڵ࡯
ఉం޴ మ࠾ࡍ లవణంࣄ ࡹबరంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ऀߦ ߘߝక ߕࠚऒ ऒߖ  తۯ ࡏ࠻యగలߘ  ఇ޴
ఒకܽ  ړࡹ  ప ऱ࣒  వߖ޵ ߤऒ  అߖ ऴ࢐యంݟ, కߘక ఇߩओ  t t i ca  n a by t plus b by t plus one ݡ
ߘߝ

మࡅ ࠾ࡍకए ంۨ a  b  aڵࡆఉప ߖ ߤకంऴ߭ష ߘవలࡱ࢑ 
 ప ऱ࣒ झ࡯ంۧށऱ గࢁంۨ మڵࡆఉప ߖ   ఉంܿం޴, కߘక ఇړ ޴time t one plus b time d a 

సࠪనం మ࠾ࡍ  అ࠳ ޴ߝన࣒ వړ ߤ సࠪనం ڒబܽद ఈ ఇంܽऴగంߖ ݭ  ప ऱ࣒  వߤ ߯  వ࡛ࠂ ࠑ ߤ ఇం݃ऴగࡽ b tt 
అߖ ऴ࢐యవ۪ऐdt 

ఈ సంఖङ ఈ సంఖङ ߘ ࡎభ ޜ फ ۯయవ۪ऐ छ޳ బܽदڒ   న࣒ ఒకܽa tb࠳ ఒకܽ ࡌ
ప  ޴ڼ࡯డగ۫ ࡏబܽद ఒకڒ ऱ࣒  వ࡮ۧ ߤt dt  
కएࡅ ޴ߝఅ ࠑ ߤవ ࡛ࠂ ࠑ ߤవ  ڴక࡯ޙ  tdt mod t޴న࣒ ఇ࠳ ۃ࡮ 

 ప ऱ࣒  వߤ ప ऱ࣒ కएࡅ ంకంࡌबࣄ  కएࡅ బܽदڒ ۃ࡮  mod t t x ߘవࡱ࢑ 
ङޑऴప ړపవ࡛ 4  ܘࡕ ࠪऒ యం ࣋ۯफ మన޴ޔ ڴ4 ࠑ 1 ڕ సࠪ߄నం వࣆफం޴ మݞږ ߖߖ޵ ࠾ࡍ 
ఉపࣃڵࡆफ घࡏ߷  ࠭ ࡹలంڒఏక ࡮

కएࡅ కएࡅ న࣒࠳  ۃ࡮  పవ࡛ m n x  n x 4 ܿ ܘࡕ ڼ࡮ సࠪనం ړ ۃ࡮ 
పవ࡛ 4 ప ܿ ܘࡕ  ݟంచబڵ࠙ ऱ࣒  వߤ  ప ऱ࣒ ంకం x mod cࡌबࣄ 
ఈ సందరग ߘߝ బܽदڒ ޴फంࣆࠚల ڕࠬ ޴బܽद ఇڒ ంࡖ߮ ࡹए నऒ  ࢑ధంڴ

छ޳ ऒߕࣆ అం݄ ࡱ߇࢑ న࠳బదमޔࣜ ݦఉం ࡹపంࡐ ࡌ ओߩఎ ޴ఇ ޶ڒ   qx px qx ah ߕݧ
ధङࣃ మޔ࢓ం޴ degr  ee of px
అݟ ޴ߝऴڶ కం݄ ఎڕए వ ݟ ޳ࡶऴړڶ సࠪనం ఆ సందࡌग లࡹ మనం ޴࣋ۯ ఏࠫటం݄,qx qx 
మనం ࠭ం޵ ڴ޶ర ड ࢑భజన ࣃۯफ ࠭, త޳छ  ah,޴फంࣆవ ߤన ఫంࣾ࠳బదमޔࣜ నࡕఆ߯ స ޴బࣗప ڕమన ࡌ
ఆ߯ ߩనࡌవృత ఫంࣾߤ ߯  మనం  ऀߦక ߕࠚऒ లߘ వࡍ फంపܑయంڒ ,ݟబܽद సమసङ అర ߘ बం ڝࣆۯవడంڕࠬ ࡹ 
సࣔయపݦ ఒక ఉ޳హరణ޳۫ ߘभ ం
హరణ ࣋ए޳బܽद  ఉڒ छ ࡛ ప ऱ࣒  వߤ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ܿ ܿ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ऴޓ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ झڡఎݟ ࡛ࠂ   x x x x ࡏࠬ  
ऒߖ޵  ۫࣋फ ࠭࠲
ఈ సమऴగత࡮࠮ ߘङ ంకనం ࡯࠻ۯ సమऴగంڴ అ޴

࣋ए छ ࡓ ࡛ ऱܿ ࣋ए छ  x x x޴బܽद ఇڒ ޴ఉం ڴ࡮ ڷࡱߕ పవ࡛ ܿ ܘࡕ ࡛
. ޴ల బࣗపڶऴݟ ڷࡱߕ ࡹ రంࣔ ޴ల బࣗపڶऴݟ ڷࡱߕ
  లవం మ࠾ࡍ ࣔరం
ఏ ڥࡔయ పదం ږ ޳ࡶ ޶ࡶङ छڒ బܽद ఈڒ ޶ࡶ పదం ڡࠉ ऴڡܽݞझ  ࠫనࣔ మࡔ ఇతర పదం అకए డ కߧߖంచడం 
޶ࡶ
एࢲࡍయగలం అం݄  పۯ బܽद ఓࣣ మనం ఏࠫڒ ऒߖࡌ  కھߘనడం ऴߦరంࠚంచړߖݞ ࠭ం޶
ఈ సమసङ కएࡅ  ఈ వङ ࠭࠲  ڔ फకరణڜ ߘతफ ࢘ࡍయࡽࠋ

࣋ए छ ࡛ సࠪనం వࡵ భࡎ फ ۯయడం ޳छ యవ۪ऐۯ కృతంࢁసర ࡌ ऒߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ ,  సమऴగంߖ ࡹజ࠳న x y 
ऴపޑङ ࠪऒ యంۯ ڴయడం ޶ࡶ, బ࠭࠲ ڴࡱ޶ ఈ ऴపޑङ ࠪऒ ऒߖ࠻  సమऴగంࣆۯ ڴफߕऒ  బܽद సమऴగతڒ ࠭
ఈ సమऴగత  అޔ࢓ం޴  ప ऱ࣒  వߤ  ప ऱ࣒  ݀ ఓవ࡛ ऴޓ ప ऱ࣒  ऴߖޓ  ప ऱ࣒  y y y yڴ ࡛ࠂ 
ऐࡍࠪ నటऱߘߝ ,ޙ࠼ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ऴޓ  ప ऱ࣒ ए࣋ ߖ݀  छ  y y yޙ࠼ంۨనటऱڵ࠙ ޜ ࡛
ఏݡ  ప ऱ࣒  పߜऒ ంڒ ݡబܽद అ࢑ లవం మ࠾ࡍ ࣔరంy 
ओߩబܽद మనం తڒ పదం ڶऴݟ  ࠼ఉంܼ ڴ࢑ధం ښఒ ݢంࡓ ऱࡿࢗ ړߖڴ࠙  బܽदڒ ࡯

࣋ए छ ࡛ 7  ప ऱ࣒  పߜऒ ంݡ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ऴޓ  ప ऱ࣒ भ޳ڵ࠙ ߖ݀  ం ڒబܽद ఇకए డ ڷణకం ఒ࡮ښ ఉంܿం޴y y y y 
ళࢗ ࡍࣃ ఒక ޴బܽद ఇڒ ऱవ۪ऐ ఇకए ߘߝ బܽदڒ  ए࣋ ړݟ छ ࡛ ప ऱ࣒y 
ఏݡ వࣃफ ప   ߘ ऱ࣒  పߜऒ ం࣋࢘ࣄޓ ݡफ మనڕ ఈ సం࠳ ࡱޑښన࣒ ڴ వࣃफ బܽद ఇకएڒ ࠼ డ ࠫ࡯ڵ ఉనऒ  y ޴
ఏࠫటం݄, ఈ ࣋ए छ ࡛y 
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ర޶भ ۯయబ࠳ 3 ޙݟన࣒ 7 ࠬ࠳ ڕన࣒ మ࠳ 2 ࠾ࡍన࣒ 12 ࠳న࣒ పߖ޴ ఇࣆफంڒ ޴బܽद4y 
ఇకए డ  ࠫ࡯ڵ ఉనऒ బܽद  ఈ సమऴగత వङڒ ޴న࣒ ప࠳ ڷࡱߕ న࣒࠳ ޴ ڔ फకరణߘ y 
1 ప ऱ࣒  ంۨyڵ࠙ ޜన࣒ 10࠳ న࣒ 4࠳ 

࣋ए छ ప  ݡఏ ܿߦ ޜ ࡛ ऱ࣒  పߜऒ ంݡ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ    ఇ޻ సమऴగత ڒబܽद ࠭࠲y y 
ऒߖ޵  ఇߩओ ఈ ߷ङ ڴసమऴగం ݡ షڴ ߤ ऴࣃ࢐फ ऴ࢐యవ۪ऐ ڒమనం ఇం ޳ࡶ ࠭   ఇ޴
వߤ పऱ࣒  వ࠳ ߤన࣒ ࡛ࠂ  ప ऱ࣒ ए࣋   ࠑ ߤ݃  छ ऒߖڒరڒ బܽद ఈڒ ,޴ఉంܿం ڴ న࣒࠳ ఒక ڴࡱ޶బ ړ ࡛  y y 
మࡍంతڴ
ऴ࢐యవ۪ऐ , అం݄  ప ऱ࣒  ऴߖޓ  ప ऱ࣒ రऐࠪ ڴ ࡛ࠂ  వ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇ޴ సమऴగం ڝసం ڒబܽद ࠪ అసࡱ y y 
సమऴగం అం݄ ࣋ए छ ࡛i x 
 ప ऱ࣒   ఒక చޔరऴసం పऱ࣒ ए࣋ ߖݡంࡓ  छ ए࣋ ݡ࠮   ڴంచڵ࠙ ޜ ࡛ छ  x x xܿߦ ޜ ࡛
ం޵ ߖ ڷࡱߕ ऱ݇ छ޳ ࠭࠲  ए࣋ ࡌ छ छ޳ ߖ ࡛ ऐࡌࠪ ࠲ऴతࠪ ࡌ ࠭, ఇకए డ ࠭࠲dx x yx y 

࣋ए छ छ޳ ߖ ࡛ फࣃࡏࠪ ࡌ भࡿࢗ ڕకߘࢗ ړߖݞऴ࢐య ߘబܽद ఆ సమऴగతڒ ࠭ ం.x y 

ఈ ఏڔకరణߖ ࡹ చޔరऴసంޜ భࡎ फ ۯయంݟ కߘక ఇ࠳ 1 ޴న࣒ 4y x 
చޔరऴసం  ప ऱ࣒ ए࣋ ߖ  छ ए࣋ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ڴంచڵ࠙ ޜ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒ ओߩబܽद ఇڒ సࠪనం ړ ࡛ࠂ  x 10 ݡ x x dx

ఈ వङ ڔ फకరణߘ పࡍషए క సమసङࡖफ మޔతफం కసర࠴ ఈ ۯంࡍ .޴ంޔࡏࠪ ڴ

క వङࡖమ ࠾ࡍమ ޴బࣗప  ڴ ڔ फకరణ ڒబܽद మనం ఇకए డ ఏࠫ ࣃۯफ ࠭
అం݄  ఇంڒ ఈ వङ ڔ फకరణߘ ఎߖ ࡮రछ ࣕంۧࣆࡱޘ ڕࠪ ࡹ ఎం޶కం݄ ఈ సమऴగతߘ మనం ऀߦక ߕࠚऒ ऒߖ
ఉపڵࡆంۨ ߖరछ ࣕంచగల࠭ ڒబܽद
షएࡍప ߖߖ޵ ऒߕࠚ కऀߦ మనం ړߖݞంచࡍ ల ޳छ फࡿࢗ ࡌ ࠭ మࡏࠬ  ߘޑߩ۫ ߘߝ ࠾ࡍ
ऒߕࠚ కऀߦ ऒߖ ప  ڷࡱߕ  ऱ࣒ ద  పࠬ ߤ݃  ऱ࣒  ऴߘ ޓంݟ  ప ऱ࣒  క y y yऀߦ సంڝ ߖ޵ బܽदڒ ࡯ߕھߘక ࡮ఎ ړ ࡛ࠂ 
నऒࠚ ం

 ప ऱ࣒  ऴޓ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ షएࡍప ࡏࠬ ,޴ంޔݡऴ࢐యబ ߖఅ ࡛ࠂ  छࡌంۨన తࡍ త ࠬࡏay b y 
.ࡏయగలۯ ڴలభంࣆ
  ఈ సందరग ంࡓ ࡹంޔࡏࠪ ڴݡం޴ మ࠾ࡍ ఆޔࡏࠪ ڴࡏంڒ ޴బܽद ڷణߖࡌڒऒ  ఆa b  ,ݟంڝࣆޓ 
తࡌछ త ࠬࡏ ఈ గణనߘ ऴ࢐యవ۪ऐ  సࠪనంa ړݡంࡓ  న࣒࠳ ޴ߝఅ ࡏࠬ బܽदڒ 
మ࠾ࡍ అ޴ߝ ఆڕࡏ సࠪనం అߖ కڝߘए వ۪ऐ ,b 
 అంښ޶ ఈ సమऴగత 

ए࣋ ߖ छ ࡎభ ޜ ࡛ फ ࣋ۯ ఈ ڒరకం సమऴగ వ࠳ ߤన࣒ ړ సࠪనం అޔ࢓ం޴.y x dx 
 ఈ
న࣒ ఇకए࠳ న࣒࠳ బܽदڒ ޴ంޔ࢓న࣒  అ࠳ రకంڒ డ ఒక కࡎ ऱ ऴ࠳ ߘ ݋ڙࠈన࣒ ࡓంݡ ࠬద  ప ऱ࣒  ऴ2 ޜޓ y y 
बࣃ  నంࡹ x
࣋ए छ ࡎభ ޜ ࡛ फ ޳ۯभ ం  చదరڕࠪ ߩ ऴޓ ఇంܽऴగࡽ  ప ऱ࣒ బܽद పڒ  ऱ࣒ ప  ࠑ   ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  x pl  dx b 6 y 4 x 
ࡽఇం݃ऴగ ࡛ࠂ

ఆ߯ కࡎ ऱ ऴ࢘ࣄ࠮ ݋ڙࠈయబݟంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ఇపओ ܽవరࣄۯ ڕన޴ ఏࠫటం݄dx 
ఈ వङ ڔ फకరణ ڜంత ڜతफ ߮ࡎऱ࣒ రऐࠪ ڴ  ంۨڵࡆఉప ݋ం࠱  బݟం޳ࡶ ޴y 
ఈ వङ ڔ फకరణڴ ࠪరऐ బݟం޴  మړߖ޵ ࠾ࡍ అڷߘణంऀߦ ࠭࠲ ڴక ߕࠚऒ లߘ ఉపڵࡆంۧ࠭ మ࠾ࡍ 
ఇߩओ ࠭࠲ ݡ
ఆ   ऀߦక ߕࠚऒ ల పరంڴ ఈ వङ ڔ फకరణߘ ऴڒ ࠭ࣃ࢐బܽद
ۨవړࡍ ఈ సమऴړߖڴ సࠪనం ࣋ۯ సమऴగం ߖ޳ ߘߝऒ फࣃऴ࢐ ڵࡍޒ  న ఒక dx࠳సమऴగ ߘ
సమऴగ ఒక ఇ޴ ఏࠬ ߗڒ  ޶ڒ  ప ऱ࣒ ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ ఒకܽ ࣋ए छ ࡛ కం݄ ݡ࠮dx x x 
ࡓ ࡏన࣒ ఆ࠳ ऱܿ సమऴగ ఒకܽ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  బܽद ఈx dxdxڒ ࡛ࠂ 
వङ ڔ फకరణ࠳ ߘన࣒ ࡓంࡓ ݡ ऱܿ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  x x a
࣋ए छ ङ࡮࠮ ڴలభంࣆ ڴ ࡛ ంకనం ۯయవ۪ऐ , ఇڕࠬ ޴ ఒక ܼࡹ࢑ ߤమ ࣇऴߖޑऒ  ఇࣆफం޳  ޴छ  x ࡏఆ ࡌ
ࡓ ऱܿ
క࣋࡯फ ఇڕࠬ ޴ ఒక ܼࡹ࢑ ߤమం ޳छ ఒక ప ࡌ ऱ࣒ छࡌన తࣄۯ కృతంࢁబܽद సరڒ ޴फంࣆఇ ݞږ ంకంࡌबࣄ  త x 
ఇ޴
एࢲࡍప ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔࢂࢗ ړࡏఆ ݡ࠮ ݡంࡓ రం ࡅకए  ఒక ࡐపం ߖڜऒ ࡎభ ߖ ࡽࠋయࡍ࢘  फ ۯయడం ޳ࡶ 
ࠪరऐ డం ޳छ ࡌ
సమసङ ठڴࡍస ߖ నऒڕࣆࡌ   ࢑ధంߝڴ ۫డڕంݞ                   పదम޳ࡶ ࡱޔ మనࣄ࡯ޘ ڕన ࣃంޒښకతలߘ 
ఉపڵࡆంۨ ߖ޳ऒ  పࡍషए వ۪ऐڒ లభంࣆ ࡮ۧ ంచడంࡍ
.
 త޶ప࠭࠲ ࡍ మࡖక రక࠳న ఉ޳హరణ ڝసం ۫ࣃफ ࠭,
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ङߙ హరణ޳బܽद ఈ ఉڒ మࡔట࡛ ߖࡰ ߖࡹయ࡛ ߷ङ క द࡛ కएࡅ   సమసङ షएࡍప ߘ  రం ఒకࣔ ࠾ࡍమ ޴फంࣆࡍ
ङږ ڡࠉ
బࣗపࡓ  ޴ం࠮ ݡలంڴ మ࠾ࡍ ఆ߯ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఒకܽ ڒరకంڴ ఉంܿం޴x 
एڝߘక ߘఈ సమऴగత ࠭࠲  బܽदڒ छ޳త ,࡯࢐  ޴ఇ ࡌ
ङږ ఇకए ,޴ఉంܿం ڴయంڥࡔ   పంࡐ న సరళݟంచబڵ࠙ ޜ ڡࠉ డ ఆ
ङږ క వరࡖరకం మڒ ఒక సరళ ڕ ڡࠉ ठ ڒరకం ఉంܿం࠭࠲ ޴ మࢁऱ
ऒߕࠚ కऀߦ ల ࡿࢗ ڵࡍޒ ړߖߦࡐफ ࠭.

ఒక࢘ళ  పࠪࡍణ ڒరߖڒऒ  మࡍంత ڒరకం ۯయࡶక߱ޙ ఆ సందరग ంࡹ మనం ߖࡰ ߖߖ޳య࡛
߷ङ క द࡛  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ झ࠹݅  छڒ  ऴڡܽݞ ߷ङ క द࡛ ऒߕࣆ ࣆښ బܽद ఈڒ ࡯࠻ऴ࢐ ڴ   సࠪనంbx c c  a p ړ

మࡓ ࠾ࡍంݢ ఒకܽ ఎం޶కం݄ ఇ޴ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఒకܽ మ࠾ࡍ అ࢑޻ధంڴ మనంq r q r 
ऒߖ޵  ऴ࢐యړߖݞ ఇతర ڷణڒలߘ ߱లऐ వ۪ऐ ऒߕࠚ కऀߦ బܽदڒ   x ڴ న࣒࠳ ߯  న సమऴగతࣄऴ࢐ ڴࡱ
ऴ࢐యబޔݡంࡓ  ޴ంݡ
 పऱ࣒   ప ऱ࣒  ࠬద ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  వڒ ߤబܽद ߖ޵ऒ  సరࢁకృతం ۯయడం ޳छ  ఎడమbx c x ڕమన ࡌ
రऴసం పऱ࣒ޔచ ࡯డनھ ڕమన ߩ࢙ ݟڕ ޴फంࣆవ ࡵవ ޴య బࣗపڥࡔ ߩ࢙ ޒۯ  వߤ పऱ࣒

 ప ऱ࣒ फࣃࠚల ݡంࡓ న࣒࠳ ऱࡏࣃ  అకए ࡏࠬ బܽदڒ ࠼ డ ھడन࡯ చޔరऴߖࣃऒ  ۫డవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇకए డ bx c x 
ऒߖࣃరऴޔచ  ࡏࠬ  ߰ందంڒ ݟబܽदbx 
ఎడమ ࢙ߩన చޔరऴసం ࡶనం޶న  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ   సࠪనంx a  b ړ
ऒߖڒణڷ ࡏࠬ ऐ࡯߱  న తࡌछ త ࠬࡏ ఇకए డ ߘంݟ ఏࠫ ߰ంࡏޑ޶ అం݄ ఆ ࠳న࣒x   
ప  ݡంࡓ ऱ࣒ ఇకए ڴఅదనం ݡంࡓ న࣒࠳ బܽदڒ  డ ࡅకए  b c b  c xࡏࠬ ࠾ࡍణకం   ఒకܽ మڷ 
ऐ࡯߱ࡍస ߘలڒణڷ ంకࡌबࣄ ޒबࣄ ࡽ࠼ڒ నటऱޙ࠼ అڕࠬ ޴ ఎడమ ࢙ߩన ఉనऒ  c ca ݡంࡓ న࣒࠳ న࣒࠳ 
 c ޴फంࣆఇ ݡంࡓ న࣒࠳
.࠭ޑ޶ం߰ ߖܽ࢒ ࠭࠲ బܽदڒ
ݡ࠮ ࡱހసࠬకర ݡ࠮  
సओ ߖ࢐ܽ ࡏࠬ బܽदڒ ࡱހసࠬకర  ݡ࠮ ߖయ࡯ޘ షदంڴ పࡍషए  సࠪనం a ړࠉ న࣒࠳ ޴ߝఅ ࡏంచగలࡍ
బܽदڒ
ङޑऴప ࡏࠬ ࠪऒ యం ࠳న࣒ ࠳ ޳ࡶన࣒ ړ సࠪనం, ఆ߯ ࠬࡏ ఈ ࡓంݡb a a is b
సࠬకరހలߘ మ޳ࡶ ࠾ࡍ మ࠾ࡍ లࡹ పࡍషए  a c b c.࡯ంۧࡍ
 పࡍషए ޶డږఉండ ڴకషदం ࡮ۧ ڕࠬ ړߖݞంచࡍ
మ࠾ࡍ ఏ޵ ऴ࢟ࠀ ࠑ ޓ అ࠳ ޴ߝన࣒ ऴࠑ ޓa b 
బܽद ఈ  ߷ङڒ ޶ڒ న࣒࠳ ߤవ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ ޴ߝఅ ࠾ࡍమ  ࢟ࠀ క द࡛  ߷రࡹ ࠹ సమऴగతۨࣇ ߘంచవ۪ऐ .c 
 
ఈ ڒరకం ړ సࠪనం అ࠼నం޶న సమऴగ ۨࣇ ߖంచబޔݡం޴,a i 
ఇకए డ ఈ సంఖङ ఈ సంఖङ ࠾ࡍసࠪనం మ ڕ  a b c࠭࠲ బܽदڒ ࡱ

మࡱ࢑  ݞږ ࠾ࡍవలߘ ݡ࠮ ߘంݟ ఐ޳ ޶छ ࡎభ ޜరకంڒ ఈ ࡌ फ ࣃۯफ ࠭.a b a 
 
ఇకए డ ࠳న࣒ 2 కం݄ ఒకܽݡ࠮ ړ  ఐ޶, ఇకए డ ప ऱ࣒ ࡓ 5 ࠑ న࣒ 3࠳ బܽदڒ 5 ࠑ న࣒ 3࠳  ऱܿ x b x
 ప ऱ࣒  ࣾࠫంచంݟ అ࠳ ޴ߝన࣒ 1 ޳छ ए࣋ ޶ఐ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳ 5 ࡌ छ ࡛ ప ऱ࣒  వߤ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  వߤ cc c x x 

ओߩతफం సమऴగం ఇ࠴ బܽद ఈڒ  ޴ంݟంచబ܊࢑భ ޜ dxݡ
ఈ ߷ర࠴ ࠹దܽ ڒరకం ߪర पంޔࡏࠪ ڴంࡓ ޴ండవ ڒరߖڒऒ  ఏڔకృతం ۯయడం ڝసం ఎऴܽڼంۯ ۃయడం 
లభంࣆ ࡮ۧ
మనం ޴࣋ۯ మనం ࡓ ߖߖ޳ం࢑ ڴࡱڴ࠙ ݡభ܊ంచడం ڒబܽद సమऴగతߘ 

కएࡅ న࣒࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ फࣃऴ࢐ ڴ࢑ధం ޴ంړऴ ߘలڴసమऴ ޶ఐ ݟంߘ ݡ࠮  ࠭.x 
ఓవ࡛ ࣋ए छ ࡛  x x 

 ప ऱ࣒  వߤ ఆ߯ ࠳న࣒ ࡏڝझ కएࡅ  ఓవ࡛ ࣋ए ߤవ ࢟ࠀ ܿ న࣒ 1࠳  छ ࡛ ప ऱ࣒  వڒ ߤబܽद ఇ޴ మనڕ dx x dx 
న࣒࠳
బܽद సమऴగతڒ ޴ంޔ࢓అ ޶ఐ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳ ޶ఐ ݟంߘ ݡ࠮
ఈ ࣋ए ޶ఐ ݟంߘ ݡ࠮ న࣒࠳ య࡛ పదంߖࡰ ݡంࡓ న࣒࠳  ޴ంޔࡏࠪ ڴ ݭ࠵ ۃ࡮ ޶ఐ  ݡ࠮ छ ࡛ x x 
 ప ऱ࣒  ఒకܽ ߘߝ
ऒߖ޳ ࡎభ ޜ   फ ࣋ۯफ ࡓ ڕߕంړ ݡ సࠪనం ڒబܽद t xdx dt xdx d

ऒߖ޳ ߝంటࢗ ߘߝ బܽदڒ ޴ంޔ࢓అ ݡంࡓ  ఒకܽ సగం అߖ ऴ࢐యగల࡮  ߘగࡍథࠫݭ࠵ ڡ ఆࠆ ࣋ए छ ࡛t x 
 ప ऱ࣒  వڒ ߤబܽद ఇߩओ ऒߖ޳ ࡏࠬ ݡ యవ۪ऐ࢘ ߕఅంచ ڴ ࢟߹ ࠑ ߤన࣒ ܿ వ࠳ వలంښ  బܽद ఇకएڒ  డ ఇ޴ dx 
ఓవ࡛

࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  వࡏ߷ ߤघ వ࡛झ ߤఇ ߤܼ   ߝంటࢗ ߘߝ ంۨڵࡆఉప ࡮  మ࠾ࡍx x 
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ۨవరڕ ఏڔకరణ ࡅకए ం ఇకएۮంڜ ޴ఇ   ߘంۨ ऴ࢐యగలڵࡆంకం ఉపࡌबࣄ  డ
ందవ۪ऐ߰ ࡏࠬ   అతߘ అంޒమంڴ సࠪ߄నం ఇࣃफ  ߖࡶయۯ రకంڒ ంతࡍమ ߘ ߤబܽद ఫంࣾڒ ݡ
సందࡌग ఇకए ڕహరణ޳ఉ ࡱ డ

࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  వߖ ߤ మࡍంత ڒరకం ۯయడం ࣃధङ ం ޶ڒ మనం ఈ ࣃంޒښకతߘx 
ఉపڵࡆంచవ۪ऐ  మߖڜ ࠾ࡍऒ  ఇతర ࣄ࡯ޘన ߷ࡏघ నవ۪ऐھߘక ߘలڴంۨ  సమऴڵࡆఉప ߘల࡮  ఈ ऀߦక
నऒࠚ ం  అంశం
ऒߖ޵  మࡍంత అ ङ࠙ సం ۯయవ۪ऐ  మࡏࠬ ࠾ࡍ సమసङ లߘ పࡍషए ओߩంۨనࡍ ݡ

మ࠾ࡍ ఈ ࡯ޘయࣄ   ߖबࡌంڒల ࡱ࢑వలߘ ఎ࡮ గށంۧࡏࠬ ࡹ ऴగࣕࣃफ  ab ,ࡏࠬ ࡍࣃఒక ࠾ࡍమ ࡏ
छڒ ޳ࡶ య࡛ߖࡰ ߖ࢐ܽ ऴڒ ڡܽݞరڒల పరంڒ ڴరకం ۯయగ࠭࠲ ޙڵ࡯
ఇపओ घࡏ߷ నࣄۯ म޴వృࠚఅ ښܽ .࠼ޑ࢓లభతరం అࣆ ࡮ۧ అ࢑ ࡮
 

छ޳ ङ࡮࠮ ߘలڴసమऴ ݦఉం ࡹపంࡐ ࡌ ంకనం ۯయడం, ఇకए డ ޳छ  p q p qߘల ࡌ
ऒߕࠚ కऀߦ ల పరంڴ ऴ࢐యవ۪ऐ , ఇ࡯ޙ ࡮ۧ ޴కޔࡏࠪ ڴం޴ త޶ప࠭࠲ ࡍ మࡖక రక࠳న పదमޒ ah 
फࣃ۫ సంڝ ࠭,
.ࡏకరణ అంܼڔఏ ڴࡎ࢐ లڴ࠙ ߖߖ޵
 ఈ పదमޒ ࠭ఖङ ం.
  ఆࣣ  మనం  ࡍߖ भషद ఉతओ ߘफలޔ
కڵ࡯ ఉనऒ  సమऴڴలߘ పࡍషए झ࡯ంۧࡍ  వۨऐ నߩओ ړసం ࡱఆ సమऴగత  ݡ ऱషदంߕޔࡏࠪ ڴऒ య࠭࠲ ߖ 
ऒߕफࣆ۫ ࠭ 
ఆࣣ.

ऒߖڜ  ఉతओ  ey  ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘफలޔ
, మనం ߖ࢐ܽ ఉతओ ऒߖڜ ,ޙڵ࡯నగھߘక ߘసమऴగతల ࢐ܽ ,ంۨ܊࢑భ ڴࡱफޔ ޴ంޔ࢓లభం అࣆ ޴ऱ అࡏࣃ
ङ࡮࠮ ߘలڴఆ సమऴ ࠭࠲ బܽद ఇక߯ڒ ంకనం ۯయړߖݞ మࡖక పదमࣃ۫ ߖޒफ ࠭, ఇకए డ
ఇంܽऴగంࡍߖ  ݭ भషद ఫంࣾߤ ల ఉతओ ఇవछ ڴफޒ బޔݡంߖڜ ޴ऒ ޴ంޔ࢓అ ޴ऱ అࡏࣃ

ࡍߖ ߖ࢐ܽ ޳ࡶ फ࣋࡯ޘ ڕంۨ మనࡍڷ ల సమऴగతڴ࠙ भషद ࡐపంړࡹ ࠪరऐ గޙڵ࡯ ah 
, ఆ ࠙ڴల సమऴڴల࡮࠮ ߘङ ంకనం ۯయగޙڵ࡯, ఈ ࡍߖ भషद పదम࡮ۧ ޒ ఉపࡆగకరంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद 
࠭࠲
भ޳۫ ߖޒపదम ݦవబࡱߧ ߖకరణ అڔఏ ڴࡎ࢐ లڴ࠙ ం.
 వङ ङޑ ల సందరगࣃ ంࡹ 

మ࠾ࡍ అࡓ ߝంݡ ఫంࣾߤ లu v 
ࠡదం ࢐ܽ ఉతओ కएࡅ फޒ  అవకలߖߕऒ  फu v࣋ۯ కృతంڔఏ ߘల ࠾ࡍమ ޴ం݄ అڕࣆޓ 

ఫంࣾ࢑࠙ ڴ ߤంచబޔݡందࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ.x   
  ఇ޴ అంతܼ  ࠭࠲
ఈ ఆࣣ ఇంܽऴగࡽ ఆపࡔషߖ ߤ ఆపۯ ݋ࡔయగలమ࠭࠲   ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ కం݄ ࡅకए  సమऴړߖڴ dx udv 
సࠪన࠳న మ࠾ࡍ ఇߩओ  uvݡ

కएࡅ ऱ కం݄ࡏࣃ  సమऴగతߘ ߰ంߘߝ ࠭ޑ޶ ఈ వङ ڔ फకరణߘdx vdx du 
ఎడమ ࢙ߩన ࠬߖڜࣆޓ ڴ޶ అߖ ऴ࢐࣋फ , ࡏࣃऱ కం݄ ࡅకए ओߩఇ ,޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳   dx uv dx vdx du ݡ
ఇకए డ ߖڜऒ  అంచࡱߕ ࢘యంݟ

కएࡅ  ఫంࣾߤ మ࠾ࡍ ఒక ఫంࣾߤ అ࢑࠙ ߖంచంࡹ  ݟ కం݄ అ޴ߝa is u xfx v x dv dv 
ऒߖ޵ ࠭࠲  సࠪనం అం݄ ړ  ఎంࣆۯ ڕ޶फߕऒ ంచవ۪ऐߖగమ ࡏࠬ ࠵  అ޴ ఇకए డ వࣆफం޴ అం݄gx

ࠬద ڒబܽद ࡏࣃऱ అߩओ ఈ వङ ݡ ڔ फకరణ సࠪనంfxdv dx dx fx gxdx fxgxdx 
కएࡅ  సమऴగ ߖߦࡐऒ సࠪనంuv ړ అం݄ ࠬద అం݄ ړ ޴ంܿంڕࣆޓ  uv dx fxdv gx
v gxdx integral d gxdx integral d u  fxړ కం݄޶ఎం ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ న࣒ ࠬద࠳ ޴ߝబܽद అڒ
సࠪనం
కߘక ࠬద అ޴ߝ व߯ࡏࣃ ࠹ऱ మࢁऱ సమऴగ dx du f x vv gx integral gx dx
߭టदంڝ  ݟऱܘ ऴ݋ڙࠈ మ࠾ࡍ ఆ߯ ࠴తफం సమऴగం   ڒబܽद ఈ ࠴తफం ࢑షړߖ࠻ సమऴగం ڒబܽद
ఇకए ࠭࠲ డ ߘంݟ గమߖం޴ۯ ఏࠫటం݄, ࠭࠲ ఈ ࡓంݡ ఫంࣾߤ ల ఉతओ కएࡅ फޒ ऒߖ޳ࠡ  ం݄ڕࣆޓ 
ऒߖޑऴࣇ ఆ ࠭࠲  ఉపࣃڵࡆफ ࠭, ۨవࡏࠬ ړࡍ ఈ ࡓంݡ ఫంࣾߤ లߘ ఉపڵࡆంۯంڕ޶  nal
घࡏ߷ ఈ ࠭࠲ ߩफంࡍڷ కరణڔంܼ࠭ ఫంࣾనऱ ఏڕࡏۯ ڕ࡮

అ޴ߝ ఇంܽऴڼష࠳ ߤన࣒ ఇంܽऴڼషߤ व߯ࡅ ߖ ࠹కए  ఏڔకరణڕ మ࠾ࡍ ఆ߯fxgxdx  fx gxdx f x gxdx 
బܽदڒ సࠪనం ڕకరణڔతफం ఏ࠴
ఇ޳ࡶ ࡱڴ࠙ ޴ ఉతओ కएࡅ फޒ .޴ంޔ࢓ऴతం అࣇ ڕకరణڔఏ ڴࡎ࢐  ऴతంࣇ సంڝ కరణڔఏ ݡంࡓ 
 ఫంࣾߤ లߘ ఎ࡮ అర बం ڕࣆۯంܼ࠭
బܽद ఉతओڒ కएࡅ फޒ  ఏڔకరణ ڒబܽद ࠭࠲ ఫంࣾࡹ ߤ ఒకߖ޳ऒ फࣃࡱߧ ڴ ߤదܽ ఫంࣾ࠴  ࠭
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మ࠾ࡍ మࡖక ఫంࣾࡓ ߖ ߤండవ ఫంࣾࣃࡱߧ ڴ ߤफ ޴ߝఅ ݭబܽद ఇంܽऴగంڒ ,࠭
ల ఉతओ ߤఫంࣾ ݡంࡓ छࡌత ࣄऴ࢐ ړ ݭకం࣊ ڴ޶ం࠭ ߖफޒ త సమऴగతߘ మనం ߖ ఇࣃࡱߧ ࡮फ ࠭.fx
फ߭ࡏڷ ڴరణం߄ࣃ మనం ߖ ߤదܽ ఫంࣾ࠴   दܿڕంܼ࠭ ࡏڷ ޳ࡶफం۪ڕంܼ࠭ ޳ࡶ

ఇంܽऴగށڷ ޜ ࡽంచబడ࠭ޑ అం݄ ࡓండవ ఫంࣾ࠳ ߤన࣒ ఇంܽऴగࡽ ఎࠆ व߯ࡅ ࠹కए  సమऴగత అం݄ gxdx 
కएࡅ ߤదܽ ఫంࣾ࠴  ࠡదం ࡓండవ ఫంࣾࡅ ߤకए  సమऴగతށڷ ޜంచబޔݡంڒ ޴బܽद ఉతओ కएࡅ फޒ  
ఏڔకరణ
కएࡅ ߤదܽ ఫంࣾ࠴  ޴ంޔࡏࠪ ڴసమऴగం ߤదܽ ఫంࣾ࠴ झߖࡓఫݟ ࡽన࣒ ఇంܽऴగ࠳ ߤండవ ఫంࣾࡓ  ߤషࡃ
కएࡅ ߤండవ ఫంࣾࡓ  సమऴగతࡹ ఒక ࢣऴఘ ఉ޳హరణ޳۫ ߘभ ం
ఇ޴ ఈ ߷ࡏघ అర ߖ࡮ बం ڝࣆۯవడంܘࡕ   ࡹ ܿ పవ࡛ ࡮࠮ ߖङ ంకనం ۯయడంڕࠪ ࡹ సࣔయపݦ xe xdx
 హరణ޳న ఉ࠳లభࣆ ࡮ۧ
ऒߖ޵ బܽदڒ ङ࡮࠮  ంకనం ۯయړߖݞ మనం
ఒక ఫంࣾ࠴ ߖ ߤదܽ ఫంࣾڴ ߤ ఎం۪ڝవ۪ऐ ऒߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ ,  ఎం۪ߕڕऒ ࠭.
޴ఇ ࠾ࡍమ ڴ ߤదܽ ఫంࣾ࠴  
छࡌత ڴ ߤండవ ఫంࣾࡓ త ߷ࡏघ కएࡅ ండవࡓ ߤదܽ ఫంࣾ࠴ ޴ంޔࠋۮ ఏࠫ ࡮  ఏڔకరణߘx e 
పవ࡛ ړ ߭ంۨం࠴ ޴దܽ   व߯ࡅ ࠹కए  x x dx ࠹బܽद व߯ڒ న࣒ ࠡదం࠳ 
అࡓ ޴ߝండవ   ఏڔకరణ ࡅకए  ఏڔకరణ ޳छ e ޴నݟంచబށڷ ࡌ
߭ంచబݟం࠴  ޴తफం సమऴగతߘ శړ फవంతం ۯయړߖݞ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఇڕࠬ ޴ x x

e ޴ంޔݡంచబ߭ ړ న࣒࠳ పవ࡛ ߖ x 
ఖङ࠭ ࡱڴ࠙ ఇకए ࡏࠬ ޳ࡶ న࢑࠳ డ గమߖంచవ۪ऐ  
घࡏ߷ ऒߖڴࡆߖ࢑ ࡮  ఉపڵࡆంۯటߩओ ओߩనࣄۯ కృతంڔదట ఏ࠴ ࠭࠲ ݡ డ࡮ऱ  ڴबరంࣄ ࠭࠲ 
ఉపڵࡆంచడం ޶ࡶ
పओۮ ߘߝ వछߖ ంݟ  ఇڝ ࠬ ޴సం ఇకए డ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఏࠫ జޔڷࡏం޾ ۫డంڒ ݟబܽद ఏڔకరణ ऴపऴړయࡹ
మనం ࣄबࡌంڒలߘ ఉపڵࡆంۨనటऱࡅ ޙ࠼కए  సమऴగతߘ పవ࡛ xe xd

కएࡅ ߤదܽ ఫంࣾ࠴ ంచడం߭ ړ ऒߖߦࡐ  x.ߤండవ ఫంࣾࡓ ޴ఇ ,ߤదܽ ఫంࣾ࠴ ޴ఇ ,޴ంܿంڕࣆޓ 

नܘࡕ బܽद ఇڒ కరణڔఏ ޴ండవࡓ  ܿ పవ࡛ అߖ ऴ࢐యړߖݞ బࡱ޶xi 
ఇకए డ ऴ࡯࠻࢐ ఇ ܘࡕ ܿ పవ࡛  ప ऱ࣒ झߖࡓఫݟ ߤషڼన࣒ ఇంܽऴ࠳ ࣄ   దܽx࠴ ߤషࡃ
ఫంࣾړ ߤ ఇ޴ మࢁऱ ఏڔకరణ అޔ࢓ం޴.
ߘߝ 
పవ࡛ ړ ఇ  ܘࡕन  అߖ ऴ࡯࠻࢐  పऱ࣒  తࡌछ త ڒబܽद ۨవߘߝ ړࡍ ఇకए డx c dx 
߰ంద޴ࡃࠓ ఏࠫటం݄  పవ࡛  ప ऱ࣒ కएࡅ న࣒ ఈ పదం࠳   సమऴగత ఇߩओ xe x cx e x ړ పవ࡛ ݡ
߭ంచబݟం޴,
ఎం޶కం݄ ఈ ڒరకం  ࣄबࡌంకం ڒబܽद సమऴగం   ܿߦ ޜ ڕߕ మࡖక ࣄबర࠳న వࣆफం޴  ఒక ఈc cx c 

ఈ ޜ ర޶भ ۯయబޔݡంڒ ޴బܽद ۨవߖ ߘߝ ړࡍ పవ࡛ ࠳న࣒ ړ ߭ం۪ߘޑ మ࠾ࡍcx cx xe x 
పవ࡛  ప ऱ࣒  మࣄ ࠾ࡍबర࠳న వړ ߤ ߭ంచబడߘޑ   అࣄ   ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖबరం వరڕ ఇߝڴࠈ ࢑ ఉంܼ࠼ x c 
ݡంࡓ బܽद ఈڒ
సమऴగతࡱ  ఒ࡮ښ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఏڔకరణ ऴపऴړయࣄ   ࡹबࡌంకం  ࡌయడం అనవసరం
మߖ࢐ܽ ࠭࠲ ࠾ࡍ వ࢘࡯޴యవ۪ऐ కएࡅ ߤండవ  ఫంࣾࡓ బܽद మనంڒ   సమऴగతߘ ऴࣆ࢐फనऒ ओߩ  ݡ
ఇబख ం޴
పడ࠭   మ࠾ࡍ ఆ సమయంࡹ మనం ߖ࢐ܽ వࣃ࢘࡯޴फ ࠭, ఇకए డ ఎం۪ڝవడం ۧ࡮ ࠭ఖङ ం  ޳ࡶ              
                                         మ                    మ 
మ                           ๭                                                        ޳ࡶ  ఉతओ ఉతओ ߖफޒ ఉతओ ړफޒ  ంۨన߅సంబం ړफޒ
घࡏ߷ .࡯࢐ڝఎం۪ ࡮
 
ఇకए డ ߷ࡏघ ڴऴగతफ܉ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ࡹ࡮
గమߖంచంݟ  అం݄, ఉతओ కएࡅ ߤండవ ఫంࣾࡓ ࡹ ߤफ ఫంࣾޒ  సమऴగత మ࠾ࡍ
కएࡅ ߤదܽ ఫంࣾ࠴  ࠡదం ఉంܿంڒ ޴బܽद మనڕ ఉ޳హరణڕ  ఉతओ నऒ ం ߧۮओ నߩओ ڼత ݡ ठ ఫంࣾߤ ఉం݄
బࣗప޴ ఫంࣾࡏࠬ ߤ బࣗప޴  ఫంࣾ࣋ۯ ࡏ࢘ ߖ ߤफ
ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖందޔठڷత ڶऴݟ ߖ޳
మ࠾ࡍ ఇతర ఫంࣾߤ ࣊కంݭ ఫంࣾڴ ߤ పࡍగށంచబడߗڒ   ޶ అߖ ޴యమం వࡵ పࡍగށంచబడ޶ ఆࣣ
ఇ޴ మన ࡓండవ ఫంࣾߤ ߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ మనࡓ ڕండవ ఫంࣾߖ ߤ
ఫంࣾڴ ߤ  ఉనऒ టऱޙ࠼  అ޴ ఇۯऐ ޶య࡯ޘ ޴న࠳సమऴగ ڕసం మనڝ ޳ࡶ ޳ࡶ ޴
ఆ సమऴగత࡮࠮ ߘङ ంకనం ۯయడం ࠪڕ కషदంڴ ఉంܿంڒ ,޴బܽद మనం ఈ  ఫంࣾߤ ల ఎంߧక ڝసం  
फࣃ۫ ࠭.
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  తరగޒ ధనङ  ࡱ޳࢐
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