
ङ޳࢑ छࣃ ߘबలࡏ గޒంచంݟ, ఈ ܌ࡗ మనం మߖڜࡍऒ घࡏ߷  ऐࡏߝ ࡮ झࡽఈ ఇంܽऴగ ,࠭ޑ޶ం߰ ߖ࢐ܽ ࠾ࡍంܼ࠭ మڕ  
ऴߦథࠫకంߖ࢐ܽ ڴ ఉతओ నऒ ం ۯయړߖݞ ఒక ࡍߖ भషद ࠪࡌठ ऒߖ  కڵ࡯ ఉంܼߖ࢐ܽ ࠭࠲ ,࠼ ఎ࡮ ߰ంࡹ޳ మ࠭࠲ ࠾ࡍ 
फࣃڵࡆఉప ߘకతޒښంࣃ ంܽ࡮ఎ ࠭࠲ ڕ޶ం޻ం߰ ߖ࢐ܽ ࠭, ఎం޶కం݄ ࠬࡏ ఉనऒ ओߩ  ޴फంࣆۯ సࣔయం ڕࠬ ޴అ ݡ
घࡏ߷ ڕࠬ  కతޒښంࣃ ࡹనడంھߘక ߘలڴనడం వలన సమऴھߘక ߘన సమऴగత࠳ంత కషदతరڜࡍమ ړߖݞయక߱వ࡯ޘ ࡮

త వङށజగࠊ ࠭࠲ బܽदڒ ,޴ఉంܿం ڴగకరంࡆఉప ࡮ۧ ڔ फకరణ޳ࡶ ࡱ బࣗప޳లߘ కڵ࡯ ఉనऒ  సమऴڴల ڝసం ah 
फࣃ۫ ए࣋ ߘంܼڕࣆޓ ڴహరణ޳దܽ ఉ࠴ ߘߝ ,࠭ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ छ޳ ࡛ ࡍߖ ࡌ भషद ߷రࡅ ࠹కए  సమऴగం ڒబܽद ఇ޴ x dx 
ए࣋ ࠭࠲ छ ࡛ ప ऱ࣒  వߤ ߯ ऒߖ޵ బܽदڒ ޴ఉంܿం ࡯߱ ࡮ۧ ړߖ޳ఒక ࡹ ࡽన ఇంܽऴగࣄ۫   ఉతओ నऒ ం ۯయړߖݞ x dx ah 
మనం ఏ ࣃంޒښకతߘ ఉపڵࡆంచవ۲ऐ  ఏࠫటం݄, మనం x ޴࣋ۯ బܽद మనంڒ సమऴగం .ߘޑߩ۫ ڕࠬ దట࠴ 
ఈڙछ झࡽ ङޑऴప ړ ߤܼ ߖ  ࠪऒ యం ࣋ۯफ, ఇ޴ మనڕ ఈܘ ఈڙछ झࡽ  ܿ ࣊కంݭ ࣋ए छ t dx t ߖయ࡯ޘ ఆ߯ ,޴फంࣆఇ ߖ ࡛
ఇంܽऴగࡽ ࣊కంݭ ࣋ए छ ࡛ ࣾࠫంచంݟ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఒక ࣋ए छ బܽद i t x dt si nce x t xڒ ߤܼ బܽद ఒకڒ ޴ంޔ࢓అ ޜ ࡛
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఒక చޔరऴసం ఒక చޔరऴసం ܼߤ ࣋ए छ ࡛  ప ऱ࣒  ఒక చޔరऴړߖࣃ సࠪనం అ࠼నపओ ऒߖࣃరऴޔఒక చ ڔܽ  t 
వ۪ऐڝࣆޓ ڴరణం߄ࣃ  మ࠾ࡍ ఇߤܼ ڕࠬ ޴ ࣋ए छ ࡛  ప ऱ࣒  వߤ ఇࣆफం޴ మࣄ࡯ޘ ڕࠬ ࠾ࡍన ఒకܽ పऱ࣒ ए࣋ ߤܼ  छ ࡛ t 
ࡍڷ ޒణࠫڝޒऴ ࠭࠲ బܽदڒ ܼޓ రऴసంޔచ ߘక࣊ ܼޓ फంߘߩ ఉపڵࡆంచవ۪ऐ , ఇڕࠬ ޴ చదరߩ ࣊కߘ చదరߖ ߩ t
ఇࣆफంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ఇకए డ ࣋ए छ ࡛ न ࣊కߘ ࣋ए छ t ݡంࡓ ړࡍబܽद ۨవڒ ߩచదర ߘఒక ࣊క ࠾ࡍమ ࠭ޑ޶ం߰ ߖ ࡛ dx t 
పࡱ޳ ఇకए డ ࣊కంݭ ࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ ࣊కߘ ࣋ए छ ࡛ ర޶भ ۯయబడޜ ࠼ޑ ర޶भ ڝࣆۯంݟ మ࠾ࡍ ఇࡏࠬ ޴ t ta a 
ఇంܽऴగࡱࢗ ࡽపల ऴ࢐యవ۪ऐ  ఎం޶కం݄ ఇ޴ ࣋ए కएࡅ ߖߖ޵ బܽदڒ ࡛࡮  సమऴగంڴ ऴ࢐యవ۪ऐ  dt ࡮ۧ ޴బܽद ఇڒ 
సరళ࠳న ࡐపంړࡹ ࠪరऐ బݟందࣃ۫ ࡏࠬ ߖफ ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ ࡏ  ఒక సమऴగ ࡐపంࡹ ऴ࢐యగలߘ అ޴ߝ  ప ऱ࣒  dt t 
ఏڔకరణ ࣄबࡌంకం, ఇ޳ ޴छ ఉండవ۪ऐ ݟऴ࢐యబ ߖంకం అࡌबࣄ తफڜ ऱࢁమ ࠾ࡍమ ࡌ  a c c ڴࡏߝ ߖߖ޳ ߘߝ బܽदڒ 
ऒߕफࣆऴ࢐ ڴ న࠳बరࣄ  కएࡅ ࠾ࡍమ ࡯డनھ ࣆࡱޘ ښవర޴ఇ ړ ࠾ࡍమ ߘ  సంబంధం ߘంݟ ఆ అం݄ అ޴ߝc ti ah t x 
t ߘޑ޶ం߰ ߖߖ޳ఒక ߘߝ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔ࢓అ ޴ߝబܽद అڒ సࠪనం ړ ߤܼ t x a ah tan inverse x by a 
మࡹ࢑ ߤܼ ࠾ࡍమ ړ ఒక ప ऱ࣒ ओߩమనం ఎలऱ ߖంۨ ఉంܿంద߅సంబం ړ న సమऴగంࡷఅస ޴సࠪనం, ఇ ޜ  t x ݢ c x
కएࡅ ࡯ݞఉం ࠼నం అ߄సࠪ ޴ޔ బܽदڒ ࡯࢐ڝफం۪ࡏڷ  ఫంࣾڒ ߤబܽद ۨవړࡍ మనం ޳छ నऒڕࡏۯ ړ ࡌ ओߩ a x a t,ݡ
మనం ఈ ߖ ऴపޑङ ࠪऒ యంࡌࠪ ڴऐ घࡏ߷ ఆ ,࡯ ఇకए ړࡍవۨ ࡮ డ తࣄۯ ࡏ࠻న ࣇऴతం ఏࠫటం݄ , ఇߩओ t ߖ ݡ ddx x 
࣋ए छ ࡛ ߯  మ࠾ࡍ ఒక ࣋ए छ ࡛ సࠪనం అߖ గమߖంచడం ࠭ఖङ ం. ఒక ܼߤ ఇనछ ࡛झ छ޳  పऱ࣒ ࠾ࡍమ ࡌ झࡏڝ   ddx x a 
కएࡅ కएࡅ ంకంࡌबࣄ  ए࣋ ࠭࠲ ࡍప޶ంకం తࡌबࣄ  छ ࡛ ߯  సమऴగ మ࠾ࡍ ఒక ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ కएࡅ ݋ࡐ ࡛  మࡖక x dx 
ఉ޳హరణߘ పࣃ࡯ࢣࡍफ ओߩబܽद ఇڒ ࠭ ए࣋ ࠭࠲ ݡ छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం మ࠾ࡍ ఒక ࣋ए छ ࡛ ߯  కృతం x dxڔఏ ߖ 
ऒߕޔࠓయۯ ࠭ మరߘ࠭ ߘߝ ࡮పܽ సందరग ంࡹ ఉపڵࡆంۨన ߖߕ߄࢑ऒ ओߦۮ ڕࠬ  ए࣋ ޴ఇ , ߘ छ ࡛ ߯   ప ऱ࣒  ఒక x dx 
࣋ए छ ऒړ݃ ޻బܽद మనం అڒ ࡛ ంచవۧऐڵࡆఉప ߖ ڡ ఇకए ߘߝ , డ అړ ߤܼ ޴ߝ సࠪనం అޙ࠼ ఏࠫ జޔڷࡏం޾ x t
भ޳۫ ం ڒబܽद ఇ޴ మࢁऱ అ࢑ ޻ధంڴ మనڕ ఈܘ ఈకछ एࣃ ݭకం࣊ ܿ ࡽ छ  వࣆफం޴ త޳छ  dx re tdt ah ڕవరۨ ࡌ
మనڕ అޜ ޴ߝ సࠪనం ޳ࡶ ࡯࢐ڒ ఆ తࡌछ త దశࡹ మనڕ ఆ సంబంధం అవసరࠪ మ࠾ࡍ t ah tan inverse x
త࢐ࡏత దశࡹ మనڕ ఆ సంబంధం ఎ࡮ అవసరࣃ۫ ࠵फ ओߩబܽद ఇڒ ࠭  dx ߘఒక ࣊క ޴ߝఅ ޴ంޔࡏࠪ సమऴగం ݡ
చదరߩ ఇߘ࠭ ޴పܽ సమసङ  tdt, ah sec t sec t dt ߖ ࠭࠲ ڕబܽद ۨవరڒ ࠾ࡍఒక మ ޴ంޔ࢓అ ࡹ
߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद మనం ࣇ ڴࡏߝऴߖޑऒ  ఉపڵࡆంచవ۪ऐ ఇపओ ࠭࠲ బܽदڒ , కएࡅ ښܽ  ఏڔకరణ అ޴ߝ sec tdt 
࣊కߘ  ప ऱ࣒ ङݡࠪ ߤܼ  ల࣒ పऱ࣒ కएࡅ ంకంࡌबࣄ  కएࡅ ݭ࠵  ఇకए ࠭࠲ బܽदڒ ޴ఉంܿం ࡵవ ۃ࡮  డ ఈ ࣇऴߖޑऒ  t t 
ఉపࣃڵࡆफ ࠭ ఇ޴ ࣊కߘ  ప ऱ࣒ ప  ߤܼ  ऱ࣒ కएࡅ ంకంࡌबࣄ  एڝߘక ߖఅ ۃ࡮  ంݟ, ఇߩओ t t t x ڵࡍޒ ړ ݟంߘ ऱࢁమనం మ ݡ
ऱࡿࢗ ङޑऴప ߖߖ޵ ߘߝ ࠾ࡍమ ࡯ ࠪऒ యం ࣋ۯफ అߤܼ ޴ߝ ఇనछ ࡛झ సࠪనం ఇకए ړ  డ ޳छ t x ߘޑ޶ం߰ ߖ ߘߝ ࡌ a x
ఇకए ߗڒ డ ࣃۯ ߘߝफ ఇనछ ߤܼ ߘ ࡛झ కएࡅ   సంړ ऱషद࠳న సంబంߖ߄ऒ  ߰ందం޳ ݟछ  x a ߘߝ అం݄ ࡯࠻ۯ ఏࠫ ߘߝ ࡌ
ङޑऴప ڴࡏߝ ߖ ఈ ࡯࠻ۯ ࠪऒ యం ۯయږడ޶ బߘߝ ڴࡱ޶ ࣊కߘ మޜ ߤܼ ࠾ࡍ మࡖక ऴڝޒణࠫޒ సంబంߖ߄ऒ  t
ఉపڵࡆంۧ࡯ అం݄ ࣊కߘ ࣋ए छ పऱ࣒ ߤవ ߖ ࡛ ए࣋ ߤܼ  छ ࡛ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࣊క ߖ వߤ పऱ࣒ t ߤܼ  t t
࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లంڴ ऴ࢐యవ۪ऐ ऒߖ޳ ڴࡱ޶బ ݋࣊ .  భࡎ फ ࣆۯफంڒ ޴బܽद ఇߘߝ ޴ వߤ పऱ࣒ ए࣋ ߤܼ  छ ࡛ t ti t 
 ప ऱ࣒ ప  ߤܼ  ऱ࣒ కएࡅ ంకంࡌबࣄ   వర ठ࠮లం ࡅకए ओߩఇ ڕవరۨ ࠾ࡍమ ߘޑ޶ం߰ ߘ ۃ࡮  ఇకए ࡏࠬ ݡ డ ߘంݟ t 
 t xya ߤమ ఫంࣾࡹ࢑ మ ఒకࡹ࢑ 10 ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔ࢓అ ߤܼ సంబంధం ,ࡏడగల۫ ڴలభంࣆ
ఆపࡔట࡛ ޳छ ఇనछ ߤܼ ࡌ ࡛झ కएࡅ  ఇకए ࠭࠲ బܽदڒ ,޴ంޔ࢓అ ߤܼ  డ మ࠾ࡍ ఇకए డ ܼంܐంࡅ ݋కए  x x ߤܼ 
ఇనछ ࡛झ ఒక ࣋ए ߘ ߤܼ  छ छ޳ ࡛ छ޳త ,࠭ޑ޶ం߰ ࡌ వర ڕࠬ ࡌ ठ࠮లం ޳छ ఒక ప ࡌ ऱ࣒  ࣋ए छ  ఒక x x ޴फంࣆవ ݋ࡐ ࡛
చޔరऴసంߖ ܿߦ ޜ పऱ࣒ छࡌన తࣄۯ కృతంࢁంత సరࡍమ ,ߧ࡯క ޜంకంࡌबࣄ  త ߘߝ ఇకए డ ఇ޴ ఒక ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  x ah x 
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ फޑ࠴  ऒߖ ంచవ۪ऐڵ࠙ ޜ   అߖ ऴ࢐యగలߘ మߘ ࠾ࡍం࠳ ۃ࡮ ۃ࡮ ݟన࣒ ޔࢂࢗ ړ ۃ࡮ందߖ x a m n m n
ऴ࢐యవ۪ऐ ڴݟ࢑ ంకంࡌबࣄ ఒక ۃ࡮ బܽद ఆڒ ࣆࡱޘ ڕࠬ వङ ڴపరం ߤఒక ఆ ߕ߸ బܽद ఈڒ  ڔ फకరణ ࠪऴత࠲ x lly x 
కएࡅ ए࣋ ࠾ࡍమ ۃ࡮  छ కएࡅ ࡛  ࣋ए छ కएࡅ ࠾ࡍమ ݋ࡐ ࡛  ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ ڴ࡮ ۃ࡮ కࣆߧߖफం޴ x mod a plus c 
ఈ గణన  ప ڴబܽद ۨవరڒ ऱ࣒  వర ठ࠮లం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ కएࡅ   mod x x a ۃ࡮ ఈ ࠾ࡍరऴసం మޔఒక చ ޴फంࣆޓ ࡍ޳ ړ ۃ࡮ 
ఏ࠳నపओ రऐࠪ ࡏ߮ ޜన 1࠳बరࣄ ࠾ࡍంచడం మݟܔ ޜంకంࡌबࣄ కࡖబܽद మڒ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ ڔܽ డం వలన ࣄबࡌంకం c 

అڒ ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖబܽद ࠬߖ޵ ࡏऒ  ఏమߕۨ࡯ߧ ߖ పࡌछ  c 1 c ڴఏకపࣾం ޴ߝంకం అࡌबࣄ ఈ ړࡍబܽद ۨవڒ ޶ࡶ
ఉనऒ ం޶న ߖߖ޳ ࠭࠲ అڼ࡮ ఉంచవ۪ऐ ए࣋ ޴బܽद ఇڒ ݟటदం߭ ࡏ߮ ߖన అ࠳बరࣄ  छ ए࣋ ܿߦ ޜ ࡛ छ ࡛ ࣋ए छ  c x ޜ ࡛
घࡏ߷ ఈ ݋ࡐ ܿߦ ओߩబܽद ఇڒ ޴ంޔࡏࠪ ڴ࡮ फࣃ۫ సంڝ న సమऴగత࠳క రకࡖమనం మ ݡ ࠭ , అ࢑ చదర࠳ ߩన࣒ x 
ఒక ࣋ए छ ࡛ ߯ కएࡅ   సమऴగ ߖߦࡐऒ  కڵ࡯ ఉంܼڒ ࠼బܽद ࡮࠮ ࠭࠲ङ ంకనం ࠻ۯలڕߘంܿߕऒ ࠭ ఈ రక࠳న dx 
ల వङࣃరऴޔచ ݡంࡓ ङޑ ऒߖࣃ  ఎ࡮ కڒ ࡯ߕھߘబܽद మనం ఇకए డ ڝࣆޓవలࣄన ࠴దܽ దశ ఏࠫటం݄, ߖߖ޳ ఆ ఉతओ  फޒ
ओߩऴ࢐࣋फ ఇ ࡹపంࡐ ఇకए ڕమన ݡ డ లࠚంۨన ऴపࡆజనం ఏࠫటం݄ ఆ రచన ఇ޴ ఇ޴ సరళ పదం మ࠾ࡍ ఈ ߖࡰయ࡛ 
పదం మ࠾ࡍ ఏ޾ ఒక࢑ధంڴ మనం ߖࡰ ߖ࢐ܽయ࡛ ట࡛घ  పరంڴ ఆࣣ అߖ ऴ࢐యగޙڵ࡯ , మనం ࡮గࡍథࠫࡏ߷ ڡघ  ߘ࡮
ఉపڵࡆంచగల࠭ ڒబܽद మనం ߖ޵ऒ फࣃۯ ఏࠫ ߘߝ బܽदڒ యగల࠭ۯ  फࣃऴ࢐ ߘఈ సమऴగత ߘߝ అం݄ ߘ  ڴݟ࢑ݟ࢑ ߘ
మన ఇంܽऴగం࠳ ݭన࣒ ړࡹ  ప ऱ࣒ फࣃۯ ఏࠫ ߘߝ ,޴ఉంܿం ڴఒకܽ ޜ  ऒߖ޳ప ߘߝ ,అం݄ ߘ फ, x a x a࣋࡯ࢣࡍప ڴऴగతफ܉ 
లవం ࣄबరంڴ ఉంܿం޴ మߘߝ ࠾ࡍ ఈ ࡓంݡ ప޳ల వङ ङޑ ऒߖࣃ ం݄  పڕࣆޓ  ऱ࣒  ఒక ࠳న࣒ ࠳న࣒ ۨవڕߕ ړࡍ x x AI 
छ޳ ݡంࡓ ߘߝ ఏࠫటం݄ ޴࣋ۯ ߘߝ బܽदڒ ,ݟడం۫ ߖफందࣆࠚల ݡంࡓ a a a ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ ߘంۧށڷ ంۨ܊࢑భ ࡌ
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కం݄ ࠳న࣒ ࣋ށڷ ޜफ  ప ऱ࣒ ల మధङ޳ప ݡంࡓ ఈ ޴ߝఅ ݡంࡓ ޴ంޔݡऴ࢐యబ ߖఅ ڴࠈ   వङ ङޑ సం తపओ  x a x x a 
మࡖకܽ ޶ڒ , అం޶వలऱ ߖߖ޳ ߘߝ  ప ऱ࣒  x x a ڴऴగతफ܉ ంతࡍమ ߖߖ޳ ࡏࠬ బܽदڒ ߘऴ࢐యగల ߖన࣒ అ࠳ న࣒࠳ 
ప࣋࡯ࢣࡍफ, ࡓ ߖߖ޵ం࢑ ڴࡱڴ࠙ ݡభ܊ంచవచऐ డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ ߖ . ఓవ࡛  ప ऱ࣒  ఓవ࡛ a x a x a x ڕࠬ ޴న࣒ ఇ࠳ ړࡹ 
ఓవ࡛  ప ߤన࣒ వ࠳ న࣒ ఒక࠳ ऱ࣒ ప  ݟంߘ న࣒࠳ ంۨన పదంࠚరంߦऴ ࠭࠲ फ࣋۫ ࡏࠬ బܽदڒ  ऱ࣒  x a x a x a ݟంߘ 
రऐࠪ ڴࡱ޳ప ݡంࡓ బޔݡం޴, ఈ ࡓంݢ ఒక ߖࡰయ࡛ ߷ङ క द࡛  ڕసం మనڝ ࣒ښ య࡛ߖࡰ ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ڵ࡯రం కࣔ ڴ 
घࡏ߷ ڡథࠫࡍగ࡮ dx ޴ంݟయబۯ రకంڒ ڴ࢑ధం ఈ ݭకం݄ ఇంܽऴగం޶ऴ࢐࣋फ ఎం ߖ ఈ సమऴగ ߘߝ బܽदڒ ޴ఉంܿం ࡮
ࡎభ ڴకం݄ ఒకܽ ݡంࡓ న࣒ కం݄ ఒకܽ࠳ ޴బܽद ఇڒ फ ۯయబޔݡం޴ , ఒకܽ కం݄ ࠳న࣒ ఒక ࠳న࣒ ఒకܽ  ప ऱ࣒  x a x x 

కం݄ ࠳న࣒ ఒకܽ మڝ ߖ޵ ࠾ࡍసం ࠬࡏ ఇకए డ ݟवࣄदࠌङ ܽ࢟ ऴߦపࡎ द࠴ ߖదట ఉపڵࡆం݋ࠉ ۯ సమߖ࠻ऒ  adx 
फࣃۯ లభతరంࣆ ఆ߯  ప , ޴फంࣆఇ ߖ ߯ ڕࠬ ޴బܽद ఇڒ సమऴగం .ࡏ ऱ࣒ x ,޴फంࣆన࣒ ఒకܽ ఇ࠳ కం݄ ݡంࡓ ߯  tx x a adx 
ఆ߯ ࠬߖ޳ ࡏऒ  ఒకڜߖ޳కܽ ڴࠈ సࠬకృతం ࣋ۯफ ࡓంݡ కࣄ࡯ ࠭ంڙࣆޓ ڕ޶ళऱవ۪ऐ కएࡅ ݭ࠵ ޴బܽद ఇڒ   x 
కएࡅ ݀ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ న࣒࠳ .޴ంޔ࢓అ ڡథࠫࡍగ࡮  సంవర ठࠪ నం  ప ऱ࣒  ఆ߯ ఏڔకరణ ࣄबࡌంకం ࠬڕ a mod x a c 
నࣄ࡯ޘ ऱܿڴ ఒకܽ ࡓం߄ࣃ ݡరణం వڝࣆޓ ࡵవ۪ऐ , మࢁऱ ࡅకए కएࡅ న࣒࠳ ۃ࡮  కएࡅ ۃ࡮   a m n m ࡵవ ۃ࡮ 
ఉంܿం޳ ޴छ కएࡅ న࣒࠳ ߖߖ޳ బܽद మనంڒ ࡌ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴݡంࡓ ఒకܽ ۃ࡮   అసࠪనత ࡅకए  n mod x a ov er 

 ప ऱ࣒  మ࠾ࡍ పऱ࣒ ङ࡮࠮ ࡹపంࡐ సమऴగ ఈ ࣄ ంకంࡌबࣄ  ంకనం ۯయబޔݡం޴ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఇకए డ x a i 
ఉపڵࡆంۨన ఉߦయం ఒక ࣔరం, ఇ޴ వࡎ ठకࡍంచబݦ చޔరऴڒࣃర ࡐపం , ڒ ࠭࠲రࡌࠪ ڴࡱڒऐ ࠭, ah ah two ah 
ఈ ࡓంݟంܽߖࡰ ߗయ࡛ ఫంࣾߤ అ࠼న ࣔరం కڵ࡯ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం అ޻ ऴܽߘ ڡ వࡍ फంపܑࣃफ ࠭ మ࠾ࡍ మనం ߖ dx
࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ ࡛ ߯ ङ࡮࠮  ంకనం ࡯࠻ۯझ  వ࣋फ మࡖక ߷ࡏघ फࣃ۫ సంڝ ࡮ ओߩబܽद ఇڒ ࠭  పܽ xߘ࠭ ݡ
ఉ޳హరణޜ మనం ߖߖ޳ ఒకܽڴ ऴ࢐యగలమߖ ۫డవ۪ऐ ऱ ఇకएࢁమ ݡంࡓ . డ ߙङ మࡔట࡛ ࡹ ఉంݦ పదం ࣄबరంڴ a ah 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ࢘ࡍయࡽࠋ పదం వࣆफంڒ ޴బܽद వङ ङޑ ऒߖࣃ న࣒  ప࠳ ߖߖ޳ బܽद మనంڒ ޶డږڝࣆޓ  ऱ࣒  ఎ ప ऱ࣒  x x 
झڡࣄ న࣒࠳ కएࡅ ర పదంڒࣃరऴޔఈ చ ࡯࠻ࡌ ంۨڵ࠙ ޜ  న పऱ࣒࠼అ ࡱڒరڒ   dx x ڴݡంࡓ ڴఒకܽ ߖߖ޳ ߘߝ ړࡹ 
ऴ࢐యగలߘ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࠳ ߖన࣒ ڡࣄझ झڡࣄ న࣒࠳ ޜ  फ ప࣋ڵ࠙ ޜ  ऱ࣒ కएࡅ ޜ   సమऴగతߘ పऱ࣒ క xࡖమ ߧ࡯క ޜ  x dx x
సమऴగం ఇࣆफం࠳ ࡏࠬ ޴న࣒ కం݄ ఎڕए వ ݟఎڡझ छ޳త ,ݟయంۯ  కܽ  పڜߖ޳ఒక ࡏޑ޶ం߰ ࡏࠬ ࡌ ऱ࣒ కएࡅ   x a x 
కएࡅ ݭ࠵ ఇపओ ޴फంࣆఇ ڡథࠫࡍగ࡮  ܽవరڕ ఎܿవంܽ సమసङ ఇకए ߗڒ ޶ࡶ  డ ࠬࡏ ఈ పదం ࡅకए  ऴపږޒల ࠳న࣒ x 
అߖ ۫࣋फ, ࡮࠮ ڴݟ࢑ ߖߖ޳ ࠭࠲ङ ంకనం ࡯࠻ۯ మߘߝ ࠾ࡍ ఇకए డ ऴపޑङ ࠪऒ యం ࡅకए  ఆࡹచనߘ మࢁऱ 
ఉప࣋ڵࡆफ ࣇ ߘߝ ޳ࡶऴߖޑऒ  ఉప࣋ڵࡆफ, ఇ࠳ ޴న࣒ ࡅకए ङݡࠪ  ల࣒ ࡅకए  ۨ दܼ  x ࡏࠬ ߖందޔࡏࠪ ڴ
۫డవ۪ऐ , ఇ޴ ఈ పదం ࡅకए  ఉతओ నऒ ం మ࠾ࡍ ఏڔకరణ ࡅకए  ,޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜన࣒ ఒకܽ࠳ న࠼ంకం అࡌबࣄ 
కएࡅ న࣒࠳ ࡏࠬ బܽदڒ  సమऴగత ఏࠫ݇ ࠬࡔ తڝࣆۯ ڥߖవ۪ऐ మనం ఇకए ڴమంޒబܽद అంڒ . డ ߰ం޴ం޴ ఏࠫటం݄, x 
ఈ ऴపږޒల సంښతం ఈ ۨ ऒࣔ ऒߖ  ऴపږޒలంࣆࡏࠪ ڴफం࠳ . ޴న࣒ కం݄ పऱ࣒ కएࡅ  న࣒  ప࠳ ۃ࡮  ऱ࣒  ంకం x x xࡌबࣄ 
ఏڔకరణ ڒబܽद ఒక చޔరऴړߖࣃ సమऴగ࠳న ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ ఈ ࡐపంࡹ వࣆफంڒ ޴బܽद మనం ఈ ࣇऴߖޑऒ  ఎ࡮ x 
వࡍ फంపܑࣃफ ఇకए ࡏࠬ . ݟంڝఎం۪ ߘహరణ޳ఈ ఉ ࡹޒపదम ޴ంړబܽद ఈ ऴڒ ం޳ంڕࣆޓ హరణ޳ఉ ࠵ డ 
గమߖంۨనటऱ࠭࠲ ޙ࠼ ఈ సమऴగత࡮࠮ ߘङ ంకనం ࠻ۯలڕߘంܿߕऒ ࠭ మనం ఒక ఎంߧక ߖߖ޳ ޳ࡶ ࡯࢐ڝࣆۯ 
ऴపޑङ ࠪऒ యంࡌࠪ ڴऐ छ޳త ,࡯ రऐࠪ ڴ ࠹ఒక ߷ర ޴ఇ ࡌ బ࡯ݞ అߖ మనڕ ఇపओ x ߘఈ సమऴగత ߘߝ ఆࣣ ,ࣆࡱޘ ښܽ
ङږ ࠗ ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  ݀߯ ࣋ए छ ए࣋ ߘऱ ऴ࢐యగలࡏࣃݡ࠮ ࡛ छ ࡛ न మ࠾ࡍ అంతకం݄ ఎڕए వ ߘߝ గమ࣋ߖफ , ږङ ࠗ x dx x 
కएࡅ  ఉతओ నऒ ం ఇం݃ऴڴంڒ ࡹ ݭరకం ݡ࠮ ࣋ए छ x dx ޴బܽद ఇڒ రకంڒ కࡖమ ࡹ ݭంڴఇంܾऴ ޴ఇ ,޴ంޔࡏࠪ ڴ ࡛
మనڕ మంۨ ఎంߧక అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ږ ࠭࠲ङ ए࣋ . ࠭ޑఉం۪ ߖ ࠗ छ కएࡅ ࡛  ऴ݄࣒ ړ సࠪనం అޔ࢓ం޴ x x dx dt
మ࠾ࡍ ఈ గణన ࠬద ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ݀ ࣋ए छ ࡛ न ࣆޓ ࡍ޳ ړफం޴, ఇ࠴ ࠭࠲ ޴దట ߖ ࣋ए छ ఒక ࣋ए ܿߦ ޜ ࡛ छ dt t dx ߖ ࡛ x 
అࠚవృ޴म ࣄۯన ࣇऴࣆޓ ࡍ޳ ړߖޑफంڒ .޴బܽद వߤܼ ݀ ࠑ ߤ ఇనछ ࡛झ బܽद ఇకएڒ  డ ఇڒ ޴బܽद ߷ࡏघ  a x by a t ࡮
తదڷߘణంࡓ ڴంݡ పऱ࣒ छ޳ ߤషڼన ఇంܽऴ࠳बరࣄ  ओߩఇ ޴ంݟంచబࡍసవ ࡌ సమసङ ࡹ ݡ  ఏࠫܽ ڒబܽद మనం ߖߖ޳ t x 
ऐࡌࠪ ړࡹ ڵࡍޒ छ޳ ߖ޳ఒక ޴క ఇߘక ࠾ࡍమ ࡯ ऱࡿࢗ ࡌ छ޳ ࡯ ङږ ݡంࡓ ݦఉం ڴఒకܽ ࡌ  బܽद x e t xڒ సࠪనం ړ ࠗ
ఇߤܼ ڕߕ ޴ ఇనछ ࡛झ ङږ  పऱ࣒ ݡంࡓ ߖ ࠗ కएࡅ ంకంࡌबࣄ   ఏڔకరణߘ ఇࣆफంڒ ޴బܽद ߷ࡏघ  వడం ఈ xڝࣆࡱޘ ࡮
సమऴగత࡮࠮ ߘङ ంకనం ۯయడంڕࠪ ࡹ సࣔయపݟంڒ ,޴బܽद మనం ऴ࢐࣋టߩओ ऒߖޑऴࣇ మనం ఏ ݡ  ऴࣆ࢐फߕऒ  ࠵
తపओ एࡖ߮ ڴࡍసߖ నࣄ࡯ޘ ڕమన . ࡯ߕ ऱܿߖ ,ڴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ఇనछ ߤܼ ߖ ࡛ ࡛झ फ ఒక ప࣋ށڷ ޜ  ऱ࣒ ओߩంకం ఇࡌबࣄ  dxݡ x x
ం݄ , ࣋एڕࣆޓ హరణ޳క ఉࡖమ ߘߝ छ ߯ న࣒࠳ ఒక ߖ ࡛  ࣋ए छ झڡࣄ పవ࡛ ߖ ࡛  ऴఘ x xࢣ ࠾ࡍరణ మ߄ࣃ ంచడం߭ ړ 
ఉ޳హరణۯ ڴరऐ డం . ߘ࠭ ߘߝపܽ ఉ޳హరణࡹ ऴࣄ࢐న ࢑ధంߖ޵ ߘߝ ߝڴऒ ఇకए ࡏࠬ ߖయగలనۯ  డ ࣆలభంڴ 
۫డవ۪ऐ ङږ న࣒࠳ ఒక ߖߖ޳ ߘߝ , ࠗ ࣋ए छ ࡛ ߯  ࣋ए छ ङږ కߧన ఎంڵబܽद తڒ ߘऴ࢐యగల ڴ ࡛ సࠪనం x x x t ړ ࠗ
అޔ࢓ం޴ ࠫమघ ऒ࡯  ఈకछ మघࠫ ޴ఇ ,޴फంࢂڙࣆޓ ऱࡏࣃݡ࠮ ړ ړ ࡽ ऒ࡯  ࣋ए छ ddx dt , ޴फంࢂڙࣆޓ ړ ݟంߘ ࡛ x dx dt
ఇకए డ ऴపޒइపణࡱ ఒక߯ߖ޳ ఒకܽ ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ न ࣆࡏࠪ ڴݡ࠮ ߖफం޴, ఇࡅ ޴కए  ఏڔకరణ ࡱࢗపల వࣆफం޴ t dt dt 
న࣒ ࣋ए࠳ ఓ ڴ߯ छ న࣒ ࣋ए࠳ ߩచదర ڕࠬ ࡛ छ ࡛ ߯ న࣒  ప࠳ ޴బܽद ఇڒ ࣆࡱޘ ऴతంࣇ  ऱ࣒  ంకం కం݄ ne t x dx xࡌबࣄ 
 ప ऱ࣒ కएࡅ  ఇకए ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ ۃ࡮  డ ఒక ۃ࡮ ݡ࠮ లࣆޓ ࡍ޳ ڕफం޴ ఒకܽ ڒబܽद ߷ࡏघ  x a x t i ߘ࡮
తదڷߘణంڴ ఒక ప ऱ࣒  ఒక ࠳న࣒  ప ऱ࣒ కएࡅ ంకంࡌबࣄ   ఏڔకరణߘ సవࡍంۧ࡯ మ࠾ࡍ ۨవర1 ߘߝ ڕ ప ऱ࣒ ङږ  ࠗ 1 t t x 
ङږ న࣒࠳ ࠗ పऱ࣒ కएࡅ ంకంࡌबࣄ  ऐࡌࠪ ڴ ۃ࡮  ࠑ   బܽद ఓࣣ x x 1ڒ ఒకܽ ޴ఇ ࡯ࡌࠪ ڴసమऴగం ߘߝ బܽदڒ ࡯ 3
ࣾࠫంచంߘߝ ݟ ఇకए డ ఒకࡓ ߖߖ޳ంࡹڝ ڴݡओ ఈ సందరग ޴బܽद ఇڒ ߘ࠻ ంࣆۯ ࡹफం޴ ఎం޶కం݄ ఇ޴ ఒకܽ ڒబܽद ఇ޴ 
ఒకܽ ߘంࡓ ڴݡ࠮ ݟంڴݡ ఉంܿం޴, అߖߖ޳ ޴ ఆࣆࡏࠪ ڴࡏफంڒ ޴బܽद ఇߩओ ऒߖڜࡍమనం మ ݡ भ޳۫ ߘలޑऴࣇ  ం 
అ޻ రక࠳న ࡹ࢐ܽ ఒకܽ మࡖక ࠭ఖङ घࡏ߷ న࠳ ए࣋ ߘߝ బܽदڒ ࡮ छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం߯ ఇంܽऴڼషߤ x 

ఇపओ ࡏࠬ ړߖݞవڝࣆࡱޘ ߘన సమऴగత࠳రక ߝసࠪనం అ ړ న࣒ ࣋ए࠳ ఒక ښܽ छ ࡛ కం݄ ߷ࡏघ సం dxڝ ࡮ x ah dx 
పङࡐࣃ  వङ ڔ फకరణࡏࣃ۫ ߘ ఇߦ ޴పం ࡹ࢑మ ڒబܽद ࠬߖ޵ ࡏऒ  ۫࣋फ ఇకए డ ݞږ అ࡮ంܽ޾޻ ఆࢢంۧ࡯ ఏ ah x 
ऴపޑङ ࠪऒ ऒߖ࠻  మࢁऱ ܉ऴగతफڴ వङ ڔ फకࡍంచంڒ ,ݟబܽद మనం ఇకए డ ఉపڵࡆంచࡃࠓ ఆࡹచన ఏࠫటం݄, మనం x 
ऴపޑङ ࠪऒ యం ۯయߕޔࠓऒ ం అ޴ߝ ఒక ړߖߦߦ సࠪనం ఎంڕ޶ ఆ ړߖߦߦ సࠪనం ఎం޶కం݄ ఆ t x t 
సందరग ంߘߝ ࡹ ఇకए డڕ వࣃफ ए࣋ ߤࣄ న࣒࠳ ߘ छ ࡛ అߝ వङ ڔ फకరణ ࠫమघ ऒ࡯  ࣋ए छ ఆ߯ ah 1 t cos t ,޴फంࢂڙࣆޓ ړ ࡛
వర ठ࠮లం ఆ ߖబంధనల࡮࠮ ߘङ ంకనం ۯయడంڕࠪ ࡹ సࣔయం ࣆۯफంڒ ޴బܽद ఇڕࠬ ޴ ఇۯऐ  ऴపޑङ ࠪऒ ऒߖ࠻  
भ޳ۯ ం ఈܘ ఈకछ బܽद dx t cos t dt i cos tdtڒ ޴ంޔࡏࠪ ڴ న ఒక࠳బܽद సమऴగڒ ޴फంࣆఇ ڕࠬ పంߦ ఏ ܿ ࡽ
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࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లంڵ࠙ ޜంచబݟనటऱޙ࠼, అ޴ ఒక చޔరऴߖࣃऒ న࣒ ఒక ࣋ए࠳  छ ए࣋ ߤࣄ ࡛ छ ࡛ x ah 
ऒߖࣃరऴޔఒక చ ߘߝ బܽदڒ ޴ంޔࡏࠪ ڴ ए࣋ ߤࣄ న࣒࠳ ఒక ޴అ ߘంܼڕࣆޓ రణం߄ࣃ  छ ࡛ అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఒక t t 

ए࣋ ߤࣄ న࣒࠳ छ ࡛ అ޴ߝ వర ठߖ࡮࠮ऒ ం݄ ࣋एڕࣆޓ  छ ࡛ అڒ ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖబܽद ఈ పదం అޔ࢓ం޴ t cos t cos t 
ఇకए ߘߝ ړࡍబܽद ۨవڒ ޴ఉంܿం ߝڴ࡮ బܽद లవంڒ డ ࠪऴత࠲ వࣃफ ऒߘన ޴అ , ߘ  సమऴగ  ప ऱ࣒  a cos t dt t ࡍ޳ ړ 
ఒక పऱ࣒ ޴फంࣆޓ छ޳ ంకంࡌबࣄ  झڡఎ ޴అ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓సమऴగం సࠪనం అ ࡌ ڙఎ ߖఅ ࡯ݞఉం ڴ  दۯ ݭయబݟం޴,c x ah 
ఎం޶కం݄ ఇ޴ ఒక ࠳న࣒ ࣋ए छ घࡏ߷ న࠳సࠪన ړ ࡛ ए࣋ ߘߝ బܽदڒ ࡮ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ࢑షయంࣄۯ ࡹన ऱܿڕࠬ ڴ x x 
ऒߖࣃరऴޔఒక చ ࡏࠬ ࢐లం݄ڒ రऐࠪ ړࡹ ߖ ఆ߯ ,ߖڕࣆޓ ڴ ߤమڒ  వ۪ऐ , ఆ߯ మࢁऱ ࠬࡏ ऴࣄ࢐ ఆ߯ ࠬࡏ అ޻ x ya t 
घࡏ߷ కएࡅ ߤܼ ండవࡓ ,޶ࡶ యడంۯ ߖప ࡏంܼھߘక ࡏࠬ ߖరޑ޶ం߰ ߖ࡮  సంబంߖ߄ऒ  మనం ࢘ࡔ ऴపޑङ ࠪऒ ऒߖ࠻  
ࡍڷ फంۧڒ ,࡯బܽद ߖ ߘߝ ࣊కڕߘ సࠪనం అߖ ఉంۨనటऱޙ࠼, ఇ޴ మనڕ సࣔయం ࣆۯफం޴ ఎం޶కం݄ అ޴ చదరߩ x
࣊కߘ చదర࠳ ߩన࣒ చదరߩ అޔ࢓ంڒ .޴బܽद ࣊కంݭ ࣋ए छ న࣒ ఒకܽ అకए࠳ ࡛ డ కࣆߧߖफంߖߖ޳ ,޴ పڴ޴ t t 
ࠪరऐ వ۪ऐ ఇకए ߘߝ బܽदڒ ޴फంࣆۯ సࣔయం ڕࠪ ޴బܽद ఇڒ  డ ߘంݟ ఏ వङ ڔ फకరణߘ ߰ం޳۫ ࡹ޳भ ం చదర࠳ ߩన࣒x 
ఒక చޔరऴసం ఒక చదరߩ ࣊క࠳ ߘన࣒ ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ ఆ చదరߩ ࣊కߘ చదర࠳ ߩన࣒ 1 మ࠾ࡍ ఇ޴ సంబంధం t t 
ఇపओ ए࣋ ߤܼ ޴ఇ ښܽ छ ࡛ అڒ ࣆࡱޘ ڕߕ ߖబܽद ఇ޴ ఒక చޔరऴసం ܼߤ ࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ ఇ޴ వదभޔࢂࢗ ڕంڒ ޴బܽदt t 
ఇ޴ మనڕ సࠪన࠳న ࣊ڡ द ࡅకए ऒߖ޳ࠡ   ఇࣆफం޴ ఆ߯ ࣊ۯ ݋యబݟంڒ ޴బܽद అకए డ ऴపޑङ ࠪऒ యం dx t tan t dt 
भ޳۫ ޾ంޔ޶ంۮ म޴వృࠚఅ ࡮ఈ సమऴగ ఎ ޴फంࣆۯ ం, ڒబܽद ఇߖ ޴ ఒక ࢑࠙గం ޳छ ࡎభ ࡌ फ ࣆۯफం޴ ah dx tan tdt x 
࣋ए छ కएࡅ న࣒࠳ ࡛  వర ठ࠮లం࢑ ޜభ܊ంచబݟం޴ ࣋ए छ ఒక ࣋ए ߩన࣒ ఒక చదర࠳ ߩచదర ߩన࣒ ఒక చదర࠳ ࡛ छ ࡛ x x 
ए࣋ ߤܼ छ ࡛ ఇߤܼ ޴ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఈ ܼߤ మ࠾ࡍ ర޶भ ۯయబݟం޴ మ࠾ࡍ ۨవ࡯ڵࠫ ݋࣊ ڕߕ ړࡍ t t t a tdt 
ఉం޴ ఈ ߷ࡏघ కएࡅ ߘక࣊ ࡮  ఏڔకరణ  ప ऱ࣒ కएࡅ  ఇపओ ڕࠪ ߖఅ ڡథࠫࡍగ࡮   బܽद tdt sec t tan dڒ ࣆࡱޘ ښܽ
ऒߖ޵  మనం ࠭ంڴ޶ ఇకए డ ߘంݟ ۫డగ࢑ ڼ࡯ధంڴ  ప ऱ࣒ కएࡅ  फࣃڵࡆऱ ఉపࢁమ ߖ ڡథࠫࡍగ࡮  ࠭ sec   t tan t x 
అ޴ߝ ఒక ࣊కڕߘ సࠪనం ڒబܽद ࣊కߘ అړ ޴ߝ సࠪనం కߘక అߖ ޴ߝ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद అ޴ߝ t x t t sec t x 
फޕࢡంۨ అదృషदవࡍڷ ߤܼ బܽदڒ సࠪనం ړ  మనڕ ࣊కߘ మ࠾ࡍ అߝ సంబంధం ఉంڒ ޴బܽद మనం 1 ప ऱ࣒  t t tan t 
ࣾࠫంచంڕࠪ ݟ సంబంధం ఉంړ ߤܼ ޴ సࠪనం ࣊కంݭ ࣋ए छ కएࡅ ߤన࣒ వ࠳ ࡛ ए࣋ ޴ఇ ,݋ࡐ  छ ࡛t sq t uare xa x 
కएࡅ  వర ठ࠮లం ࠳న࣒ వ޳ ߤछ छ޳ రऴసంޔఒక చ . ޴ంޔݡసࣔయప ࡹందడం߰ ߖ ߤܼ ఈ ࡌ పऱ࣒ ߤన࣒ వ࠳ ࡌ  t x 
छࡌన తࣄۯ కృతంࢁం సరۮంڜ ంకంࡌबࣄ  త మ࠾ࡍ ఈ ࣄबࡌంకంܿߦ ޜ ఈ ڕࣆޓ ߖ ۃ࡮ం݄ , ߖ޵ऒ  మ࠾ࡍ a mod x x 
࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం ࡅకए ऴ࢐యవ۪ऐ ڴ ۃ࡮   ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ ࡛ न ఆ߯ ࠳న࣒ ۃ࡮  ప ऱ࣒ फࣃۯ ߘߝ బܽदڒ   x a a cߘ

ఏకపࣾంڴ ఉనऒ ం޶న ڜ ߖߖ޵తफ ࣄबࡌంకం అߧ ߖలవంڒ , ݟబܽद ࣋ए छ కएࡅ న࣒࠳ ࡛  వర ठ࠮లం߯ ࡅకए  c c x dx 
ఏڔకరణ ఒక ࣋ए छ ओߩబܽद మనం ఇڒ ޴ంޔࡏࠪ ڴ ࡛ ऒߖڜ ݡ ࡍߖ  भషद సమऴڴలߘ ప޳࡯ࢣࡍभ ం ߷రࡅ ࠹కए  సమऴగత ھడन࡯dx 
చޔరऴసం పऱ࣒   ప ऱ࣒ కएࡅ ߤన ఫంࣾ࠳ఈ రక ࠭࠲ బܽदڒ   సమऴగతߘ కھߘనవలࣄ ఉంܿం޴, ఇ޴ చదరߩ పऱ࣒bx c , x 
ఒక చޔరऴసం ޳ࡶ చదరࡐ ߩపంڒ ࡹదࣆ ࡏࠬ ߖలభంڴ ۫డవ۪ऐ న࣒ మన వదभ ఉనऒ࠳ .  చޔరऴసం ߘߝ ޳ࡶ x 
ఇంతڕ ࠭ంߧ۫ ޶న చޔరऴసం ࠳న࣒ చޔరऴసం అࡏࠬ ޙ࠼ తڕए వ ࠊజగߖޑށऒ  ఉప࣋ڵࡆफ , ఇ޴ ఆ x a h 
߷ర࠹ లࡹ ఒకړߖ޳ ࠪరऐ బޔݡం޴, ࣔరం ఫంࣾߖ ߤ తۯ ڥߖయంݟ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ఇకए డ మనం ఏࠫ ax bx c 
ऒߖ޵ యగలం అం݄ మనంۯ  ఈ ࡐపంࡹ ऴ࢐యవ۪ऐ దܽ ऴపయతऒ࠴ ࠪ బܽदڒ  ం ఈ ߖబంధనల߰ࡐ ߘం޴ంచడం. x 
ఖۨऐ త࠳న చޔరऴసం ڒబܽद ఇ޴ ఒక చޔరऴڒࣃర పదం, ఇ޴ సరళ పదం, ఇ޴ ఖۨऐ త࠳న చޔరऴసంڴ ࠪరऐ  ంతڜ ړߖݞ
 కరణ x xޓऴࣇ బܽदڒ రऴసంޔఅం݄ చ ࡏయగలۯ ఏࠫ ࡏࠬ फ࣋۫ ڴऴగతफ܉ ߖߖ޳ ࡏࠬ బܽदڒ ࡯ݞన పదం ఉం࠳बరࣄ 
అ࠼ ఉం࡯ݞ చޔరऴసం పऱ࣒ ంత సంఖङڜ ݡంࡓ  ఆ సంఖङ ߘ కएࡅ    ప ऱ࣒  ࣋ए छ छ޳ బܽद ఈ అࣾంڒ ݟంచంށڷ ޜ ࡛  x b ࡌ
छ޳ ݡంࡓ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ࡯డनھ ݡంࡓ ࡌ , ఇ޴ ఖۨऐ త࠳న వࡌठ ऒߖ  ߰ందړߖݞ త޶పࡍ సంఖङ  ఏ޴ అߖ అర बం b 
छ޳ ࡯డनھ ݡంࡓ ݡంࡓ ߩబܽद ఈ చదరڒ ޴ంޔݡసࣔయప ڕߕ ړߖݞవڝࣆۯ छ޳ ޴ఇ ࡌ  x b b ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ࡌ
ఇకए డ ఈ సంఖङ నర޵ బܽदڒ ߘࣃऴ࢐ ڴ࢑ధం ޻అ ߘ बం ఆࣣ, ఇకए డ ڕߕ ࣋ए छ ए࣋ ڷࡱߕ ߖ ࡛ छ  p ޴ఉం݄ అ ڵ࡯క ޜ ࡛
పߪࡍరप చޔరऴసంޔࡏࠪ ڴంߗڒ ޴ అ޴ a

छ޳ ए࣋ ࠉ ఈ ߘߝ ޶ڒ ఈ ࡌ छ ए࣋ ړ ࡛ࠂ ߖ ࡛ छ ए࣋ ࠉ ఆ ߘߝ ,࡯ంۧݟܔ ޜ ࡛ छ छ޳ ࠂ ߖ ࡛ ए࣋ ࡯࠻࢘ࣄޓ ࡌ छ ࡛ न So c ur a 
ఆ߯ ߘߝ ఈ ޜ ߖ ऴڒ ࡯࠻࢐బܽद ߘߝ ఇకए డ ࣄۯన޴ ఏࠫటం݄ ߘߝ ఈ సంఖङ छ޳త ,ߘࣃ࢘ࣄޓ ࠾ࡍంۨ మݟܔ ߘ c ࡌ a
ఈ సంఖङ  ࣋ए छ ప  ݡంࡓ ݟంߘ ߖ ऱࡏࣃݡంࡓ ړ ࡛ ऱ࣒ औࡓప ޜ  ڡ द ࣋ए छ छ޳ ݡంࡓ .޴ంޔ࢓అ ڡࡱ ࡛ తफం x x࠴ ࡌ b a b 
చޔరऴసం అం݄ ఇ޴  ప ऱ࣒ छ޳  పऱ࣒ ߖߖ޳ ߘߝ తफం పదం࠴ రऴసం ఈ పదంޔతफం చ࠴ 2 ࡌ  న࣒ x b c b࠳ ޜ ޜफࡏڷ 
࣋ए छ छ޳ ࡛ फࣃऴ࢐ ޜరంڒࣃరऴޔచ ڷࡱߕ ࡌ ఈ వङ ߘ ڔ फకరణ ࡅకए  సంښతం ఇ޴ మࡅ ࠾ࡍకए  ab c ݟరప߄వ߯ ఆࡱ࢑ 
ఉంܿంڒ ޴బܽद మࡱ࢑ ࠾ࡍవలߘ బܽद ఇ޴ పऱ࣒  ఈ ab c ߘߝ ڴరణం߄ࣃ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴफࡏڷ న࣒࠳ ޳ࡶ फࡏڷ 
సంఖङ ప  ߘ ऱ࣒ छ޳  ऒߖڜ ߘऴ࢐యగల ࡌ తफ సంఖङڜ  ల ڒङ छ޳ ࠾ࡍమ ࡽటߧ న࣒ ࣋ए࠳ ࡌ छ ࡛ ߯   ఒక x b 2 a x c b 4
࣋ए छ ంత సంఖङڜ ޜ ࡛  ࣋ए छ ࡛ అۮ ߖపओ ంݟ మࡏڷ ڕߕ ࠾ࡍफ ࡯ޘయڒ ޶బܽद ࡓ ߘߝంࡏڷ ݡफలߘ ఉం۪ڒ ߘޑబܽद k 
అ޴ ఉం݄ ࢟ܽ܊ߦ సంښతంڴ వࣆफߕऒ  అڴ ࢟ܽڻߜ ޴ వ࣋फ ࡏڷ  ࢟ܽ܊ߦफڴ ఉం۪ڒ ߘޑబܽद ۨవړࡍ ఆ ࡏڷफڴ ࢟ܽڵߜ ߘ 
ఉం۪ߘޑ సమऴగ࠳న ࣆ ࡏࠬ ߘߝలభంڴ ۫డగలࡏ అ޴ ۨనऒ ప  ޴ ऱ࣒ ङڒ ޴ߝఅ ݡంࡓ   x b a x ޴సࠪనం ఇ ړ ࡽటߧ

ङڒ ߖ కएࡅ ࡽటߧ  ऴపకటనࣆۯ ڴफంڒ ޴బܽद ۨనऒ కएࡅ  ङڒ  కएࡅ ࡽటߧ  వࡵ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ dx x x d x d 
అం޶వలऱ ߘߝ అߝ వङ ڔ फకరణ ڒङ ద ࣋एࠬ ࡽటߧ छ ࡛ न వڒ ࠑ ߤङ రऐࠪ ڴ ࡽటߧ బޔݡం޴ ఎం޶కం݄ ఇ޴ ࣔరం x x d
వङ ڔ फకరణ ఇ޴ ࣔరం వङ ڔ फకరణ, ఈ ࡐపంࡹ ఈ ڒङ ए࣋ ࡽటߧ छ ࡛ ప ऱ࣒ న࣒ ࣋ए࠳  छ ङڒ ޴బܽद ఇڒ ޴ంݟऴ࢐యబ ޜ ࡛ x k x ࡽటߧ
छ޳ రऴసం పऱ࣒ޔచ ޴ంޔ࢓ఒకܽ అ ࡌ న࣒ ࣋ए࠳  छ ࡛ न ఇߩओ ఈ వङ ݟడం۫ ڴऴగతफ܉ ݡ ڔ फకరణ ࡐపంࡹ ࣋ए छ  k dx x ޜ ࡛
ద ࣋एࠬ ޳ࡶ రऴసంޔఒక చ ܿߦ छ న࣒ ఒక ࣋ए࠳ ࡛ छ घࡏ߷ బܽदڒ ఒకܽ ࡹ ࡛ ऒߖڜ ఒకܽ ࡹ࡮  ऱ dx xࡏࣃ
ఉపࡆగపޔݡంࡏڷ ޴फ ऴపږޒలంڴ ఉం݄ అߩओ घࡏ߷ ޻అ ݡ మघࠫ ࡮ ऒ࡯  చޔరऴసం ࠳న࣒ ࣋ए छ  a xݞږ ړߖߦࡐ ࡛
ऒߖ߄ఆ సంబం ࡏࠬ బܽदڒ ޴फంࣆޓ ࡍ޳  ఒక ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ ంచవ۪ऐڵࡆఉప ݞږ ߖ ࡛  హరణ x޳ఒక ఉ ߖߖ޳ ࡏࠬ ,
సࣔయంࣃ۫ ޜफ  .ం޳ంڕఎం۪ ߘహరణ޳సం ఒక ఉڝ ࠬ బܽदڒ ݟడం۫ ޾ంޔ޶ంۮ म޴వృࠚఅ ࡮ఎ ޴అ ࠾ࡍమ ࡏ
घࠫޛ పऱ࣒ ߩచదర ޴  ఆࡅ ࡏకए  సమऴగతڕࣆࡱޘ ߘం޳ం పऱ࣒  ఐڒ ޶బܽद ڕࠬ ߘߝ ఇంతڕ ࠭ంߧۮ ޶ओ న ऱܿ x x 
ఇ޻ వङ ڔ फకరణ ھడन࡯ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ घࠫޛ ఈ ߘߝ బܽदڒ ޴ఉం ڴలంږߘࣃ  ए࣋ ޴ छ ࡛ ప ऱ࣒  ఆࡏ  ప ऱ࣒  ఐ޶ b x ca x x 
घࠫޛ ڴݟ࢑ݟ࢑ फࣃऴ࢐ ڴరణం߄ࣃ ߖ޴ ఇకए ߗంܽݟంࡓ ఈ ߘߝ ,ߘ డ ఉంۧڒ ࡯బܽद ఈ ࡓంݟంܽߗ ఇకए డ ఉంۧࠫޛ ࡯घ  ޴
ऒߖ޵ ࡏࠬ రణం߄ࣃ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ झڡࣄ  ప  ࠆఆ ߤߞ ࠑ  ऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ߤߞ ࠑ ࢟ࠀ  ఇకए ࡏࠬ బܽदڒ  డ ۯయవలࣄం޴ x x 
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ఏࠫటం݄ ఇ޴ ऴߦథࠫకంڴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ܿ ऴޓ ఆࠆ  ప ऱ࣒ డవ۪ऐ۫ ڴలభంࣆ ࡏࠬ ߖఅ ߤߞ ࠑ ࢟ࠀ  ऒߖ޵ ࡏࠬ   పࡓऔ ڡ द x x 
࣋ए छ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴ ࡛ ࡓ ݡంࡓ ړ ޴రऴసం ఇޔబܽद చڒ  ऱܿ ఒకܽڒ ݡ࠮ ړబܽद ࡓంࡏࣃ ݡऱ ఒకܽڒ ݡ࠮ ړబܽद ࠬࡏ x x x 
ऒߖ޵  వߤߞ ࠑ ߤ పऱ࣒  మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ఆࠆ వߤߞ ࠑ ߤ ఆ߯ పऱ࣒  ఆߤߞ ࠑ ࢟ࠀ ࠆ అڒ .࡯࠻ࡌ ߖబܽद ࠴తफం గణన ࠫమघ ऒ࡯  
घࠫޛ ప  ޴ ऱ࣒  వࠑ ߤ ऴࡽࣟ ޓ ࣋ए छ घࠫޛ ݟంߘ ޶ఆ߯ ఐ , ޴फంࣆޓ ࡍ޳ ړ ࡛ घࠫޛ ࠑ న࣒ ఒకܽ࠳ ޴ మघࠫ ޴ ऒ࡯  x ړڷࡱߕ 
घࠫޛ ओߩఇ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࢂڙࣆޓ ړ޴ घࠫޛ ࠑ ڷࡱߕ ݡ ऒߖ޵ ߘߝ ߧ࡯క ޴ फࣃऴ࢐ ߖఅ ޓऴ ࠑ ݡంࡓ   బܽदڒ రऴసంޔచ ߘ
ఇం݃ऴగࡽ ఇߩओ घࠫޛ ݡ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖకం݄ అ ޴ రణ  ప߄ࣃ  ऱ࣒  వڝࣆޓ ڴ ࠑ ߤబޔݡంࡽࣟ ޴ i dx x t hree 
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ݀ ऴࡽࣟ ޓ ࣋ए छ घࠫޛ బܽद మనంڒ ࡛ ऒߖ޳ఒక ړ޴  ߰ం࠭ޑ޶ మ࠾ࡍ ఈ  ప ऱ࣒  ऴߖޓ అࣣ ڜంత సంఖङ  x ah 
ङڒ ࡎభ ޜ ࡽటߧ फ ࣃۯफ ࠭, త޳छ ప  ࡌ ऱ࣒  వࠑ ߤ ऴڒ ޓङ ద xࠬ ࡏࠬ బܽदڒ సࠪనం ړ బܽदڒ సࠪనం ړ ࡽటߧ x x dx dx d x x 
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ݀ ऴࡽࣟ ޓ ࣋ए छ ࡛ వࣆफంڒ ޴బܽद ۨవࠫޛ ߘߝ ړࡍघ ए࣋ ޴ఇ ߘޑ޶ం߰ ߖߖ޳ఒక ړ޴ छ ࡛ ప ऱ࣒  ఒక ࣋ए छ ࡛ x x 
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ఇం݃ऴగࡽ ఇߩओ ఇకए ߘߝ బܽदڒ ࣆࡱޘ ߖఅ ࠑ 1 ޴ఇ ڕߕ ݡ డ 1 ఉం۪ߤܼ 3 ࠑ 2 ߘޑ ఇనछ ࡛झ  a xࠑ 
ఎ ڒబܽद ࠑ ݀ ऴޓ మ࠾ࡍ పऱ࣒ छࡌంత గణన తڜ బܽदڒ కరణڔంకం ఏࡌबࣄ  త , సంఖङ  ఆړࡏ ఒకܽޔࡏࠪ ڴందߘߝ ߖ x 
۫డగలߘ, ఈ ݡ࠮ ఇకए డ ࡓ ݡ࠮ంݡ ఆࡹ࢑ ߤܼ ࡏమ ޳ ݡ࠮छ ङڒ ݡంࡓ ޴ంޔݡయబۯ भ޶ర ࡌ  x ޙ࠼అ ࡽటߧ
ङڒ పऱ࣒ ߤవ ޴ߝఅ ࡽటߧ నऒۨ ࡹ  ప  ޴బܽद ఇڒ  ऱ࣒  వࠑ ߤ ऴޓ ప ऱ࣒ ऒߖ޵ మనం ڴవరۨ ࠾ࡍమ ߤషڻऴࡍ న࠳बరࣄ   మࡍంతx x x 
సరࢁకృతం ࠻ۯలڕߘం݄ ߖߖ޳ ߘߝ ఒకܽړ ఆࡹ࢑ ߤܼ ࡏమంڴ ऴ࢐యగలڒ ߘబܽद ࡹపల ఈ ݟ࠮ంܽߖ పࡍచయం 
పऱ࣒  ݡ࠮ ڕߕ ޴ఇ ݟయంۯ  వࠑ ߤ ݀ ఇࣆफంڒ ޴బܽद ఇ޴ నߘऒ  ऴࠑ ޓ ݀  ప ऱ࣒  వࣆۯ ݀ ࠑ ߤफంڒ ޴బܽद ݇ߨ ऴޓx x t 

 ప ऱ࣒  వࠑ ߤ వࠑ ߤ వߤ ఆࠆ ఇంܽऴڼషࣄ ߤबࡌంకం ڒబܽद ఇߩओ నऒڕࣆޓ ߘߝ ఆࣣ ݡ  అ޻ ఉ޳హరణߘ మࢁच फࣃߧ۫   x ,ߘ
మనం ࢀࢗच న ڕڒ ࡹࡍ޳ంݞ మనం ࢘ࡔ ࠪరठంࢗ ࡹళच వ۪ऐ  ఎం޶కం݄ ۨవړࡍ ఆࡹచన ఇకए డ ߘం࡯࢐ڝࣆޓ ݟ అం݄ 
మనం ߖ޵ऒ  ఎߕڽ࡮ ఖۨऐ త࠳న చޔరऴసంࡌࠪ ڴऐ ఇకए ߘߝ బܽदڒ ࡯ డ ఏࠫ ۯయగల࠴ ߖڒ ߘద ऱ݇ ऱࡿࢗ ࡏࠬ  లߘߝ ߖ
ࠫమघ ऒ࡯  ࣛచऐ సమసङ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࡯ంۧࡍ షएࡍప ߘ  ఈ ࡏࠬ ࡹంۨన ࠪరठం޴ం߰ࡐ ߖ࢐ܽ ࠭࠲ ఆࣣ ࡯ంۧࡍ
ఆࡹచనలߘ ఉపڵࡆంచవ۪ऐ घࠫޛ బܽदڒ  రऴసం పऱ࣒ޔచ ޴  ఆࡏ  ప ऱ࣒  ఐ޶ ఇݡ࠮ ޴ చޔరऴసం తపओ  మࡖకܽ x x x 
ए࣋ ݡ࠮ బܽदڒ ߘడగల۫ ڴలభంࣆ ߘߝ ߖదڒ छ ࡛ न మ࠾ࡍ ఇࡓ ޴ండవ పదం ࡓ ړ ݡ࠮ంࡏࣃݡऱ తపओ  మࡖకܽ x x
छ޳ ంచడంݟܔ ߖߖ޳ ߘߝ బܽदڒ ޶ڒ ఇకए ߘయగలۯ ڴరऴసంޔరप చߪࡍప ڴలభంࣆ ࡌ డ ఒకܽ ڒబܽद ఐ޶ ఇపओ  ښܽ
ఉߕऒ ఒకܽ పऱ࣒ ߖߖ޳ ߘߝ బܽदڒ ࠼ छ޳త ,ߘటदగలھ࢑డ ڴ ࡛ࠂ  ऒߘతफం పదం న࠴ ఈ ࡌ ప  ݡ࠮  ऱ࣒  వࡽࣟ ߤ ࣋ए छ ࡛ x 
 ప ऱ࣒ పऱ࣒  ݡ࠮ ߖన అ࠳ఈ సమऴగ ߘߝ ߝంటࢗ బܽदڒ ޴फంࣆۯ ڴ ࡛ࠂ   వ࠴ ߤతफం ࠬద అߖ ऴ࢐యగలߘ చదరߩ i x dx 
 ప ऱ࣒ ङޑऴప ߖఅ ݡ࠮ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ  ࠪऒ యం ۯయంݟ  ప ऱ࣒  వߤ అړ ޴ߝ సࠪనం ڒబܽद ړ ݡ࠮ సࠪనం x t dx dt
छ޳ ݡ࠮ బܽद ఈ సమऴగతڒ ऒߖ޵ ߘߝ ,޴ంޔ޶ంۮ ంతరంߦࡐ ڴ ࡌ  ఒకڜߖ޳కܽ ࡱࢗ ݡ࠮పల ڝࣆޓగలߘ ఇ޴ dt
ए࣋ ڕࠪ छ ࡛ ప ऱ࣒  ݀ ࣋ए छ ࡛ न ࣆۯफం޴, ఇ޴ ఒకߖ޳ తࡌछ త ఒకܽࣆޓ ࡍ޳ ړफం޴ ఇపओ घࡏ߷ నࣄ࡯ޘ ڕమన ښܽ  t ah ߤవ ࡮
ఇనछ ߤܼ ఎ ࠑ ࡛झ పऱ࣒ ܿ ܿ ܿ ࠑ  ओߩఇ ࠾ࡍంకం మࡌबࣄ  झڡࣄ ࠑ ߤవ ޴బܽद ఇڒ ࣆࡱޘ ڕమన ݡ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ  ऴޓ t t x
 ప ऱ࣒  వࠑ ߤ ݀ పऱ࣒ తపओ ࣄ   మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद అ޻ ఫ࡯తం ࠭࠲ ఇంతڕ ࠭ం޶ గమߖంۨన ऱܿڕࠬ ߘߝ ,ڴ ఇ޻ 
࢑ధ࠳న ఆࡹచనޜ మࡖక రక࠳న ఉ޳హరణھ ,ߘޑߩ۫ ߘడन࡯ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ కएࡅ   వర ठ࠮లం కం݄ ߷ర࠹ bx c dx 
కएࡅ  సమసङ షएࡍప ߘ चࢁంచగల࠭, మࡍ  అ޻ ఆࡹచన మనం ߖ޵ऒ  ऴ࢐యగలھ ࡯ڴడन࡯ చޔరऴసం పऱ࣒   ప ऱ࣒  bx c x 
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ంత ࣋एڜ న࣒࠳  छ ए࣋ ߖߖ޳ ఉం݄ ڴలంږޒऴప ޳ࡶ ړࡹపంࡐ ࡛ छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ ࡛ అߖ k a ah k x 
ऴ࢐యవ۪ऐ బܽद ఈ వङڒ  ڔ फకరణ ߖߦࡐऒ  బܽद ఈ పߖ޳ऒ  ࠪరऐ వ۪ऐ పܽ సందరगߘ࠭  ంࡹ వߝࡵ ఈ ߷రࡹ ࠹ ఒకړࡹߖ޳ 
फࣃߧ۫ ڕࠬ ߘߝ మనం ࣋ए ޜహరణ సࣔయం޳ఒక ఉ ߘ छ ࡛ ప ऱ࣒  ݀  ప ऱ࣒ కएࡅ ݀   వర ठ࠮లం కం݄ ڴ w x x dx 
ఉ޳హరణߘ ఎం۪ߕڕऒ మڕߘం޳ం, ڒబܽद ߘߝ ఇకए డ ߘంࣆ ݟలభంڴ ۫డగڵ࡯న ऱܿڴ ఇ޴ చదరߩ పऱ࣒  x x ݡంࡓ 
అߘߝ ߖ ఇకए డ ఒకߖ޳ऒ ఖۨऐ ޴ంޔ࢓అ ޴फ ఇ࣋ݟܔ  త࠳న చޔరऴߖࣃऒ  తۯ ࡏ࠻యంݟ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ߖߖ޳ ߘߝ

కएࡅ  వర ठ࠮లం ࠬద అߖ ऴ࢐యగలߘ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  వࡅ ߤకए  వర ठ࠮లం మ࠾ࡍ ఈ ߷ࡏघ ए࣋ ࡮ छ ࡛ ప ऱ࣒  x dx t x 
࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం߯ ࢐సफړߖ࢐ సంవర ठࠪ న ఫంࣾߤ అڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖబܽद ߯ڴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఒక dx x ah dx x 
చదరߩ ఈ ߷ࡏघ కएࡅ ޴ఇ ࡮ ఇపओ ࠭࠲ ߖఅ ڡథࠫࡍగ࡮  ࢩ࢑ ښܽ ऱࢳంۧ࠭ ࣋ए छ కएࡅ ࡛   ప ऱ࣒  ࣋ए छ  పऱ࣒mod x x ݋ࡐ ࡛
ఒక ࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ పऱ࣒ బܽद ఇకएڒ ంకంࡌबࣄ  డ ఏڔకరణ ࡅకए ए࣋ ޴బܽद ఇڒ ࡽࠋయࡍ࢘  छ కएࡅ ࡛   ప ऱ࣒  వర ठ࠮లం t t t 
 ప ऱ࣒  వݭ࠵ ߤ పऱ࣒  ఏڔకరణ ࣄबࡌంకం మ࠾ࡍ ఈ  ప ऱ࣒  వߤ తపओ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ఇڕࠬ ޴  ప ऱ࣒  వߤ పऱ࣒ కएࡅ   t x x 
వర ठߖ࡮࠮ऒ  ఇࣆफం޴  ప ऱ࣒  వࡽࣟ ߤ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  వߤ  ప ऱ࣒  వࡽࣟ ߤ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  వߤ పऱ࣒ కएࡅ ࣄ   వర ठ࠮లం, ࠬڕ x x 
ऒߖ޵ ࡏࠬ ࢐లం݄ڒ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ݀  ప ऱ࣒  ݀ అࡌ ߖయవ۪ऐ యవ۪ऐࡌ ڴबరంࣄ బܽदڒ   x x ޜగంࡆఉప ࡏࠬ బܽदڒ 
ऒߖ޳  ۫డవ۪ऐ  ఈ ߷ࡏघ కएࡅ ࡮  ఈ ߷ࡏघ కएࡅ ࡮ ङ࡮࠮  ంకనం ۧ࡯ޙ ࡮కࡍࠪ ڴం޴ , ఆࣣ ఈ సమऴగతߘ 
ङ࡮࠮ ంకనం ۯయడం ۧࣆ ࡮లభం అ࠼ం޴ , ఈ ఉ޳హరణࡱ మనڕ సమऴగతߘ కڵ࡯ ఉనऒ ओߩ ప  , ݡ ऱ࣒  px q 
ए࣋ ࡯డनھ ߖࡹపంࡐ छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ప  ޳ࡶ  ऱ࣒ కएࡅ ࡯డनھ ߖ   వర ठ࠮లంڵ࠙ ޜంచబݟనߩओ bx c px q ࡱహరణ޳ఈ ఉ ݡ
మߖࡍऒ  అߘవర फߕలߘ కڵ࡯ ఉంܼ࠼. ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ झڡఎࠉ   ప ऱ࣒ फࣃ۫ సంڝ ల ࠹అࣣ ߷ర ݡంࡓ బܽद మనం ఈڒ ࣄ   బܽदڒ ࠭
మనం  ప ऱ࣒  ߷రࡅ ࠹కए  సమऴగతھ ߘడन࡯ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ झڡఎࠉ   ప ऱ࣒ ङ࡮࠮ ࣄ  ంకనం ߖߖ޳ ࠭࠲ ޳ࡶ ࡯࠻ۯ  ప ऱ࣒  x q px 

߷రߖ ࠹ ࣋ए छ ࡛ ߯ ङ࡮࠮  ంకనం ھ .࡯࠻ۯడन࡯ ࣋ए छ కएࡅ ࡛ పऱ࣒ ݋ࡐ  झڡఎࠉ   ప ऱ࣒  ల qڴసమऴ ݡంࡓ బܽद ఈڒ ࣄ 
ङ࡮࠮ ంకనం ڝసం ࡓంݟంܽړ సంబం߅ంۨన ߄࢑నం ఒ࡮ښ ఉంܿం޴, అޙ࠼ ఉపڵࡆంࣇ ۯऴࡱޑ అ޴ڜ ࢑भࠚ ڴనऒ ంڴ 
ఉంܼ࠼ ఎం޶కం݄ ఇకए డ వర ठ࠮లం ఉంڒ ޴బܽद ఆ చޔరऴ࠮ ࡱࣃల ࣇऴࡱޑ ఉపڵࡆంచబడ࠼ޑ మ࠾ࡍ ఇకए డ 
ఒక చޔరऴసం ఉం޴ ఆ ఖۨऐ త࠳న చޔరऴڒࣃర ࣇऴࡱޑ ఉపڵࡆంచబడڒ ࠼ޑబܽद ࡹ࢐ܽ ఒకߖ޳ऒ  ఎం۪ڕం޳ం, 
ఇకए డ ఈ ࠴దܽ ఉ޳హరణߘ ఎం۪ڕం޳ం ڒబܽद ఈ వङ ڔ फకరణߘ పࡍషए ऒߘన ړߖݞంచࡍ फࣃࡱߧ ߖఒకܽ అ ߘߝ   ߘ
మߘߝ ࠾ࡍ ఒకܽ పࡍషए ऒߖ޳ ړߖݞంచࡍ भ޳ࡱߧ ߖఅ ݡంࡓ ߘߝ  ం మనం ఏࠫ ࣃۯफ ङߙ ࠭࠲ ࠭ మࡔట࡛  ప ऱ࣒  px q 
అߖ ऴࣃ࢐फ ࠭ , ఇ޴ ࣔరం ࡅకए  వङ ڔ फకరణ ࡅకए  ఉతओ నऒ ం ھడन࡯ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  మ࠾ࡍ పऱ࣒  మࡖక ࣄबࡌంకం bx c b 
అߖ ऴࣃ࢐फ ࠭, ఇߖڜ ࢑ऒ రߖ ࢐తࡏత ޙ࠼ంకం అࡌबࣄ ߖయ࡯ޘ  प࠼ంచబడ܉ ࠼ޑऴగతफڴ గమߖంచంݟ లవం ߖࡰయ࡛ ట࡛घ  
ࣔరం అ޴ߝ చޔరऴڒࣃర పదం ڒబܽद ࠬࡏ ఈ చޔరऴڒࣃర పߖ޳ऒ  ݡంࡓ బܽद ఈڒ ޴फంࣆసరళ పదం వ ڕࠬ फ࣋ۯ ࡏ࢘ 
వङ ڔ फకరణࡱ ߱లऐ దڵనڒ ࢑బܽद ఈ వङ ڔ फకరణ ࠬڕ సరళ వङ ڔ फకరణݞږ ߘ ఇࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఈ సందరग ంࡹ మࡖక ࣄबࡌంకం 
ప  ݞږ ऱ࣒ गࡏޔక చࡖసࠪనం. మ ړߖ޵  జం ڒబܽद ࠭࠲ ఈ చޔరऴڒࣃర పߖ޳ऒ రऴసం పऱ࣒ޔచ ࡯డनھ    ప ऱ࣒  px q b x c 
ఈ ھడन࡯ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ࠡదం ڕࣆޓంܼ࠭ ڒబܽद ఏࠫ జޔڷࡏం޳۫ ޾भ ం ڒబܽद  ప ऱ࣒  bx c px qڕߕ ޴ంޔ࢓అ ڝࠊ 
ఈ పదం ࡅకए  ࠡదం ࠬࡓ ڕంࡓ ݡ ऱܿ ھడन࡯ ప ऱ࣒ ప ࠉ  ऱ࣒ ऐ࡯߱ ߘߝ ړࡍవۨ ࠾ࡍమ ޴फంࣆఇ ߖࠉ  నటऱޙ࠼, ఇࡓ ࢑ంݡ 
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లऐ߱ బܽद అ࢑ڒ ࡱ޴బࣗప ࡮ߩ࢙ దڵనڒ ࢑బܽद ߘߝ ఇకए డ ࡅకए కएࡅ ణకంڷ  ఇకए ࡯޳ం߰ ߖ ߝࡵణకం వڷ  డx p x 
ࡓ ݡంࡓ ऱܿ ۨనऒ న పదం ఇకए࠳बరࣄ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ డ ࠮లధనం ࡏࣃऱ  ప ऱ࣒ ఈ a q a b b ,࡯ݞఉం ڴసࠪనం ޜ 
సంబంߖ߄ऒ  సంతృߧफ పరచړߖݞ ఈ వङ ڔ फకరణ సంతృߧफ ۮంڒ ࡯޳బܽद ࠬࡏ ఇߩओ  ݡంࡓ ࡏࠬ फ࣋۫ ߘలހసࠬకర ݡ
झࡽࠋయࡍ࢘ ऒߕఉ ࡱހసࠬకర ݡంࡓ ࡹ  ऒߕఉ ࡱހసࠬకర ݡంࡓ ڕమన ޙ࠼అ ,޶య࡯ޘ ڕఅం݄ ఏࠫ݇ మన ,࠼ ࠼
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ߖ࢐ܽ ࠭࠲ పࡍషए छ޳ ݡంࡓ ړ ޴ߝఅ ࡏࠬ ݟంߘ దܽ సࠬకరణం࠴ బܽदڒ ంచగల࠭ࡍ a p ࡌ a 
షएࡍప ڴలభంࣆ ంచవ۪ऐࡍ  మ࠾ࡍ తࡌछ త ࠬࡏ ఇకए డ అߖ ऴపޑङ ࠪऒ యం ۯయంݟ మߖ ࡏࠬ ࠾ࡍ a b 
పࡍషए ంచవ۪ऐࡍ వ۪ऐڝࣆࡱޘ అం݄ ఏࠫ݇ ࠬ ࡏࠬ ݟంߘ లހఈ సࠬకర ړࡍబܽद ۨవڒ   మࡏࠬ ࠾ࡍ ࠬ a a 
మ࠾ࡍ అం݄ ఏࠫ݇ ڝࣆࡱޘవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఒకࡍࣃ ࠬ మ࠾ࡍ అం݄ ఏࠫ݇ ࠬߖ࢐ܽ ࡏ ఇకए డ ڵࡍޒ భࡎ फ ࣄۯ, b a b 
ఆ߯ ఈ ߖ భࡎ फ ۯయంݟ ఈ వङ ڔ फకరణ ޳छ ఈ వङ ࡌ ڔ फకరణࡹ పऱ࣒  మܾࡍ࠻ߖࡰ ࠾ࡍ ऴߦపࡎ दߖ ఉపڵࡆంۨ ఈ px q n 
సమऴగతࡓ ߘం࢑ ڴࡱڴ࠙ ݡడ޵యంڒ ,ݟబܽद ࠴దܽ ࠙గం ఉంܿంڒ ޴బܽद ߘߝ సమऴగతߘ ఇకए డ ऴ࢐యగలߘ, ఈ 
ఇంܽऴగࡽ ఒకܽ ఈ ࡓం࢑ ڴࡱڴ࠙ ݡభ܊ంచబޔݡం࠴ ,޴దܽ ࠙గం ޳छ ऒߖߕలధ࠮ ࡌ  కڵ࡯ ఉంܿంھ .޴డन࡯ i dx 
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ झڡ࠻ ࠑ   ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ झڡఎࠉ   ప ऱ࣒ झڡఎݟࣄ  झڡఎࠉ కం݄ ఈ޶ఎం ,޴ంޔڷࡏజ ޴బܽद ఇڒ   ప ऱ࣒ ङږ   bx c 
झڡ࠻ ఓవ࡛ ߤవ ࡽఇం݃ऴగ ࠉ ڼ࡮అ ,޴ఉంܿం ڴबరంࣄ పలࡹ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ झڡఎࠉ   ప ऱ࣒ झڡఈ ఎ ڕߕ బܽदڒ , ࣄ   ऴ߭షߤ ఇߩओ  ݡ
ङߙ ఈ ࣔరం పదం ఈ . ࣆࡱޘ మࡔట࡛ పߖ޳ऒ ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ ,ݟంచంߖగమ ڴऴగతफ܉ ࡏࠬ ߖఉంద ڵ࡯క ڴ ࢟ܽ࢘ࡍݥ   ah 
ం݄, ఈ సమऴగత సంవరڕࣆޓ ڴ ࡽࠋయࡍ࢘ తफڜ ठࠪ న ఫంࣾڴ ߤ వۨऐ నంత ڒలం వరڕ వࣆफంߖ޵ ,޴ऒ  మࢁऱ ߘߝ 
ఖۨऐ త࠳న ࣋ए छ फࣃࡏࠪ ڴ ࡛ ङ࡮࠮ న ఒక࠳బܽद ఈ సమऴగڒ ߘޑ޶ం߰ ߘసమऴగత ࠾ࡍమ ߘ ంకనం ۯయబడవ۪ऐ  ,i 
ङ࡮࠮ ࡮ఎ ߖߖ޵ ంకనం ۯయవ۪ऐ  మ࢐ ࠾ࡍసफړߖ࢐ ఇ࡮ంܽ ߄࢑నం ڝ ࣆښసం ఉపڵࡆంచబޔݡం޴, అޙ࠼ ఆ 
సందరग ంࡹ ఏࠫ జޔڷࡏం޴ అం݄ ఉతओ నऒ ం ఇకए డ కࣆߧߖफం޴ మ࠾ࡍ ࣔరం ఒక వర ठߖ࡮࠮ऒ  కڵ࡯ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ
అ࡮ంటߩओ छ޳ ݋ࡐ ࡏࠬ ݡ ङ࡮࠮ ࡏࠬ ݞږ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࡏޑ޶ం߰ ߖ1 ࡌ ంకనం ۯయవ۪ऐ బܽद సమసङڒ   t 
ఉండڒ ޶బܽद ߘޑߩ۫ ڕࠬ ߖߖ޳ ߘߝ ఉ޳హరణ 6 ࠳న࣒ 2 ݡ࠮ ߖ చޔరऴసం పऱ࣒ x x x dx ޜ ߤన࣒ వ࠳ ݡంࡓ 
ప  ޴బܽद ఇڒ ݟంచంڵ࠙ ऱ࣒ ऒߖߦࡐ  ए࣋ ࡯డनھ  छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ऒߖݞంచڵ࠙ ޜ  డవ۪ऐ۫ ڴలభంࣆ ࡏࠬ  బܽद p x q bx cڒ 
మనం ఇߩओ ङڒ ߖ݀ న࣒࠳ ࡏం ఆ޳ంڕం۪ڵࡆఉప ߘచనࡹన ఆࣄۯ म޴వృࠚఅ ݡ x x ޓట࡛ ऴߝࠫߕݟ ,࡯࠻ࡌ ڴ ࡽటߧ
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ݀  ప ऱ࣒  వߤ పऱ࣒ छ޳ ޜࠉ  ప  ࡏఆ ڕࠬ దంࠡ ߖ޵ ,࡯࠻ࡌ ߖఅ ࡱ޳ప ߖయ࡯ޘ ࡌ ऱ࣒  ݀ ఒక ࡓ ऱܿ x dx d x 
ఆࡏ  ప ऱ࣒  ݀ పऱ࣒ ప  ࡏऱ ఆࡏࣃ ఒక ݡంࡓ న࣒࠳ ࡏబܽद ఆڒ .޴फంࣆఇ ߖࠉ  ऱ࣒  x x x ڴలభంࣆ ࡮ۧ ڕࠬ ޴సࠪనం ఇ ړࠉ 
ఇࣆफంࡏࠬ ޴ ఇకए డ ఉనऒ లऐ߱ ߘల޳ప ݡంࡓ  వ۪ऐ  ఇ޴ ఆھ ࡏడन࡯ ఆڕࡏ సࠪనం ڒబܽद తపओ  సࠪనం ړఒకܽ ڴࡍసߖ
మ࠾ࡍ ఇ޴ పऱ࣒ ࡓ ݡంࡓ ړࠉ  ऱܿ ఉంܿం࠳ ޴న࣒ ݀ړ సࠪనం ڒబܽद ఒకܽ ڒబܽद ఇ޴ అޔ࢓ం޴, ఇ࠳ ޴న࣒ a b ah 
సࠪనం పऱ࣒ ړ ࡛ࠂ కएࡅ   ధర ࡓంړݡ సࠪనం ڒబܽद అ࠳ ޴ߝన࣒ ړݟڕ ڷࡱߕ సࠪనం ڒబܽद ఈ ࡱ࢑వలߘ b b 
ఇంܽऴڴంࡹ ݭ ऴపޑङ ࠪऒ యం ࣋ۯफ ߘߝ ߰ందగ޴ڼ࡯ ఏࠫటం݄, అం݄ ఈ వङ ڔ फకరణ ఒక ࡍࣃ సࠪనం అం݄ ఇݡ࠮ ޴ i 

࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ छ޳ దట࠴ ޜ ݀  వछߖऴ࢐య ࡌ ంݟ  ప ऱ࣒  వߤ అߗऒ ए࣋ ݡ࠮  छ ప  ݡంࡓ ݟంచబڵ࠙ ޜ ࡛ ऱ࣒  వߤ x dx d x x x 
తࡌछ త ࠬڴࡏߝ ࡏ ఈ పߖ޳ऒ  ఆࡏ  ప ऱ࣒ ంచవ۪ऐڵ࠙ ޜ ߖ݀  dx x b ݡ࠮ న࠳సమऴగ ڷࡱߕ న࣒࠳ ޴ߝబܽद అڒ  b x

࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ న࣒ ఒకܽ ఇకए࠳ ݡంࡓ  డ ࣾࠫంచం࠳ ݟన࣒ ఒకܽ ఇ࠳ ݞږ ޴న࣒ వߤ ࣾࠫంచంڒ ,ݟబܽद ࡮࠮ङ ంకనం x 
తࡌछ త ఈ పదం ߘߝ ఈ సంఖङ ఇకए ߘߝ ,ం݄ڕఎం۪ ڴ ߘ డ ߰ంࡅ ޴޻కए  సమऴగత࠳ ߘన࣒ ڷࡱߕ ah, t dt t 
ऱ ఈ పదం ఇకएࡏࣃ డ ݡ࠮ చదరߩ పऱ࣒ డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ ߖఅ ݡంࡓ   అదనంڴ, మనం ఇంతڕ ࠭ంࣄۯ ޶న అ޻ x x 
घࡏ߷ ంۨ, ఇకएڵࡆఉప ߖ࡮ డ మనం ࠭ంࣄۯ ޶న ߷ࡏघ छ޳ ߖ޳బయట ఒక ڴదట࠴ , ం޳ంڕࣆޓ ߘ࡮  ݡ࠮ ࡌ
ఎంߧక ޳ۯभ ం ڒబܽद ఈ సమऴగతڴ ߘ ࣋ए छ छ޳ ݡంࡓ ړన࣒ ఒకܽ࠳ ంۨ܊࢑భ ޜ ࡛ ంచవ۪ऐۨࣇ ڴన࣒ ఒకܽ࠳ ࡌ  dx x x 
۫డంݟ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ݀ ऴޓ ఆ࠳ ࠆన࣒ వߤ ఇ࡮ ऴ࢐యవ۪ऐ   ప ऱ࣒  వࠑ ߤ ऴޓ ࣋ए छ ओߩఇ ߤߞ ࡛ࠂ న࣒࠳ ࡛  x x x ࡏࠬ ݡ
ऒߖ޵  ऴ࢐యవ۪ऐ  మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ ఇంܽऴగ࠴ ࡽదట ࠬ࡮ ڕగࡍథࠫࡅ ڡకए  t rt ࠾ࡍమ ޴फంࣆఇ ߖ ڡథࠫࡍగ࡮ 
ऒߖ޳ ంకంࡌबࣄ   ఒకܽ ࠳న࣒ ࠑ ࡛ࠂ ऴޓ అࣃࡱߧ ߖफ ప  ڴ߯ ޴फంࣆఇ ڕࠬ ࡽక ఇంܽऴగࡖమ ,ߘ ऱ࣒  వࠑ ߤ ऴޓ ࣋ए छ ࡛ c dx x 
ए࣋ ࡽࣟ ޓన࣒ ݀ ऴ࠳ छ घࡏ߷ బܽद ఈڒ ࡛ యవ۪ऐ࢘ ߕఅంచ ߘసమऴగత ޴ޔ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ ݞږ ڕࠬ ࡮  t 
అݡ࠮ ޴ߝ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ݀  ప ऱ࣒  వڒ ߤబܽद ఇۃ࡮ ޴ ఆۃ࡮ ࠆ అޔ࢓ంݭ࠵ .޴ ऴޓ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  x x x x ߤన࣒ వ࠳ ݀ 
ఓవ࡛ ࣋ए ޴ఇ ޓऴ ࠑ ࡛ࠂ న࣒࠳ छ న࣒ ఎ ࣋ए࠳ ࡛ छ బܽद  పڒ న࣒ ఎ࠳ ޴బܽद ఇڒ ࡛ ऱ࣒  వࠑ ߤ ऴ࠳ ޓన࣒ ݀ ܿ వߤ dx x x x 
ࡓ ݡంࡓ ݀ ࠑ ऱܿ ࡓంۃ࡮ ݡ࠮ ݡ వࣆफం޴ ऴޓ ఓవ࡛  ప ऱ࣒  ఎ ࣎  ప ऱ࣒  వࠑ ߤ ऴޓ ప ऱ࣒  ݀ ऴޓ ఆ߯ ࣄबర࠳న ࣄ వߤ ఇపओ  x xښܽ
ఉంڒ ޴బܽद ࣄ ߖߖ޳ వߤ పऱ࣒ फࣃऴ࢐ ߖఅ ࣄ ంకంࡌबࣄ తफڜ ߘߝ ړࡍవۨ ,ݟటदం߭ ߖఅ ݀ ࣄ   x ݡ࠮ ڕࠬ ړࡍబܽद ۨవڒ ߘ
వࣆफం޴ చదరߩ పऱ࣒ ప  ݡంࡓ  ऱ࣒  ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ ࠳న࣒ ఈ ڷࡱߕ ర޶भ ࣆۯफం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ऴޓ x x 
ङڒ झߖ झࡽ  ڕࠬ ޓऴ ࠑ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ޓऴ ࠑ ߤవ ޓऴ ࠑ ߤవ ࠆన࣒ ఆ࠳ ऱࢁమ ڕࠬ ޓऴ ࠑ ݀ న࣒࠳ ޓऴ ࠑ ߤవ ࠆఆ ڡథࠫࡍగ࡮ 
ఒకܽ ఇࣆफంڒ ޴బܽद ఇ࠳ ݡ࠮ ڕࠬ ޴న࣒ ఒకܽ ޳ࡶ ऴޓ  ప ऱ࣒  ऴޓ  ప ऱ࣒  ऴޓ ప ऱ࣒ ంకం x x x aࡌबࣄ తफڜ ޴ంޔ޶ం߰ ߖ  c 

ఈ వङ ڔ फకరణߘ ఇకए డ ߰ందڜ ړߖݞంత ఆࣣ గణన ޳ࡶ సరࢁకరణۯ ߘయవ۪ऐ  ,మనం ఈ ah ڕవరۨ ޴బܽद ఆࣣ ఇڒ ,
ఉ޳హరణߘ ఎ࡮ పࡍషए  మనం ࡹޒపదम ޻అ ࠾ࡍంۨ మڵࡆఉప ߘకతޒښంࣃ ఆ ࠾ࡍమ ࠭ࢡ۫ ࠵ంచగలࡍ
సࠪߖߕ߄ऒ  ߰ందవ۪ऐ  ఈ పదం ࡅకए  వర ठ࠮లం ࡅకए  వర ठ࠮లం ఇవछ బݟన ఉ޳హరణڝࣆޓ ݞږ ߘంڒ , ݟబܽद 
మనం ߖߖ޵ ఉపڵࡆంచవ۪ऐ ऐࡏߝ ܌ࡗ మనం ఈ ޜߖ޵ బܽदڒ  నऒڕ फࣃۯ ంశంࡌࣃ ߖ࢐ܽ  ࠭ అం݄ ࠊజగށత వङ ڔ फకరణల
కएࡅ ఉనऒ ڵ࡯క ߘల߇࢑ న࠳బదमޔࣜ   మߖڜࡍऒ  ఫంࣾనऱࡹ మߖڜࡍऒ  సమऴగతࡏߝ ߘऐ ऒߕڕ  ࡍప޶త ࠭࠲ .࠭
తరగࡹޒ ఈ సమऴڴల࡮࠮ ߘङ ంకనం ۯయړߖݞ మߖڜࡍऒ ऐࡏߝ ߘలޔతफ పదमڜ  ంܼ࠭ ధనङڕ Pru ࡱ޳࢐
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