
ङߕపܽ ఉపߘ࠭  సం޳࢑ ࡹङ छࣃ ߘबలࡏ గޒంచంߖ ࡏࠬ ,ݟరవ߅క సమऴగత ࡅకए  లࣾހల ࡍڷంۨ అڼ࡮ 
फޑ࠴ లڴక సమऴ߅రవߖ ऒߖ ङ࡮࠮  ంకనం ࣋ۯ పదमࡍڷ ޒంۨ ۫࡮ۧ ,ࡏࢡ సమऴڴల࠴ ࠭࠲ ߘద ऱ݇  
ङڕ࡯ڒ ࡽलయߖࡓఫݟ ޳ࡶ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻ ల࣒ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ఐ࠻ݟలߘ ఉపڵࡆంۨ ࡮࠮ङ ంకనం ࠭ࣃۯ.
  ఆ ఆࡹచనలߘ ఉపڵࡆంۨ సమऴڴలߘ ߰ందడం ఎలऱߩओ ధङࣃ ݢ ం ڒద࠭࠲ ߖ కߕھߘऒ ࠭ మ࠾ࡍ 
అం޶వలऱ మనڕ మߖڜࡍऒ ङޑऴప ࠭࠲ బܽदڒ ࡯ݞఉం ࡱߕధࣃ  ࠪऒ య పదमޒ అࡱߧ ߖవబݦ మࡖక పదमߖޒ 
ఉపڵࡆంۧ࠭ 
, అ޴ మన సమऴڴలࣆࡏࠪ ߘफంద࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖ.
 
ۨవࡍ వరࣆ ڕలభం࡮࠮ ڴङ ంకనం ۯయగల సరళ࠳న ߷ర࠹ లڝ ࠬ ߘߝ ߘసం ࣌ߤ ఆڡ࠻ ࠆझ  ప ऱ࣒  
झڡఎݟࠉ కएࡅ   సమऴగతߕڕࣆޓ ߘऒ झڡ࠻ ࠾ࡍమ ߘ  ప ऱ࣒  ߖࠉ 

ङޑऴప ړ ࠪऒ యం ۯయడం ޳छ ङ࡮࠮ ߖߖ޳ ړࡍవۨ ࠾ࡍమ ࡌ ంకనం ۯయడం ޳छ t ࠆఆ ࣒ڒ నం߄సࠪ ࡌ
झڡ࠻  ప ऱ࣒  అࠑ  ࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖ ఎ ప ऱ࣒  మࡖక ࣄबࡌంకం అ޴ߝ ఏڔకరణ ࡅకए  b c ޴ంకం, ఇࡌबࣄ 
ऴపޑङ ࠪऒ య ھడनߖ࡯ కړ ߧ࡯ సࠪనం ۯయడం ޳छ झࡏ߷ࣄ ߖߖ޵ ,࠭ࣃ۫ మనం ࡌ యవ۪ऐۯ   b ti
ంచవ۪ऐࡍకނర߄ࣃ ړߖ࢐సफ࢐ ߘకరణޓऴࣇ  , మన࠮ ڕలధనం x 
అߦۮ ߖओ లం݄ , ࣄबࡌంߖڒऒ  ࢑సघ కएࡅ ,ంۨࡍ  ఏڔకరణߘ మన࣋࡯ޘ ڕफ, అߩओ  fx ࠾ࡍమ ࡯డनھ మనం ݡ

కएࡅ  ఏڔకరణߘ  ప ऱ࣒ ంచవ۪ऐڵ࠙ ޜ  ओߩబܽद ఇڒ  ం݄ మనం bdx ax bڕఎం۪ ڴबరంࣄ మనం ݡ
పओۮ వ۪ऐ .
फࣃߧ۫ ݞږ ޜహరణ޳ఒక ఉ ڕࠬ ߘߝ ,ڝࣆࡱޘ ߖంܼయڕࣆޓ కܽ ऴశదमڜߖ޳ఒక ࡱڒంࡌबࣄ    బܽदڒ ߘ
ఈ సందరग ంڕߕ ࡹ ఈ రక࠳న ఫంࣾߤ ఇۨऐ నటऱߘߝ ,ޙ࠼ ఎలऱߩओ  ߖఅ ࡽఆࣣ ఇంܽऴగ ړߖڒఈ ర ݢ
ऴ࢐యగలߘߝ , ߘ ఇకए డ ࣇऴޓకరణ߅࢑ ߘంۨనటऱࡅ ߤ࣌ ޙ࠼కए  ఏڔకరణ ࡅ ߤ࣌ڜకए  x x ߖన࣒ అ࠳ 
झڡ࠻ ࠆఆ ߤ࣌ , ంۨڵࡆఉప ߘకరణޓऴࣇ వలऱ ఈ޶అం ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ ڕߕ  ప ऱ࣒ కएࡅ ࠉ   ఏڔకరణ ߤ࣌ڜ 
झڡ࠻  ప ऱ࣒ .޶ڒ కషदం ࡮ۧ ࢓܌ࡏ ړߖ޵ బܽदڒ ,޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ ړࠉ 
 ఇ޴ ఎంڕ޶ జޜڷࡏందం݄ , ఈ నࣾऴత సࠬకరణంࡹ  ప ऱ࣒ ax b t ߖసࠪనం అ ړ ࡽࠋయࡍ࢘ తफڜ 
ఎం۪ڝంݟ, త޳छ  adx ࡌ

छ޳ ޳ࡶ ޴ంޔࡏࠪ ڴ ङ߷  ޴ంޔ࢓బܽद సమऴగం అڒ ޴ంޔ࢓ఒకܽ అ ࡌ झڡ కएࡅ   సమऴగం dt dx adt re 
 ప ऱ࣒ కएࡅ ޴బܽद ఇڒ   అ޳ ޴ߝछ తపओ ࡌ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ఇࡅ ޴కए  సమऴగ b t tdx f a dt tdt f 
छ޳ ओߩఇ  ,޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ࡌ ࡎభ ޜ ࡽࠋయࡍ࢘ ߕ޼ఏ ߖ ݡ फ ۯయవ۪ऐ  మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ߷ర1 ࠹ t

వࡵ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬߖ޵ ࡏऒ  ఈ పదमݞږ ࡹޒ ऴ࢐యవ۪ऐ , ఇ޴ ऴ࢐యవలࣄన అవసరం ߗڒ ,޶ࡶ fxdx 
ऴ࢐యవ۪ऐ ݞږ ࡹޒఈ పదम ࡏࠬ छ޳ 1 ,   afxdx f ڵ࡯క ߘసమऴగత ࡵలధనం వ࠮ ࠹ఈ ߷ర ࠾ࡍమ ࡌ
ఉంܿం޴, త޳छ छ޳ లధనం࠮  ࡌ 1 ڴణంڷߘఅ ڕ ߤఈ ఫంࣾ ޴ఇ ޴ఉం ڕࠬ ߗڒ ޴ంޔ࢓అ ࡌ f f 
ఉందࡏڷ ߖफం۪ڝంڒ ,ݟబܽद సంబం߅త ఫంࣾߘ ߤ మࢁऱ అసࡱ ఫంࣾړ ߤ f 
ऐࡌࠪ మघࠫ ޴అ ,޴ం݄ మంۨڕఉం۪ ߝ ࡽࠋయࡍ࢘ ࡱబܽद మనం అసڒ ,࡯ ऒ࡯  గందరړߖࡿڿ t 
కएࡅ  ޴फంࣆఇ ڕߕ ޴బܽद ఇڒ ޶డږయۯࡍڷ ఇపओ ࠾ࡍంకం మࡌबࣄ కరణڔఏ ࠾ࡍంకం మࡌबࣄ   f t ښܽ
ఈ ࢘ࡍయࡽࠋ t 

 ప ऱ࣒ ఉనऒ ޜవࡱ࢑  ం޶న ఇకए డ ఇవछ బݟన ߩ࢙ ݟڕ ఉనऒ ܿవంܽ ఏڔకరణ ࡅకए  ప ऱ࣒  ంకం xax biࡌबࣄ 
छ޳ కएࡅ ߖߖ޳ ࡌ  అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ .f ax plus b 
ऐࡏߝ మనం  ڴమంޒబܽद అంڒ   నऒڕ  ఏࠫటం݄ ely ޴
ంۨ ఇకए߅సంబం ڕ ࡽࠋయࡍ࢘ , డ ఫంࣾࡅ ߤకए  ఇంܽऴగࡽ మన࣋࡯ޘ ڕफ, ࠬڕ ఇకए డ ߖࡰయ࡛ ఫంࣾߤ 
ఉం݄, ࠬࡏ ߰ందగ޴ڼ࡯ ఏࠫటం݄, ఆ ఫంࣾڕ ߤ సమऴగ ࡱ࢑వߘ ऴపޑङ ࠪऒ యం ࣄۯ, ఆ߯ అవకలనޜ 
࢑భ܊ంచంݟ.
 ఇకए డ ఉనऒ  పړߖ޳ సࠪనం ఇࡓ ࡮ۧ ޴ ऱܿ ఉపࡆగపޔݡం޴ , సమऴగత࡮࠮ ߘङ ంకనం ۯయడంࡹ 
మనం మࢁऱ మࢁऱ గణన ۯయనవసరం ޶ࡶ, అ࠴ ޙ࠼ద ऱ݇ కएࡵ ఆ ࠭࠲  లࣃۯ ߘफ ࠭, ఇߩओ  ఒక ڕࠬ ߘߝ ݡ
ఉ޳హరణ ۫ࡅ ߤ࣌ ߘޑߩకए  సమऴగం అߩۮ ߖओ झڡ࠻ ం޳ంڕ  ప ऱ࣒ झڡ࠻ ߖࠉ   ప ऱ࣒ झڡఎݟࠉ   ڴ ߤ࣌ڜ 
ऐࡌࠪ ङޑऴప ߘߝ బܽदڒ ,ࡏ ࠪऒ ऒߖ࠻  ఉపڵࡆంచడం ޳छ  ޴బܽद ఇڒ ,ߘయగల࢘ ߕఅంచ ߘఈ సమऴగత ࡌ
ఎ࡮ అࠚవృ޴म ۮంޔ޶ం޳۫ ޾भ ం మ࠾ࡍ మࡖక ࠪరठం ఏࠫటం݄, ߘ࠭ ߘߝపܽ ఉ޳హరణڕࠬ ࡹ 
నߧ۫ ऱܿߘߝ ,ڴ ఇపओ झڡఎࠆఎ ߕ ޴బܽद ఇڒ  ࡯࠻ۯ ం݄ ఏࠫڕࣆࡱޘ ߘసమऴగత ښܽ , sin x cos xdx 
ఇ޴ ఎࠆ ఆڡ࠻ ࠆझ  ప ऱ࣒ ङ࡮࠮ ఈ ࠉ  ంకనం ߖ޵ ߘߝऒ छ޳ ంచడంށڷ ంۨ܊࢑భ ڴݡంࡓ   ࡏ࠻త ࡌ
छ޳త ,ߘయగలۯ झڡఎ ࣒ڒ పంߦ ݡంࡓ ޴ఇ ࡌ झڡఎݟ   అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఇߦ ߘߝ ޴పంࡹ సగం అߖ x 
ऴ࢐యగలߘ మ࠾ࡍ మࢁऱ అߝ అ޻ e two x integral of sine two xdx sine of ax plus b 
ఆࡹచన ڒబܽद ࡅ ڕߕకए  సమऴగత ࣆࡱޘ, అ࠳ ړ ޴న࣒ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ړ బࡱ޶ sine x cosine x xi

ఇకए ࡯ంۧڵ࠙ ޜߖ޳ న࣒ 2 ߭ܽद, ఆ߯࠳ డ ࠡదం ڒబܽद 2 ప ऱ࣒ ओߩబܽद ఇڒ ంకంࡌबࣄ  cosine x x ߤ࣌ ڕߕ ݡ
కएࡅ  సమऴగం ࣆࡱޘ, ఇ2 ࣒ڒ 4 ࠑ 1 ޴  ప ऱ࣒  cos x dx x ݋ࡶࡍ ߘసమऴగత ޜߖ޵ ߘߝ ࠾ࡍంకం మࡌबࣄ 

ం݄ , ఈ సందరगڕߘల࠻ۯ ంߘ࠭ ߕ ߘߝ ࡹపܽ ࣇऴߖޑऒ  ఉపࣃڵࡆफ కएࡅ 2  ߘ  ߖఅ ࣒ڒ 4 ࠑ న࣒ 1࠳ 
ఇకए ,ݟంڝफం۪ࡏڷ డ ࢘ࡍయࡽࠋ మ࠾ࡍ అࡓ ޴ంݡ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࡓంݡ ఆ߯ ھడन࡯ ప ऱ࣒  ఈ పదం x x ࠉ 
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కएࡅ  ࠡదంڵ࠙ ޜంచబޔݡం޴, ఇ޴ మ࠾ࡍ పऱ࣒ ऒߖޑ࡯ఫ ڕమన ޴బܽद ఇڒ ంకంࡌबࣄ   ఇࣆफం޴  a 
ఇంܽऴగڝ ࡽసం ఇߩओ నऒڕࣆۯ కߧమనం ఎం ݡ టऱޙ࠼ ऴపޑङ ࠪऒ య ھడन࡯ మړ ࠾ࡍ సࠪనం అߖ b t
ఎంߧక ߕڕࣆۯऒ ࠭, అߩओ కం݄ ఇకए޶ఎం ޴ంޔࡏࠪ ڴ ߤషڼన ఇంܽऴ࠳సమऴగ ݡ డ i sin t cos tdt 
నవ۪ऐھߘక ߖసࠪనం అ ړ ࡏࠬ ݟంߘ బܽद ఈ సంఖङڒ   ఒక సమऴగ పړߖހࠪࡍ ఒకܽڴ ఉంܿం޴  adx dt d
ఆ తࡌछ త ఇంܽऴగࡽ మࢁऱ ఇߖߕ߄࢑ ޻ऒ  ఉపڵࡆంۨ dt sin t cos t dt 
ङޑక ऴపࡖమ ړߖݞవڝఎం۪ ߖ ऱࢁమ ޳ࡶ ࠪऒ ऒߖ࠻  ఉపࣃڵࡆफ ࠭, మࡖక ࢘ࡍయۮ ࡽࠋపओ ంݟ sin t u 
ङޑక ऴపࡖమ ࠭࠲ ࠪऒ యం ۯయవ۪ऐ  అۮ ߖపओ  u sin t tdt ޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ࣒ڒ ޴న ఇ࠳సࠪన ړߖݞ

छ޳ పంߦ బܽद ఈ సమऴగత సమऴగڒ సࠪనం ړݡ బܽदڒ సࠪనం ړ  అం݄ du cos tdt t ޴ంޔ࢓ఒకܽ అ ࡌ
ए࣋ ࡏࠬ బܽदڒ ݡ छ ए࣋ ޴బܽद ఇڒ ࡏޑ޶ం߰ ڴݡంࡓ ߖ ࡛ छ పऱ࣒ ڴݡంࡓ ߖ ࡛  u cos tdt u u ڴबరంࣄ 

ఉంܿం޴.
అ޴ߝ అం݄ అం݄ ھడन࡯ ప ऱ࣒ ऒߖబܽद అڒ  ࡎభ ڵࡍޒ ߘవలࡱ࢑  फ ࣋ۯफ మనڕ   uu sin t tt b sine t 

వࣆफం޴ అం݄ ࣌ߤ ࣋ए छ ࡛ మࡅ ࠾ࡍకए  సबలం ऴపޑङ ࠪऒ యం2 ߖ ڴ మ࠾ࡍ పऱ࣒  t ti ax plus b a 
 ݡంࡓ బܽदڒ ࠼ఉంܼ ࡮ښఒ ࡱవࡱ࢑ ݡంࡓ ఈ  ޴ంۨంߧߖఏࠫ క ڕబܽद మనڒ ࡯ంۧ܊࢑భ ޜంకంࡌबࣄ 
छࡔ࢘ घࡏ߷ ࡏ छࡔ࢘ ݡంࡓ గడంࣃనڜ ޜల ߤషࡶ घࡏ߷ ࡏ छࡔ࢘ ݡంࡓ ࡮  ah ޴ۯమనం ऴగࣕం ߖఅ ࡱޔపదम ࡏ
ఏࠫటం݄, మనం సమऴగంڴ ߰ంࠚ ࡱ߇࢑ ޻నऒ ంڴ కࣃߧߖफ ఉనऒ ڕమన అ࢑ ړߖ࢐సफ࢐ ߖڒ ࠼ పङࡐࣃ   ࠙వన
.޶ڒ
 ఇ ࠭ߘపܽ ఉపߕङ సంࡹ ఒక ఫంࣾࡅ ߤకए  సమऴగత ऴపޙङ క࠳నڒ ޴దߖ ۫పబݟం޴, ఇࣄ ޴बࡌంకం వరڕ 
ࠪऴత࠲ ऴపޙङ కం ڒబܽद ఇకए డ సమసङ  ఏࠫటం݄, ఫంࣾ࠳ ߤన࣒ వڡ࠻ ݀ ࣒ڒ ࡛ࠂ ࠑ ߤझ  ప ऱ࣒ ఎ ప ࠑ ࠉ  ऱ࣒  
.޴న޴ంۮ ړߖࠈంܿڕ ښంకం ఒࡌबࣄ 
ए࣋ ߤ࣌  छ झڡ࠻ ࡛  ప ऱ࣒ ఎ పऱ࣒ ݀ ࠑ ࠉ  फࣃۯ ఏࠫ ࡏࠬ ࡹ ߤఫంࣾ ߝఅ ࣄ  फࣃߧ۫ ڕࠬ ߘߝ ࡗ  ఏࠫ ࡏࠬ ,ߘ
फࣃۯ ऒߖޑऴࣇ ޒణࠫڝޒऴ  ࡏࠬ ࡗ  ఉప࣋ڵࡆफ ࠬࡏ 
ऴగࣕంచగలࡏ.
ए࣋ ߤ࣌ న࣒ 2࠳ 1  छ झڡ࠻ ݀ ࣒ڒ ߘߝ బܽदڒ ܼޓ ࡛  ప ऱ࣒ ए࣋ ߤ࣌ ݀ న࣒࠳ ఒక ޴ߝఅ ࠉ  छ झڡ࠻ ࡛  ప ऱ࣒ ޜࠉ 
సࠪనం అޙ࠼ ఆ 2 ఈ 2ޜ ఇకए డ 4 ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ 2 ߖ޳ऒ छ޳ 4  ޴फంࣆۯ ڴ2  ఇకए ࡌ డ 2 అޔ࢓ం޴ah 
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ ऴపږޒల సంښతం ږߘࣃ ߖߖ޳లంࣆࡏࠪ ڴफంڒ ޴బܽद మనం ߰ందవలࣄనߤ࣌ ޴ 
࣋ए छ झڡ࠻ ࡛  ప ऱ࣒  2 ߯న ఉంܿంڒ ޴బܽद ࢘ࡍయࡽࠋ పదం a b 

ఇకए డ ఉనऒ ݄ऱ మ࠾ࡍ కߧߖంࣄ ۯबర࠳న పߖ޳ऒ  ߰ంޔ޶ం޴ ఇకए డ ࣄۯ ߘߝన 1 ࠳ 4 ࠑన࣒ i wi 
అޔ࢓ం޴ ఈ ࣄबࡌంకం ࣄ మࡖక ࣄबࡌంకం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद మనం ࡓంݡ ఫޑ࡯లߘ ప࣋࡯ࢣࡍफ అࡔ࢘ ࢑छ  ࡏ
फనऒࣆߧߖక ࡹపంࡐ పओ  కࡖ࢘ ړߖݞయ࢘ ߕఅంచ ߘసమऴగత ࡏࠬ బܽदڒ ࠼ఉంܼ ࡮ښऱ ఒࡏࣃ࡮ۧ అ࢑ ڔܽ
ठࡌࠪ ऒߖ  ఎం۪ڝవ۪ऐ  మࡖ࢘ ࡏࠬ  ࠾ࡍక ߷ࡏघ  ,ࡏࡶంద߰ ࡏࠬ ߘ ࠹న ߷ర޴ం߰ ݟంߘ ߤషࡶ
ओߩఇ ࡱޑ࡯ఫ ۯంۨࣇ ࡏ࢐ ంబంܿڕ ఆࣣ, ఫంࣾనऱ ߗڒ छࡌఆ త ,࠼ఉంܼ ڼ࡮అ ݡ త ڝ ࠬ ߘߝసం ۫߮ 
ఉ޳హరణ 
కएࡅ ࠭࠲  సమऴగతڕࣆޓ ߘంܼ࠭ ڒబܽद ࠭࠲ ఇߩओ ङ࡮࠮ ߘఈ సమऴగత ݡ ంకనం ڒ ࡯࠻ۯబܽद a 
మనం ऴపޑङ ࠪऒ యం ۯయవలࣄన ఫంࣾߘ ߤ ఎం۪ڝవࢗ ړߖݞంటߝ ఎంߧక ڝࣆۯవ۪ऐ , ఎం޶కం݄ ఇ޴ 
మన࠻ ڕంܾ ࢟ܽ࢘ࡍݥ కࡶ ڵ࡯దߖ ఇకए డ ߘంݟ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफం޴.
 
తࣾణࡍڷ ࠲ फంచగల࠭ మ࠾ࡍ అంۯ޶త మనం ࠴దట ऴపޑङ ࠪऒ యం ڒ ࡯࠻ۯబܽद ఒకࡏ ࠭ంڴ޶ 
ङޑऴప ߖ ݋ࡐ ࠪऒ యంڴ ఎం۪ڝవ۪ऐ  , అం݄ అం݄ పవ࡛ ܘࡕ ړ సగం ړ సࠪనం ڒబܽद ఒక సగం x t x t x 
߭ంచంݟ  పవ࡛ ࠳ ړన࣒ ࣔړ ࠆ సࠪనం, ఇ޴ ఒకܽ ࡓం࡮࠮ ݡల ړ సࠪనం ڒబܽद సమऴగత dx dt xdx dt
ए࣋ ߘక࣊ ڷࡱߕ छ ړశ ړ ࡛ फߖ ߭ంచడం ޳छ ऒߖߦࡐ ࡌ  సంతࡍం۪ڕంܿం޴, ఆ߯ ޳ ݋ࡐछ  t t x dx 2 ࡌ

అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఈ ࢐ ݋ࡐసफړߖ࢐ ఇకए డ ఉపڵࡆంచబޔݡంڒ ޴బܽद ޳ ݋ࡐछ  dt x dx x dt 2 ޴ఇ ࡌ
ఇߩओ  dt ,޴ఉం 2 ޴అ ݡ
ࡍߖ ࠭࠲ भషद ऴపޑङ ࠪऒ యం ࣋ۯ వరڕ అࢗ ޴ంటߝ పࡍషए బܽद ఇకएڒ ޶ంచబడࡍ డ ఆ ࣊కߘ చޔరऴసం 
కߧߖంచడం మ࠾ࡍ ఇకए డ ङܼ .ࣆࡱޘ ڕంచడం మనߧߖక ߤ
ए࣋ ݭకం࣊ ޴ߝఅ ߤܼ   छ ࡛ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ మనం ఇకए డ మࡖక ऴపޑङ ࠪऒ ऒߖ࠻  t ࡯࢐ڝఎం۪ ڴ ߤܼ 
మమघ ߝంటࢗ ޴బܽद అڒ ऒ࡯ ړ  ऱڒ ,࡯࠻ۯ ڡబܽद ऴపޑङ ࠪऒ ऒߖ࠻  ఎంߧక ߝڕࣆۯటߩओ  మనం ݡ
ఇంܾऴڴంߖࡹ ݭ ఏߕ޼ ࠙గ࠳న ఇంܾऴڴంࡹ ݭ ఉనऒ  ఫంࣾߤ ఆࣣ ࡯ݞ۫ ߖ.
  ఇࣃ ޴ధङ కएࡅ ంత ࠙గంڜ ߖࡹ ݭంڴఇంܽऴ ޙ࠳  ఉతओ నऒ ంۨࣇ ڴంచబޔݡం޴, అࣃ ޴ధङ  ఆ ,ޙ࠳
ऒߖڴ࠙  ఇకए డ ఎం۪࡯࢐ڝ ఉ޳హరణ࣋ۯ ࡏ࢘ ߖܽ ߤܼ ࠭࠲ ߤܼ ڕफ ࠬࡏ ࣊కߘ ࣋ए छ ࡛ ߰ంࡏޑ޶ t t 
ए࣋ ߘబܽद ࣊కڒ छ ࡛ సమऴగతࡹ ࠙గం ڒబܽद మనం ߖ ఎం۪ڕం݄, ࣊కంݭ ࣋ए छ తफ t d tan tڜ ߖ ࡛ t dt 
కएࡅ ࡽࠋయࡍ࢘  మࡖక ڜతफ ݟఫߖࡓलయۨࣇ ڴ ࡽంచవ۪ऐ ऒߕफࣆۯ కߧఎం ߖ ࠭࠲ బܽदڒ , ࠭ ah tan t u 
అۮ ߖపओ ए࣋ ڡ࣊ బܽदڒ సࠪనం ړߖݞ छ ऒߖ޵ ࡛  తۯ ࡏ࠻యړߖݞ సࠪనం ऴపޑङ ࠪऒ యం ఇ޴ tdt u 
పవ࡛ ޔࡏࠪ ڴంద࠭࠲ ߖ గమߖంۧ࠭ ڷࡱߕ ࣊కనऱ చޔరऴసం ࡓంݡ ఇపओ  tdt ޴బయట ఉం ښܽ
మࡓ ࠭࠲ ࠾ࡍంࡏࣃݡऱ పవ࡛ ړ ఐߘ ޶ంݟ ఐ޶ పऱ࣒ కएࡅ వࡱ࢑ ޴ంۧ࠭, ఇ߭ ڕంకం వరࡌबࣄ   u 
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ऴపޑङ ࠪऒ యం తࡌछ త అړ ޴ߝ సࠪనం అړ ݋ࡐ ޴ߝ సࠪనం .u tan tt
మనࡓ ڕంࠑ ݡ ఐ޶ ܼంܐం݋ పవ࡛ ఐ݋ࡐ ޶  ప ऱ࣒ फࣃࠚల ڴबరంࣄ  ङޑऴప ,࠼ ࠪऒ యంߘߝ ڴ ఇకए డ   x x 

ఇకए ߘ ڡ܊࡮ ޻ంۨన అ޴అం ڕࠬ డ ڴࡏߝ ݞږ ۫డవ۪ऐ  , ఆ ܼߤ ఫంࣾߤ ఇకए డ ఉం޴ మ࠾ࡍ ࣊కߘ 
࣋ए छ ࡛ ఇపओ ఇకए ښܽ డ కࣆߧߖफంڒ ޴బܽद ࢗంటߝ ఊࣕంచవ۪ऐ   ఈ ܼڜ ߤతफ ࢘ࡍయڴ ࡽࠋ పࣆۯߖफం޴ అం݄ 
మనం ࡅ ݋ࡐకए వ۪ऐڝࣆޓ ڴ ࡽࠋయࡍ࢘ తफڜ ߖ ߤܼ  ం݄ ఏࠫ x tڕఎం۪ ߖߖ޳ బܽद మనంڒ 
జޔڷࡏం޳۫ ޾भ ం ڒబܽद ࡅ ݋ࡐకए వర ߘక࣊ ڕफ మన࣋ۯ ࡏ࢘ ߤܼ  ठ࠮లం మ࠾ࡍ లࣃࠚफ  x x t  ࠼
అతࡅ ݋ࡐ ߘకए  ࠡదం ࠬڕ ఒకܽ ࡓం݋ࡐ ݡ ఇࣆफం޴, ఇ޴ సరࢁకరణڕ సࠪనం, ఇڕࠬ ޴ x xdx dt 
࣊కߘ ࣋ए छ ࡛ ࣊కߤ ࣋ए छ సࠪనం x xdx x dt ړ ݡంࡓ ޴ంޔࢂࢗ ڕߩ࢙ ݟڕ ݡంࡓ ݋ࡐ ޴फంࣆఇ ݋ࡐ ࡛
ऒߕफࣆऴ࢐ ڕ޶ఎం ߘߝ ए࣋ ݭకం࣊ ݭంڴఇంܽऴ ޴ఇ ڴ࢑ధం ఈ ߘ छ కएࡅ ݋ࡐ ఓవ࡛ ݋ࡐ ࡛  ࠙గం x x 
బܽद ఇకएڒ డ ࠬߖߖ޳ ࡏ గమߖంۨనటऱޙ࠼ ࣊కంݭ ࣋ए छ  గం, x x࠙ ࡹ ݭఇంܽऴగం ޴ߝఅ ݋ࡐ ఓవ࡛ ݋ࡐ ࡛
x t ړࡍబܽद ۨవڒ ޴फంࣆఇ ߖ ߤన ఫంࣾ࠳కృతࢁసర ڕߕ ޴సࠪనం, అ ړ ݋ࡐ ߤܼ  ం݄ڕࣆۯ కߧఎం ߘߝ
ऒߖ޳޻ం߰ ڴ ࡽఇంܽऴగ ߘߝ సࠪనం ఇపओ ړ ݋ࡐ ߤܼ ߘߝ  x޴వలऱ ఇ޶అం ࠾ࡍమ ޴ంݟబڝఎం۪ ڴ ښܽ t

పవ࡛  ߘంޔڷࡏ߭ ړܽݟ  ݟంڒ ޴బܽद  అޔ࢓ం޴ ఇࠑ  ޴  ܽ పవ࡛ ޔڷࡏ߭ ړం޴  ప ऱ࣒ ంకం t 4ࡌबࣄ  2 2 2 5 5
ఇ޴ ఐ݋ࡐ ޶  ప ऱ࣒ కएࡅ ࣄ  एࢲࡍం݄ పڕࣆۯ కߧఎం ࡏࠬ బܽदڒ సࠪనం ޜ ݋ంܐంܼ ࢟ࠀ ݀  రం ࡅకएx 
అߖߦࡐ ޻ऒ  ߰ంࡏޑ޶ 
ఈ సందరग ంࡏࠬ ࡹ గమߖంۨనటऱޙ࠼ గణన ۧ޷ ࡮రంڴ ఉం޴ ఈ సందరग ంࡹ కం݄ ۧ࡮ తڕए వ 
ఎం޶కం݄ మనం ఇకए డ ఒకࡓ ࡍࣃంࡏࣃݡऱ ఎంߧక ࡯࢐ڝࣆۯ, ఇకए డ మనం ऴపޑङ ࠪऒ యం ࡯࠻ۯ మ࠾ࡍ 
మࡖకࡍࣃ ఇకए డ మనం ऴపޑङ ࠪऒ యం ڒ ࡯࠻ۯబܽद మనం ఈ ऴపޑङ ࠪऒ య పదमߖޒ ఉపࣆڵࡆफనऒ ओߩ  ݡ
సࡕన ఎంߧక ڝࣆۯవడం ࠭ఖङ ం ఆࣣ ఒక మంۨ ఎంߧక ۧ࡮ ఆࣣ ࢣऴఘ గణనޓࡍ޳ ڕయవ۪ऐ  మ࠾ࡍ 
తछ రڴ సࡕన సࠪࣆޓ ࡍ޳ ړߖߕ߄फం޴ ఇߩओ తछ ݡ రߖڜ ڴऒ  సంړ ऱషदంڴ కߧߖంۯ ఉ޳హరణۮ ࡱపओ ంݟ 
ఉ޳హరణڕ ఒకܽ ࡹ࢑ ߤܼ ߘߝమ ږङ కएࡅ ߤ࣌ ࠗ  సమऴగతߘ కھߘనړߖݞ ఫంࣾߘ ߤ ఎం۪ڕంܼߘ  x 

పవ࡛ ړ ߭ంచబݟం޳ ߖ  ޴छ పవ࡛  ప ޴ంݟంచబڵ࠙ ࡌ ऱ࣒ x 4 ޴फ ఇ࣋۫ ߘఈ సమऴగత ࡏࠬ బܽदڒ  x 8 1 dx 
మనం కھߘనవలࣄన సమऴగం, ఇ޴ 
ړసం ࡮ۧ ऱషद࠳న ࡐపంڴ కࣆߧߖफంږ ޴ङ ࠗ ఆ߯ ఆࣣ ࣌ߤ ఆ߯ ܼࡹ࢑ ߤమం ఈ ఫంࣾࡱ ߤ కࣃߧߖफ  x  ࠼
అకए డ ߖ ࡏࠬ ߗڒబంధనల܉ ߘऴగతफڴ ప࣋࡯ࢣࡍफ మߘ࠭ ࠾ࡍపܽ సమసङ అర ࠭࠲ ࡹ बం ڕࣆۯనऒ  ڡ܊࡮ 
ఏంటం݄, ڜ ࠭࠲తफ ࢘ࡍయڴ ࡽࠋ ఎం۪ڕనऒ  ఇంܽऴగంڜ ࡹ ݭంత ࠙గం ఉం޴.
  సమऴగతߝࡹ ఆ ࠙గం ࡅకए  ఉతओ నऒ ం ࣃధङ फ ఇకए࣋࡯ࢣࡍప ߖదట 4࠴ ࡏࠬ ,ߕ࠲ డ ߘం࡮ۧ ݟ x 
సओ షदంࣆࡱޘ ڴफంࡅ ޴కए  ఉతओ నऒ ం ږङ ङޑబܽद ఒక ऴపڒ ࠗ ࠪऒ యం ڒవ۪ऐ .x 4 x x 4 
ङږ ࡏࠬ  ఉనऒ ڴమంࡹ࢑ ߤܼ ࡏࠬ పదం ࡍప޶త ࠾ࡍమ ڴ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ࠗ టऱޙ࠼ మࡖక పړߖ޳ x 
ऴపޑङ ࠪऒ యం ڝసం ࢗళࡏޑ మࡹ࢑ ߤܼ ࠾ࡍమం ࡅకए  ఉతओ నऒ ం ࠫమघ ऒ࡯ పऱ࣒ ࡽࠋయࡍ࢘   వࡅ ߤకए  
వࡌठ  x ړ పవ࡛ ڷࡱߕ మంࡹ࢑ ߤܼ फ  పదం࣋۫ ڴऴగతफ܉ ߘߝ బܽदڒ ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖందޔࢂࢗڕࣆޓ ړߖ
߭ంచబݟం޴, ఇకए డ పదం ఒక ఆࣣ వߤ పऱ࣒  పవ࡛ ఎړ޴ࠫߖ ߭ంచబݟం޴, ఇ޴ ఈ పదం ࡅకए  ࣋ए छ  బܽदxڒ ࡛
ఇޔࣜ ࡮ۧ ޴బదमంڴ కࣆߧߖफం޴, కߘక ߤܼ ߘߝ ఇనछ ࡛झ  సࠪనం  x ړߖ޳తफڜ ࡛ࠂ పవ࡛ ܿ పవ࡛ ܿ ܘࡕ 
ओߩఅ ࡽࠋయࡍ࢘ ङږ ڷࡱߕ ڕߕ ޴ఇ ݡ ङږ ڷࡱߕ ࠗ ప  ࠑ  ߘ ࠗ ऱ࣒  పవ࡛ ړ ߭ంచడం t x x 1 1 x 8 dx 

छࡌన తࣄۯ కృతంࢁసర ڴभ޴ڜ ޴సࠪనం, ఇ ړ త ږ ߘߝङ ప  ࠑ ࠗ ऱ࣒  పవ࡛ ړ ߭ంచడం సࠪనం dt x 1 x adx 
అߖ ऴ࢐యగల޳ 4 ߘछ ఇకए ࡌ డ ߕ సమऴగతࡹ ࠙గం ڒబܽद ߖ޵ ߘߝऒ  భࡎ फ ࣃۯफ छ޳త ,ߘ  whi dt chߘߝ ࡌ

ङږ పऱ࣒ ݋࠼ఆ࡛ ఎ ܿ ܘࡕ ࠗ  వڕ ߤ బڴࡱ޶ ఏڔకరణڕ సࠪనం అߘߝ ,ߘޑ࢓ ఇకए డ ߖ ఇ dxx x ah dt
छ޳ ࡛ࠂ फࣃऴ࢐ ࡌ ओߩఅ ߘ ऒߖ޵ ࡏࠬ ࠆఆ ߤ࣌ ࡽࠋయࡍ࢘ తफڜ ࠆఆ ߤ࣌ ޴ఇ ݡ  ۫డగలࡏ ఇ࣒ڒ ޴ t t t 
మࣄ ࠾ࡍबࡌంకం ࡅకए  అࣣ ࠳న࣒, ఇ޴ ۨవړࡍ ࠫమघ ऒ࡯  
ఇనछ ߤܼ ࡛झ పऱ࣒ ࡛ࠂ పవ࡛ ܿ ܘࡕ  కएࡅ ంకంࡌबࣄ  బܽद సమసङڒ ޴फంࢂڙࣆޓ ړ న࣒࠳   తۯ ࡏ࠻యడం x 
छ޳ తछ ࡌ రڴ పࡍషए కएࡅ ߤఫంࣾ ޴ంޔݡంచబࡍ  సࡕన ఎంߧక మ࠾ࡍ ఆࣣ ࢗ ࠭࠲ంటߝ ఫߖޑ࡯ऒ  
߰ంڝ ࠬ ࠭ޑ޶సం ఇ޴ మࡖక ఉ޳హరణ, 
ङ࡮࠮ ߘసమऴగత ࠭࠲ బܽदڒ ంకనం ࠻ۯలڕߘంܿߕऒ ࠭ అۮ ߖపओ ంܘࡕ ݟ ܿ పవ࡛ 5 ܘࡕ ܿ i 10 
పవ࡛ ޳छ కएࡅ అం݄ ޴ంݟంచబށڷ फ పవ࡛࣋ށڷ ࡌ  సమऴగతࣆۨࣇ ߘफంڒ ޴బܽद ఇకए డ x 5 x dx 
ఇంܽऴڴంݭ అ޴ߝ ప޴ పవ࡛ ړ ఐ޶ ߭ంచబݟం޴ పవ࡛ ړ ఐڵࡍ߭ ޶ం޴ మనం ఏࠫ ࡏࠬ ࡯࠻ۯ ఈ x x x 
సమసङ అర ߝంటࢗ फ࣋ڵࡆమనం ఉప ޴फ ఇ࣋۫ ߘ बం ڝࣆۯవ۪ऐ t ړ ࡽࠋయࡍ࢘ తफڜ ࡏంۧ߭ ړ5 
ऴపޑङ ࠪऒ యంڴ పవ࡛ మ࠾ࡍ పవ࡛ ࣋ए छ ऒߖޑऴࣇ నݟంచబ߭ ړ ࡛  ఉపڵࡆంచడం ڜంత ࣄबరంڴ x x 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఉతओ నऒ ం ޳ࡶ అవకలన శړ फړ ߭ంచబޔݡంۃ࡮ ޴ ఒక ړ ࣒ࠐ సࠪనం ڒబܽद ߘߝ x edx dt
ఎంߧక ࣋ۯफ ఐ޶ పవ࡛ ڜ ړతफ ࢘ࡍయڴ ࡽࠋ ߭ంచబݟం޴, ఆ߯  పవ࡛ ړ ߭ంచబݟం޴, ఇ޴ ఇపओ x ښܽ 5 x
ఇంܽऴڴంࡹ ݭ ࠙గంڴ ऴపదࡍज ంచబݟం޴, ఇࣆۯ ڴ ܿߦ ޜ ޴फంڒ ޴బܽद ఈ సమऴగతߘ ఈ ࡐపంࡹ dx dt
ऴ࢐యవ۪ऐ   శړ फߖ ߭ంచړߖݞ ఈ  ߭ంచబݟం޴  పవ࡛ ڜతफ ࢘ࡍయࡽࠋ ఐ޶ పవ࡛ ړ ߭ంచబޔݡం10 ޴ 5 x t 

ఐ޶ పవ࡛ ړ ߭ంచబޔݡంܘࡕ  ࡏࠬ   ޴ ܿ పవ࡛ ఇంܽऴగࡽ ܿ పవ࡛ ܿ ఇంܾऴగࡽ అߖ xdx 10 t 
ऴ࢐యవ۪ऐ  అ޴ߝ పవ࡛ ܘࡕ ڕ అۃ࡮ ޴ߝ ఎ ࣒ࠐ ఇڵ࠙ ޜంచబޙݟ అ࣒ࠐ ߤ݃ ۃ࡮ ڕߕ ޴ ఇޜ x x 
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ङޑऴప ߘߝ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ࠪऒ యం ۯయగల ఏڔకరణ ࣄबࡌంకం వ  ఇకए డ ڝసం ࡱ࢑వ ఉం޴ t ah
ఈ ऴపޑङ ࠪऒ ऒߖ࠻  ఉపڵࡆంۨ ఐ޶ పవ࡛ ړ ߭ంచబݟం޴ త޳छ ऒߖߕ߄న సࠪ࠳జߖ ߘߝ ࡌ  t x 
߰ందగలڒ ߘబܽद ఈ ఉ޳హరణల సࣔయంޜ మనం ఇపओ ܽవరࡏߝ ڕऐ ऒߕڕ ࠭ , ఆࣣ మనం ఎ࡮ంܽ 
ఎంߧకలߘ ఎ࡮ ఎం۪ߖڜ ࡏࠬ ࡹ࢐ڝऒ  ఎంߧకۯ ࡱయగలࡏ మ࠾ࡍ ఒక సందరग ంࡹ అ޴ జరగవ۪ऐ , అం݄
సమసङ ఉండవ۪ऐ ڴ࢓ం ߰డۮంڜ  एࢲࡍప ڕࠬ ޴అ ړࡍవۨ ߗڒ  ऒߖࡌ  ఇࣆफంڒ ޴బܽद ڜంత అ ङ࠙ సం తࡌछ త 
ऴߦరంభంޑࡏߖ ࡹझ హపడకంߖߖ޳ ࡏࠬ ,ݟ అర बం ڕࣆۯంܼࡏࠬ  ࡏ ఏ ఫంࣾߘ ߤ ఎం۪࡯࢐ڝ, త޳छ  ࡌ
झࡽఇంܽऴగ ࡏࠬ ంచవ۪ऐށగ ڴలభంࣆ ߘ  , ఇߩओ ऒߖڜ ࠭࠲ ݡ  ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾߤ లߘ కڵ࡯ ఉనऒ ऒߖڜ   
࠭ఖङ फࣃ۫ సంڝ లڴల సమऴ ߤన ఫంࣾ࠳ ङ࡮࠮ ࡍࣃఒక ߘల ߤబܽद ఈ ఫంࣾڒ ,࠭ ంకనం ࣄۯన తࡌछ త 
घࡏ߷ ߖ࢐ܽ ࠭࠲ फࣃڵࡆఉప ڴ࡮ ࠭, ఉ޳హరణڕ మనం ࡮࠮ङ ంకనం ۯయవలࣄ వ࣋फ.
కएࡅ ߤܼ    సమऴగత ఏࠫ ࡯ޘ ڕࠪ ࡹ࠻ۯయߗڒ ޶ ఇߩओ మన దగ ݡ ठర ఒక ࣃధనం ఉం޴, ఇߤܼ ޴ x x 
కएࡅ  సమऴగతߘ ఎ࡮࠮ ࡮ङ ంకనం ࡹ࠻ۯ అర बం ڝࣆۯవڕࠪ ړߖݞ సࣔయపݦ ఒక ࣃధߖߕऒ  కڵ࡯ 
ఉంڒ , ޴బܽद మనࣄ࡯ޘ ڕన అߖऒ ంܽࡹ ࠭ంߖ޵ ڴ޶ऒ  ఎۯ ࡮యవ۲ऐ  ۫డవ۪ऐ .
 వదभ మ࠾ࡍ ఇߩओ  tan x is sin x by cos x x x ߤ࣌ڜ ࠾ࡍమ ߤ࣌ ݭంڴఇంܽऴ ߖ ߤఈ ఫంࣾ ݡ
۫డంڒ ݟబܽद ߘߝ ఫంࣾࡹ ߤ ఒకڜ ߖߖ޳తफ ࢘ࡍయڴ ࡽࠋ ఎం۪ڕం݄ , ఆ ఫంࣾࡅ ߤకए  ఉతओ నऒ ం ఉనऒ ऱܿ 
ఇకए ߘడగల۫ ߘߝ డ ߘߝ ߗڒ ఏ ఫంࣾߘ ߤ ఎం۪࡯࢐ڝ, త޳छ ఉతओ ࡌ నऒ ంޜ ఉనऒ  ఆ ఫంࣾޜ ߤ ఉతओ  फޒ
 cos x ߘߝ ం݄ڕఎం۪ ڴ ࡽࠋయࡍ࢘ తफڜ ߘ ߘߝ फ࣋۫ ڴऴగతफ܉ ࡏࠬ బܽदڒ ޴ంޔ࢓అ ࡽࠋయࡍ࢘ తफڜ

డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ ߖనޑ޶ం߰ ڴ  .sin x dx 
ऴపږޒల సంښతంޜ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ పߖ޳ऒ छ޳ ంచడం࡯ࢣࡍప ڴతంࢢߖ  క ఇకएߧఎం ߕ ࡌ డ   a ah dt 

సओ ࡮ۧ ݟంߘ షदంڴ ఉంڒ ޴బܽद ߘߝ ఈ ఎంߧకڜ ߘతफ ࢘ࡍయࣃۯ ڴ ࡽࠋफ छ޳త ,ߘ  న࣒ cos x t࠳ ࡌ
ऒߖ޵ ߘߝ ߘబܽद అࣣ సమऴగతڒ ݭగం  ఇంܽऴగం࠙ ߤ࣌ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓फ అࡏڷ  ఇంܽऴగࡽ అߖ xdx dt x 
फࣃࡱߧ కएࡅ ܽݟ న࣒࠳ ఐ ߤషڼబܽद ఇంܽऴڒ ఐ ࡽఇంܽऴగ ߘߝ బܽदڒ ߘ  ఇంܽऴڼషߤ అޔ࢓ం޴ 
ఈ ࠳న࣒ ࡏڷफ ఇకए డޔࢂࢗ ڕం޴ మ࣒ڒ ࣒ڒ ࠾ࡍ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఈ ࢑ధంڴ వࣆफం޴ t x t dt 
ఇపओ ޴ఇ ڕߕ ڴ߯ ఇపओ ڕమన ޴ఇ ࣆࡱޘ ښܽ घࡏ߷  ߤఫంࣾ ۃ࡮ నࣄ࡯ޘ ښܽ  t mod t ۃ࡮ ݟంߘ ࡮
మ࠾ࡍ పऱ࣒ झߜڒ  ଀ం࠳ ۃ࡮ ࢟ܽڻߜ ݋న࣒ ࠪڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद అ޳ ޴छ  ah mod t ڴ ۃ࡮ ߖ޳ఒక ࡌ
ࠪరऐ బޔݡం޴ మڒ ࠾ࡍబܽद ఈ ࣇऴޓకరణ ࠫమघ ऒ࡯ కएࡅ ۃ࡮   ah t ࣒ڒ ޴फంࢂڙࣆޓ ړ న࣒࠳ దܽ࠴ 

 ప ऱ࣒ మघࠫ ޴ఇ ,ڴరణంڒ తంښల సంږޒసࠪనం ఈ ऴప ړ  ऒ࡯  x c 
࣊కࡅ  ߘకए కएࡅ ݭ࠵  ఇకए ࠭࠲ బܽदڒ ࣒ڒ ޴फంࣆޓ ࡍ޳ ړ ۃ࡮  డ ߰ం޴ం޴ ఏࠫటం݄, ܼߤ x 1 x 6 x 

కएࡅ  సమऴగం ݭ࠵ ࣊కߘ  ప ऱ࣒ కएࡅ ంకంࡌबࣄ  ऒߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ సࠪనం ڕ ۃ࡮  फࣃۯ  ࠭ అ޻ xdx x 
పదमࡏ߷ ࡹޒघ छ޳ ߖ  ݟంచంڵࡆఉప ڴ࡮ ऒߖంۨ, అ܊࢑భ ࡌ కएࡵ  లߘ ఇకए డ ऴ࢐యడం cos x sin x 
छ޳ కएࡅ ࠭࠲ ࡌ  సమऴగతߘ ఉపڵࡆంచవ۪ऐ బܽद ఈ ࠙గం  పڒ   ऱ࣒ కएࡅ ంకంࡌबࣄ   cot x mod sin x 
వ۪ऐڝࣆࡱޘ ࡏࠬ ߖఅ ۃ࡮ .
వ۪ऐڝం۪ߧࡐߖ ࡔࠬ ࡏࠬ    ఓࣣ, ࠬۯ ࡔయంݟ, ఇࣆ ࡮ۧ ޴లభంۯ ڴయవ۪ऐ घࡏ߷ పܽߘ࠭ ,  ࡮
घࡏ߷ డవ࠮ కएࡅ ࡮  ఇంܽऴగڝ ࡽసం అࡹ ߤࡷ ޻ ऴ࢐యడం ޳छ  sec xdx ࡌ
ओߩఇ ߖߖ޳ ࠭࠲ फࣃࡱߧ ߖఅ ڡ࣊ ݡ छ޳ ࣒ڒ ,࠭ అకए ࣃࡱޘ ڕࠬ ࡌ డ మࢁच  సమసङ  ఉం޴  ఫంࣾߤ x x t 
పओۮ ߖఅ ݡంࡓ ࠑ ߤవ ݟంߘ ంݟ , ఆ సందరग ం޳ ࡹనంతట అ޻ మనం ఏࠫ ࡯࠻ۯ kxr cos x cos x 
లభం, మనం ఇకएࣆ ࡮ۧ చనࡹఆ ߝఅ ࡯࠻ۯ బܽद మనం ఏࠫڒ డ ఏࠫ ࣃۯफ ం అం݄, ߖ޳ऒ  ߷రڴ ࠹ 
ࠪరऐ ऒޒऴపయ ړߖݞ फࣃ ࠭, ఇకए డ మనం ఉపڵࡆంచగల࠭ ߘ࠭ ࠪ ࠭࠲ ޳ࡶపܽ ఫޑ࡯లߘ ఎకए డ 
ఉపڵࡆం۪ڝవ۪ऐ  x ߘక࣊ ߗంܽݟంࡓ రంࣔ ࠾ࡍలవం మ ࠭࠲ ,ఏࠫటం݄ ߖప ࣋ۯ సం మనంڝ ߖ޳ , 
 ప ऱ࣒ फࣃށڷ ޜ ߤܼ  ओߩఇ ࡏࠬ , ࠭ x ࡹణంࣾ ޾జనం ఉంܿంࡆఏࠫ ऴప ڕࠬ फ࣋ۯ ࡮అ ࡏࠬ ంపܑ࣋फࡍ࢑సफ ݡ
సओ షदమޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఫంࣾߖ ߤ ऴ࢐యంڒ ݟబܽद అ޴ ࣊కߘ ࣋ए छ ࡛  ప ऱ࣒  x x x x ߘతफం ࣊క࠴ ߤܼ ڡ࣊ 
 ప ऱ࣒ ओߩఇ ,޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ ߤܼ  x ڡ࣊ ޴फ అ࣋۫ ߘరంࣔ ࡏࠬ బܽदڒ ,ݟడం۫ ڴऴగతफ܉ ߘ ߤఈ ఫంࣾ ݡ

 ప ऱ࣒ x x x x x ࠾ࡍమ ޴फంࣆఇ ߖ ߤܼ ߘక࣊ ڕࠬ దంࠡ ߘफ ࣊క࣋ۯ ࡏ࢘ ߖ ߤఆ ఫంࣾ ࡏࠬ  ࠾ࡍమ ߤܼ 
కएࡅ ߤܼ  ࠡదం ࠬڕ ࣊కߘ ࣋ए छ ओߩఇ ࠾ࡍమ ޴फంࣆఇ ߖ ࡛ ङߙ ݡ మࡔట࡛ ߘ ۫డంࡓ ݟంݢ ఒښ x x
ఫంࣾڒ ߤబܽद ࣊కߘ  ప ऱ࣒ ऒߕޔࠓంద߰ ࡏࠬ ޙ࠼అ ࡏࠬ ߤܼ  రۯ ࡏ࢘ ߖయంߙ ݟङ మࡔట࡛ ఇ޴ x x 
సమऴగతࡹ ࠙గం మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ߘߝ ࣊కߘ  ప ऱ࣒  పܽ x xߘ࠭ ࠪ ం݄ڕߘఅ ߖఅ ࡽࠋయࡍ࢘ తफڜ ߤܼ 
ऴܽ࠭࠲ ڡ ࣊కߘ ࣋ए छ ࡛  ప ऱ࣒  ࣊కړ ߤܼ ߤ సࠪనం ڒబܽद ఈ పߖ޳ऒ  అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  t x x xdx dt dt t 
ऒߖޑ࢑܋ ओߩఇ ,޴फంࣆۯ లభతరంࣆ ࡮ۧ  ప  ߖߖ޳ ݡ ऱ࣒ కएࡅ ంకంࡌबࣄ   mod t ޴फంࣆޓ ࡍ޳ ړ ڡథࠫࡍగ࡮ 
మ࠾ࡍ అం݄ ఇ޴ ࣊కߘ  ప ऱ࣒ ప  ߤܼ  ऱ࣒ కएࡅ ంకంࡌबࣄ  కएࡅ బܽदڒ ,ۃ࡮   సమऴగత t x x sec x 
సࠪంతర ࡔఖల߯ ఈ ࣇऴతంޔࡏࠪ ڴంࡅ  ޴కए  సమऴగత ఇߩओ అర ڡऴܽ ࡏࠬ ݡ बం cosec xi 
ऒߕڕࣆۯ రߖ ఆࣆࢢफߕऒ ࠭, మనం ޳छ  cosec x plus cotex ࠾ࡍమ  ࡯ంۧ܊࢑భ ࠾ࡍమ ࡯ంۧށڷ ࡌ
cos xx plus cot x ڴ ࡽࠋయࡍ࢘ తफڜ ߖ ࡏࠬ బܽदڒ ,ݟంచం࡯ࢣࡍప ڴऴగతफ܉ ऱࢁమ ߘబంధనలߖ
ఎం۪ڕం݄ ࠬ࠳ ڕన࣒ వࣆफం޴  చޔరऴసం ఆ߯ ࠳న࣒ ࡓڒ ࣒ڒ दڡझ  cos x x xx ڴతफం࠴ ߗంܽݟంࡓ 
 బܽदڒ ޴फంࣆۯ
ఆ ࡹ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ࠙గం సమऴగంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠭࠲  పऱ࣒ cos xx cot x ࡽࠋయࡍ࢘ తफڜ  ݟంڝఎం۪ ߖ 
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మࢁऱ అߩۮ ߖओ छ޳ం , త޳ంڕ న࣒ ࣋ए࠳ న࣒࠳ ࡌ छ ࡛ न ࠴తफం ޜ t cos xx cot x cos x x dx
ۨ లږޒఈ ऴప ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ړ ޴నݟంచబށڷ ऒࣔ ऒߖ ఇకए ߘߝ ం݄ڕࣆޓ ڴరణం߄ࣃ  డ ఉనऒ ݄ऱ dt
߰ంߕޔ޶ऒ ప  ߩచదర ߘ ऱ࣒  మ࠾ࡍ అښ ޴వలం కం݄ ఇంܽऴగࡽ cos x x  cos xx cot x t ah dt 
కएࡅ  ޴ఇ ,޴ంޔݡऴ࢐యబ ڴ న࣒࠳ 

కएࡅ కएࡅ ڡథࠫࡍగ࡮  ऱ  పࢁన మ࠳बరࣄ ࠾ࡍన࣒ మ࠳  ऱ࣒ బܽद mod t ah t x cot xڒ ޴ంޔ࢓రణమڒ ړ 
ऒߖ޵ ߘߝ  ఈ ࢑ధంڴ ऴ࢐యగలߘ  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ छ޳ ంకంࡌबࣄ  కएࡅ ݭ࠵ ࡍఒక ࡌ  cos xx cot x c ah ۃ࡮ 
ऒߖ޳ప ڴరణం߄ࣃ  ࣔరంࡹ ఉంచڕంݞ సరࢁకృతం ۯయడం ޳छ  ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంత ऴ࢐యబࡍమ ࡌ
మࡖక ఫంࣾߤ పరంڴ అߖ ऴ࢐యబޔݡం޴, ah 
ఇకए డ ߘంݟ మనం ఏࠫ ࣆలభంڴ ۫డవ۪ऐ ङߙ ࠭࠲ ,అం݄ ݟయంۯ   మࡔట࡛ మ࠾ࡍ ࣔరం ࡓంݟంܽߗ 

फࣃށڷ ޜ న࣒࠳ ࠭, త޳छ లవం ࣋ए ࡌ छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ ࡛ cos xx cot x ah cos x x cot x ah 
అޔ࢓ంߖ޵ ࡏࠬ ޳ࡶ ޴ऒ ए࣋ ߘߝ  छ ए࣋ ݋ڒ న࣒࠳ ࡛ छ ࡎభ ޜ ࡛ फ ۯయగలనݞږ ߖ అڝߘవ۪ऐ  cos x x x
ఆ߯ ڒరకం ఆ ࡵకए ల తࡌछ త ఆࣣ, అߖ޳ ࡏࠬ ޙ࠼ऒ  
ప  ݋ڒ న࣒࠳ ڡ࣊ڝ ऱ࣒ కएࡅ బܽदڒ ࡏޑ޶ం߰ ڴ ۃ࡮ ࣄ   సమऴగత ړߖ޵ సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ x x cos xxdx 
ఇకए డڕ సࠪనం 
ఇకए ࡏࠬ బܽदڒ డ ࠼ߦంߖ ݋ అర बం ߕڕࣆۯऒ రߖ ఆࣆࢢफߕऒ ࠭ ఇ޴ ఒకܽ  ߯ڴ ఒక cos x plus cot x 
ࠪరठం ఏࠫటం݄, ࠬࡏ ఇకए డ లవం మ࠾ࡍ ࣔరం ࡓంݟంܽ࠳ ߗన࣒ ࡓڒ दڡझ छ޳  फࣃށڷ ࡌ  బܽद cos xڒ ࡏ
ࡓڒ న࣒࠳ ࡏࠬ दڡझ  మ࠾ࡍ ࣔరం ߰ంڒ ࡏޑ޶బܽद ࠬࡏ ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ cos xx cos x x cot x ߖ ࡛
߰ంࡏޑ޶ మ࠾ࡍ అࣆࡱޘ ڕࠬ ߖ  ࣋ए छ ए࣋ ݋ڒ న࣒࠳ ࡛ छ ए࣋ ࣒ڒ ࡛ छ  cos x x x x x ݋ڒ న࣒࠳ ࡛
࣋ए छ ࡛ ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद ఆࣣ ߖڜऒ  ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾߤ ల సమऴగత ڝసం మనం మߖڜࡍऒ  ఆࣣ x 
घࡏ߷  ߖమࢡۯ म޴వృࠚఅ ߘల࡮
घࡏ߷ ఆࣣ ఈ ࠭ࢡ۫ झࡽఇంܽऴగ ࠼ޑగపడࡆఉప ڕऱ మనࢁమ ࡱ࡮ ङ࡮࠮ ߖ  ంకనం ۯయంڕࠬ ߘߝ ݟ 
ఒక ఉ޳హరణ ఇంܽऴగࡽ ఆߤ࣌ ࠆ ఓవ࡛ ࣌ߤ ఆࠆ  ప ऱ࣒  సࣔయంڒ ߘޑߩ۫ ޜబܽद ࠬࡏ ఈ x x adx 
ఉ޳హరణߘ ప࣋࡯ࢣࡍफ, ఆࣣ మࢁऱ ࠪڕ ఇబख ం޴ ఉం޴, మనం ڜతफ సࠗ ڴ ఎం۪ڕం݄ ఆ పߖ޳ऒ  ۫డࡏࡶ 
द݀ࣄ  ङ షߤ అߩओ ऒߖ޳ంత పڜ ݟంߘ ݭంڴమనం ఇం݃ऴ ݡ  ߰ంߖڒ ࠭ޑ޶ మనం ఇకए డ ఎంߧక ڝࣆۯవ۪ऐ  

మనం ܉ ߖߖ޳ऴగతफڴ ప࣋࡯ࢣࡍफ ఏࠫ జޜڷࡏం޴ అం݄ ఈ ࠴తफం ࣔరంࡹ వ फ࣎ ంߖߖ޳ ,޴ ఎߕڽ࡮ మనం ah 
ङߙ మࡔట࡛ ࡍࠪ ړऐ నటऱޙ࠼ అ޴ మనڕ సࣔయపޔݡంڒ ޴బܽद ఏࠫܽ  ࠭࠲ ࣔరంߖࡹ ఈ  ప ऱ࣒  తफx aڜ ߖ 
ࡎభ ޜ ࡽࠋయࡍ࢘ फ ࣋ۯफ, ఇ޴ మనڕ సࠪనం ߖ ఇࣆफం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ సమऴగత ఈ ࡐపంړࡹ t dx dt
ࠪరऐ బޔݡంࡅ ޴కए కएࡅ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ ߤ࣌  ప  ߤ࣌  ऱ࣒  అޔ࢓ం޴  x t a x x a sin t 
అవछ ంݟ మڒ ࠾ࡍబܽद ఇ޴ ఇߩओ రऐࠪ ړࡹపంࡐ ఈ ݡ బݟంڒ ޴బܽद ఇ޴ మనڕ ఎంڕ޶ dx dt 
సࣔయపడవ۪ऐ , ఎం޶కం݄ ࠳న࣒ ࡅకए  ంచగల࠭ bࡍ࢑సफ బܽद మనంڒ ࣆࡱޘ ڕऴతం మనࣇ ߤ࣌ 
మ࠾ࡍ ఏࠫ జޔڷࡏం޾ మనం ۫డగలం ڒబܽद మనం అࣃۯ ࡮फ ࠭  sin t cos a minus cos t sin

भ a sin tdt޶ర ࡹదܽ సమऴగం࠴ ޴फంࣆޓ ࡍ޳ ړߖߦߦ బܽद ఈ గణనڒ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ t sin t 
ࡎపߦऴ ܾࡍయߖࡰ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡయబۯ दߖ ఉప࣋ڵࡆफ ఒక ࢑܋ సమऴగ ߘంݟ బయటڕ వࣆफంڒ ޴బܽद 
అ޴ ఒక ࠳న࣒ అޔ࢓ం޴ మࢁच  తࣾణ࠲ ఇంܽऴగߘ ࣒ڒ ࡽంߦ ݟపం అߘ ޴ߝంݟ dt ac  t t cot tdt 
బయటڕ వࣆफంڒ ޴బܽद ߖߖ޵ ࠭࠲ ఒక ࡅ ߖ޳కए  సమऴగం ࣃࡏࠪ ڴफ ࠭ మ࠾ࡍ మࡖక ࣄबࡌంకం cos t 

ఒక ࠳న࣒ సంښతం అߩۮ ߖओ ओߩబܽद ఇڒ ޴ం ఇ޳ంڕ ࢩ࢑ ߘకరణڔమనం ఏ ݡ ऱࢳంۧ࠭  c cot t cot t 
ఇంܽऴڼషߤ ఆ࡮࠮ ࠭࠲ ࠆङ ంకనం ڒ ,࠭ࣃۯబܽद ఇߧۮ ڕࠬ ߘߝ ޴ओ న ऱܿڴ, ఏ ࢘ࡍయࡽࠋझ  cot x 
ఉపڵࡆంచబߕޔݡऒ కएࡅ ߤ࣌ ݭ࠵ ޴బܽद ఇڒ ంచగల࠭ࡍసవ ߖߖ޳ ࠭࠲ ࡆ  బܽदڒ ޴ంޔ࢓అ ۃ࡮ 
ఇకए డ ړ బࡏࠬ ڴࡱ޶  ప ऱ࣒ घࡏ߷ ࡃࠓంచڵࡆమనం ఉప  ޴బܽद ఇڒ ࡯޳ంకం ߰ంࡌबࣄ   x t ޴ఇ ࡮

కएࡅ भ޳ࡱߧ ߖఅ ߖߖ޳ ంకంࡌबࣄ కࡖమ ܿߦ ޜߖ޳ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ۃ࡮  ం ڒబܽद mod sin t c two 
ۨవړࡍ ఆࣣ ఇంܽऴగߪ ࡽర फ࠼ం޴ మ࠾ࡍ ఇߩओ అం݄  ప ࡯ఉంۧ ߘకరణࢁంత సరڜ మనం ݡ ऱ࣒  అߖ x a 
పओۮ ంڒ ݟబܽद ߖߖ޳ ࠭࠲  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  వ࣒ڒ ڴ ߤ ఎ ࠳న࣒ ࣌ڴ ߤ ఉం۪࠭ޑ, ఈ ۃ࡮ ఆࠆ  ప ऱ࣒  ఏ ప ऱ࣒x a c x 
छࡌఆ త ࣒ڒ ޴ఇ ,݀ ࣄ త ࣌ߤ ఎ ݅࠹झ వంܽ పऱ࣒ ࣄ   ݡంࡓ ޴ంޔݡయబۯ ܿࠈभࡏస ޜంకంࡌबࣄ ڴ࡮ ߤవ ࣄ 
ఈ ࠴తफం పߖ޳ऒ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴ ంకంࡌबࣄ తफڜ  cs ࠆఆ ߤ࣌ ࠆఆ ߤ࣌ న࣒࠳ ఎ ࣒ڒ ړࡍవۨ ࠭࠲  o x mod x 
 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ కएࡅ ంకంࡌबࣄ తफం࠴  ऒߖڜ బܽदڒ ࠭ޑ޶ం߰ ߖ ۃ࡮ ऱࡏࣃ   న a c࠳ఒక రక ۯ࡯ߧ ࡏࠬ ࠭࠲ ऱࡏࣃ
ఉߖ࠻ߦऒ  ఉపڵࡆంۧ࡯, త޳छ ద࠴ ࡌ ऱ݇  సమऴగ࠳నڒ ޴క߱వ۪ऐ  మనం ࣆలభం࡮࠮ ڴङ ంకనం 
ङޑమనం ऴప ߘ ࠹యగల ߷రۯ ࠪऒ యం ࣋ۯफ, ߖߖ޳ మనం ࣆలభం࡮࠮ ڴङ ంకనం ۯయగల మࡖక ߷రڴ ࠹ 
ࠪరऐ వ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఈ ࣇऴߖޑऒ వడం ఇకएڝࣆࡱޘ  డ ࣆలభ࠳ం޴ మ࠾ࡍ ఈ సమऴగతߘ మనం త޶పࡍ 
తछ ࡹలంڒ రڴ అంచߕ ࢘యగ࠭ޑڷࡱ.
ऒߖڜ   ऴڝޒణࠫࡍڷ ޒ फంߩలߘ ఉపڵࡆంచߕޔࠓऒ ంܿనऒڕߘఉంۧల ޶ం࠭ ࠬ ߘߝ బܽदڒ ߘ  దܽ࠴ 
ఉ޳హరణ ఇߩओ ऒߕڕఎం۪ ߖంܽݟ࠮ ݦ ړ ࡮ۧ ޴ఆࣣ ఇ ,ߘ ऱషद࠳న గణనsin cube x cos cube xdxi 
ऒߖ޵ ࠭࠲ फ࣋۫ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޶ڒ యవ۪ऐۯ ڴలభంࣆ  चࢁమ ڴऴగతफ܉ వదभ ߖ޳   మనం ऴపޑङ ࠪऒ య 
పదमߖޒ ఉపڵࡆంచవ۪ऐ , ఇకए డ మనߤ࣌ ڕ ఫంࣾߤ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ߤ࣌ڜ ఫంࣾߤ ఉంڒ ޴బܽद మనం 
ఏࠫ ۯయగలం అం݄ మనం ږ ߤ࣌ ߖߖ޳ङ ࠗ ࣋ए छ ంచవ۪ऐ܊࢑భ ڴ ࡛ .x cos x cos xdx 

Pru
tor
@
IIT
K



కएࡅ  ఉతओ నऒ ం అߖ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद మనం ߖ޵ऒ  ఎంࣆۯ ڕ޶फߕऒ  sin x cosine xdx  ࠵
۫డంڒ ,ݟబܽद కߗసం ఒక ࠙గం ߱࠼ం޴ మ࠾ࡍ ఇߩओ ऒߖڴ࠙ న࡯ڵࠫ ݡ  మనం ۫࡯࢐ڝࣆ మ࠾ࡍ ఈ 
ए࣋ ࣒ڒ छ ట࡛घ ߤ࣌ న࣒࣌ ߘ ߤబܽद మనం ఈ ఫంࣾڒ ࡯࠻ۯ మనం ఏࠫ ޜ ࡛  x ߖంచగలࠪ అࡍ࢑వ ࡹ 
ऴపయޒऒ ంۧ࡯ మ࠾ࡍ ఇకए డ ࠬڕ ऴڝޒణࠫࡍڷ ޒ फంߩ ఉందࣆࡱޘ ڕࠬ ߖ, ఇߤ࣌ ޴ ࣋ए छ ࡛  ప ऱ࣒  x ࣒ڒ 
࣋ए छ ए࣋ ࣒ڒ సࠪనం అం݄ ړ ࡛ छ ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ రऴసంޔపం  చߦ న࣒࠳  ࡛ x 1 ڴ ߤఫంࣾ ߤ࣌ ݞږ  x 1 x 
ࠪరऐ వ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఈ ࠴తफం ࢑షయం ఎޔڷࣃ ࡮ంڒ ޴బܽद ږ ߤࣄङ ࠗ ఒక ࠳న࣒ ߤࣄ ࣋ए छ  x x cos ߖ ࡛

రऐࠪ ڴ ంڒ  ݟబܽद ߘߝ ߤ࣌ڜ ఇకए డ ߰ంږ ޴޻ङ ࠗ వ࠳ ߤన࣒ ࣋ए छ ࡛ न ࣄంࡽߩ xdx xdx dt t t dt 
బࣗప޴ వङ ڔ फకరణ, ఇࣆ ޴లభం࡮࠮ ڴङ ంకనం ۯయబޔݡంږ ޴ङ  పవ࡛ t t ܿ ܘࡕ ࢟ࠀ న࣒ పవ࡛࠳ ࠗ
झڡࣄ ࠑ ࡏపవ࡛ ఆ  ޴ంޔ࢓అ ܘࡕ ܽ న࣒࠳ ࡛ࠂ ࠑ ࡛ࠂ పవ࡛ ܿ ܘࡕ ܿ  మ࠾ࡍ పऱ࣒ రߪ ంకంࡌबࣄ  पం  ऴڼషߤ 
ఎకए డ ߦపం ڒబܽद అంޒమం࠳ ࡛ࠂ ࠑ ࡛ࠂ ߤ࣌ ࡏࠬ ڴన࣒ ࣌ڡࣄ ߤझ झڡࣄ ࠑ   ప ऱ࣒ झߜڒ  ଀ం݋ అࣣ t x x x 
ఇࣄۯ ࡽݠ ߘߝ ޴న ߷ङ షࢗ ࡹ ߤళ ऱడం ޳ࡶ ఈ ఉ޳హరణޜ వङ వహࡍంచడం అవసరం ݞږ ࡏࠬ ,޶ࡶ 
ఉపڵࡆంచవ۪ऐ   మࢁच  అ޻ ఉ޳హరణ ڕࣆޓం޳ం, ࠬࡔ࢘ ࡏ సంబంߖ߄ऒ ంచవ۪ऐڵࡆఉప ݞږ   బܽदڒ 
ऒߖ޵ ߘߝ కएࡅ   ఉతओ ऴ࢐࣋फ ఇకए ڴफޒ డ మనం ఏࠫ ۯయగలం అం݄ sin x cos x whole cube dx 
మనం ࡓ ߖߖ޳ంށڷ ޜݡంۧ࡯ అం݄ మనం ࡹపల ࣆށڷफߕऒ ङږ బܽदڒ ࠭ ࠗ ऴ݋ڙࠈ అం݄ మనం ࡓంݡ 
ङږ ऒߕफࣆށڷ ޜ ࠗ ऒߖ޵ బܽद మనంڒ ࠭  ఒకࡓ ࡍࣃంږ ݡङ ऒߖ޵ ߘߝ ,޴ఉంܿం ࣄంచవలڵ࠙ ޜ ࠗ  నࣄۯ 
తࡌछ త ఇࣄ࡯ޘ ڴࠈ ࡮ۧ ޴న ߷ࡏघ  a a ޴ࠫߖఎ ݟంߘ ఒకܽ ޴బܽद ఇڒ ݀ ߤ࣌ అం݄ ࣒ڒ ఎ ߤ࣌ ݀ ࡮
వరڕ సమऴగంڴ ఉంܿంࡓ  ޴ంࡅ ݡకए ङږ ߤ࣌  ఇకए ࠾ࡍమ  ޴ంݟబڝࣆޓ పలࡱࢗ ࠗ డ ߤࣄ ߘߝ xdx 
ङږ ࠗ ఫంࣾ࡮࠮ ߘ ߤङ ంకనం ۯయࡓ ړߖݞంڝ ݡసం ߕ ऴపޑङ ࠪऒ ऒߖ࠻  ఉపڵࡆంచగలڒ ߘబܽद ࡓంݡx 

అۮ ߖపओ ంݟ, త޳छ కएࡅ ࡌ ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ ړ సࠪనం ڒబܽद సࠪనం ऴపޑङ ࠪऒ యం ࣄۯన x t dx dt dx 
తࡌछ త ࡓం޳ ݡछ ఇకए ࡌ డږ ߤ࣌ ڕङ కएࡅ ࠗ  వࠑ ߤ ఎ݋࠼ ఇంܽऴڼషߤ వࣆफం޴, ఇߤ࣌ ޴ dt ni tdt 
ङږ కएࡅ ࠗ  పదࣔړࡏ పదࣔࡔళऱ ఇంܽऴڼషޔࡏࠪ ڴ ߤం޴, ఇ࡮ۧ ڕࠬ ޴ సओ షदంڴ ఉం࡮ݦ అߖऒ  దశలߘ 
ऒߕफࣆۯ फࣃۯ ࠭࠲ బܽदڒ ߘ ࠭.
  ఈ ࣾణంࡹ ఏ ߷ࡏघ ए࣋ ߤ࣌ కࡖమ ߖߖ޳ మనం ,޶య࡯ޘ ࡮ छ ऐࡍࠪ ڴ ࡛ నటऱޙ࠼ మనం ఏࠫ ࡯࠻ۯ, ఆ߯ 
మనం ఇపओ ऱࡿࢗ ޜయړన ऴపऴࣄۯ ښܽ ࡍڷ ޒణࠫڝޒక ऴࡖమ ࠭࠲ ޳ࡶ ࡯ फంߘߩ ఉపڵࡆంۧ࡮ వ޳भ  అߖ 
घࡏ߷ జనకࢡఆ ࡏࠬ ङږ ߤ࣌ ࡛ࠂ న࣒࠳ ߤ࣌ ޓऴ  ࡯࢐ڝफం۪ࡏڷ సࠪనం ޓऴ ߤ࣌ ࡮  ఈx x x ߘߝ బܽदڒ ࠗ
घࡏ߷ ఇకए ߖ࡮ డ ߘంݟ ఉప࣋ڵࡆफ ࡏ߷ ߘߝघ ऒߖ޳ ڴలభంࣆ ߘߝ ం݄ڕफం۪ࡏڷ ࡮  ߰ందగలߘ, అߩओ ݡ
ऒߖ޵ ߘߝ  ࠪऴత࠲ ఉపڵࡆంచగలߘ కߘక ߷ࡏघ ङږ ߤࣄ ߝంటࢗ ߘߝ ం݄ڕफం۪ࡏڷ ࡮  ݡ࠮ ߘ ࠗ
కएࡅ ߤ࣌ ޴ఇ ,ڴంచڵ࠙ ޜܽݟ ڷࡱߕ ߖܽ ޓऴ ߤ࣌ న࣒࠳ ޴ߝఅ ࡽࠋయࡍ࢘ ߘందగల߰ ڴࡱफࡏڷ  t 
అర࢙ ڷࡱߕ సࠪకలړߖߕ ఒకܽࣆޓ ࡍ޳ ړफం޴, ఇ޴ 
కएࡅ ߤ࣌ ఆ߯ పऱ࣒ ݡ࠮ ݟంߘ ܽ ݡ࠮ ࣒ڒ న࣒࠳ ऱࢁమ ܽ ݡ࠮ ࡽన࣒ ఇంܽऴగ࠳ ܽ ࣒ڒ న࣒࠳   ఎ ڝ  

ఇకए ߘߝ ڴమంޒబܽद అంڒ డ గమߖంۨన࢑ ఇకए డ ߘߝ కھߘనऒ కएࡅ ࢑  ऴړం࠳ ޴న࣒ ऴࠑ ޓ stant c t 
అర࢙ ࡓ ࣒ڒ ڷࡱߕంڒ ݡబܽद ࡓంݡ ఈ ࠳న࣒ ࠳న࣒ పऱ࣒  వࠑ ߤ అర࢙ ࣒ڒ ݡ࠮ ڷࡱߕ ఆࠆ ఆࡏ x x x 
 ప ऱ࣒ ऒߕޔࠓంద߰ ڴࠈ ࠭࠲ ߘల ࠹ऱ ۫࣋ ߷రࢁమ ࡏࠬ ࡹహరణ޳పܽ ఉߘ࠭  బܽदڒ ంకంࡌबࣄ  ࠭, 
ఈ ఉ޳హరణ࠭࠲ ߘ అంచࣄ࢘ ߕన ߄࢑నం ࠬࡏ ఆࢢంۨన ڝ ߖ޳సం ࡏ࢐ ۫డక߱వ۪ऐ  ڕࠬ ߘߝ ߗڒ ,
ఇంతڕ ࠭ంߧۮ ޶ओ న ऱܿڴ ऴపޙङ కత ࣔࠬ ఇవछ బడࡏ࢐ ߗڒ ޶ ఒܿڕ ښంۮ ړߖࠈం޴న࢐రࡏࠬ ߖ 
ए࣋ ߤ࣌ ݀ న࣒࠳ ߤఆࣣ వ ߖ ݀ ࣒ڒ ఈ ࡏࠬ ,ޙ࠼నటऱࣄ۫ छ ంచవ۪ऐࡍ࢑సफ ڴ ࡛ , ఆ߯ మࢁऱ ࠬࡏ అ޻ x
 ߘహరణ޳క ఉࡖమ ۯంڵࡆఉప ڕࠬ ߘߝ ࡹߩంڵ࠭ బܽद ఆࣣڒ ࡏޑ޶ం߰ ߘబంధనలߖ
ऒߕంܿڕߘలߦ۫ కएࡅ ޴ࠫߖతం ఎښసం ڷࡱߕ పంߦ  ߘ  సమऴగతߘ కھߘనߖڜ ړߖݞऒ  x x 
ऴڝޒణࠫޒ సంబంధం ࢐సफړߖ࢐ ఈ ఉ޳హరణలߘ ఆࣣ ڡࡍߜܐ ఉ޳హరణڴࡱ పࡍగށంచవ۪ऐ  బܽद ఆࣣڒ 
షएࡍప ࡏࠬ ऒߖڜ ࡏࠬ ޳ࡶ వ࣋फ ࣄంచవలࡍ  ఇతర సమऴగతߘ అంచߕ ࢘యవలࣄ ఉంܿం޴  ఈ రక࠳న al 
ఫంࣾߤ లߘ కڵ࡯ ఉంܿంࡏࠬ ,޴ ఆ ఫంࣾߤ లޜ ఎ࡮ వङ వహࡍంచవ۪ऐ  అߝ సంߖࢡ޻ऒ  ,࡯࢐ڝࣆޓ ࡏࠬ 
ఉ޳హరణڕ ఇకए డ మࢁऱ ࠭ߘపܽ ఉ޳హరణࡹ వށڷ ࡏࠬ ࡵంۨ ࡓంڵ࠙ ޜݡంచంݟ, త޳छ  ݡంࡓ ࡏࠬ ࡌ
x x.ࡏޑ޶సగం ߰ం ࡹ ޴ࠫߖఎ ߤ࣌ ڷࡱߕ ߤ࣌
ओߩఇ ߘఈ సమऴగత ࡏࠬ  ऒߖߦࡐ ࠉ ߤ࣌ ఎ ߤ࣌ ݡంࡓ ޴फ, ఇ࣋۫ ݡ फޕࢡఅదృషदవ ,޴ంڕࣆޓ   ࠪ వదभ ఒక 
घࡏ߷ ړߖݞయۯ ߤఇ ߤ࣌ फనऒࢂڙࣆޓ ړࡎࣃ ࠆఆ ߤ࣌ ޴ఉం ࡮ घࡏ߷  మघࠫ ޴ఇ ޴फంࡏڷ ڕࠬ ࡮ ऒ࡯  న࣒b࠳ 
ఒక ప ޴फంࢂڙࣆޓ ړ ࣒ڒ ࣒ڒ న࣒࠳ ࠉ ऱ࣒ బܽद ఇకएڒ ࠉ  డ ࠪ ఇంܽऴగࡽ ఈ సందరग ం࠳ ڷࡱߕ  ࡹన࣒ i 
ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ڷࡱߕ ࣒ڒ పऱ࣒  ఎࡅ ޴ࠫߖకए  x x ڴఒక సగం సమऴగం ړߖݞయۯ సంతకం ړ ࣒ڒ ࠉ ߤ࣌ 
घࡏ߷ ߘߝ బܽदڒ ޴ంޔࡏࠪ ओߩంۨనڵࡆఉప ࡍࣃఒక ߖ࡮ ङ࡮࠮ తफం࠴ ఈ ݡ ంకనం ऴܽࡽ࢑ అޔ࢓ందߖ 
డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ  
కएࡅ ڷࡱߕ న࣒࠳  ఒక సగం సమऴగ ࣒ڒ, ఇ࠳ ޴న࣒ ࡅకए ओߩఎలऱ ࣒ڒ   ,x x cos x ࠭࠲ బܽदڒ ݢ
పߜऒ ంࡅ ݡకए ఇపओ ߘߝ ޴ఇ ࠾ࡍఉంܼ࠭ మ ڵ࡯క ࣒ڒ న࣒࠳ ڷࡱߕ   12x dx x ࡯డनھ ڕࠬ ښܽ
మڝ ࠾ࡍసం ۫ߧన సంబంߖ߄ऒ  ఉపࣃڵࡆफ ࠭.v 
ࡍߪ  फ  ऴࡽڴ ఆ࣒ڒ ࠆ అߩओ छ޳ ߘߝ ݡ కएࡅ ఈ పదం ࡌ  ఉతओ నऒ ం ޳छ  అం݄ ah ,޴ఉంܿం ࣄంచవలڵ࠙ ࡌ

ऒߜప ࣒ڒ న࣒࠳ ڷࡱߕ ܽޜ బܽद ఈڒ ޴ంޔ࢓అ ڷࡱߕ ޴బܽद అڒ ޴తం ఉంښసమऴగ సం ړ ంڕݡ cos x 
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సమऴగ ࡏڷफ పߜऒ ం࢑ ݡభ܊ంచబݟం޴  పߜऒ ంࡅ ݡకए  ఉతओ నऒ ం ޳छ ऒߜప ࡌ ంݡ మ࠾ࡍ ఆ߯ x x 
ఏڔకరణ ࡅకए ङޙఈ ऴప ࡏࠬ బܽदڒ ,޴ంకం ఉంܿంࡌबࣄ  క వङ ڔ फకరణߘ ۫࣋फ ఇڜ ޴ంۮం కషदంڴ కࣆߧߖफం޴ , 
అޙ࠼ ऴڝޒణࠫࣇ ޒऴߖޑऒ  ఉపڵࡆంచడం వలऱ ऴڝޒణࠫޒ సంబం࡮࠮ ࡱ߄ङ ంకనం ۯయڕࠪ ړߖݞ 
సࣔయపడ࠼ޑ.
 ఆࣣ ఇంܽऴగࡽझ  ࠵ࣃۯ మనం ఏࠫ ړࡍబܽद ۨవڒ ࡹన ࠪరठం࠳ఆࣣ సరళ ޳ࡶ ࡹన ࠪరठంڽࡏ࠱ 
సంऴగࣕంۧలڕߘంܿߕऒ  ఈ ,ߘ
ङޑऴప ߘలڴక సమऴ߅రవߖ మనం ܌ࡗ ࠪऒ యం ޳छ ङ࡮࠮ ࡮ఎ ࡌ ంకనం ࡏߝ ࡹ࠻ۯऐ ऒߕڕ ࠭, ఆ߯ ߖڜऒ  
ऴڝޒణࠫޒ సంబంధం ޳ࡶ ऴڝޒణࠫࣇ ޒऴతం ڝసం ࠭࠲ ऴڝޒణࠫࡍڷ ޒ फంߩలߘ ఉపࣃڵࡆफ ࠭.
 
త޶పࡍ తరగࡹޒ ఈ సమऴڴల࡮࠮ ߘङ ంకనం ۯయࠊ ࠭࠲ ړߖݞజగށత ࠪߖ܋ కڵ࡯ ఉనऒ ࡍߖ  भషद ఇతర 
ࡍߖ भషद ߇࢑లߘ ఎ࡮࠮ ࡮ङ ంకనం ޳۫ ࡹ࠻ۯभ ం  ऴ࣒߭ ޳ࡶ ࡱ బࣗప޴ వङ ڔ फకరణࡏࠬ ࡱ 
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