
  كیا سے فنكشن ایریا ایک كا اس كہ لیا سمجه نے ہم لیا سمجه  كو خیال كے انٹیگرلز لاتعلق نے ہم ہیں كرتے خیرمقدم كا طلباء میں كلاس پچهلی
نے ہم پهر ہے كیا آئیڈیا كا ڈیریویٹیو اینٹی كہ سمجها بهی یہ نے ہم ہے مطلب  fxdx پر طور كے مجموعہ كے مشتقات مخالف تمام كو انٹیگرل كے

حقیق طرف كی آخر كیا۔ بیان
انٹیگرل نے ہم اور سمجها كو تشریح ہندسی كی مشتق مخالف یا خاندان اس كے خطوط منحنی نے  ہم ہوئے ركهتے تعلق سے مجموعے ایک كے توں

ہم جو ہیں چیزیں وه  یہ لہذا ہے انٹیگرل قطعی ایک یہ كہ كہا نے ہم پر جس دیكها ہوئے سمجهتے انٹیگرل بهی كو فنكشن ایریا سے نظر نقطہ كے  
اندازه كا انٹیگرل كے فنكشن كسی ہم ہیں كیا خصوصیات كی انٹیگرل معینہ غیر كہ گے دیكهیں مزید ہم آج ہیں سیكهی میں كلاس پچهلی اپنی نے  

مستقل كو آپ  میں جہاں ہیں لیتے مثال ایک ہم پہلے سے كرنے شروع لیے اس گا جائے دیا ہمیں جو ہیں سكتے لگا كیسے  c ہیں دكهاتے اہمیت كی
ہیں لیتے انٹیگرل ہم جب ہیں لیتے ہم جو  

بڑها ایكس پانچ جسے ہے  گیا كیا لیے كے كرنے تلاش كو ایكس ایف ڈیریویٹیو اینٹی كے ایكس ایف سمال فنكشن  ہیں جیسے ہم كہ كریں فرض تو  
اینٹی ہمیں كہ ہے كہتا یہ صرف نہ یہ لیے اس ہے جاتی دی ہمیں ویلیو كی ڈیریویٹیو اینٹی كہ طرح اس ہے جاتا دیا پر طور كے ٹو پلس فور پاور كر

ہے۔ كرنا تلاش كو ڈیریویٹیو كہ ہے كرنا معلوم یہ ہمیں كہ ہے كہتا بهی یہ لیكن كا قیمت كی جس مشتق  x  nt  f  x  جب ہے پانچ قیمت كی
كیسے یہ كہ گا دكهائے كو آپ ہوگا۔ كرنا تلاش ڈیریویٹیو اینٹی مخصوص ایک كو آپ سے میں خاندان كے ڈیریویٹوز اینٹی تمام لہذا ہے برابر كے ایک

پاور ٹو ریائز س  ای فنكشن ایک كے ڈیریویٹیو ینٹی  كے تجربے سابقہ ہمارے ہے سكتا جا كیا   n بذریعہ  كہ ہیں سكتے لگا ندازه  ہم سے قسم كی
دو  جم پانچ  dx x rai e to power  xڈیریویٹیو اینٹی ہمیں ہے جاتا سمجها پر طور كے ڈیریویٹیو اینٹی كو فنكشن اس  لی اس  او ہے تا  نک

كا ایک كہ جیسے ہے ہوتی ضرورت كی جمع دو جمع ایک كہ ہوگا یہ مطلب كا جس ہے برابر كے پانچ ہے برابر كے پانچ   f  c  c دو قدر كی
مشتق مخالف لہذا ہیں دیتے پر طور كے قیمت یہاں سے كو ہے۔ بڑهاتا پر دو جمع پانچ   fx  x  po   wer  x دو جمع

ڈیریویٹیو اینٹی انوكها ایک پاس ہمارے كہ دیكها نے آپ میں صورت اس تو دو جمع پانچ جو ہے ملا   x  x آپ جو ہے بڑهاتا میں طاقت كو دو جمع
جب ہے دیتا قیمت كو   x ہے ہوتا برابر كے پانچ ایک

كہ جیسا تهی گئی دی میں معاملے اس شرط جو كہ ہے گئی دی شرط ایسی  ہیں ہم اگر تو   f1 5 كا قدر مخصوص كی مستقل اس ہے برابر كے
كی انٹیگرلز معینہ غیر ہم اگلا ہیں سمجهتے پر طور كے مستقل صوابدیدی بهی كسی كو مستقل اس ہم ہے سكتا جا لگایا اندازه پر طور عمومی  

لہذا ہے سكتا جا سمجها عمل الٹا كا تفریق كو انضمام كہ تها بتایا میں شروع نے ہم كہ جیسا ہے متعلق سے پراپرٹی گے۔ دیكهیں كو خصوصیات  
انٹیگرل كی  fxdx  dx گے لیں مشتق كا انٹیگرل اس آپ اگر اور ہے انٹیگرل كا فنكشن یہ كہ ہے مطلب كا جس ہے فنكشن خود بذات خاصیت كی

پہلے سے جانے ہم اب ہے مستقل ایک علاوه كے فنكشن انضمام كا مشتق كے فنكشن كہ ہے یہ خاصیت دوسری كریں حاصل فنكشن ہی ایک  آپ تو  
مساوا ان  دیكهیں كو اظہار دونوں ان پہلے

كہ ہے كہتی یہ میں صورت دوسری جبكہ ہے فنكشن خود تفریق كی انٹیگرل كے فنكشن كسی كہ ہے كہتا یہ اظہار پہلا لیے كے ثبوت كے توں  
الٹے كے دوسرے ایک انٹیگرلز اور ڈیفرینسل آپریشنز دونوں كہ كہتے۔ نہیں ہم ہم لیے اس اور ہے مستقل جمع فنكشن انضمام كا تفریق كے فنكشن  

ہوتا آپریشن الٹا بین كیونكہ ہے سكتا جا سمجها آپریشن الٹا ایک كو ان كہ ہیں كہتے ہم لیكن ہیں آپریشن  
ہم اگر لہذا ہے مستقل ایک یہ میں معاملے اس یہاں لیكن ہے كرتا كام خود  ۔ تها چاہیے دینا كو آپ انہیں بعد كے لگانے وقت بیک كو آپریشنز دونوں تو

كریں غور پر انفرادیت تک مستقل  
پراپرٹی تاكہ ہے جاسكتا سوچا پر طور كے ثبوت آپریشن الٹا ایک انہیں تو  a ہم جو ہے جاسكتا كیا ثابت كركے استعمال كا تعریف اس راست براه كو

وه كیا ہیں۔ جانتے سے خیال كے ڈیریویٹیو اینٹی چهوٹے كیپٹل كہ طرح اس ہے برابر كے چهوٹے   d by dx of fx  fx  fx  fx كا
پهر ہے مشتق مخالف انٹیگرل كا  fxdx  c   apital fx plus c ہے

كیپیٹل كہ ہوئے كرتے فرض یہ گے كریں اطلاق كا آپریٹر مشتق پر انٹیگرل اس ہم اب تو  f اگر لہذا ہے ڈیریویٹیو اینٹی لیے كے ایكس ایف چهوٹے
گے كریں لاگو كو مشتق یہاں ہم  

انٹیگرل ہمیں یہ تو كے ذریعے كے طرف كی ہاته دائیں  ہے۔ ہوتا اطلاق كا اس كہ جیسا گا دے بذریعہ پلس  fxdx  dx  d  d  dx fx  c جو
زیاده سے كہ ہیں چكے جان ہی پہلے سے تعلق اس ہم اور ہوگا صفر مشتق كا مستقل كیونكہ ہے برابر كے   df  dx  df over dxسوا كے

ہے نہیں كچه لہذا ہے نكلتا ایكس ایف فنكشن ہی خود ایكس ایف انٹیگرل بذریعہ انٹیگرل   fx so d by dx   d  dx  fxdx ہے فنكشن خود
پراپرٹی یہ لہذا ہے كرتا ظاہر كو پراپرٹی كہ ہیں كرتے نوٹ ہم لہذا ہیں كرتے استعمال تعریف دوباره ہم   a for  b  d by dx of fx جو

پر طور بنیادی   f prime x دیكهیں سے نظر نقطہ كے تعریف كی ڈیریویٹیو ٹی این دوباره اسے آپ اگر  اب لہذا ہے
كہ ہیں سكتے لكه ہم ہوئے كرتے استعمال كا تعریف كی انٹیگرل لیے اس اور ہے ڈیریویٹیو اینٹی لیے كے ایكس پرائم ایف ایكس ایف سمال تو  f 

انٹیگرل كا ہے۔ پلس لیے كے  prime xdx  fx   c  c  bf prime xdxپراپرٹی جو ہے وہی یہ اور ہے سے سیٹ كے اصلیت تعلق كا
  fx plus cایک اور فنكشن ہی ایک انٹیگرل كا مشتق كہ ہے دكهایا ہوئے كرتے استعمال كا تعریف اس كو خاصیت اس نے ہم لہذا ہے برابر كے

دو كہ ہے مطلب كا اس ہے جیسا ایک مشتق كا انٹیگرلز دو كہ جائے دیا یہ ہمیں اگر كہ ہے یہ  ہیں۔ دیكهتے ہم جسے ہے پراپرٹی دوسری مستقل  
فنكشنز اور انٹیگرل اگر لیے كے كا انٹیگرل كے   fx  gx  fxdx  d by dx  gxdx  dx ہے برابر كے

انٹیگرل فنكشن دونوں تو اور   fx  gx ہیں ركهتے تعلق سے خاندان ہی ایک كے فنكشنز  وه
ہیں دكهاتے یہ ہم اگر ہیں سكتے كر كیسے ہم تو  

كہ ہے مطلب كا اظہار اس ہیں لیتے كو اظہار پورے ہم كہ ہیں كرتے كیا ہم تو كے انٹیگرل  d by dx  fxdx  integral of مائنس
  gxdxصفر

اسے آپ پہلے تو میں كے كریں منتقل میں   d  dx  dx   integral dxdx جائیں لے باہر كو آپریٹر پهر جائیں لے طرف كی ہاته بائیں كو
تمام مساوات یہ كیونكہ لكهیں میں انداز اس كو اظہار اس پهر اور تمام مساوات یہ لیے اس اور ہے درست لیے كے   x  x درست بهی لیے كے

كہ ہے ممكن یہ  اور ہے   x ہو مستقل ایک خود بذات فنكشن جب ہو میں صورت اس صرف امكان كا ہونے برابر كے صفر مشتق كا فعل كسی كے
كہ ہے یہ مطلب كا جس مائنس انٹیگرل كا ہیں كہتے ہم ہے برابر كے مستقل ایک  fxdx  integral of gxdx  c ہوگا یہ مطلب كا جس اور

ہوں كرتا منتقل جانب دائیں كو ایكس جی میں اگر  كہ  
انٹیگرل مجموعہ كا فنكشنز تمام تو كو اس ون پلس جیسے ہیں كہتے میں اگر طرح اسی اور ہے میں  gxdx  c one  c one r  fx دائیں كو

ہوں لیتا جانب  
انٹیگرل تو كہ ایسے دو جمع دو   fxdx  c  r نمائندگی كی خاندان كے خطوط منحنی لیے كے انٹیگرلز ان وه لیے اس ہیں ركهتے تعلق سے

كرتے نہیں طرح اس پر طور عام ہم لیے اس ہیں مساوی یہاں سے وجہ كی برابری اس خاندان دونوں یہ كیونكہ انٹیگرلز دو لیے اس اور ہیں كرتے
كہ ہیں لكهتے ہم اور ہوں نہ پریشان میں بارے كے مستقل والے جانے لكهے یہاں پر طور عام ہم ہیں برابر خاندان یہ كہ جیسا   fxdx انٹیگرل كا

جو ہے وہی مستقل یعنی ہے انٹیگرل كا ہے۔ جاتا دیا چهوڑ كو ہم مزید یہاں  gxdx  ah   ed  ah تلاش خصوصیات اور كچه كی آپریٹر انٹیگرل
جسے ہے پراپرٹی لكیریٹی پراپرٹی پہلی ہیں چكے دیكه ہی پہلے آپ جسے ہیں جلتی ملتی سے پراپرٹی كی آپریٹر ڈیفرینشل پراپرٹیز یہ ہیں كرتے  
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گا لكهوں سے طریقے ذیل درج میں اس میں انٹیگرل كے پلس پلس ہے برابر كے انٹیگرل كے   fx  gxdx fxdx  gxdx كے انٹیگرل كے
انٹیگرل لہذا ہے برابر كے مجموعے كے انٹیگرلز كے فنكشنز دو ان انٹیگرل كا مجموعے كے فنكشنز دو كہ ہے گیا كہا میں اس دیكهیں كو فنكشنز  

كے ہاته بائیں اسے اور جائیں لے طرف كی ہاته بائیں آپ كہ ہے یہ یہاں  ہے آسان ہے جاتا كیا تقسیم پر ثبوت جمع پر طور بنیادی  dx  d سے
لہذا ہے فنكشن خود مشتق كا انٹیگرل كہ ہیں چكے دكها ہی پہلے ہم جو ہیں جانتے سے پراپرٹی ہم كہ جیسا ہے كرتا فراہم كو آپ كریں فرق سے  

بلكہ نہیں كچه مشتق كا انٹیگرل اس كہ ہیں چكے كر ثابت یہ ہی پہلے ہم  بهی جو ہوئے كرتے استعمال كو پراپرٹی جمع  fx  gx كہتے ہم یہ ہے
جو ہے رشتہ وه كہ ہیں  com ہم كیونكہ كریں فرق طرف كی ہاته دائیں گے كریں طرف كی ہاته دائیں ہم كام كا طرح اسی اب سے طرف بائیں  ہے۔

اسے ہم لہذا ہے ہوتا تقسیم پر اضافی مشتق كہ ہیں جانتے ہی پہلے جمع كے پر انٹیگرل كے بذریعہ   fxdx  d  dx  d  dx ہیں۔ سكتے لكه
كہ ہیں جانتے ہم ہوئے كرتے استعمال كا ون پراپرٹی پهر بار ایک اب كا انٹیگرل پر فنكشن كا   gxdx  d by dx integral  fxپلس

فنكشن كہ جیسا ہے وہی  integral d by dx integral gx  gxكہ ہے یہ وه ہے دكهایا جو یہاں نے ہم لہذا ہے ركهتا تعلق سے غور
ہیں كرتے فرق میں افعال دو كے طرف كی ہاته دائیں اور طرف كی ہاته بائیں ہم اگر كہ  

درست یت  خا یہ سے وجہ اس  او ہیں ركهتے تعلق سے خاندان ہی ایک كے خطوط نحنی  وه سے جائیداد سابقہ اور ہے ملتا مشتق ہی ایک ہمیں تو  
ہے یہ وه ہے گیا كہا جو یہاں لہذا ہے لیے كے ضرب اسكیلر خاصیت دوسری بعد كے انٹیگرلز  یت  خا لكیری كہ ہے ہوتا ت  ثا سے اس ا  لہ ہے

كہ اوقات انضمام كا كے جہاں ہے جیسا انضمام كے اوقات   k  fxdx  fxdx  k   k كرتے استعمال آئیڈیا وہی ہم بهی یہ ہے مستقل كچه
تها كیا لیے كے پراپرٹی پچهلی نے ہم كہ جیسا گے كریں ثابت ہوئے اور نكلا سے طرف كی ہاته بائیں   d by dx  d by dx كی ہاته دائیں

اسكیلر كہ ہیں جانتے ہم طرف   k طرح اسی ہے رہا كر استعمال كا پراپرٹی ایک دوباره ہمیں لیے كے مختلف سے آپریٹر ڈفرنشل  ہے۔ سكتا جا لیا
كہ ہیں كرتے دعویٰ  ہم میں كیس پچهلے كہ جیسا پهر بار ایک   kfxdx kfxdx ایک كو پراپرٹیز دونوں ان ہم كہ گے كریں كیا ہم اب ہے ہی جیسا

فارمولہ عام ایک  گے۔ ڈالیں میں ان اور گے كریں جمع ساته  
لیے كے مستقل ہیں كہتے ہم آئیے تو افعال اور   k 1 k 2 dot dot kn  f one xf two x dot dot dot fn x ہے تعلق كا

كہ جمع ڈاٹ ڈاٹ ڈاٹ جمع آپ كہ جیسا  ہے ہی ایک انضمام كا  k 1 f 1  k 2 f 2  knfndx  k one  f one انٹیگریٹ باہر كو
پهر اور ہیں لیتے ٹو  sorry dx plus k  knfnx dxلكیری مخصوص فنكشنز جہاں ہے كرتی مدد میں لگانے اندازه كا انٹیگرلز خاصیت یہ

ہیں دیتے مثال فوری ایک ہم ہیں جاتے لكهے میں امتزاج  
كریں۔ فرض تو فنكشن لیے كے كرنے معلوم انٹیگرل كا فنكشن اس ہمیں پلس اسكوائر  e  ax  bx plus c  اسے ہم ہوگا كرنا معلوم انٹیگرل كا

اس یہاں ہم لیے اس ہیں جانتے كو پراپرٹی لكیریٹی ہم چونكہ ہیں لكهتے میں انداز اس ہیں سكتے لكه مستقل كو پلس مربع   abc   x  b انٹیگرل
ہے پلس ون انٹیگرل اسے ہم لہذا ہے ایک اور كا انٹیگرل ٹائم   x  c  dx ہم كہ تک یہاں یا ہیں چكے دیكه ہی پہلے ہم جو ہیں لكهتے پر طور كے

لیں تفریق كی اس ہم اگر كہ ہے یہ وه ہیں سكتے كر استعمال طریقہ كا مشتق مخالف ہمیں  بذریعہ كیوب x 3  اسے لئے اس اور گا ملے مربع  x 
ہم جمع  بذریعہ كیوب یہ كہ ہے دیكها ہی پہلے نے آپ ہیں سكتے لكه چهوٹے جمع دو بذریعہ مربع x 3 لئے كے ایک ہے لئے كے  bx  x  c  

ہم اگر یعنی انضمام   x گے كریں فرق كو
ایک گا۔ ملے كو آپ تو  

فنكشن تو اسے ہم لئے اس مستقل میں آخر اور چاہئے ہونا ظاہر یہاں كو یہ كیونكہ گے كہیں   x  c one  c اس ہے رہا ہو ظاہر ہی پہلے یہاں
انٹیگرل كا امتزاج لكیری اس لہذا چاہئے ڈالنا نہیں میں الجهن ہمیں اسے لئے نكلے  thi   s الگ الگ تین كو انٹیگرل اس سے آسانی كا جس فنكشن

میں انٹیگرلز  
میں بارے كے تفریق ہم اب گی ملے مدد مزید میں كرنے حل كو مسائل پیچیده كچه ہمیں سے تكنیک اس ہے سكتا جا كیا كر لگا اندازه كا ان اور كر توڑ

فارمولے یہ كے كرنے حل مسئلہ گے۔ كریں مدد میں كرنے اندازه كا انٹیگرلز ہمیں جو گے لكهیں فارمولے كچه اور گے كریں استعمال كو علم اپنے
چاہیے كرنی كوشش كی ركهنے یاد زیاده سے زیاده كو ان كو آپ اور ہیں فارمولے بنیادی بہت  

گا۔ لكهوں انٹیگرل متعلقہ میں طرف دائیں اور گا لكهوں فارمولہ متعلقہ كا مشتق میں گا كروں كیا طرف بائیں میں تو  
ہے یہ پاس ہمارے تو  d by dx x raise to power n plus 1 by n plus 1 x raise to power n 

تو طاقت كی والا اٹهانے تک پر  x n plus  ndx  x n plus 1  n plus 1 plus a constant c نوٹ یہ ہمیں یہاں ہے جاتا ہو
كہ چاہیے كرنا خاص ایک ساته ساته كے وقت جو گے كریں ڈیل سے الگ كو كیس  مائنس اس ہم سكتا ہو نہیں برابر كے  مائنس n 11 طور كے  c 

كہ ہیں جانتے ہم كہ جیسا گا۔ آئے پر بذریعہ ایک لئے اس اور ہے ایک كا یہ كہ ہیں چكے دیكه ہی پہلے ہم انٹیگرل كا   d  dx x  dx  x پلس
پر طور كے مثال ہے بنتا افعال گرامیٹک یقینی مستقل ہے لئے اس اور   t by dx of sine x  cosine x  cosine x ہے۔ انٹیگرل كا

جب تاكہ گے لگائیں نشان كا مائنس یہاں ہم لیے اس ہے ہوتا مائنس كا ایكس سائن ہے نكلتا ایكس كوزائن ایكس ڈی بذریعہ ڈی سی پلس ایكس سائن كیا
لكهیں انٹیگرل ہم  

ایكس ڈی كا ٹین بذریعہ ڈی مستقل پلس ایكس كوزائن مائنس جائے بن انٹیگرل كا ایكس سائن یہ تو اسكوائر سیكنڈ   x  x معذرت لیے اس اور ہے
یہاں نے میں ساته كے اسكوائر سیكنڈ چهوڑا برابر پلس  dx  x dx  tan x  c كتاب حوالہ بهی كسی كو آپ جو ہیں فارمولے معیاری تمام یہ

ہیں سكتے مل میں مائنس پهر بار ایک ہے۔ مربع  d by dx of cortex  cos x   x  cos x یہ تاكہ گا لكهوں طرح اس اسے میں لیكن
مربع مائنس جائے ہو اٹوٹ كا مستقل پلس بذریعہ ہے كو آپ جو   x  cot x  d  dx of six  seck x tan x  seck x tan كا

ہے دیتا انٹیگرل سیكنڈ ایكس ڈی كا سم بذریعہ ڈی مستقل پلس ہے۔ برابر كے ہے  xdx  x   ilarly cosec x  cos xx  cot x اور
گا لوں یہاں اسے میں طرح كی پہلے طرح اسی دوباره جو ساته كے نشان منفی یہاں  

یہ تو مائنس گا جائے ہو اٹوٹ كا پلس   cos xx cot xdx  cos xx  c فنكشنز گے۔ دیكهیں كو مشتق كے مثلث الٹا ہم مزید
ہے دیكها دوران كے كلاس پچهلی اسے نے ہم تو كے كے مائنس ایک  dx  dx  sin inverse x  x اس اور ہے جڑ مربع اوور ایک كا مربع

مائنس زیاده سے ایک لئے جڑ مربع انورس سائن انضمام لئے كے x  dx  x  d by dx of كہ دیكها  ہے بهی پاس ہمارے اور ہے مستقل پلس
مائنس ایک بهی   minus cos inverse x  xفنكشن ہی ایک مجهے لیے اس ہے مائنس ایک لیے اس اور ہے برابر كے جڑ مربع كے مربع

سے وجہ اس اور وكر  ۔ ہیں ركهتے تعلق سے خاندان ہی ایک فنكشن دونوں یہ كہ ہیں چكے دكها ہی پہلے كو آپ ہم كیونكہ چاہیے نہیں الجهنا سے
جیسے ہیں دیكهتے كو فارمولوں اور كچه ہم مزید ہیں سكتے ہو انٹیگرل كا فنكشن ہی ایک وه ایكس الٹا كوزائن مائنس اور ایكس انورس سائن  tan 

كے جمع ایک سے ایک  كہ ہیں جانتے ہم ذریعے كے جمع ایک سے ایک لیے اس اور ہے مربع مربع   inverse x  dx  x  x  dxانضمام كا
پچهلے اس اور مستقل پلس  tan x  dم كے

ہے توازی جمع ایک زیاده سے ایک مائنس كا لہذا  اور ہے لیتا مائنس یہاں جو ہے مربع  cot inverse x  x  dx  xa جمع ایک زیاده سے
یہاں ہے مائنس مربع مستقل علاوه كے كا  مائنس مربع cot inverse x  d by dx of sec inverse x x 1 اور ہے جڑ مربع  x 

لئے اس كے  مائنس مربع الٹا سیكنڈ نكلا انضمام كا جڑ مربع طرح اسی مستقل پلس بذریعہ x 1 ایک  x  x  d  dx cos x inverse x  
ساته كے نشان منفی كے ون مائنس مربع لہذا ہے برابر كے جڑ مربع كے ون مائنس مربع زیاده سے جڑ مربع  x  x  x  x  dx جا لكها بهی كو

پر طور كے مائنس  ہے۔ سكتا  cosec inverse x  constant c پلس
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پاس ہمارے ہے تعلق كا فنكشن ایكسپونینشل اور لوگارتهمک پاس ہمارے ساته كے فنكشن ٹرگنومیٹرک انورس اور كائینیمیٹک تو بذریعہ   d  dx كے
پر طور كے ہے علم كا ہمیں جو انٹیگرل  e raise to power x  e raise to pow   er x  x  dxجیسا ہے دیتا حصہ كفایتی كا

كہ پاور كر بڑها كہ ہیں سكتے لكه ہم درحقیقت پر طور كے كے سے كر بڑها كو  e  x  d  dx  e  nx  n  e اور ہے گیا كیا تقسیم سے
كر بڑها انٹیگرل تاكہ ہے بڑا سے  میں طاقت كی طاقت گئی اٹهائی پر كہ جو ہے برابر كے سے nx 0 ایک علاوه كے  e  nxdx  nx  n  n  

یا ہے بڑا سے  مستقل یہی ہے  برابر ہی جیسے كیونكہ ہے درست بهی لیے كے منفی 0فنكشن یہ گا جائے ہو صفر یہاں  n nought 0  n  n 
ہیں جانتے بهی كو ایكس ڈی بائی ڈی لیے كے لاگ كے ایكس موڈ ہم اور ہیں جانتے ہی پہلے كو انٹیگرل كے ایكس ڈی ون ہم اور ایک  گا۔ جائے بن  
جو كیس آه یہ لہذا گا جائے لكها پر طور كے كانسٹینٹ پلس ایكس موڈ ان لاگ كو ایكس ڈی ایكس بائی ون لیے اس اور ہے ایكس بذریعہ ایک كہ جو  

كہ ہیں رہے كر بحث ہم جب میں بارے كے جس چیز كوئی   x raise to power nn  ah سمجه آپ لہذا ہے نہیں برابر كے ون مائنس
جب میں صورت اس كہ ہیں سكتے   n جائے ہو برابر كے ون مائنس

كو ان  ہم لہذا ہیں بنیادی بہت وه چونكہ اور  ہیں۔ اہم بہت وه كہ دیں بتانے یہ مجهے ، ہے سكتا جا ركها خیال كا فارمولے اس سے فارمولے اس تو
چاہوں ركهنا یہاں پہلے سے بڑهنے آگے ساته كے مثال میں جو تبصره اہم اور ایک گے كریں استعمال سے كثرت كو ان ہم كیونكہ چاہئے ركهنا یاد  
ہمیں لیے كے جس ہو فنكشن ایسا كوئی  سكتا۔ ہو نہیں ممكن لگانا پتہ كا انضمام كے افعال تمام سے لحاظ كے افعال ابتدائی پر وہاں كہ ہے یہ وه گا  

ڈی مربع ایكس مائنس پاور كو مثال ایک ہی ایسی بهی ذریعے كے تشخیص كہ تک یہاں یا معائنہ بذریعہ ہے كیا ڈیریویٹیو اینٹی كا اس كہ ہو نہ معلوم  
الجہتی كثیر كہ ہے یہ مطلب كا اس ڈیریویٹیو اینٹی لیے كے فنكشن اس سے لحاظ كے فنكشن ابتدائی كہ ہو معلوم تاكہ ہے سكتا جا بڑهایا تک ایكس  

صور بعض لیے اس ہے نہیں ممكن وغیره ایكسپونینشل چال نمبر كاری سرمایہ مثلثی
صور ان اور سكتے كر نہیں اندازه ہم میں توں

اور گے۔ دیكهیں مثالیں كچه سے لحاظ كے خصوصیات ہم اب لیے اس ہیں دیتے چهوڑ میں شكل اپنی كی ان كو انٹیگرلز معینہ غیر ہم میں توں  
ہے۔ آسان بہت كرنا معلوم انٹیگرل كا فنكشن لیے كے اس ہے كیا انتخاب نے میں كا جس ہے سیكهی مثال پہلی نے ہم جو انٹیگرلز e 3  پاور كو  x 

  plus 1 dxدیكهیں كو انٹیگرل اس آپ اگر لہذا ہے گیا بڑهایا تک
اسے اور ہیں كرتے استعمال كا خاصیت كی نوعیت تقسیمی كی انٹیگرل پر سمیشن ہم لئے اس اور ہے مجموعہ كا فنكشنز دو یہ پہلے سے سب تو  

ہیں لكهتے میں شكل اس كہ ہیں جانتے ہم جو سے فارمولے اب كو انٹیگرل سیكنڈ جمع باہر كے  مستقل پاور كر بڑها e 3 كو  x  41  dx  e  
پاور   nx ہے جاتا بڑهایا میں
تو ہے نكلتا پاور انگ اٹوٹ كا تهری پاور كر بڑها e 3 تین كو ای انٹیگرل  ركهیں طرح اس كو كنسٹینٹ پلس تهری بائی  x 3 xdx  e  x  x 

گیا بڑهایا میں مستقل اس بار چار جمع تین سے  
انٹیگرل یہ كہ ہیں جانتے ہی پہلے ہم یہ گے كہیں پر طور كے ایک انٹیگرل پلس ون سی فور اسے ہم تو مستقل پلس   x  c پوری تاكہ ہے ٹو

چونكہ پاور  جائے۔ بن اصطلاح اور 4كو ان ہم لہذا ہیں مستقل دونوں  x 3 e 3  x plus x plus 4 c 1 plus c 2  c 1  c 2  
ہیں سكتے ركه پر طور كے مستقل نئے ایک كر بدل نام كا ان ہم اور ہیں سكتے كر جمع ساته ایک  

گا۔ جائے ہو طاقت  كر بڑها یہ تو جمع 4مستقل ایک جمع  by 3 e 3  x  x  c 
یا وقت كرتے انٹیگریٹ كہ ہیں سكتے كر بهی یہ آپ آپ یہاں اب ہی اتنا گا۔ نكلے انٹیگرل تو  

كر تبدیل میں آخر كو مستقل آپ كہ ہیں سكتے كر بهی یہ آپ یا ہیں ہوتے رہے كر انٹیگریٹ كو انٹیگرل آپ جب ہیں سكتے كر تبدیل كو مستقل آپ تو  
ہیں سكتے  

آخر اسے ہم بلكہ كریں تبدیل پر طور فوری كو مستقل وقت كرتے تشخیص كی انٹیگرل خاص كسی سكتے۔ كر نہیں ہم یا كرتے نہیں ہم بار كئی تو  
ہم كہ گے لیں مثال اور ایک لیے كے آپ ہم لہذا گے كریں كر لگا كو مستقل سنگل ایک میں   x كا انٹیگرل سے جڑ مربع كے جڑ مربع كے ون مائنس

۔ ہیں چاہتے لگانا اندازه مربع مكمل   x  dx  كچه ہمیں ہے سیكها راست براه نے ہم جو ہے ہوسكتا نہیں اطلاق كا انٹیگرلز پاس ہمارے بار اتنی
ہیں بڑهاتے كو مربع ہم اگر كہ دیكهیں آپ اگر یہاں پر طور كے مثال ہیں پڑسكتی كرنا آسانیاں  

ہے مطلب كا مربع جڑ مربع ہے وه گا ملے كیا ہمیں تو جڑ مربع بذریعہ ایک جمع بذریعہ ایک ہے مطلب كا مربع  x  x  x جو مصنوع گنا دو مائنس
كریں لاگو یہاں كو پراپرٹی لكیریٹی ہے دو  

ہے وه گا ملے جو ہمیں تو ایک انٹیگرل پلس انٹیگرل كا ایک انٹیگرل گنا دو مائنس فارمولہ یہاں آپ اندازه كا جس xdx   xdx  dx  x 2  از مربع  
موڈ آف لاگ یہ ہیں سكتے كر ہوئے كرتے استعمال كا جمع 1لئے كے معاملے اس یہ لہذا ہے مستقل كا انٹیگریشن پلس مائنس  x x  x 2  x  

رش ایسے كچه ہم اگر لیكن ہے سكتا لگ پیچیده سا تهوڑا میں شروع  جو مسئلہ ایک لہذا ہے لازمی
بہت انٹیگرل كہ ہیں سكتے لگا اندازه ہم مزید اور ہے سكتا جا بنایا آسان اسے ہیں جانتے ہی پہلے ہم میں بارے كے جن ہیں كرتے استعمال كو توں  

ہمیں ہے وه گا لوں لیے كے آپ میں جو مثال اور ایک كی طرح اسی گا جائے ہو آسان مائنس  دو لینے كیوب جمع مربع x  x  x 1 كو  مائنس  x 
1كیا تقسیم سے مائنس  dx  

دیكهیں سے غور آپ اگر لیكن ہے لگتا پیچیده تهوڑا میں شروع یہ تو  
آپ میں اصطلاحات دو پہلی كہ ہیں سكتے لگا اندازه آپ تو   x ہیں سكتے لے پر طور كے عام كو مربع

یہ تو بطور اصطلاح دوسری پلس گا۔ آئے  مائنس تقسیم پوری  مائنس كہ گے دیكهیں آپ اب ۔ مائنس x 1 تقسیم سے ون مائنس  x 1  x 1  x  
ہمیں سے كرنے اصطلاح والی آنے نظر پیچیده یہاں لہذا گا ملے ایک جمع مربع  x  x كوئی لئے كے جس ہے نہیں كچه علاوه كے ایک جمع مربع

نہیں انٹیگرل پر طور فوری ہم یہ لئے اس اور ہیں سكتے لگا پتہ كا مربع یہ لئے اس اور ہوگا ایک تین بذریعہ مكعب  w  x  x  x  ہے مستقل اور
كے مشق میں وقت مقرره لئے اس ہے لكها راست براه اسے نے ہم ہے كیا نہیں تقسیم پر سممیشن كو انٹیگرل اس ابهی نے ہم كہ كریں نوٹ لئے اس

ہیں رہے كر جانچ كی انٹیگرل ہم جب اور ہیں سكتے لكه راست براه كو انٹیگرلز آپ ساته كے وقت ساته  
كہتے چار مثال گے كریں پیش مثال اور ایک ہوئے كرتے استعمال كا تعلق مثلثی كچه لیے كے آپ گے دیں چهوڑ كو تفصیلات انٹیگرل تمام ان ہم تو  

مربع سیكنڈ ہمیں كہ ہیں كو مربع   x  cos x  xdx لیكن ہے نہیں فارمولہ كوئی یہاں ہمارے راست براه پاس ہمارے  لہذا ہوگا كرنا تقسیم سے
مربع سیكنڈ كہ كریں لاگو كو تعلق مثلثی اور دیكهیں سے غور كو ان آپ اگر بذریعہ ایک مگر ہے نہیں بهی كچه مربع  x  cos  x  cos x اور

مربع بذریعہ ایک مگر ہے نہیں كچه  x  sin  x مربع
پر طور كے ایكس اسكوائر سائن یہ ہیں۔ سكتے لكه ہم تو اسكوائر ٹین كہ جو ہے پر ایكس اسكوائر   cos  xdx ہم پهر اب ہے نہیں كچه سوا كے

ہیں جانتے رشتہ كا اسكوائر ٹین ہم لیكن ہیں جانتے نہیں انٹیگرل كا ایكس اسكوائر ٹین مربع سیكنڈ ہیں مربع سیكنڈ ہم اور ساته كے   x  x  x كا
كو مسئلے اس یا ہیں سكتے كر تبدیل كیسے میں فارمولے كو مسئلے اس ہم اور ہیں جانتے كیا ہم كہ ہوگا سوچنا یہ ہمیں لئے اس ہیں جانتے انٹیگرل

مربع ٹین جمع ون فارمولا كہ ہیں جانتے ہم لہذا ہیں جانتے ہی پہلے ہم جو مربع سیكنڈ  x  x  استعمال كو فارمولے اس لئے اس اور ہے برابر كے
مربع سیكنڈ اسے ہم ہوئے كرتے ون مائنس مربع سیكنڈ كو آپ جو ہیں سكتے ركه پر طور كے ٹین كہ گا دے انٹیگرل اتنا كا  x  dx  x  x مائنس

كا ایک ہے انٹیگرل   x مستقل كا انٹیگرل جمع
تها معلوم ہمیں میں بارے كے جس گئے پہنچ تک رشتے ایسے ایک ہم سے فارمولے والے آنے نظر پیچیده بعد كے لگانے حساب كچه  سا تهوڑا یہ تو
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جو ہیں آپریٹر دونوں یہ كہ یہ ایک گے ڈالیں كمپریشن كا انضمام اور تفریق ہم گیا مل انٹیگرل ہمیں بالآخر اور كیا استعمال كو رشتے اس نے ہم اور  
مثال كہ ہے یہ مطلب میرا ہیں لیتے پٹ ان بطور كو فنكشنز آپریٹر ہے آپریٹر ایک بهی انٹیگرل اور ہے بهی آپریٹر ہیں۔ كرتے كام پر فرق كے فنكشنز

پر طور كے  d  dx of fx بذریعہ
فنكشن یہ تو ہے۔ چلتا پر كو آپ یہ ہی تب پرائم یہاں طرح اسی اور ہے دیتا   f   x  f  x  fxdx دینے ایكس ایف فنكشن كو آپ یہ انٹیگرل كا

مطمئن كو پراپرٹی لكیریٹی بهی انٹیگرل ہیں كرتے مطمئن كو پراپرٹی لكیریٹی ہی دونوں ہیں آپریٹر وه لہذا ہے ہوتا آپریٹ پر ایفیكٹ فنكشن لیے كے  
ہم ہے ہوتا انٹیگرل انوكها مشتق كا فنكشن لیے اس ہے ہوتا انوكها یہ كر لے كو فنكشن كسی ہے۔ دیكها فرق نے ہم اگر ہے دیكها نے ہم یہ ہیں كرتے  

لیں انٹیگرل كا فنكشن كسی ہم اگر كہ ہے دیكها نے  
یہ تو پلس   fx  c جیسا  ہیں۔ كہتے اسے ہم لیكن ہیں كرتے تعریف كی انفرادیت ہم سے طرح جس ہے نہیں منفرد سے لحاظ كے یو یہ لہذا ہے

ہیں كرتے انداز نظر كو مستقل ہم اگر كہ ہے مطلب كا جس ہے ہوتا منفرد تک مستقل وقت تر زیاده كہ  
كی ٹینجنٹ پر نقطہ یہ كہ ہے مطلب كا جس ہیں سكتے كر وضاحت كی مشتق كے فنكشن كسی پر نقطہ كسی آپ ہیں ہوتے منفرد انٹیگرلز وه تو  
كا انٹیگرل پر نقطے كسی كہ ہے مطلب كا اس ہے سكتا جا كیا تفویض میں صورت كی انٹیگرل نہیں معنی كوئی ایسا لیكن ہے كرتا نمائندگی كی سمت

ہے۔ دیكها بهی نے ہم جسے ہے ہوتا كا سمت كی ٹینجنٹ مطلب كا تفریق پر نقطہ ایک جبكہ ہے نہیں مطلب كوئی   e  منحنی برائے تشریح ہندسی
برائے تشریح ہندسی كی طرح اسی اور لیے كے معاملے كے انٹیگرل لیے كے خاندان كے خطوط بذریعہ   dy  dx نے ہم ہے جاتا سمجها بهی

كو عمل یہ كار آخر گے۔ سیكهیں بهی میں بارے كے انٹیگرل آپ طرح اسی اور ہے عمل محدود ایک یہ كہ ہے دیكها لیے كے معاملے كے مشتق  
كہ جیسا لیكن ہے جاتا سمجها آپریٹر الٹا كا تفریق كو انٹیگرلز كہ ہے یہ وه ہے كیا ذكر كا خاصیت ایک ہی پہلے نے میں كہ جیسا ہے رہا كر محدود  

كا كرنے اندازه كا انٹیگرلز  ہیں۔ ہم سے وجہ كی موجودگی كی اگلے مستقل كیونكہ ہیں نہیں آپریٹرز الٹا بالكل پر طور بنیادی وه كہ كیا ذكر نے میں  
كسی پر مسئلے خاص كسی یا آن اور گا جائے كیا لاگو پر فنكشن ہر پر ہاته ایک ہر جو ہے نہیں طریقہ خاص كوئی لہذا ہیں رہے جا سیكهنے طریقہ

لیے كے آپ آج میں پر جس طریقہ پہلا  ۔ گے دیكهیں كركے ایک ایک كو ان ہم لہذا گے ہوں كرنے لاگو طریقے مختلف ہمیں ہے منحصر پر فنكشن  
ہیں۔ سكتے دیكه سے متبادل كے نام آپ كہ جیسا ہے متبادل طریقہ وه ہوں رہا جا كرنے بات  

انٹیگرل كہ ہیں كرتے كیا ہم میں كار طریقہ اس تو متغیر آزاد پر یہاں كہ دیكها نے ہم لیے كے كرنے جانچ كی   fxdx  x آزاد متغیر اس ہم ہے
متغیر متغیر آزاد دوسرے كسی كو كہ كریں فرض پر طور كے مثال ہیں كرتے تبدیل ذریعے كے رشتے كسی میں ہے  x  t  x  t فنكشن كچه كا

سكیں كر فرق میں اس ہم تاكہ ہیں خصوصیات خاص كچه پر تفریق اس میں جس  
ہمیں یہ تو بذریعہ گا دے مساوی  dx  dt is  g prime t  dx g كہ ہیں سكتے لكه اسے ہم سے لحاظ كے تفریق لیے اس اور كے

  prime tdtہوں دیتا نام كا اس میں اگر انٹیگرل اصل  ہے۔ برابر كے
یہ تو ہے نكلتا انٹیگرل كا جگہ كی  f  x  gtdx  g prime tdt بذریعہ

انٹیگرل تو كو متغیر آزاد میں اگر فارمولہ كا سے   fxdx  x  t ہوں كرتا تبدیل میں
ہے۔ جاتا بدل میں فارمولے دوسرے كے انٹیگرل یہ تو كے   gtg prime t dt  f كا

گا لكهوں دوباره یہاں میں تو كے كو كے  fx dx  integral  gt g prime t dt  f ہم اب  ہے سكتا جا لكها پر طور كے انٹیگرل كے
متغیر یہ كہ ہیں چكے بتا ہی پہلے اور لیے اسی اور ہیں ڈمی وه les of integrals x  t  ah  x  كہ ہے سكتا ہو بهی ایسا كبهی كبهی

كو ہم بجائے كے كرنے منتخب پر طور كے كو كہ ہے مطلب كا اس كریں منتخب پر طور كے كو  gt  ah t  gx  t  x پر طور كے فعل كے
لیے اس ہیں۔ سكتے كر منتخب بطور ہم كو فنكشن مخصوص كچه كے  x  t جو ہیں سكتے بڑه آگے ساته كے متبادل آه اس ہم پهر اور پر طور كے

گا لوں مثال آسان بہت میں گا جائے ہو واضح ساته ساته كے وقت  
دو نے ہم كہ ہیں لیتے مثال یہ یہاں آئیے تو جمع ایک زیاده سے مربع   x  x  dx ذریعہ كے فارمولوں ابتدائی ہم لہذا ہے۔ كرنا معلوم انضمام كا

اس آپ اگر اصطلاح كی ڈینومینیٹر یہاں كہ دیكها نے آپ اگر لیكن ہیں جانتے ہی پہلے ہم جو ہیں كرسكتے نہیں حاصل پر طور فوری كو انضمام اس
ہیں كرتے فرق میں  

2گیا كیا ضرب سے ڈیفرینشل كو ڈیریویٹیو دیكهیں سے غور یہاں آپ اگر لیے اس اور ہے برابر كے اصطلاح عددی یہاں جو گا ملے كو آپ تو  x 
ہوں سمجهتا ایكس جی كو فنكشن اس میں اگر لہذا ہے سكتا جا لكها ڈیفرینشل میں ایبل ویری دوسرے  

كر كیسے اسے ہم  ہوں۔ سكتا كر تبدیل میں ایبل ویری نئے ایک اسے میں لیے اس اور ہے نہیں كچه علاوه كے ایكس ڈی ایكس پرائم جی یہ تو  
ہیں سكتے  

تو جمع  كو جمع  متبادل كہ ہیں كہتے بهی یہ ہم كبهی كبهی یا كریں وضاحت كی برابر كے مربع مربع t 1 تاكہ ہے برابر كے  x 1  x  t  dt 
ہیں لكهتے میں انداز اس ہمیشہ ہم كو تفریق ہے بار كہ جو ہے برابر كے مشتق لیے اس تفریق میں دو dt 2 برابر كے  x   xdx  dt  xdx  

گے كریں حاصل ہم كہ جیسا ہیں كہتے انٹیگرل كو اس میں انٹیگرل گئے دیے كو متبادل اس ہے   dt over t تبدیل میں فارم اس فارم یہ اب اور
ہمیں سے اس اور ہیں جانتے سے پہلے ہم جسے ہے گیا ہو گا۔ ملے لاگ كا مسئلہ ہمارا لیكن  mod t  plus constant  x لیے اس تها میں

واپس ہمیں لیے اس اور ہوگا جانا پر آف لاگ اسے بنائیں متبادل كا جمع ایک برابر كے جمع مربع   x  t  t  x  c كریں برابر كے
انضمام مثال ساده اور ایک كی سائن گا جائے بن انٹیگرل حتمی ہمارا لیے كے كیس اس یہ تو   ax plus bdx سكیں دیكه سے آسانی آپ تاكہ كا

میں كیا كہ ہمیں ہوں، لیتا پر طور كے متغیر نئے كچه كو   ax plus b  sin t ہم لیے كے جانچنے كو انٹیگرل اس لہذا ہے معلوم انٹیگرل كا
كو تاكہ ہیں دیتے بدل برابر كے ہے جاتا بن  انٹیگرل اور ہو برابر كے برابر بذریعہ  ax plus b  t  adx dt  i  sin tdt  aہم جسے

ایک یہاں   sin tdt گے ڈالیں ذریعے كے
تو مستقل ایک ہم میں آخر اور ہے نہیں بهی كچه علاوه كے كرنے ضم ایک كا كو آپ جو گے كریں اضافہ كا  sin t  c  cos t is مائنس كا

ہے جاتا جانا ہی سے پہلے لیے ہمارے  گا۔ دے جمع ایک كو   ax plus b  c ہے سكتا جا كیا عام كو تعلق اس درحقیقت ہے جاتا كیا تقسیم سے
اصطلاح لكیری كی جس ہے جاتا دیا فنكشن ایک ہمیں اگر كہ گے دیكهیں میں كلاس اگلی اپنی ہم جسے   ax plus b ہے ہوتی

غیر نے ہم لہذا گے كریں خلاصہ كا اس سیكها بهی كچه جو آج ہم لہذا ہے گیا كیا تقسیم سے مستقل كو انٹیگرل كے فنكشن اس  ہے۔ ہوتا ہمیشہ یہ تو
تفریق نے ہم جائے كی كیسے تشخیص كی انٹیگرل ساده كہ سیكها نے ہم سیكها بهی فارمولہ ابتدائی كچه نے ہم سیكهیں خصوصیات كی انٹیگرل معینہ

شكریہ كا آپ سیكها طریقہ اہم بہت كا متبادل  ہم كار آخر اور سیكهی بهی تكمیل كی انضمام اور  Pru
tor
@
IIT
K




