
ङ޳࢑ ߖࡹޒపܽ తరగߘ࠭ छࣃ ߘबలࡏ గޒంۧ࠭
ఉࣅ޳న సమऴڴల ఆࡹచన࠭࠲ ߘ అర बం ߕڕࣆۯऒ ࠭   ఒక ఏ࠻ࡍ ఫంࣾߤ అం݄ ఏࠫ݇ ࠭࠲ అర बం
ऒߕڕࣆۯ అర ݞږ చన ఏࠫ݇ࡹఆ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻  ࠭ बం ߕڕࣆۯऒ ࠭, ఆ߯ ࡅ ࠭࠲కए  fxd  x 
సమऴగతߘ ఈ c
ऒߖన అ޴ంۮ రछߖ ڴల ࣋కరణ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻  ۨంۧ࠭ 
ఈ వऴకࡔఖల ܿڕంబం ࠻ ޳ࡶంܾ ࡅ ࢟ܽ࢘ࡍݥకए ङ܉  అర ࠭࠲ ߘ࢑వరణ యޓࠫ बం ߕڕࣆۯऒ ࠭ 
మ࠾ࡍ ऴߦంత
పߘࡏޓߖ సమऴగంڴ పࡍగށంۨ, సమऴగంڴ పࡍగށంۨ, ఇ޴ ఖۨऐ త࠳న సమऴగం అߦۮ ࠭࠲ ߖओ ࠭ 
ఈ  బܽद ఇ࢑ڒ
ऐࡏߝ ࡹޒపܽ తరగߘ࠭ మన ܌ࡗ నऒڕ  ࢑షߖ ,ࡱ࠻రవ߅క సమऴڴల ࡅకए  లࣾࡱހ ఏࠫܽ అߖ޳ ߝ 
फࣃ࡯ࢣࡍప ڴంతࡍంۨ మࡍڷ ఇవछ ڕࠪ   ࠭ బݦ  ఫంࣾߤ 
కएࡅ  సమऴగతߘ ఎ࡮࠮ ࡮ङ ంకనం ࡯࠻ۯ 
ంܼ࠭ڕࣆޓ ߘహరణ޳ఒక ఉ ࠭࠲ ޶ం࠭ ړߖݞంచࠚరంߦऴ ࠭࠲ బܽदڒ
ఇకए డ ߘޑߩ۫ ڕࠬ ߘߝ  మనం సమऴగతڕࣆޓ ߘనऒ ओߩ కएࡅ న࠳बరࣄ ߝڕࣆޓ మనం ݡ  c 
ऴ࠭ߦఖङ త, 
కएࡅ ߤబܽद మనం ఫంࣾڒ ం.fx޳ంڕߘఅ ߖమڴݟఅ ߖనమھߘక ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ-ంܾ࠻ 
 ۨనऒ  ఎࠆ ఎڡझ नܘࡕ ޶ఐ ࡹ   ܿ పవ࡛ ࡛ࠂ పऱ࣒  ݀x 
అߖ ఇవछ బݟం޴ అం݄  ࠻ంܾ ࡱ࢑ ࢟ܽ࢘ࡍݥవ మనڕ ఇవछ బޔݡంڒ ޴బܽद అ޴

కएࡅ పओۮ ߖఉంܿంద ࣄనవలھߘక ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻   డڕڒ ࠲ంݞ మనం అޔࠋۮ ݞږ ߖంࡏࠬ ޴ x 
ఒక ࡍߖ भషद ࠻ంܾ ڝ ࢟ܽ࢘ࡍݥసం ࢗత࡯ڒ   అߖऒ ࡹంబంܿڕ ల ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻ 

ఒకړߖ޳ సࠪనం అ࠼నߩओ एڝߘక ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ నڵ࡯వ కࡱ࢑ వࡱ࢑ ޶ఐ ݡ  x f nt ࡹ࠻ۯ ࡮ఎ ޴అ ࡯࢐
 ߘޑߩ۫ ڕࠬ ߘߝ

కएࡅ ߤపవ࡛ ఫంࣾ ܿ ܘࡕ కएࡅ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻    భవంx nߘపܽ అߘ࠭ ࠪ 
छ޳ ,ݟంߘ పऱ࣒ ޶పవ࡛ ܿ పవ࡛ ఐ ࡌ ࡍڷ ࠭࠲ ߖందޔࡏࠪ ڴ ݡంࡓ  फంచగల࠭ ڒబܽद ఈ d dx x x
ఫంࣾ࠻ ߤంܾ ڴ ࢟ܽ࢘ࡍݥ పࡍగށంచబޔݡం޴.
  మనڕ
సࠪనం అం݄ ఒకܽ పऱ࣒ ړ޶అవసరం అం݄ ఒకܽ    ఐ ࢟ܽ࢘ࡍݥ-ంܾ࠻
݀ పऱ࣒ బܽद ఇకएڒ ޴फంࣆఇ ڴݡంࡓ ߘవࡱ࢑ సࠪనం అం݄ ړ޶ఐ ࣄ  ऐۯంۨ వߘ ݟ c fx ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻ 
ప  ޴ంޔం۪߭ ړ޶పవ࡛ ఐ ߖ వࡱ࢑ ऱ࣒  ݀  ప ऱ࣒ బܽद ఈ సందరगڒ ݀  ంࡏࠬ ࡹ ఒక ऴపޙङ క࠳నx x w  e 
పऱ࣒ ࡏంۧ߭ ړ޶పవ࡛ ఐ ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ-ంܾ࠻  ݀  ప ऱ࣒  ݀, ఇࡱ࢑  ڕࠬ ޴వߘ ఇࣆफం޴, ఇ޴x x 

ఐړ޶ సࠪనం అ࠼నߩओ  xڕక మనߘక ,޴फంࣆఇ ߘవࡱ࢑  ڕࠬ ݡ
ఈ సందరग ంࡹ ఇవछ బݟన  షరޔ అ޴ߝ ఆ ࣄबࡌంకం ࡅకए ࡍߖ  भషद ࡱ࢑వ 5ړ సࠪనంf1  
ङ࡮࠮ ڴరణం߄ࣃ ంకనం ۯయబޔݡంࣄ ߖߖ޵ ࠭࠲  ޴बరంڴ ఏߕ޼ ఏకపࣾ ࣄबࡌంకం వࡵ పࡍగࣃށफ ࠭ 
తࡌछ త ࠴  ࠭࠲దܽ ఆࣄफړ
సంబం߅ంۨన ߖరవ߅క సమऴڴల లࣾހలߘ పࣃ࡯ࢣࡍफ ࠭࠲ ࠭
ద࠴ ऱ݇ ओߧۮ  న ऱܿڴ  ఏڔకరణࡹ࢑ ߘమ ऴపऴړయڴ పࡍగށంచవ۪ऐ   ࠡదం ڒబܽद
సమऴగ ࡅకए छ޳    fxdx dx dx,޴ఉంܿం ڴ ߤలࣾణం ఫంࣾ ߝఅ ࡌ
అం݄ ఇ޴ ఫంࣾࡅ ߤకए  సమऴగం   అߖ అర बం మࡏࠬ ࠾ࡍ
ఆ సమऴగం ࡅకए  ఉతओ నऒ ం  ڕࣆޓం݄ ࠬࡏ అ޻ ఫంࣾߘ ߤ ߰ంࡓ ࡏޑ޶ండవ లࣾణం
ఆ ఫంࣾࡅ ߤకए  ఉతओ నऒ ం ࡅకए  సమऴగం.
  ఈ సࠬకరހల ڝ ࢓܌ࡏసం ࢇࢗऱ ࠭ం޶ ఈ ࡓంݡ వङ ڔ फకరణలߘ ࠭ంڴ޶ ۫డړߖݞ ఫంࣾߤ పऱ࣒  ڴबరంࣄ 
ఉం޴ 
దܽ వङ࠴ ڔ फకరణ
కएࡅ ߤఒక ఫంࣾ  ޴ంޔࠋۮ  సమऴగత అ޴ߝ ఫంࣾ޳ ߤనంతట అ޻   అࡓ ޙ࠼ండవ సందరग ంࡹ అ޴ ఫంࣾߤ
కएࡅ  అవకలన   ࡅకए  సమऴగత ఫంࣾߤ పऱ࣒ ంకంࡌबࣄ 
అޔࠋۮ ߖంڒ ޴బܽद ࡓ   ࠭࠲ంݡ ఆపࡔషࡱ ߤ
అవకలన మ࠾ࡍ  ऴపࡹ࢑ ړߖ޳ޒమ ఆపࡔషߤ అۮ ߖపओ ࠭.
 ఇతర࠳నߗڒ ࢑ అ࢑
ओߦۮ ࠭࠲ ߖయޑంచబడށగࡍప ڴ ߤషࡔమ ఆపࡹ࢑ ࠭, ఎం޶కం݄ ࡹ࢑ ߤࠊమ ఆపࡔషߘ ߤ కڵ࡯ ఉనऒ ం޶న
ࡍవ ࡹలంڒఏక ߘల ߤషࡔఆప ݡంࡓ , फంపܑࣄన తࡌछ త అڕࠬ ࢑ ఫంࣾߖ ߤ అం޴ంۧ࡯
ఇకए ߗڒ డ ఈ సందరग ంࡹ అࣄ ޴बరంڴ ఉం݄ ఉం݄  ࣄ ࠭࠲बࡌంకం
వరڕ ऴపޙङ కతߘ పࡍగࣃށफ ࢑ంచవ۪ऐ࠙ ڴ࢓܌ࡏ ߤషࡔమ ఆపࡹ࢑ ߖ࢐ܽ ,࠭ ߖफࣄబܽद ఆڒ ,
రछߖ ڴࡏߝ చߖߕऒ  ఉపڵࡆంۨ ߧࡐߖంచవ۪ऐ ࣆࡱޘ ڕమన ݟంߘ చనࡹఆ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻ , 

छ޳ నऒۨ ࡌ సࠪనం., d dx fx fx ړ 
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అࣃ ޴ߝघ కएࡅ  ࡽ  fx fx ,࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻ 
ఆ߯ ࡅకए  సమऴగం ڒङ ప  ࡽటߧ ऱ࣒ ओߩబܽद ఇڒ  ङڒ ࠭࠲ ݡ  fxdx fx cߖ ݋ߧ
ఊࣕࣇफ  ఈ సమऴగం߯ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ఆపࡔట࡛ ߖ వࡍ फంపܑࣃफ ࠭.

అࣃ ޴ߝघ  బܽद మనం  al f fxڒ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻ సంڝ ࡽ
ఇకए డ ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ వࡍ फంపܑ࣋फ అ޴ మన޳ ڕछ d dx integral fxdx޴ఇ ,޴फంࣆఇ ߖ ࡌ
छ޳ నߩ࢙ ݟڕ ప  ࡌ ऱ࣒ ࡍవ ߖ  फంపܑࣆफం޴, ఇ޴ వࡵ ఉంܿం޴.d dx fx c df 

కం݄  dx 
కएࡅ ంకంࡌबࣄ   ఉతओ నऒ ం ߕࣆऒ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद మ࠾ࡍ ఈ సంబంధం ߘంڕࠪ ݟ ఇపओ ښܽ
छ޳ బܽदڒ ޶ڒ కܽࡖ࢘ దࠬ ,ࣆࡱޘ dx dx fx d d in integral fx fx.޴ంޔࡏࠪ ڴ ఫంࣾన ࡌ
 

 xdx޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆۯ ߖప ޻నంతట అ޳
ఆࣄफ ڝసం ఆࣄफޔߩ۫ ߖం࠭࠲ ޴ మࢁऱ ߖరछ చߖߕऒ  ఉపࣃڵࡆफ కएࡅ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭ छ޳   b f  x dx ࡌ
dx
ऴߦథࠫకంڴ व߯࠹ అߖ గమߖంۧ࠭, ڒబܽद ఇߩओ  f xࡏࠬ ݡ

ఉతओ నऒ ం ࡅకए రछߖ  చనం ࡅకए ऒߖ޳ ݟంߘ ణంڝ   మࢁऱ ప࣋࡯ࢣࡍफ అߩओ నऒۨ ݡ  అ޴ߝnt fx 
व߯ڝ ࠹సం ࠻ంܾ ࢟ܽ࢘ࡍݥ మڒ ࠾ࡍబܽद సమऴగం ࡅకए రछߖ    చߖߕऒ  ఉపڵࡆంۨ, f x 
व߯ࡅ ࠹కए  సమऴగత  ప ऱ࣒  సంf xdx fx cڝ 

ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ޴న޴ంۮ ڕ ݋࣊ ల ࡽయࡍ  మ࠾ࡍ ఇ޴ ఆࣄफ व߯࠹ వࡵ ఉంܿం޴.bf xdx 

 ప ऱ࣒ సࠪనం  fx cs ړ  o 
కएࡅ ࢟ܽ࢘ࡍݥ  సమऴగం ఒښ ఫంࣾࣄ ܿߦ ޜ ߤबర࠳న ࡓండవ ఆࣄफ అߖ ߖరछ చߖߕऒ  ఉపڵࡆంۨ ࠭࠲ ఈ 
లࣾߖހऒ ంۧ࠭, అం݄ߧ۫ 
ల ఉతओڴసమऴ ݡంࡓ నऒ ం ఒ࡮ښ ఉంܿందߖ మనڕ అం޴ంۨనటऱޙ࠼ , అం݄ ࡓంݡ ఫంࣾߤ లڕ fx 
మ࠾ࡍ అޙ࠼  ఇంܽऴగࡽ g x fxd

కएࡅ छ޳  కएࡅ సమऴగ ࡌ छ޳  ఆ߯ సࠬకృత x d dx g   xdx d dx ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜ ࡌ fx 
మ࠾ࡍ  ఫంࣾࡓ ࡱ ߤంݢgx 
ఒښ రక࠳న ఫంࣾߤ ల ܿڕంۮ ړߖࠈం޴నڒ ࢑బܽद మనం
.ంܼ࠭ڕࣆޓ ࡮మనం ఎ ߖߖప ࣋ۯ
 వङ ڔ फకరణ   వङ ڔ फకరణ

కएࡅ  సమऴగత ࡅకए కएࡅ  ऒߕࣆ న࣒࠳   fxdx dx dx gxdx ,ڴ޶బܽद ࠭ంڒ ޴फంࣆۨࣇ ߖన࣒ అ࠳ ړ
ऒߖ޵ ࡏࠬ छ޳  d dx ࡌ
కएࡅ  సమऴగ ఎడమ ࢙ڕߩ బࣄۯ ࡰ޴, ఆ߯ ఆపࡔట࡛ ࡱࢗ ߖపࢀڙࣆޓ ړ࡯ऱ, ఆ߯dxdx 
ఈ వङ ڔ फకరణߘ ఈ సࠪనతछ ం ߘంݟ ఈ పదमࡹޒ ऴ࢐యంݟ   అߖऒ  లڕ వࡍ फࣆफం޴ మ࠾ࡍx 
బܽद ఈ సࠪనతछڒ ం అߖऒ ࡍవ ݞږ ړ    फࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴x
ऒߕࣆ కएࡅ న࠼సࠪనం అ ړ ऒߖڜ    ఫంࣾࡅ ߤకए  ఉతओ నऒ ం అవڒశం ఆ ఫంࣾݞږ ߤ ऴపږޒలంڴ x 
ఉం݄ࣃ ߝధङ మޔ࢓ం޴  ܼం݋
అం݄  అం݄   ࡅకए   gxdx fxdx c࠭ޑࠋۮ ߖమనం అ ߖసࠪనం అ ڴबరంࣄ న࣒ సమऴగం࠳ 
మߖ޵ ࠾ࡍ అర बం ߩ࢙ ݟڕ ߖ ߘߝన బ࣋ۯ ࡰ޴फg x
, అߖऒ  ఫంࣾߤ ల సమऴగ  ప ऱ࣒  ఒకܽ޳ۯ ࡽڒ ړभ ం  ఇ޴gxdx c 

ఒకܽ ࡹ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అ࢑޻ధంߩ࢙ ݟڕ ߘߝ   ڴన ఉనऒ  ఫంࣾڕࣆޓ ߖ ߤం݄,c r fx 
అߩओ ప  ࡽఇంܽऴగ ݡ ऱ࣒  ఖల fxdx c r cࡔసం వऴకڝ లڴఈ సమऴ బܽद అ࢑ڒ ݡంࡓ న޴ంۮ ړ అం݄ ݡంࡓ 
ऒߖࠈంܿڕ फࣃۨࣇ   ࠼
ఇకए ࡱࠈంܿڕ ݡంࡓ కం݄ ఈ޶ఎం ࡱڴసమऴ ݡంࡓ డ ఈ సࠪనతछ ం ڒరణంڴ అ࢑ సࠪనంڴ ఉంܼ࠼
ڴరణం߄ࣃ ࠭࠲ బܽदڒ సࠪనం ࡱࠈంܿڕ ఈ ڴరణం߄ࣃ ࠭࠲ బܽदڒ
ఇకए డ ऴࣄ࢐న  ࣄबࡌంڒల ࡍڷంۨ ۨంޒంచ࠭ మࡅ ࠾ࡍకए  సమऴగత ࡅకए  సమऴగత ఒక݄ అߖ fxdx 
ऴࣃ࢐फ ࠭
.

అం݄ ࣄबࡌంకం ࢑సघ అం݄ ఇకए ޴ంݟంచబࡍ డ ࠭࠲  gxdx ah 
ఇంܽऴగࡽ ఆపࡔట࡛ ࡅకए  మߖڜࡍऒ  లࣾހల ڝసం ۫ࣃफ ࠭ ఈ లࣾݟ ࡱހఫߖࡓलయࡽ ఆపࡔట࡛ ࡅకए  ah 

ఆࣄफړ సࠪనంڴ
ఉంܼࡏࠬ  ࠼ ఇపओ ࡎపߦదܽ ऴ࠴ ښܽ दܾࡍ࠻ߖࡰ ߖ ऴߦపࡎ दߘߝ ,ࡏࣃ۫ ߖ ఇంࡹ޶ ऴࣃ࢐फ  fx plus ߘ

కएࡅ  సమऴగం ࡅకए  సమऴగం మࡅ ࠾ࡍకए  సమऴగం వࡵ ఉంܿం޴,gxdx fxdx gxdx 
ఇ߮ۮ ޴ओ  ఫంࣾߤ లߘ ۫డంࡓ ݟంݟంܽ ࠴తफం ࡅకए  సమऴగం  ఫంࣾࡱ ߤ
ఆ ࡓంݡ ఫంࣾߤ ల సమऴڴల ޑ࠴फ ڴథࠫకంߦబܽद ऴڒ ࠼ఉంܼ ڴసࠪనం ړߖ
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ఇకए ࠭࠲ ,లభంࣆ యడంۯ ނߧపం ڴసమऴగం ߯࢓܌ࡏ తफం࠴ డ ࣋ۯ పߖ ఏࠫటం݄, ࠬࡏ
ఎడమ ߖߖ޳ ߖڜࣆޓ ߩ࢙ ޒۯ ఎడమ ࢙޳ ߩछ ఇపओ ࠭࠲ ޴फంࣆ޴అం ڕࠬ యడంۯ ࡏ࢘ ࡌ  న dxߧ۫ ښܽ
ఆࣄफ ߘంݟ మనڕ
కएࡅ సమऴగత ,ࣆࡱޘ  ఉతओ నऒ ం ఫంࣾ޳ ߤనంతట అ޻
ఇపओ ࠭࠲ బܽदڒ ంచడం అం݄ڵࡆఉప ݞږ ߖफࣄంۨన    ఆߧࡐߖ ښܽ
ఈ సమऴగత ࡅకए  ఉతओ నऒ ం  ప ऱ࣒  తపओ  మڒ ࠬࡔదߕޔࠋۮ ࠭࠲ ߖऒ ࠭ ఇ޴ సంబంధం ఒకܽfx gx 
ఏ޴  ఇߩओ వ ݟంߘ ߩ࢙ ఎడమ ݡ फ࣎ ం޴ అ࢑ ޻ధంߩ࢙ ݟڕ ࠭࠲ ڴన ࣃۯफ ݟڕ  ࠭
फࣃۯ ࡏ࢘ ߘߩ࢙ బܽद ఉతओڒ ࠭ నऒ ం ݟवࣄदࠌङ ܽ࢟ అڕࠪ ߖ ࠭ంࣆࡱޘ ޻
ऒߖ޳ బܽद మనంڒ छ޳  छ޳ ࡌ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ࡌ .dx dx dx 

ఫంࣾߤ పࡍగణړࡹ సంబం߅ంۨనڒ ޴బܽद ࠭࠲ ఇకए డ ۫ߧన޴ ఏࠫటం݄, మనంgx 
ఎడమ ࢙ߩ మߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍన ఉనऒ ఉతओ ښఒ ڕफ మన࣋ۯ ࡏ࢘ ߘల ߤఫంࣾ  ݡంࡓ  నऒ ం వࣆफం޴
మߘ࠭ ࠾ࡍపܽ ఆࣄफ ߘంݟ అ࢑ ఒۮ ړ ښం޴న࢑.ah
  వऴకࡔఖల ܿڕంబం
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ లࣾణం ߖజం ڒబܽद
ఇంܽऴగࡽझ  ߯ ࡎపߦऴ ܾࡍ࠻ߖࡰ  द  ࡓండవ   లࣾణం అߘసࡍంచబݟందߖ ఇࣆۯ ࢓܌ࡏ ޴फంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఇకए డ 
ओ߮ۮ కएࡅ ऱࡏࣃ ,ఏࠫటం݄ ޴  ఏڔకరణ ࡏࣃऱk fxdx k 

కएࡅ  fxdx k.޴ఉంܿం ڴసࠪనం ڕకరణڔऱ ఏࡏࣃ 
 ఇڜ ޴ంత ࣄबరంڴ 
ఉంߘ࠭ ࠭࠲ ޳ࡶ ޳పܽ ఆࣄफ޳ ړछ छ޳ ߩ࢙ ఎడమ ࡌ  d dx ߘచనࡹఆ ޻అ ߝڴ࢑ధం నࣄۯ ࡌ
ఉపࣃڵࡆफ ࠭ మ޳ ߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍछ ए࣋  ࣆࡱޘ ڕమన ޴అ ࠾ࡍమ ޴ంޔࡏࠪ ڴ ࡌ dx dx ޴ߝఅ ࡛࡮ k 
ఒక ऴߦపࡎ दߖ ఉపڵࡆంۨ మࢁऱ మనڕ ఇۯऐ
నऒࠚ ݟంߘ ట࡛ࡔఆప ࡽलయߖࡓఫݟ వ۪ऐڝࣆޓ సంڝ ࢐ܽ న࠳   కࣄ࡯ మ߄ࣃ ߖ࢐ܽ ࠾ࡍరణ   ߷ࡏघ  ࡹ࡮
ఉంచంڒ ,ݟబܽद మనం ࣄबࡌం݋ݞ ݋ݞ ࡱڒ మ࠾ࡍ ఫంࣾనऱ ڝసం ߩۮओ  ం k 1 k 2 kn f one xf޳ంڕ
x fn x ݋ݞ ݋ݞ ݋ݞ ݡంࡓ

 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ కएࡅ ݋ݞ   ఏڔకరణޜ సంబంధం కڵ࡯ ఉంܿంࡏࠬ ݋ݞ ݋ݞ  ޴ k 1 f 1 k 2 f 2 knfndx k 
వߖ ߤ ఇంܽऴڕࣆޓ ݀ ݋ڼంܼࡏ మ࠾ࡍ ఈ ऴߦపࡎ दf one sorry dx plus k knfnx dx 
అ޴ߝ ఫంࣾࡍߖ ࡱ ߤ भషद ߖࡰయ࡛ ڒంߝࠉషࡹ ߤ ऴ࢐యబݟన ఇంܽऴగࡽझ ङ࡮࠮ ߖ  ంకనం ۯయడంࡹ 
సࣔయపޔݡంڒ ޴బܽद మనం ఒక ࢣऴఘ
ఉ޳హరణ ఇࣃफ ࠭.
 ఈ ఫంࣾࡅ ߤకए  సమऴగతڝࣆࡱޘ ߘవڡ࠻ ړߖݞझ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ కएࡅ ߤఫంࣾ ߝఅ ࣄ   సమऴగతߘbx  
కھߘనంݟ 
ఇకए డ ࡅకए  సమऴగం చޔరऴసం మ࠾ࡍ  పऱ࣒  సమ࠻ల సమऴగం మ࠾ࡍx x c 
ఒకܽ ఉంڒ ޴బܽद ߖߖ޵ ࠭࠲ ఇపओ फࣃऴ࢐ ڴన ఒక సమऴగంࣄ۫ ښܽ  dx޳ࡶ ࠭
ఇకए డ ࠻ంܾ ࢟ܽ࢘ࡍݥ పదमݞږ ߖޒ ఉపڵࡆంచవ۪ऐ  అం݄   ږङ కएࡅ ࠗ ऒߖ޳ࠡ   ం݄,xڕࣆޓ ޜ3 
మనڕ ࣋ए छ ࡛ వࣆफం޴, కߘక ఇږ ޴ङ ప 3 ࠑ ࠗ ऱ࣒  అࡏࠬ ߖ ఇ޴వరښx x bx 
ए࣋ ޴న  ఇࣄ۫ छ घࣃ ݀ ړ ࡛  x c ࡽ
అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ .

ऒߖ޳ఒక ࡏࠬ  ߰ంڒ ࡏޑ޶బܽद అߝ ఫంࣾߤ ఇకए డ కࣆߧߖफం޴  x x 
మ࠾ࡍ ۨవరࣄ ڕबࡌంకం ڒబܽद ߖ޵ ࠭࠲ऒ  వߤ అࣃࡱߧ ߖफ ࠭ ఎం޶కం݄ ఈ ఇపओ ఇకए ښܽ డ c c 
కࣆߧߖफంڒ ޴బܽद
ఇ޴ మమघ ऒ࡯  గందరۯ ࡍڷ ړߖࡿڿయږడڒ ޶బܽद ఈ సరళ కల࠼క ࡅకए  సమऴగత ఈ ఫంࣾڴ ߤ 
.޴ంޔࡏࠪ

ఈ సమऴగతࡔ࢘ ݡ࠮ ߘछ छ޳ టदడంھ࢑డ ڴࡱڴసమऴ ࡏ ڴలభంࣆ ࡌ
ङ࡮࠮ ంకనం ۯయవ۪ऐ  మ࡮࠮ ߖ࢐ܽ ࠾ࡍङ ంకనం ۯయడం ޳छ ऒړ݃ ఈ ࡌ ऒߖڜ ڡ  సంړ ऱషद సమసङ లߘ 
పࡍషए ࡹంచడంࡍ
మనڕ ఇߩओ थ܉ࡍంۨన ࠪ పࡍڷ  దంࠡ ࠭࠲ ݡ ऒߖߕ  ఉపࣃڵࡆफ ࠭ మ࠾ࡍ ऴࣃ࢐फ ࠭
సమసङ  పࢲࡍए ర సమయంࡹ సమऴڴల࡮࠮ ߘङ ంకనం ۯయడంڕࠪ ࡹ సࣔయపߖڜ ݦऒ  ఈ ࡱޑऴࣇ 
घࡏ߷ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࡱޑऴࣇ థࠫకߦऴ ࡮ۧ ࡱ࡮
एڕనంత ఎࡷ࢒ ߖ࢐ܽ వࡏڷ ڴफం۪ڝవړߖݞ ऴపయޒऒ ంۧڒ ,࡯బܽद ߘߝ ఎడమ ࢙ߩన ఏࠫ
फࣃۯ ఉతओ ߘߝ  ߘ నऒ ం ࡅకए  సంబం߅త ࣇऴߖޑऒ  ऴࣃ࢐फ ߘߝ నߩ࢙ ݟڕ  ࠾ࡍమ ߘ
సంబం߅త సమऴగతߘ ऴࣃ࢐फ छ޳ ޴ఇ ڕబܽद మనڒ ,ߘ ప  ړ పవ࡛ ߖ ࡌ ऱ࣒ छ޳   ప  ࡌ ऱ࣒ d dx ړ పవ࡛ ߖ   n 1 n 1 x 
 n xړ బܽद పవ࡛ڒ फ࣋ۯ ܘࡕ
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नܘࡕ పవ࡛  ప  ޴ంޔ࢓అ ܘࡕ  ऱ࣒  1 కం݄  ప ऱ࣒ న ఇకए࠳बరࣄ ܿߦ ޜ  1  డ nd  x x n n c n
1ڴݟ࢑ ࠭࠲ ޜ ࣒ښ  న࣒࠳ ఈ ࡯ంۧߖమనం గమ ߖడదږڒ సࠪనం ړ న࣒࠳ 1
వङ వహࣃࡍफ ࠭   ఇࡍߖ ޴ भషद సమయంࡹ వࣆफం޴ .

కएࡅ    x dx
ఒకܽ  ڒబܽद ࠭࠲ ఇపओ కएࡅ న ఒకࣄ۫ ښܽ  సమऴగత d   x 

 ప ऱ࣒ న ఖۨऐ࠳बరࣄ  తతछ  ࢐ङ కరణ ޔࡏࠪ ڴࡱ߇࢑ం޴, ఉ޳హరణ޳ ڕछ x t d ࡌ
కएࡅ ߤ࣌ڜ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ߤ࣌ڜ ߤ࣌  సమऴగత ࣌ߤ  ప ऱ࣒ छ޳   x x x x x c d dx  x x  ߤ࣌ ߤ࣌ڜ ࡌ

కएࡅ ޴ంޔࡏࠪ ڴ న࣒࠳ 
ఇకए ࠭࠲ బܽदڒ డ ࠳న࣒ ࡏڷफߘ ఉం۪࠭ޑ, త޳छ ओߩనࣄऴ࢐ ߘమనం సమऴగత ࡌ ޴అ ݡ
కएࡅ ߤܼ ࠾ࡍమ ߤ࣌ڜ న࣒࠳ ړ ߤ࣌ڜ న࣒࠳ ߤ࣌ కएࡅ  x x ߩచదర ߘంకం ࣊కࡌबࣄ  x x dx d x 
మ࠾ࡍ అం޶వలన  సమऴగంڴ ࣾࠫంచంߘߝ ݟ
ఇకए డ ࡹڝ ߖओ ए࣋ ߘక࣊ ߘ࠻ छ ప  ߤܼ ࡛ ऱ࣒ ऒߖఅ సࠪనం ఇ࢑ ړ   ऴށࠪߦక ࣇऴࡱޑ,dx x dx x c
झߤࡓఫࡍ ߕ޼ఏ ࡏࠬ ߖܽ࢒ ࡓڒ ࠑ ࡹ ڡࠋ  दڡझ  మࢁऱ ࠳న࣒ అߖ కھߘనవ۪ऐ ,d dx cos x x x 
फࣃऴ࢐ ࡹ޶ఇం ߖߖ޳ ߘߝ ߗڒ  రऴసంcos xޔచ ޴ఇ ࡹޒఈ పదम  ߘ

కएࡅ ࡏఆ ࠾ࡍన࣒ మ࠳  x cot x dx d ޴ߝంకం అࡌबࣄ  
కएࡅ ڡ࣊  ڕࠬ ޴ఇ ڡ࣊  సమऴగతߘ ఇࣆफం޴, ఇ޴x tan x, x tan xdx 

छ޳ ఇకए ࠾ࡍమ ޴ߝసࠪనం అ ړ ࡌ డ ࡏڷ ࢟ܽڵߜफޜ sec x x dx dx cosec x cos xx cot x 
ఉంܿంߖ޵   ޴ऒ  మࢁऱ ࠭ߘపܽߘߝ ڼ࡮
ఇకए డ ڕࣆޓంܼڒ ߘబܽद ఇ࠳ ޴న࣒  ప ऱ࣒ cos xx cot xdx cos xx c޴ంޔ࢓సమం అ ړ 
ss d d ࠑ  ࠭ࢡ۫ ࡹऱ࣒ సమయంڒ పܽߘ࠭ ࠭࠲ బܽदڒ

న࣒ ࣋ए࠳ ఒక ޴ߝమం అࡹ࢑ పంߦ छ ࡛ न ࡅకए  వర ठ࠮లం మ࠾ࡍ అం޶వలऱx x x 
ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ ࠳న࣒ వర ठ࠮లం ڝసం ఏڔకరణ ࣌ߤ ఇనछ ࡛झ   ప ऱ࣒  x dx x࠾ࡍంకం మࡌबࣄ 
కएࡅ న࣒࠳ छ޳   d dx cos xݞږ మࡹ࢑ ࠭ࢡ۫ మనం ݞږ ߖఅ ࡌ
ఒక ࠳న࣒ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం మ࠾ࡍ ఒక ࠳న࣒ ڒబܽद ߘߝ అ޻ ఫంࣾޜ ߤ గందరڿళం ۮందږడ޶ x 
ఎం޶కం݄ ఈ ࡓంݡ ఫంࣾࡱ ߤ
ఒܿڕ ښంۮ ړߖࠈం޴న వऴకࡔఖۮ ڕం޴నవڕࠬ ࠭࠲ ߖ ఇపओ ఇనछ ߤ࣌ వలऱ޶ంۧ࠭   అంߧ۫ ښܽ ࡛झ  x 
మ࠳  ࠾ࡍన࣒
వ࡛झ ߤఇ ߤ࣌ڜ  అ࢑ అ޻ ఫంࣾࡹ ߤ సమऴగంڴ ఉండవ۪ऐx 
ऒߖڜࡍమ ࠭࠲ घࡏ߷  फࣃ࡯ࢣࡍప ߖ ߘల࡮ ࠭ అ޴ ఒకڜߖ޳కܽ పऱ࣒  d by dx of tan inverse x x x 
࣋ए छ ࡛ అࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ
, అం޶వలऱ ఒకڜߖ޳కܽ కߧ࡯ చదరߤܼ ߩ  ప ऱ࣒  సࠪనంx dx  x ޜంకంࡌबࣄ  
మ࠾ࡍ ఆ ࠭ߘపܽ ړ సࠪంతరంࡅ ڴకए పऱ࣒ ߤఓవ࡛ వ ߤన࣒ వ࠳ మంࡹ࢑ ݋ڒ   d dx x x
࣋ए छ ࡛ ఇకए డ ࠳న࣒ ڕࣆޓంܿంڒ ޴బܽद ఒక ప ऱ࣒  ࣋ए छ  న࣒dx xa࠳  ࣋ న࣒࠳ ࡛
ఇకए డ ࡹ࢑మం అڼ࡮ ࣊కࡹ࢑ ߘమం ࡅకए छ޳ ంకంࡌबࣄ  ए࣋ ޴ߝఅ ࡌ छ   న࣒ 1 cot x  x d dx x࠳ ࡛
కएࡅ  వర ठ࠮లం కం݄ ఒకܽx 
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࣋ए छ కएࡅ న࣒ 1࠳ ࡛  వర ठ࠮లం ఏڔకరణx x 
࣊కࡹ࢑ ߘమం  ప ऱ࣒ छ޳ ڴ࢑ధం ޻అ ڴबరంࣄ   x d cos x xޜతంښల సంږޒమం  ऴపࡹ࢑ ࡌ

చదర࠳ ߩన࣒ ఒకܽ కం݄ వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం ڒబܽद సమऴగ ࣋ए छ కएࡅ ߤన࣒ వ࠳  ࡛  x x dx x x 
వర ठ࠮లం
మ  పࡹ࢑ ߖ న࣒࠳ ऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ݞږ ڴ న࣒࠳ ంకంࡌबࣄ   cosec x cڡనࠪܽڛ బܽदڒ 
మࡹ࢑ ࠾ࡍమ ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾޜ ߤ మనం ࡮గࡍథࠫڡ మ࠾ࡍ ఎڡझ  ߱  ంۨన߅సంబం ړ ߤఫంࣾ  ࡽलయߖߜ
సంబంߖ߄ऒ  కڵ࡯ 
ఉనऒ ం޶న, మన޳ ڕछ d dx dx޴ఉంܿం ڵ࡯క ߖ ࡌ

छ޳ ओߩనݟంచబڵ࠙ ޜ ݟంచబڵ࠙ ޜ ړ పవ࡛ ࡌ d dx nx ޳ࡶ కం݄   ޴కం݄ ߭దभ ړ పవ࡛ ݡ n  e nx n 0 n 
నࠆ కం݄  సࠪనం 0t 

ࡍవ ݞږ ړ ࢟ܽڻߜ फࣆफం޴, ఎం޶కం݄ ఇకए డ ߕࣆऒ  అ࠼నߩओ  n nߤఈ ఫంࣾ ݡ
ఒకܽ అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఒక ړ    సమऴగత ࠪڕ ఇపओ dx࠾ࡍమ ࣆࡱޘ ښܽ

छ޳ వలऱ޶అం ޴అ ,ࣆࡱޘ ڕమన ݞږ  సంڝ ۃ࡮  సమऴగంmod x d by dx x  xdx ޜߖ޳ఒక ࡌ
అ޴ߝ  ప ऱ࣒ కएࡅ ంకంࡌबࣄ  ऒߖࡌڒ߅అ ࠭࠲ ,࣒ښ బܽद ఈڒ ,޴ంޔݡऴ࢐యబ ڴ ۃ࡮   ߭ంచడంmod x ah x  
ऐࡍసం చڝ फనऒࣆ ओߩ ޴ఇ ݡ

అర ࡏࠬ బܽदڒ ޶ڒ సࠪనం ړ  న࣒ ఒకܽ࠳ बం ڝࣆۯవ۪ऐ .ah 
 
ఈ ߷ࡏघ ࡮
छ޳ వ۪ऐڝࣆ۫ ߘ న࣒࠳ ࡌ  
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ఎ࠱࡯ంటࡎ ఫంࣾߤ ల పరంڴ అߖऒ  ఫంࣾߤ ల సమऴగతߘ కھߘనడం ࣃధङ ం ڒక߱వ۪ऐ  ߖ޳ సంڝ ߖ޳ 
వङ క ఉతओࡔޒ నऒ ం ఏࠫ݇ మన࡯ޘ ڕయక߱వ۪ऐ  త࡮࠮ ޳ࡶ ڥߖङ ంకనం ޳छ  ంܽ ఒక࡮అ ݞږ ࡌ
ఉ޳హరణߘ
న࣒ ࣋ए࠳ छ ంచవ۪ऐ߭ ړ ࡛  బܽदx dxڒ ,
ऴߦథࠫక ఫంࣾߤ పరంڴ  ఈ ఫంࣾ࠻ ړ ߤంܾ ࢟ܽ࢘ࡍݥ అం݄ బࣗప޴ ऴڝޒణࠫޒ
߭ दܿబݟ సంఖङ  ऴܽڡ ఎڡझ  ߱ ధङࣃ న࢑ࡷద࠴ ࡽलయߖߜ ం ڒ ࢓ڒబܽद ߖڜऒ  సందࡌग ऱࡹ ࠭࠲ 
ङ࡮࠮ ంకనం ۯయࡶక߱వ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఆ సందࡌग లߖ ࠭࠲ ࡹరవ߅క సమऴڴల࢐ܽ ߘ సछ ంత ࡐపంࡹ 
వࣃ࢘࡯޴फ ࠭
ओߩబܽद ఇڒ , ऐࡏߝ మనం ݡ నऒڕ  లࣾࡱހ మ࠾ࡍ సమऴڴల ఆ߄రంߖڜ ڴऒ  ఉ޳హరణల޳۫ ߘभ ం ߘߝ 
ఎం۪ڕనऒ ࡮ۧ హరణ޳దܽ ఉ࠴ 
లభం పవ࡛ 3  పࣆ ऱ࣒ కएࡅ ߤన ఫంࣾݟంచబ߭ ړ 1   సమऴగతߘ కڝߘए ంݟ,e x d  x
తफం࠴ ల ߤఫంࣾ ݡంࡓ ޴फ ఇ࣋۫ ڴదట࠴ ߘఈ సమऴగత ࡏࠬ బܽदڒ
సమघ ࠭࠲ బܽदڒ షߤ ߯  సమऴగత ࡅకए ङࠌदࣄवݟ  ܽ࢟ సछ ࠙వం ࡅకए  లࣾߖހऒ  ఉపࣃڵࡆफ ࠭
మߖߖ޳ ࠾ࡍ ऴࣃ࢐फ ࠭  ఈ ࡐపంࡹ పవ࡛ ڵࡍ߭ ړంࣄ ,޴बరంڴe 3 x 
పऱ࣒ ࡯పࡱࢗ 4 ओߩండవ సమऴగం 1 ఇࡓ  घࡏ߷ నࣄ࡯ޘ ڕమన ݡ  dxݟంߘ ࡮
పవ࡛ ړ ߭ంచబݟంڒ ޴బܽद ࡅకए  సమऴగం  శړ फ3 ړ అޔ࢓ం޴nx e ra x 3 xdx e 
పవ࡛ ऴݡ࠮ ޓ పऱ࣒ ऒߖ޳ బܽदڒ ంకంࡌबࣄ   సమऴగంڴ ఉంచంݟ పవ࡛ ޜݡ࠮  ݡ࠮ ڕ కߧ࡯x e x 
ࡓ ڷࡱߕ ऱܿ ࣄ ߖ޳बࡌంకంޜ ߭ంచంڒ ,ݟబܽद ڷࡱߕ ߖߖ޳ ࠭࠲ వߤ పऱ࣒  అࣃࡱߧ ߖफ ࠭  సమऴగం ఒకܽc 
ఇ޴ సమऴగ࠳న  ప ऱ࣒  తफం పదంx c࠴ బܽदڒ ࣆࡱޘ ښవర޴ఇ ڕమన ߖన ݀ అ࠳बరࣄ 
బܽद 3  పڒ ޴ంޔ࢓ఇ అ 3 ࠑ 4 ऱ࣒   ప ऱ࣒  4  ప ऱ࣒  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद మ࠾ࡍ x x c 1 c 2 c 1 c 2
రऐۯ ఒక۲ట ߖ࢐ܽ ࠭࠲  ࠼ఉంܼ ڴबరంࣄ ݢంࡓ గల࠭   మڜ ߖ࢐ܽ ࠭࠲ ࠾ࡍతफ ࣄबࡌంకంࡏ߮ ڴ 
ࠪరऐ గల࠭ ڒబܽद
అ3 ࠑ 4 ޴ ఇ శړ फ3 ړ  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  బܽद సమऴగతx xڒ ޴ంޔڷࡏ߭ ړࣄ ంకంࡌबࣄ 
ఇంత ఎڕए వڴ ఉంܿం޴  ఇߩओ ఇకए ࡏࠬ ݡ డ ࠬۯ ݞږ ࡏయవ۪ऐ  
ఏڔకృతం ࣆۯफనऒ ओߩ फనऒࣆۯ కృతంڔఏ ߘఒక   సమऴగత ࡏࠬ ݡ ओߩ ऒߖڒంࡌबࣄ ݡ  ऴపޑङ ࠪऒ యం ࣃۯफ ޳ࡶ ࡏ
ऒߖڒంࡌबࣄ ࡹࡍవۨ  ࡏࠬ  ऴపޑङ ࠪऒ యం ۯయగలరۯ ݞږ ߖయవ۪ऐ  
छ޳ ࠭࠲ फࣃۯ ࡹࡍవۨ ࡌ ࠭pl 
ఒښ ఒకए ऒߖڒంࡌबࣄ   ugging ࠭࠲  యడం వలనۯ 

కएࡅ న࣒࠳  వర ठ࠮లం ࡅకए  సమऴగత࠴ ߘతफం ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం ޳छ ङ࡮࠮ ࡌ ంకనం x x  dx 
పओۮ ࡏࠬ ߖఉంద ࣄయవలۯ .ంܼ࠭ڕࣆޓ ߘహరణ޳క ఉࡖమ ࠭࠲ ړߖݞ
 ఆࣣ ڴࡏߝ మనం ఇకए డ ߖڜऒ  సరࢁకరణ࡯࠻ۯ ࡱझ వ۪ऐࡌ  ,
ఉ޳హరణڕ ఇకए డ   ࠬࡏ ࣋ए छ ޴ۯంࠚల ڕంపܑ࣋फ మనࡍ࢑సफ ߖ ࡛
ఏࠫటం݄ వర ठ࠮లం ࣋ए छ ࡛ అం݄  ప ऱ࣒  వࠑ ߤ ࣋ए छ ए࣋ ݋ࡐ ࡛ छ ࡛ అం݄x x 
ఒకܽ  ࠳న࣒ ࡓంࡓ ݡ ऱܿ ఉతओ फ ఇకएޒ డ ߖࡰయܾࡍ ऴߦపࡎ दߖ వࡍ फంపܑయంڒ ,ݟబܽदx 
మనం ߰ం޴޻ ఏࠫటం݄, ࡅకए  సమऴగం ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంࡏࣃ ݡऱxdx   xdx 
సమऴగ ఒక ࠬࡏ ఇకए డ ߷ࡏघ ए࣋ ࡮ छ  2dx x ࠑ ࡛
 ప ऱ࣒  1 ఉపڵࡆంۨ ࡮࠮ङ ంకనం ۯయవ۪ऐ  ఇ࠳ ޴న࣒ ࡅకए  x mod x.ۃ࡮ 

 ప ऱ࣒  ఏڔకరణ ࣄबࡌంకం 2 x 
ద࠴     ޴బܽद ఇڒ ޴న࠳సమऴగ ڕࣆښ ఈ  ޴బܽद ఇڒ ऱ݇ ړ ంۮంڜ  ऱషदంڴ అߧߖంచవ۪ऐ ,
ఇపओ ڕమన  ߗڒ ऒߖڜ నࣄ࡯ޘ ښܽ  సంబం߄లߘ ఉప࣋ڵࡆफ ߖ޵ऒ  మࡍంత సరࢁకృతం ۯయవ۪ऐ  మ࠾ࡍ 
మࡍంత ఎڕए వ ۯయవ۪ऐ
ఇం݃ऴగ࡯ޙ ࡮ۧ ࡽకޔࡏࠪ ڴందࡍڷ ߖ फంచవ۪ऐ    ఇ޻ ఉ޳హరణ ࠬ
ङږ ,ߘంܼڕࣆޓ ߘߝ సంڝ న࣒ ࣋ए࠳ ࠗ छ ࡛ ప ऱ࣒  x x x
ړ ంۮంڜ ࡹరంభంߦऴ ޴బܽद ఇڒ ం޳ంڕࣆޓ   ݟంచంڵ࠙ ޜ న࣒ 1࠳ ߖన࣒ 1࠳ ऱషदంڴ కࣆߧߖफం޴x dx
ए࣋ ࡏࠬ ࡹల޳ప ݡంࡓ దܽ࠴ फ࣋࡯ࢣࡍప ڴऴగతफ܉ ࡏࠬ  ߗڒ छ  వ۪ऐxڝࣆޓ ڴ ߤమڒ ߖ ࡛
త޳छ  x x x.޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜన࣒ 1࠳ తफం࠴ న࣒ 1࠳   ండవ పదంࡓ ܿߦ ޜన࣒ 1࠳ ࡌ
 ఇߩओ ݡ
छ޳ న࣒࠳ ࡏࠬ छ޳ ంచడంڵ࠙ ࡌ फࣃ۫ ࡌ ए࣋ ڕఒకܽ మన  ࡏ छ ࡛ ప ऱ࣒  వߤ వࣆफంڒ ޴బܽद ఇకए డ x x 
సంړ ऱషदంڴ కߧߖంۯ పదం

࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  వߤ తపओ  మࡖకܽ ڝ ߖ޵ ,޶ڒసం ఇߩओ సమऴగ x x ߝంటࢗ మనం ݡ
చޔరऴߖࣃऒ ࡍڷ  फంచగల࠭ మ࠾ࡍ కߘక ఇږ ޴ङ  x x ࠾ࡍమ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڴఒకܽ ݡ࠮ ߖ ࠗ
బܽदڒ  ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ 
ओߩఇ ݟంచంߖగమ ߖదࡶయۯ ނߧపం ࠭࠲ ఓవ࡛ సమघ ࡽఈ ఇంܽऴగ ݡ ష࠭࠲ ߤ
ऒߖ޵ అ ࡹన సమయంڵబܽद తڒ ࠭ࣃऴ࢐ ڴࡏߝ  ङ࠙ సంڴࡏߝ ࡏࠬ ޜ సమऴڴలߘ ऴ࢐యవ۪ऐ
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మ࠭࠲ ࠾ࡍ సమऴగత࡮࠮ ߘङ ంకనం ࣆۯफనऒ ओߩ फࣃ࢘࡯޴వ ߘలࡌ࢑వ ఈ సమऴగ ݡ  ऒalߖڜ సంڝ ࠬ   ࠭
ऴڝޒణࠫޒ సంబం߄ల ఉ޳హరణߘ ఉపࣃڵࡆफ ए࣋ ߘక࣊ ڷࡱߕ ,࠭ छ ए࣋ ߖ ࡛ छ ంۨx܊࢑భ ޜ ࡛ cos x xdx
ङ࡮࠮ ంకనం ڒ ࡯࠻ۯబܽद ڕࠪ ڴࡏߝ ఇకए డ ߷ࡏघ ࡮
ऒߖ߄సంబం ޒణࠫڝޒంۨ ऴ࡯ࢣࡍప ڴऴగతफ܉ ߖܽ࢒ ࡏࠬ ߗڒ ,޶ࡶ
వࡍ फంపܑ࣋फ  ࣊కంݭ ࣋ए छ ࡛ అ޴ߝ వ࣒ڒ ࠑ ߤ ࣋ए छ ࡛ మ࣒ڒ ࠾ࡍ ࣋ए छ ࡛ x x x x
అߤࣄ ޴ߝ ࣋ए छ छ޳ ࡛ ए࣋ ࣒ڒ ߖߖ޵ బܽद మనంڒ ޶ڒ ࠬࡔమ ࡌ छ ए࣋ ߤ࣌ ߯ ࡛ छ ࡛ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ , x x x  
ఇ޴ 
ए࣋ ߤܼ छ ࡛ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ.xdx 

ए࣋ ߤܼ छ ए࣋ ߤܼ ߗڒ  సం సమऴగంڝ ࡛ छ ࡛ ࣊కంݭ ࣋ए छ x x x࠾ࡍమ ࣆࡱޘ ڕࠪ సంబంధం ޜ ࡛
࣊కంݭ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  సమऴగత ࠪڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद మనڕ ఏࠫ ࣆࡱޘx 
మ࠾ࡍ సమసङ घࡏ߷ ߘ సమసङ ޳ࡶ ڴ࡮ రऐࠪ ࡮ఎ ڴ గల࠵ ఆۨࡹంۧ࡯
घࡏ߷ పऱ࣒ ߤవ ࡮ ए࣋ ߤܼ  छ ࡛ ࣊కంݭ ࣋ए छ  xࣆࡱޘ ڕࠪ ߖసࠪనం అ ړ ࡛
బܽद ఇకएڒ డ ఈ ߷ࡏघ ए࣋ ݭంۨ ࣊కంڵࡆఉప ߘ࡮ छ झڡఎݟ ߤన࣒ వ࠳ ࡛  అߖ ఉంచవ۪ऐ , ఇڕࠬ ޴x 
࣊కߘ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  సమऴగతߘ ఇࣆफం޴.x 
కएࡅ     ఒకܽ x
 ప ऱ࣒ కएࡅ ంకంࡌबࣄ  ړ ంۮంڜ బܽद ఈڒ ంకంࡌबࣄ  ऱషदంڴ కߧߖంࡏ߷ ۯघ ࡮
ࡍߖ भషद గణన ࣄۯన తࡌछ త ࠭࠲ మనࣄ࡯ޘ ڕన సంబంߕڕࡏۯ ړߖ߄ऒ ࠭ మ࠾ࡍ ఆ
సంబంߖ߄ऒ  ఉపڵࡆంۧ࠭ మ࠾ࡍ ۨవ࠭࠲ ړࡍ సమऴగతߘ కߕھߘऒ ࠭࠲ ,࠭
ࠡదం మ࠾ࡍ ఏڔకరణ ࡅకए .࠭ޑఉం۪ ߘߩం޴ڕ 
࣋ۯߖల అవకలన߯ ప ߤఫంࣾ ޴ऱ ఇࡏటࡔఆప ࡐదभࡍ࢒  
ఆపࡔట࡛ ݞږ  ఆపࡔట࡛ మ࠾ࡍ ఇంܽऴగݞږ ࡽ ఆపࡔట࡛ ఆపࡔట࡛ ࡱ ఫంࣾߤ లߘ ఇڕࣆޓ ڴ ݋ߩ ߤంܼࡏ, 
అం݄  ۮ ߘߝపओ దڕ۪ࡱనऒ ޴
ఏࠫటం݄, ఉ޳హరణ޳ ڕछ ߯ ߤఫంࣾ ޴బܽद ఇڒ ࡌ రछߖ  ࣕంచబޔݡం޴, ఆ߯d dx of fx fx 
అ޴ ࠪऴతڕࠬ  ࠲ व߯ߖ ࠹ మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ ఇకए డ   ࡅకए  సమऴగతߘf x fxdx 
రछߖ ऴప࠙వం߯ ߤఫంࣾ  ړߖݞంచ޴అం ߖ ڕࠬ ࣕంచబޔݡంڒ ޴బܽद అࡓ ࢑ంݢ ఆపࡔట࡛ ࡱfx
ࡎపߦऴ ܾࡍ࠻ߖࡰ द ఇం݃ऴగߘ ࡽ సంతృߧफ పࣃࡏफ ܾࡍ࠻ߖࡰ ࠼
ऴߦపࡎ द࠭࠲ ߖ ఒక ఫంࣾڕࣆޓ ߖ ߤం݄ ߖ޳ࠡ ࠭࠲ऒ फࣃ۫  ࠭  ఇ޴
ऴపޙङ క࠳నڒ ޴బܽद ఒక ఫంࣾࡅ ߤకए  ఉతओ నऒ ం ऴపޙङ క࠳న޴ సమऴగ࠳న޴, మనం ఒక ఫంࣾࡅ ߤకए  
సమऴగతڕࣆޓ ߘం݄
అ޴  ప ऱ࣒  అޔ࢓ంڒ  ޴బܽद ࠭࠲ ऴపޙङ కతߖ ߘరछ ۨం߄࢑ ۯనం అߝ అర बంࡹ ऴపޙङ క࠳న޶ڒ ޴,fx c u 
ङޙऴప ڕంకం వరࡌबࣄ ఒక ࡹల࠻సమ ࡮ۧ ߖߖ޳ ࠭࠲ ߗڒ క࠳నࣃࡱߧ ڴ޴फ ࠭, అం݄ మనం
ऒߖڒంࡌबࣄ   ࢑సघ ङޙऴప ࡱफ, ఆ సమऴగత࣋ࡍ కంڴ ఉంܼࡏࠬ ,࠼ ఫంࣾࡅ ߤకए  ఉతओ ऒߕ ऒߖ రछߖ  ۨంచవ۪ऐ
ఒక ࠉం࢓޶ వదभ అం݄ అࠉ ޴ం࢓޶ వదभ ܼంܐంࡅ ݋కए  ంܽ࡮అ ࡹ࢑షయం సమऴగ ߗڒ ,޴फంࣆۨࣇ ߘశ޴ 
అర बం ఏ࠼ܼښ ޵ంచబడ޶ అం݄ ఒక ࠉం࢓޶ వదभ ఆ సమऴగతڕ
అర बం ఉండ޶, అޙ࠼ ఒక ࠉం࢓޶ వదभ అవకలన ޴శ ࡅకए  అర बం  ޳छ  dx dy ࠾ࡍసం సమऴగ మڝ ࡌ
పङࡐࣃ   ݋ంܐసం ܼంڝ సమऴగం ړߖࠈంܿڕ ఖలࡔవऴక ࡹ࢑షయం ߤత  ఇంట࡛ ऴ݄߭షށగڣࡔ న࠳
ङ܉ ߘ࢑వరణ యޓࠫ
.࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ݞږ
 ఇ޴ పޒࠫࡍ ऴపऴړయ అ࢑ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ࠭࠲ ߖషయం࠭ࢡ۫ ࡹ 
మݞږ ࡏࠬ ࠾ࡍ అ޻ అర बం ڕࣆۯంܼ࠭.
  ఇంܽऴగࡍڷ ࡽంۨ ݞږ
ऐࡏߝ ఇపओ ߘߝ సంڝ फࣄఅం݄ ఒక ఆ  ݟంڝ एࡖ߮ ښܽ నऒ ऱܿڴ ఇ޴ ऴపऴړయߘ పࠫࡍతం ࣆۯफం޴, అం݄
ఇంܽऴగࡽझ కएࡅ అవకలనల   ߖ  फࣃށగࡍప ڴ ట࡛ࡔమ ఆపࡹ࢑  ఉనऒ ࡍప޶న త࠳बరࣄ  ࡏ ం޶న అ࢑ b  
ఖۨऐ తంࡹ࢑ ڴమ ఆపࡔట࡛ ࢓ڒ ࡱ అࡖ߮ ߘߝ ߖए నऒ ऱܿ࠭࠲ ,ڴ సమऴڴలߘ ఎ࡮࠮ ࡮ङ ంకనం ࡹ࠻ۯ 
ऐࡏߝ ऒߕޔࠓڝ  బܽदڒ ࠭
ऴపړޒۯ ޒ ऴపޒ ఫంࣾߤ మ߯ߖ޳ ࠾ࡍ ఆ߄రపݟ వࡍ फంࡍߖ ۯ भషद పదम޶ࡶ ޒ.

ఆࡍߖ ޳ࡶ ߤ भషद సమసङ ߯ పۯ ߖయడం ࡔ࢘ ࠭࠲छ ࡍవ ߘలޔపదम ࡏ फంపܑڒ ࡯࠻బܽद
एڜఒ ߖ࢐ܽ ࠭࠲ కए फࣃ࡯ࢣࡍప ڴܽ ࠭   ఈ ڝ ࠬ ܌ࡗసం ߘߝ చࡍऐ ంచ࠴ ࡃࠓదܽ పదमޒ
ऴపޑङ ࠪऒ యం ޳छ ङޑऴప ࡏ߮ ࡏࠬ ߖఅ ޒపదम ࡌ ࠪऒ యం ߘంݟ ۫డవ۪ऐ బܽदڒ 
మనం  ఈ పదमۯ ࡹޒయంݟ అం݄   సమऴగ ࡮࠮ ߖङ ంకనం ۯయړߖݞ fxdx
ఇకए డ సछ తంऴత ࢘ࡍయࡽࠋ అ࠭࠲ ߖ గమߖంۧ࠭  ࠭࠲ ఈ ࢘ࡍయࡽࠋ ఇం߭ݟంݥం݋x  
క సछࡖమ ߖ ࡽࠋయࡍ࢘ తంऴత ࢘ࡍయڜ ړ ࡽࠋంత సంబంధం ޳छ फࣃࡏࠪ ࡌ ࠭x t
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ఉ޳హరణڕ అڜ ޴ߝంత ఫంࣾߤ  ఈ ࠡదం వదभ ࡍߖ भషद లࣾހలߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴,x t 
త޳छ యవ۪ऐۯ ࡏ࢘ ߖߖ޳ మనం ࡌ , ఇ޴ మన޳ ڕछ dx dt࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࠹व߯ ޴फంࣆఇ ߖ ࡌ g t
అం޶వలऱ ࡹ  ఆݟ ࠆఫߖࡓलయࡽझ  మనం ߖߖ޵ అం݄ व߯ړ ࠹ సࠪనం అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  te rms dx g tdt
బܽदڒ
 ࡏ߮ ߖߖ޳ ߘߝ
߭ܽदనటऱޙ࠼ అసࡷన  సమऴగం  ޳ ߖछ ࡎభ ޜ ࠹व߯ ࡌ फ ࣋ۯफ అ޴ సమऴగంޔࡏࠪ ڴంڒ ޴బܽद x gtdx g tdt
 ऴతంfxdxࣇ फ సమऴగ࣋ۯ ࡏ࠻త ߘߝ
సछ తంऴత చరߘ ߖࢢࡌంړ ݟ ࠪరऐ డం అ޴ߝ x t 

व߯ࡅ ࠹కए కएࡅ   సమऴగ ߷ࡏघ ఇకए ߘߝ బܽदڒ ޴ంޔࡏࠪ ڴ࡮ డ ڵࡍޒ ऴࣃ࢐फ gtg t dt f fx dx ߘ
కएࡅ  సమऴగతߘ व߯ࡅ ࠹కए కएࡅ   సమऴగంڴ ऴ࢐యవ۪ऐ   అం݄gt g t dt f 

మ࠾ࡍ అߝ సమऴڴల ࡅకए  ఈ ࢘ࡍయࡽࠋझ  డࠬघ ऒߖڜ బܽद ఆࣣڒ ࠼ఉంܼ ڴ  x tݞږ ޴ऱ అࡏࣃ
జరగవ۪ऐ   మనం ڴ ߖ ఎం۪ߝڕ బڴ ߖ ࡱ޶ ఎం۪ڝవ۪ऐ , అం݄  ࡅకए  ఫంࣾڴ ߤ x gt ah t gx x t
కएࡅ బܽदڒ ࡍߖ ంతڜ  भషद ڴ ߅࢑   ఎం۪ڝవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఆ తࡌछ త ࠭࠲ ఆ ఆࣣ  ऴపޑङ ࠪऒ యంޜ x t 
గవ۪ऐࣃనڜ , అ޴
ࡎߖ पత సమయంࡹ                    ऴపޑङ ࠪऒ ऒߖ࠻ फࣃڵࣃనڜ ߘߝ  న࠳లభࣆ ࡮ۧ ߘߝ ,ߘ
ఉ޳హరణڕࣆޓ ߘంܼڒ ,ߘబܽद                              ఉ޳హరణڕࣆޓ  ߘం޳ం.

చޔరऴసం ڒబܽद మనం ࢗంటۯ ߝయ࠭ࡶ x dx 
ఇపओ ڕࠪ छ޳ లޑऴࣇ థࠫకߦన  ऴࣄ࡯ޘ ښܽ ࡏࠬ ߗڒ ݟందం߰ ߘఈ సమऴగత ࡌ
ఇకए డ ࣔరం  పߖ޳ऒ  x,ޙ࠼ంۨనటऱߖగమ ࡏࠬ ߖఅ 2 ޴޻ం߰ ࡏࠬ   फ࣋ۯ ࡏ࢘ 
ఇకए డ  లవం పړߖ޳ సࠪనం, ڒబܽद ࠬࡏ ఇకए డ ܉ऴగతफڴ ۫࣋फ ఉతओ నऒ ం ށڷంచబޔݡంݟ  ޴ఫߖࡓलయࡽ 
छ޳ ࡌ
మࡖక ࢘ࡍయݟ ࡹ ࡽࠋఫߖࡓलయڴ ࡽ ऴ࢐యవ۪ऐ , కߘక ߘߝ   ఈ ఫంࣾߖ ߤ అߖ అڕߘం݄, ఇ޴gx 

తపओ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ߖ޵ ߘߝऒ  g Prime x dxڴ ࡽࠋయࡍ࢘ తफڜ 
ࠪరऐ గలߘ మనం ߖ޵ऒ  ఎ޳۫ ࡹ࠻ۯ ࡮भ ం ڒబܽद సࠪనం అߖ ߖరछ ۨంచం1  ݟ ప ऱ࣒  t  t x 
చޔరऴߖڜ ޳ࡶ ړߖࣃऒ ङޑऴప ࠭࠲ ऱࡏࣃ ࠪऒ యం

 పऱ࣒  చޔరऴసం ړ సࠪనం అ࠭ޑࠋۮ ݞږ ߖ, త޳छ ऒߖ޵ ࠭࠲ ࡌ  ఎలऱߩओ ఈ ߷ङ ݢ షࡹ ߤ ऴ࢐࣋ 1 x t dt 
ࠡదం

అ޴ߝ ఉతओ ऒߕ ࡓ 2 ࡹ  సࠪనం   అం݄ ړߖ ऱܿ ݞޙ ఉంܿం޴dt xdx x 
సࠪనం ఇۨऐ ړ ݡంࡓ బܽदڒ న ఇంܽऴగࡹ ࡽ ఈ ऴపޑङ ࠪऒ ऒߖ࠻ యడం వలనdt xdxۯ 
ఈ ఇంܽऴగࡽ అߧ ߖల࡯࢐, ఎం޶కం݄ ߘߝ కం݄ కం݄ ఎڕए వ ߰ం࠭ޑ޶ మ࠾ࡍ ఇߩओ  dt tݡ
ఈ ߷ర࠹ మనڕ ఇపओ రऐࠪ ړࡹ ࠹న ߷రࣄ࡯ޘ ښܽ బݟం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴  ప ऱ࣒ కएࡅ   mod t c ߘ ۃ࡮ 
ఇࣆफం޴  తࣾణߗڒ ࠲ ࠪ సమసङ ऱࡿࢗ ڵࡍޒ ړ  బܽद మనంڒ ޴ఉం ࡹ  x࡯ x
ङޑऴప ړ బܽदڒ , ࠪऒ యంߖ޳ ڴऒ పऱ࣒ ߤవ ۃ࡮   ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒ t޴फంࣆۯ సࠪనం ړࣄ   t x 
 ޴ంޔࡏࠪ ڴసమऴగం ࡍవۨ ࠪ ޴బܽद ఇڒ
.

కߘక ڜ ߖ ߘߝంత ڜతफ ࢘ࡍయڕࣆޓ ڴ ࡽࠋంܼࣆ ࡏࠬ ޾ࡶ ߠలభంڴ   ax plus bdx ax plus b
۫డవ۪ऐ

కएࡅ ڕࠪ  సమऴగత ڒ ࣆࡱޘబܽद ఈ సమऴగత࡮࠮ ߘङ ంకనం ۯయ࠭࠲ ړߖݞt sin t 
ङޑऴప ړ ߖ ࠪऒ యం ࣃۯफ ࠭, త޳छ సࠪనంax plus b ړ ࡌ t adx dt

మ࠾ࡍ సమऴగం అޔ࢓ంړ ߘߝ  ޴ సࠪనం, ޳ ߖ޳छ మనం ఇకए ࡌ డ ఒక ߦపం ޳छ sin tdt ڴఒకܽ ࡌ tdt 
ఉం۪࠭ޑ,
కएࡅ ߤ࣌ڜ ޴ߝపం అߦ బܽद ఒకڒ న࣒ తపओ࠳   మࡖకܽ ޶ڒt t 
మ࠾ࡍ ۨవరࣄ ࠭࠲ ڴबర࠳న ࣃݟܔ ߖफ ࠭, ఇڕࠬ ޴ ఇపओ ऐࡏన࣒ ఖ࠳ ښܽ   c.޴फంࣆఇ ߘ

ప ࡯డनھ నࣄ࡯ޘ ڕࠪ ऱ࣒ ప ߖ  ऱ࣒ ంచవ۪ऐڵ࠙ ޜ  , ࢐సफړߖ࢐ ఈb c
సంబంߖ߄ऒ ంచవ۪ऐࡍకނర߄ࣃ  छࡌమన త ߖߖ޵ , फࣃ۫ ࡹޒతరగ ޒ ࠭   మనڕ 
ऒߖ޳య పڥࡔ  అߖ అం޴ంۨనటऱޙ࠼, అ޴ ఎలऱߩओ  ax + b.޴ఉంܿం ڴసమऴగం ݢ
  ఆ ఫంࣾߖ ߤ
ऐࡏߝ మనం ܌ࡗంۧ࠭ ఈڵ࠙ ޜంకంࡌबࣄ  నऒڕ ࠭࠲ బܽदڒ ,࡯ంۧࡍफకߨసంऀ ߖ࢐ܽ
ऐࡏߝ ߘలހల లࣾڴక సమऴ߅రవߖ ऒߕڕ ङ࡮࠮ ߘరణ సమऴగత߄ࣃ ࠭࠲ ,࠭ ంకనం ۯయడం ఎڿ࡮ 
ऐࡏߝ ऒߕڕ ࠭, అڼ࡮
ࠡదం మ࠾ࡍ ఏڔకరణࡍߪ ߘफ ۯయడం ࡏߝऐ ऒߕڕ ࠭ మ࠾ࡍ ۨవర࡮ۧ ࠭࠲ ڴ
࠭ఖङ ङޑన ऴప࠳ ࠪऒ య పదमࡏߝ ߖޒऐ ऒߕڕ ࠭ ధనङ  ࡏࠬ ࡱ޳࢐
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