
मागील वगाŊतील िवȨाȚाōचे ˢागत आहे आʉाला उदासीन इंिटŤलची कʙना समजली आʉाला एįरया फंƕनचा अथŊ काय आहे हे समजले आʉाला 
अँटी-डेįरʬेिटʬची कʙना काय आहे हे देखील समजले मग आʉी ǉा इंिटŤलला या संबंिधत सवŊ अँटी डेįरʬेिटʬचे संकलन ʉणून fxd x c 
पįरभािषत केले शेवटǉा िदशेने वाˑवाचा एक संच आʉाला या वŢ िकंवा अँटी डेįरʬेिटʬ कुटंुबाचे भौिमतीय ʩाƥा समजले आिण आʉी Ɨेũ 
फंƕन इंिटŤलǉा ̊ʼीकोनातून देखील पािहले आिण ते अिवभाǛ मानून आʉी सांिगतले की हे िनिʮत अिवभाǛ आहे ʉणून हे आहेत आज आपण 
आपʞा मागील वगाŊत िशकलेʞा गोʼी आपण पुढे पाš की अिनिʮत पूणाōकांचे गुणधमŊ कोणते आहेत ते आपण फंƕनǉा इंिटŤलचे मूʞमापन कसे 
कŝ शकतो जे आपʞाला िदले जाईल ʉणून आपण Ůारंभ करǻापूवŎ आपण एक उदाहरण घेऊ जेथे मी तुʉाला दाखवतो. जेʬा आपण इंिटŤल घेतो 
तेʬा İ̾थर चे महȇ आपण घेतो ʉणून समजा की आपʞाला फंƕन ˝ॉल चे अँटी-डेįरʬेिटʬ शोधǻास सांिगतले जाते जे आहे . c fx fx giv 

पाच ची पॉवर चार अिधक दोन अशी वाढवली की आपʞाला अँटी-डेįरʬेिटʬचे मूʞ िदले जाते ʉणून ते केवळ असे ʉणत नाही की en x 
आपʞाला चे अँटी डेįरʬेिटʬ शोधले पािहजे तर हे देखील सांगते की आपʞाला ते शोधले पािहजे. डेįरʬेिटʬ Ǜाचे मूʞ ची ʬॅʞू पाच x nt f 
असते तेʬा बरोबर एक असेल तर सवŊ अँटी-डेįरʬेिटʬǉा कुटंुबातून तुʉाला िविशʼ अँटी-डेįरʬेिटʬ शोधावे लागतील, मी तुʉाला आमǉा मागील x 
अनुभवावŝन असे कसे करता येईल ते दाखवीन. या Ůकारातील फंƕनचे अँटी डेįरʬेिटʬ आपण समजू शकतो की x raise to power n d 
ने ǉा ने पॉवर वर वाढवा पाच अिधक दोन असे िनघते आिण ʉणून हे फंƕन अँटी-डेįरʬेिटʬ मानले जाते आʉाला अँटी- डेįरʬेिटʬ जसे x dx x 
की एक चे पाच ǉा बरोबरीचे आहे याचा अथŊ असा होईल की एक अिधक दोन अिधक हे पाच ǉा बरोबरीचे चे मूʞ दोन ʉणून देते ʉणून येथेf c c 
अँटी-डेįरʬेिटʬ हे मूʞ ला वाढवून पाच अिधक दोन अिधक दोन देतेfx x x 
ȑामुळे या Ůकरणात तुमǉा लƗात आले आहे की आʉाला एक अिȪतीय अँटी-डेįरʬेिटʬ िमळाला आहे जो वर वाढवला आहे पाच x po wer 
अिधक दोन अिधक दोन जे तुʉाला हे मूʞ देते जेʬा एक बरोबर पाच असेल तर जर आʉाला अशी अट िदली असेल की या Ůकरणात x x x f1 
ʉणून िदलेली अट ȑा İ̾थरांकाǉा िविशʼ मूʞाǉा 5 ǉा बरोबरीची असेल सवŊसाधारणपणे मूʞमापन करǻासाठी आʉी या İ̾थरांकाला कोणताही 
अिनयंिũत İ̾थरांक मानू या पुढे आʉी पिहʞा गुणधमाŊशी संबंिधत असलेʞा अिनिʮत पूणाōकांचे गुणधमŊ पाš जसे की आʉी सुŜवातीला सांिगतले होते 
की एकũीकरण ही िभɄतेची ʩˑ ŮिŢया मानली जाऊ शकते ʉणून इंिटŤल चे Ȫारे गुणधमŊ फंƕन ˢतः  ʉणजे ते फंƕनचे इंिटŤल fxdx dx 
आहे आिण जर तुʉी ȑा इंिटŤलचे डेįरʬेिटʬ घेतले तर तुʉाला तेच फंƕन िमळेल दुसरी ŮॉपटŎ ʉणजे फंƕनǉा डेįरʬेिटʬचे इंिटŤल हे फंƕन 
आहे आिण आता या दोनकडे पहा. या समीकरणांǉा पुराʩासाठी जाǻापूवŎ Ůथम अिभʩƅी असे ʉणते की फंƕनǉा अिवभाǛतेचे वेगळेपण हे 
फंƕन आहे तर दुस̴या Ůकरणात ते एस. फंƕनǉा िडफरŐ िशयलचे इंिटŤल हे फंƕन ɘस कॉɍंट आहे आिण ʉणून आʉी आʉी असे ʉणत नाही 
की िडफरŐ िशयल आिण इंिटŤʤ या दोन ऑपरेशɌ एकमेकांǉा ʩˑ ऑपरेशन आहेत परंतु आʉी ʉणतो की ते एक ʩˑ ʉणून मानले जाऊ 
शकतात ऑपरेशन कारण बीन इनʬसŊ ऑपरेशन होते मग दोɎी ऑपरेशɌ एकाच वेळी लागू केʞानंतर ȑांनी तुʉाला फंƕन ˢतः च िदले पािहजे होते
परंतु या Ůकरणात ते İ̾थर आहे ʉणून जर आपण İ̾थरांकापयōत िविशʼता लƗात घेतली तर ȑांचा िवचार केला जाऊ शकतो इ̢ʬसŊ ऑपरेशन Ůूफ 
ʉणून ŮॉपटŎ थेट ʩाƥा वापŝन िसȠ करता येते आʉाला अँटी-डेįरʬेिटʬǉा कʙनेवŝन मािहत आहे की ǉा ǉा बरोबरीने लहान a fx dx 

ǉा बरोबरीचे आहे जसे की कॅिपटल लहान चे अँटी डेįरʬेिटʬ आहे तर चा इंिटŤल कॅिपटल ɘस आहे ʉणून आता fx fx fx fxdx fx c 
आपण या इंिटŤलवर डेįरʬेिटʬ ऑपरेटर लागू कŝ असे गृहीत धŝन की कॅिपटल हे ˝ॉल एफएƛसाठी अँटी-डेįरʬेिटʬ आहे ʉणून जर आपण f 
येथे डेįरʬेिटʬ लागू केले तर ते आपʞाला इंिटŤल ǉा Ȫारे देईल. उजʩा बाजूस ǉा Ȫारे ला लागू fx dx d dx dx dx fx plus c 
केʞाने समान असेल जे वर सारखे आहे कारण İ̾थरांकाचे İ̾थर ʩुȋɄ शूɊ असेल आिण आʉाला या संबंधावŝन आधीच मािहत आहे की dx df 

वर काहीही नाही पण dx df fx
हे फंƕन ˢतः च िनघतेSo d by dx of integral fx fx 

ȑामुळे ǉा चे हे फंƕन ˢतः च असतेintegral fx dx dx 
ȑामुळे हे ŮॉपटŎ साठी ŮॉपटŎ दाखवते आʉी पुɎा ʩाƥा वापरतोa b 
ȑामुळे आʉी लƗात घेतो की ǉा ǉा जे मुळात आहेfx dx dx f prime x 
ȑामुळे आता तुʉी डेįरʬेिटʬǉा ʩाƥेǉा ̊ʼीकोनातून पुɎा पािहʞास साठी ˝ॉल हे अँटी डेįरʬेिटʬ आहे आिण nt f prime x fx 
ʉणून इंिटŤलची ʩाƥा वापŝन आपण चे इंिटŤल हे िलš शकतो. साठी हे įरयʤǉा संचाशी संबंिधत आहे f prime xdx fx plus c c 
आिण हेच गुणधमŊ Ůमाणे ǉा बरोबरीचे आहे ʉणून आʉी ही गुणधमŊ ʩाƥा वापŝन दाखवली आहे की bf prime xdx fx plus c 
डेįरʬेिटʬचा अिवभाǛ समान फंƕन आिण İ̾थर दुसरा गुणधमŊ आहे जे आʉी पाहतो की जर आʉाला िदले जाते दोन अिवभाǛांǉा th 
ʩुȋɄामȯे समान आहेत ʉणजे दोन फंƕɌ आिण साठी जर चे ǉा fx g x integral fxd x d x dx integral g xdx d x 
सारखे असेल तर इंिटŤल आिण ​​दोɎी फंƕɌ एकाच कुटंुबातील आहेत फंƕɌचे आʉी ते कसे दाखवू शकतो, तर आʉी काय करतो ते fx gx 
ʉणजे आʉी संपूणŊ अिभʩƅी घेतो , अिभʩƅीचा अथŊ असा होतो की ǉा ǉा ǉा वजा dx dx integral fxdx integral of gxdx
शूɊाचा तर Ůथम तुʉी हे मȯे ǉा Ȫारे वर हˑांतįरत करा. डावीकडे नंतर ऑपरेटरला बाहेर ƽा आिण नंतर ही d dx dx integral dxdx 
अिभʩƅी िलहा कारण ही समानता सवŊ साठी सȑ आहे आिण ʉणूनच ही समानता सवŊ साठी देखील सȑ आहे आिण हे शƐ आहे की ǉा x x x 
काही कायाŊचे ʩुȋɄ शूɊ ǉा बरोबरीचे आहे. फंƕन ˢतः च एक İ̾थरांक असेल तरच शƐता आहे , ʉणजे चा अिवभाǛ वजा चा fxdx gxdx 
अिवभाǛ İ̾थरांक आहे असे ʉणूया आिण याचा अथŊ असा की मी उजʩा बाजूला हˑांतįरत केʞास सवाōचा संŤह होईल. कायő अिवभाǛ c g x 

याला असे ʉणूया की मȯे आहे आिण ȑाचŮमाणे मी हे फंƕन उजʩा बाजूला घेतले तर gxdx plus c one c one c one r fx 
ɘस दोन असे की दोन चे आहेतintegral fxdx c c r 

ȑामुळे ते ǉा कुटंुबाचे Ůितिनिधȕ करतात. या अिवभाǛांसाठी वŢ आिण ʉणून दोन अिवभाǛ कारण येथे समानतेमुळे ही दोन कुटंुबे समतुʞ r 
आहेत ʉणून आपण सहसा असे करत नाही कारण ही कुटंुबे समतुʞ आहेत ʉणून आपण सहसा येथे िलिहलेʞा İ̾थरांकांबȞल काळजी करत नाही 
आिण आपण ते पूणाōक िलिहतो हे ǉा इंिटŤल सारखेच आहे ʉणजे इथे İ̾थर वगळले आहे पुढे आपण इंिटŤल of fxdx gxdx ah ah 
ऑपरेटरचे आणखी काही गुणधमŊ शोधू हे गुणधमŊ िडफरŐ िशयल ऑपरेटरǉा गुणधमाŊसारखे आहेत जे तुʉी आधीच पािहले आहे की पिहली ŮॉपटŎ ʉणजे 
रेखीयता गुणधमŊ जी मी यामȯे पुढील रीतीने िलहीन चा इंिटŤल चा इंिटŤल अिधक ǉा इंिटŤल सारखाच आहे fx plus gxdx fxdx gxdx 

हे ȑा दोन फंƕɌǉा अिवभाǛांǉा बेरजेइतकेच असतातtions 
ȑामुळे अिवभाǛ मूलत: बेरीजǉा पुराʩावर िवतरीत केले जाते, आʉी येथे काय करतो ते ʉणजे तुʉी डाʩा हाताची बाजू ƽा आिण ती डाʩा बाजूǉा 

ने फरक करा. आʉांला ŮॉपटŎवŝन माहीत आहे जे आʉी आधीच दाखवले आहे की इंिटŤलचे डेįरʬेिटʬ हे फंƕन आहे,dx 
ȑामुळे ŮॉपटŎचा वापर कŝन जे आʉी आधीच िसȠ केले आहे ते ʉणजे या इंिटŤलचे ʩुȋɄ हे ɘस यािशवाय दुसरे काहीही नाही हे आʉी fx gx 
ʉणतो की तो संबंध एक आहे. जी आता डाʩा बाजूने येत आहे तीच गोʼ आपण उजʩा बाजूने कŝ उजʩा बाजूचा फरक कŝ कारण आपʞाला 
आधीच मािहत आहे की ʩुȋɄ जोडणीवर िवतरणाȏक आहे आिण ʉणून आपण ते ɘस ǉा इंिटŤलवर बाय असे िलš शकतो . fxdx d d dx 

वर ǉा Ȫारे आता पुɎा एक गुणधमŊ वापŝन आʉाला मािहत आहे की ǉा Ȫारे फंƕन gxdx integral dx integral dx dx fx 
अिधक हे फंƕन सारखेच आहे हे फंƕन Ůमाणेच आहे जे आʉी दाखवले आहे. ते ʉणजे डाʩा integral d by dx integral gx gx 
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हाताǉा आिण उजʩा बाजूǉा दोन फंƕɌमȯे फरक केʞास आपʞाला समान ʩुȋɄ िमळते आिण मागील गुणधमाŊवŝन ते वŢांǉा एकाच 
कुटंुबातील आहेत आिण ʉणून हा गुणधमŊ सȑ आहे ʉणून हे िसȠ करते की रेखीयता अिवभाǛांवर गुणधमŊ फॉलो केला जातो दुसरा गुणधमŊ ˋेलर 
गुणाकारासाठी आहे, ʉणून ते येथे काय ʉणते ते ʉणजे गुणा चे एकũीकरण ǉा पट एकीकरण सारखे आहे जेथे काही İ̾थर k fxdx fxdx k k 
आहे हे देखील आपण समान कʙना वापŝन िसȠ कŝ. मागील ŮॉपटŎसाठी डाʩा बाजूǉा बाय िनघाले आिण उजʩा बाजूǉा बाय d dx d dx 
असे िनघाले आिण आʉाला मािहत आहे की ˋेलर हा गुणधमŊ पुɎा एक वापŝन आʉाला देणा̴ या िडफरŐ िशयल ऑपरेटरपासून वेगʨासाठी बाहेर k 
काढला जाऊ शकतो. पुɎा ȑाचŮमाणे मागील ŮकरणाŮमाणेच आʉी दावा करतो की Ůमाणेच आहे आता आʉी काय कŝ या दोनkfxdx kfxdx 
गुणधमाōना एकũ जोडू आिण ȑांना एका सामाɊ सूũात ठेवू, ʉणून आपण İ̾थरांक साठी ʉणू. 1 डॉट डॉट आिण फंƕɌ k k 2 kn f one xf
दोन डॉट डॉट डॉट यांचा संबंध आहे की अिधक अिधक डॉट डॉट डॉट चे एकũीकरण समान आहे x fn x k 1 f 1 k 2 f 2 knfn dx 
जसे तुʉी वन इंिटŤेट बाहेर घेता. एक Ɨमˢ अिधक दोन आिण नंतर हा गुणधमŊ अिवभाǛांचे मूʞमापन करǻात मदतk f dx k kn fnx dx 
करतो जेथे फंƕɌ िविशʼ रेखीय संयोजनात िलिहलेली असतात आʉी एक ūुत उदाहरण देतो ʉणून समजा आपʞाला फंƕन एƛ ˍेअर अिधक 

अिधक चे इंिटŤल शोधायचे आहे. या फंƕनचा अिवभाǛ भाग शोधǻासाठी आʉी ते आता या पȠतीने िलिहतो कारण आʉाला रेखीयतेचे bx c 
गुणधमŊ मािहत आहेत ʉणून आʉी येथे हे İ̾थरांक िलš शकतो चा अिवभाǛ वगŊ अिधक चा अिवभाǛ अिधक गुणा अिवभाǛ आहेabc x b x c 
आिण तेथे एक आहे. ʉणून आपण ते अिवभाǛ एक ʉणून िलš शकतो जे आपण आधीच पािहले आहे िकंवा आपण येथे अँटी डेįरʬेिटʬची पȠत dx 
देखील वापŝ शकतो की आपण Ɛूबचा 3 ने भेद केला तर आपʞाला वगŊ िमळेल आिण ʉणून आपण हे ʉणून िलš शकतो. Ɛूब बाय 3 x x x 
अिधक तुʉी आधीच पािहले आहे की टी ȑाचे हे चौरस बाय दोन अिधक लहान साठी एकीकरण आहे ʉणजे आपण मȯे फरक केला तर bx x c x 
तुʉाला एक िमळेल ʉणून येथे फंƕन िदसले पािहजे आिण शेवटी İ̾थरांक ʉणून आपण ȑाला वन असे ʉणू कारण हा येथे आधीच िदसत x c c 
आहे.
ȑामुळे हे आपʞाला गोधंळात टाकू नये ʉणून या रेखीय संयोगाचे अिवभाǛ हे फंƕन बनते Ǜाचे मूʞांकन सहज तीन ˢतंũ अिवभाǛांमȯे मोडून 
आिण ȑांचे मूʞमापन कŝन हे तंũ आपʞाला काही İƑʼ सम˟ा सोडवǻास मदत करेल आता आपण वापŝ. आʉाला िभɄतेचे ǒान आिण काही 
सूũे िलहा Ǜामुळे आʉाला सम˟ा सोडवताना अिवभाǛांचे मूʞमापन करǻात मदत होईल ही सूũे अितशय मूलभूत सूũ आहेत आिण तुʉी ते शƐ 
िततके लƗात ठेवǻाचा Ůयȉ केला पािहजे ʉणून मी डाʩा बाजूला काय करेन ते मी िलहीन. डेįरʬेिटʬचे संबंिधत सूũ आिण उजʩा बाजूला मी 
संबंिधत अिवभाǛ िलहीतो ʉणजे आपʞाकडे हे बाय ची पॉवर अिधक 1 बाय पयōत वाढेल अिधक 1 ची शƅी वर वाढवतो d dx x n n x n 
ʉणून ची शƅी पयōत वाढवलेला चा समिवभाǛ अिधक 1 वर अिधक 1 अिधक İ̾थर येथे ची शƅी वाढवते अिधक 1 येथे x n x n n c x n 
आपण हे लƗात घेतले पािहजे की हे उणे 1 ǉा बरोबरीचे असू शकत नाही आपण ȑास सामोरे जाऊ ही वजा 1 केस ˢतंũपणे जी ठरािवक वेळेनुसारn 
येईल िविशʼ केस ʉणून आʉाला मािहत आहे की चा Ȫारे एक आहे आिण ʉणून एक चा अिवभाǛ भाग अिधक İ̾थर िनिʮतता x dx d x x 
ʩाकरण कायő असʞाचे आपण आधीच पािहले आहे. उदाहरणाथŊ ǉा Ȫारे हा कोसाइन आहे आिण ʉणून कोसाइन चा sine x dx t x x 
अिवभाǛ अिधक Ȫारे हा चा उणे िनघतो ʉणून आपण येथे वजा िचɎ टाकू ʉणजे जेʬा आपण पूणाōक sine x c d dx sine x sine x 
िलš ते साइन चे अिवभाǛ बनते वजा कोसाइन अिधक टॅन चा İ̾थरांक बाय सेकंद चौरस आहे आिण ʉणून माफ करा मी x x x d dx x dx 
चुकलो येथे सेकंद ˍेअर टॅन अिधक ǉा बरोबरीचे हे सवŊ मानक सूũ आहेत जे आपण कŝ शकता कोणȑाही संदभŊ पुˑकात शोधा x dx x c t 
मी ते अशा Ůकारे िलहीन जेणेकŜन ते चौरस चा अिवभाǛ होईल वजा अिधक İ̾थरांक cos x x cot x d by dx of six is   seck x

जे तुʉाला चा अिवभाǛ भाग अिधक İ̾थरांक देते ȑाचŮमाणे चे Ȫारे आिण tan x seck x tan xdx sec x cosec x dx cos xx 
हे ऋण िचɎासह आहे जे पुɎा ȑाचŮमाणे मी ते येथे घेईनcot x 

ȑामुळे ते चा अिवभाǛ होईल आिण उणे अिधक पुढे आपण पाš. ʩुǿम िũकोणिमतीय फंƕɌचे ʩुȋɄ cos xx cot xdx cos xx c 
ʉणून आपण ते मागील वगाŊत पािहले आहे चे ʩुǿम हे एक वजा वगाŊचे एक ओʬर ˍेअर ŝट आहे आिण ʉणून एक वजा d x sin x x x 
ˍेअर ŝट साठी इंटीŤेशन साइन इनʬसŊ अिधक İ̾थर आहे आिण आपण हे देखील पािहले आहे की वजा चे बाय dx x cos inverse x d 

हे देखील एक वजा वगाŊचे वगŊमूळ आहे आिण ʉणून एक वजा आहे ʉणून मी ȑाच फंƕनमȯे गोधंळून जाऊ नये कारण आʉी तुʉाला dx x 
आधीच दाखवले आहे की ही दोन फंƕɌ संबंिधत आहेत. वŢ आिण समान कुटंुबासाठी साइन ʩुǿम आिण उणे कोसाइन ʩुǿम refore x x 
ते समान कायाŊचे अिवभाǛ असू शकतात पुढे आपण ʩुǿम चे बाय अशी आणखी काही सूũे पाहतो, आपʞाला मािहत आहे की ते tan x d dx 
एक बाय एक अिधक चौरस आहे आिण ʉणून एकाचे एकũीकरण एक अिधक चौरस हा टॅन अिधक İ̾थरांक आिण ȑा मागील ǉा x x dx x d 
समांतर आहे चा कॉट उलट हा वजा एक पेƗा एक अिधक चौरस आहे जो येथे वजा घेतो आिण ʉणून वर एक अिधक चौरस हा dx x x dx xa 
वजा चुकला आहे येथे कॉट ʩुǿम अिधक İ̾थरांक बाय से ʩुǿम हे चौरस वजा 1 ǉा वगŊमूळावर एक आहे आिण ʉणून वगŊ x d dx x x x x 
वजा 1 ǉा वगŊमूळाचे एकũीकरण से ʩुǿम अिधक İ̾थरांक ȑाचŮमाणे Ȫारे असे िनघते ʩुǿम हे ऋण िचɎासह x x d x dx cos x x x 
चौरस वजा एकǉा चौरसमूळाǉा बरोबरीचे आहे ʉणून चौरस वजा एकǉा वगŊमूळावर अिवभाǛ हे कोसेक ʩुǿम अिधक İ̾थर x x x dx x c
चे वजा ʉणून देखील िलहीले जाऊ शकते
ȑामुळे िकनेमॅिटक आिण ʩˑ िũकोणिमतीय कायŊ आमǉाकडे आहे लॉगįरदिमक आिण घातांकीय फंƕनचा संबंध आʉाला चे ǒान आहे चे d dx 

Ȫारे वाढवलेले ची पॉवर ʉणून जी आपʞाला अिवभाǛ चे घातांक देते Ůमाणे ची घात वाढली आहे खरे तर आपण ते नेdx e x x x dx e x d 
िलš शकतो चा पॉवर ला ने भागाकार ʉणून वाढवलेला पेƗा मोǬा साठी जेणेकŜन वाढवलेले पॉवर e dx nx n n e nx 0 n e nx dx 
सारखेच असेल ने ला वाढवलेला आिण 0 पेƗा मोǬा साठी İ̾थरांक िकंवा ȑाऐवजी नॉट इƓल 0 हे नकाराȏक साठी देखील खरे n nx n n n n 
आहे कारण येथे शूɊ झाʞावर हे फंƕन एक होईल आिण आपʞाला एक साठी इंिटŤल आधीच मािहत आहे आिण आपʞाला ǉा n dx mod x 
लॉगसाठी बाय देखील मािहत आहे. एक बाय आिण ʉणून चा एकाचा अिवभाǛ मॉड ɘस कॉɍंटचा लॉग ʉणून िलिहला जाईल d dx x xdx x 
ʉणून हा केस Ǜावर आपण साठी चचाŊ करत आहोत तो वजा एक ǉा बरोबरीचा आहे ʉणून आपण समजू ah x raise to power nn ah 
शकता की केस जेʬा बरोबर उणे एक या सूũाने काळजी घेतली जाऊ शकते तेʬा हे सूũ मला लƗात ठेवू Ȩा ते खूप महȕाचे आहेत आिण कारण ते n 
खूप मूलभूत आहेत ʉणून आपण ते लƗात ठेवले पािहजे कारण आपण ते वारंवार वापरत आहोत आणखी एक महȇाची िटɔणी जी मी उदाहरणासह पुढे
जाǻापूवŎ येथे ठेवू इİǅतो की ते शƐ होणार नाही. Ůाथिमक फंƕɌǉा ̊ʼीने सवŊ फंƕɌचा अिवभाǛ भाग शोधǻासाठी काही फंƕन असू 
शकतात Ǜासाठी आपʞाला कदािचत मािहत नसेल की ȑाचे अँटी-डेįरʬेिटʬ काय आहे ते तपासणीȪारे िकंवा मूʞमापनाȪारे देखील असे एक 
उदाहरण ई उणे चौरस पयōत वाढिवले जाऊ शकते.x dx 
ȑामुळे Ůाथिमक फंƕनǉा ̊ʼीने या फंƕनसाठी अँटी डेįरʬेिटʬ ʉणजे बŠपदी िũकोणिमतीय गंुतवणूक संƥा युƅी घातांक इȑािद शƐ नाही हे 
शोधून काढणे शƐ नाही
ȑामुळे काही Ůकरणांचे मूʞमापन आपण कŝ शकत नाही आिण अशा Ůकरणांमȯे आपण अिनिʮत पूणाōक ȑांǉा ˢतः ǉा ˢŝपात सोडतो. ते जसे 
आहेत तसे आता आपण गुणधमŊ आिण अिवभाǛांवर अवलंबून काही उदाहरणे पाš जे आपण पिहले उदाहरण िशकलो जे मी िनवडले आहे ते अगदी सोपे
आहे. साठी फंƕनचे इंिटŤल अिधक पयōत वाढवले ​​आहे, ʉणून जर तुʉी हे इंिटŤल पािहले तर सवŊ Ůथम ती दोन फंƕɌचीe 3 x 3 x 1 d x 
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बेरीज आहे आिण ʉणून आʉी समीकरणावर इंिटŤलǉा िवतरणाȏक ˢŝपाचा गुणधमŊ वापरतो आिण ȑात िलš. हा फॉमŊ वाढवलेला पॉवर 3 e x 
वर İ̾थरांक 4 बाहेर घेऊन दुसरा अिवभाǛ 1 आता आपʞाला मािहत असलेʞा सूũावŝन वाढवलेला पॉवर असा चा अिवभाǛ पॉवर dx e nx e 

वर वाढवला जातो 3 पयōत Ȫारे तीन अिधक İ̾थरांक ʉणून ȑास अिवभाǛ ʉणून घात करा तीन तीन अिधक 3 x 3 xdx e x 3 x e x 
İ̾थरांकाǉा चार पटीने वाढिवले ʉणजे आपण ȑास चार एक अिधक अिवभाǛ असे ʉणू हे आपʞाला आधीच मािहत आहे की हा अिवभाǛ c x 
अिधक İ̾थरांक दोन आहे. संपूणŊ टमŊ 4 बाय 3 वर 3 अिधक अिधक 4 अिधक वर वाढिवले जाते कारण आिण c e x x c 1 c 2 c 1 c 2 
दोɎी İ̾थर आहेत ʉणून आपण ȑांना एकũ जोडू शकतो आिण आपण ȑांचे नवीन İ̾थरांक ʉणून पुननाŊिमत कŝ शकतो ʉणून ते होईल 4 बाय 3 e 
पॉवर 3 अिधक अिधक एक İ̾थर वर वाढिवले ʉणजे अिवभाǛ हे असे िनघेल आता इथे तुʉी हे देखील कŝ शकता की समाकिलत x x c m 
करताना एकतर तुʉी अिवभाǛ समाकिलत करताना İ̾थरांकाची जागा बदलू शकता िकंवा तुʉी असेही कŝ शकता की तुʉी शेवटी İ̾थरांक बदलू 
शकता
ȑामुळे अनेक वेळा आʉी नाही िकंवा आʉी बदलू शकत नाही . ठरािवक अिवभाǛ अिवभाǛ मूʞमापन करताना ताबडतोब İ̾थरांक काढतात 
ȑाऐवजी आʉी शेवटी एकच एकल İ̾थरांक जोडून ते कŝ, ʉणून आʉी दुसरे उदाहरण घेऊ तुमǉासाठी ǉा वगŊमूळ वजा एकचे ǉा वगŊमूळानेx x 
अिवभाǛ मूʞमापन करायचे आहे. पूणŊ वगŊ अनेक वेळा आपण अिवभाǛांचा वापर कŝ शकत नाही जे आपण ŮȑƗपणे िशकलो आहोत dx 
आपʞाला काही सरलीकरण करावे लागेल उदाहरणाथŊ येथे आपण वगाŊचा िवˑार केला तर आपʞाला काय िमळेल ते ʉणजे वगŊमूळ वगŊ ʉणजे x 
अिधक वगŊमूळ वगाŊने एक ʉणजे एक बाय वजा दोन पट गुणाकार जे दोन आहे ते येथे रेखीयतेचे गुणधमŊ लागू करा ʉणजे आपʞाला िमळेल ते x x 

चा अिवभाǛ अिधक वजा दोन पट अिवभाǛ एक जो तुʉी ˍेअर बाय 2 अिधक 1 बाय हे सूũ वापŝन येथे मूʞमापन कŝ xdx xdx dx x x 
शकतो हा मॉड वजा 2 अिधक एकीकरणाचा İ̾थरांक आहे ʉणून हा या केससाठी अिवभाǛ आहेx x 
ȑामुळे एक सम˟ा जी सुŜवातीला थोडी İƑʼ वाटू शकते परंतु जर आ̱ ही काही संबंध वापरतो जे आ̱ हाला आधीच मािहत आहे की हे सोपे केले जाऊ 
शकते आिण पुढे आ̱ ही समजू शकतो की इंिटŤल खूप सोपे होईल तȖम आणखी एक उदाहरण जे मी तुमǉासाठी घेईन ते ʉणजे Ɛूब वजा x x 
चौरस अिधक वजा 1 भागाकार कŝया. उणे 1 x x dx
ȑामुळे सुŜवातीला थोडे İƑʼ िदसते परंतु जर तुʉी काळजीपूवŊक पािहले तर तुʉी हे समजू शकता की पिहʞा दोन पदांमȯे तुʉी चौरस सामाɊ x 
ʉणून घेऊ शकता ʉणजे उणे 1 अिधक दुसरा टमŊ उणे 1 पूणŊ होईल. वजा 1 ने भागले. आता तुʉी पहा वजा एक ने भागʞास आपʞाला x x x x 

चौरस अिधक एक िमळेलx 
ȑामुळे येथे İƑʼ िदसणारी संǒा चौरस ɘस वन िशवाय दुसरे काहीही नाही Ǜासाठी आता आपण ȕįरत चौरस काढू शकतो आिण ʉणून ते x x th
ने घन असेल एक आिण ʉणून ते आिण İ̾थर आहे ʉणून लƗात ƽा की आʉी आता हे अिवभाǛ समीकरणावर िवतरीत केलेले नाही आʉी x ee x 
ते थेट िलिहले आहे
ȑामुळे सरावाने योƶ वेळी तुʉी थेट अिवभाǛ िलš शकता आिण आʉी हे सवŊ अिवभाǛ तपशील वगळू . आʉी अिवभाǛ मूʞमापन करत आहोत 
काही िũकोणिमतीय संबंध वापŝन तुमǉासाठी आणखी एक उदाहरण ठेवू. चार ʉणू की आʉाला से ˍेअर भािगले चौरस चे x cos x xdx 
मूʞमापन करावे लागेल ʉणून आमǉाकडे थेट येथे सूũ नाही परंतु तुʉी हे काळजीपूवŊक पािहले आिण लागू केले तर िũकोणिमतीय संबंध जो सेकंद 
चौरस हे दुसरे काहीही नाही परंतु वगŊ आिण चौरस हे दुसरे काहीही नाही परंतु एक ˍेअर आहे ʉणून आपण ते x cos x cos x x sin x 
साइन ˍेअर वर ˍेअर ʉणून िलš शकतो जे आता टॅन ˍेअर िशवाय दुसरे काहीही नाही पुɎा आपʞाला टॅन ˍेअर चा x cos x x dx x 
इंिटŤल मािहत नाही पण टॅन ˍेअर चा सेक ˍेअर बरोबरचा संबंध मािहत आहे आिण से ˍेअर चा इंिटŤल मािहत आहेx x x 
ȑामुळे आपʞाला काय मािहत आहे आिण आपण सम˟ेचे ŝपांतर कसे कŝ शकतो याचा िवचार केला पािहजे. फॉʄुŊला मȯे िकंवा एक सम˟ा जी 
आʉाला आधीच मािहत आहे ʉणून आʉाला मािहत आहे की फॉʄुŊला वन अिधक टॅन ˍेअर हे सेकंद ˍेअर ǉा बरोबरीचे आहे आिण ʉणून x x 
हे सूũ येथे वापŝन आʉी ते सेकंद ˍेअर वजा एक असे ठेवू शकतो Ǜामुळे तुʉाला सेकंदाचा इतका अिवभाǛ भाग िमळेल ˍेअर हा टॅनx dx x 

वजा अिवभाǛ एकाचा अिधक अिवभाǛ İ̾थरांक आहेx x 
ȑामुळे हे थोडेसे İƑʼ िदसणारे सूũ ठरािवक गणना केʞानंतर आʉी एका नातेसंबंधापयōत पोहोचलो जे आʉाला मािहत होते आिण आʉी ते नाते 
वापरले आिण शेवटी आʉाला अिवभाǛ सापडले आʉी कॉɽेशन कŝ िडफरŐशन आिण इंिटŤेशन एक ʉणजे ते दोघेही ऑपरेटर आहेत जे फंƕɌ 
िडफरŐ िशयलवर चालतात ते ऑपरेटर देखील आहे आिण इंिटŤल देखील ऑपरेटर आहे ऑपरेटर फंƕɌ इनपुट ʉणून घेतात मला काय ʉणायचे आहे 
ते ʉणजे उदाहरणाथŊ ʉणजे ते फंƕन वर ऑपरेट केले तरच ते तुʉाला देते आिण ȑाचŮमाणे इथे d by dx of fx fx f prime x fxdx
चा इंिटŤल फंƕन इफेƃवर ऑपरेट केला जातो तुʉाला फंƕन देǻासाठीfx 
ȑामुळे ते दोघे ऑपरेटर आहेत ŮॉपटŎ इंिटŤल देखील रेखीयतेǉा गुणधमाŊचे समाधान करते हे आपण पािहले आहे की आपण फंƕन l inearity 
घेतʞास ते अिȪतीय आहे ʉणून फंƕनचे ʩुȋɄ अिȪतीय अिवभाǛ आहे आपण पािहले आहे की आपण फंƕनचे इंिटŤल घेतले तर ते ɘस fx c 
आहे
ȑामुळे ते अिȪतीय नाही यू या अथाŊने आपण िविशʼतेची ʩाƥा करतो परंतु आपण ȑास बŠतेक वेळा İ̾थरांकापयōत अनɊ असे ʉणतो याचा अथŊ असा
की जर आपण İ̾थरांकाकडे दुलŊƗ केले तर ते अिवभाǛ आहेत आपण एका िबंदूवर फंƕनचे ʩुȋɄ पįरभािषत कŝ शकता ʉणजे ते िबंदूवरील 
˙िशŊकेची िदशा दशŊवते परंतु अिवभाǛ बाबतीत असा कोणताही अथŊ िनयुƅ केला जाऊ शकत नाही याचा अथŊ असा की एका िबंदूवरील अिवभाǛ 
िबंदूला काही अथŊ नाही तर िबंदूवरील िवभेदक ˙िशŊकेǉा िदशेचा अथŊ देखील आपण पािहला आहे वŢ कुटंुबासाठी अिवभाǛ आिण Ȫारे dx dy 
साठी समान भूिमतीय ʩाƥेǉा केससाठी अिवभाǛ आिण समान भूिमतीय ʩाƥेचे भूिमतीय ˙ʼीकरण देखील आपण ʩुȋɄाǉा बाबतीत पािहले 
आहे की ते आहे. िमिटंग ŮिŢया आिण ȑाचŮमाणे तुʉी इंिटŤल बȞल देखील िशकू शकाल ʉणजे ती ŮिŢया मयाŊिदत करते कारण मी आधीच एकाli 
गुणधमाŊसाठी नमूद केले आहे ते ʉणजे इंिटŤल हे िभɄतेचे ʩˑ ऑपरेटर मानले जातात परंतु मी नमूद केʞाŮमाणे ते मूलत: तंतोतंत ʩˑ नसतात. 

पुढील İ̾थरांकाǉा उपİ̾थतीमुळे आपण इंिटŤʤचे मूʞमापन कसे करावे हे िशकणार आहोतoperators 
ȑामुळे कोणतीही िविशʼ पȠत नाही जी Ůȑेक हाताला Ůȑेक फंƕनला लागू केली जाईल आिण एखाȨा फंƕनवर अवलंबून िकंवा िविशʼ सम˟ेवर 
अवलंबून आपʞाला िभɄ लागू करावे लागतील. पȠती ʉणून आʉी ȑांना एक-एक कŝन पाहणार आहोत. आज मी तुमǉासाठी Ǜा पȠतीची चचाŊ 
करणार आहे ती पȠत ʉणजे Ůित̾थापन नावावŝन तुʉी पाš शकता,
ȑामुळे आʉी या पȠतीमȯे काय करतो ते ʉणजे इंिटŤल चे मूʞमापन करǻासाठी. आमǉा लƗात आले की येथे ˢतंũ ʬेįरएबल आहे fxdx x 
आʉी हे ʬेįरएबल ˢतंũ ʬेįरएबल ला दुस̴या ˢतंũ ʬेįरएबल मȯे काही संबंधांȪारे बदलतो उदाहरणाथŊ मला असे वाटते की हे x t assu. x t
चे काही फंƕन आहे Ǜामȯे या िभɄतेमȯे िविशʼ गुणधमŊ आहेत जेणेकŜन आपण ते वेगळे कŝ शकू मग हे आपʞाला Ȫारे dx dt is 

देईल आिण ʉणून िभɄतेǉा बाबतीत आपण ते ǉा बरोबरीचे आहे ʉणून िलš शकतो. equals to g prime t dx g prime tdt 
ʉणून मूळ अिवभाǛ असे मी नाव िदले तर ते चा अिवभाǛ ʉणून Ȫारे ने ने बदलले तर इंिटŤल चे सूũ f x gt dx g prime t dt fxdx 

वŝन मȯे ˢतंũ ʬेįरएबल बदलʞास ǉा ǉा ǉा दुस̴ या सूũात ŝपांतįरत होते ʉणून मी इथे x t gtg prime t dt f integral 
पुɎा िलहीन चा हा ǉा चा इंिटŤल ʉणून िलिहता येईल आता आपण आधीच नमूद केले आहे कीfx dx integral gt g prime t dt f 

Pru
tor
@
IIT
K



आिण ची ही चल डमी आहेत आिण ʉणून कधीतरी असे देखील होऊ शकते की ʉणून िनवडǻाऐवजी आपण ला ʉणून x t gt x ah t gx 
िनवडू शकतो ʉणजे हे चे फंƕन ʉणून चे काही िविशʼ कायŊ आपण ʉणून िनवडू शकतो आिण नंतर आपण पुढे जाऊ शकतो. ȑा अह t x x t 
Ůित̾थापनासह जे योƶ वेळी ˙ʼ होईल अगदी साधे उदाहरण घेईन ʉणून आपण येथे उदाहरण घेऊया की आपʞाला दोन वरील एक अिधक i x x
चौरस चा अिवभाǛ भाग शोधायचा आहे, ʉणून आपʞाला आधीच मािहत असलेʞा Ůाथिमक सूũांȪारे हे अिवभाǛ ताबडतोब िमळू शकत नाही dx 
परंतु आपण लƗात घेतʞास येथे िडनॉिमनेटर टमŊ वेगळे केʞास तुʉाला 2 िमळेल जे येथे अंश पदाŮमाणेच आहे आिण ʉणून जर तुʉी येथे x 
काळजीपूवŊक पािहले तर िडफरŐ िशयलने गुणाकार केलेला ʩुȋɄ दुस̴ या ʬेįरएबलमȯे िडफरŐ िशयल ʉणून िलिहला जाऊ शकतो ʉणून जर मला हे 
फंƕन असे वाटत असेल तर मग हे िशवाय दुसरे काही नाही आिण ʉणून मी ते नवीन ʬेįरएबलमȯे ŝपांतįरत कŝ शकतोgx g prime x dx 

आपण ते कसे कŝ शकतो ते पाš या ʉणजे बरोबर 1 अिधक वगाŊची ʩाƥा करा िकंवा कधीतरी आपण असेही ʉणू की पयाŊय 1 अिधक t t x x 
चौरस बरोबर आहे. ʉणजे हा िवभेद आʉी नेहमी या पȠतीत िलिहतो ʉणजे डेįरʬेिटʬǉा बरोबरीचा जो मधील 2 पट फरक t dt dt xdx x 
आहे
ȑामुळे दोन ǉा बरोबरीचा आहे आिण िदलेʞा इंिटŤलमȯे हे बदलून याला अिवभाǛ ʉणू जसे मला िमळेल आहे. वर आिण आता dt xdx dt t 
हा फॉमŊ आʉाला आधीच मािहत असलेʞा फॉमŊमȯे ŝपांतįरत झाला आहे आिण यामुळे आʉाला चा लॉग िमळेल mod t plus constant 
पण आमची सम˟ा मȯे होती ʉणून आʉाला वर परत जावे लागेल आिण ʉणून चा पयाŊय ʉणून तो लॉग ऑफ करा. हे एक अिधक x x t t x 
चौरस अिधक ǉा बरोबरीचे आहेc 
ȑामुळे या Ůकरणासाठी हे आमचे अंितम अिवभाǛ बनते ǉा चे आणखी एक साधे उदाहरण एकũीकरण जेणे कŝन मी ax plus bdx sine 

ला काही नवीन ʬेįरएबल ʉणून घेतो की नाही हे तुʉाला सहज लƗात येईल. ʉणून या इंिटŤलचे मूʞमापन करǻासाठी आʉी ax plus b t t 
ǉा बरोबरी ला बदलतो ʉणजे ǉा बरोबरीचा होतो आिण बनतो ax plus b t adx dt integral i equals to sin tdt a 

Ȫारे आʉी येथे एक ʉणून एक ǉा अिवभाǛ बरोबर एक ठेवू कोसाइन ǉा वजा िशवाय दुसरे काहीही नाही आिण शेवटी sin tdt sin t t 
आʉी एक İ̾थर जोडू Ǜामुळे तुʉाला चे वजा िमळेल हे आʉाला आधीच मािहत आहे की अिधक ला अिधक ने भागले जाते c cos t ax b c 
खरेतर हे नाते सामाɊीकृत केले जाऊ शकते जे आपण पाš. आमचा पुढचा वगŊ ʉणजे जर आʉाला एखादे फंƕन िदले गेले Ǜामȯे ax plus b 
असे रेखीय पद असेल तर तो नेहमी ȑा फंƕनचा अिवभाǛ घटक असतो जो İ̾थरांकाने भागलेला असतो
ȑामुळे आज आपण जे काही िशकलो ते आपण सारांिशत कŝ
ȑामुळे आपण अिनिʮत पूणाōकांचे गुणधमŊ िशकलो आहोत आपण काही Ůाथिमक सूũ देखील िशकलो आहोत आपण साȯा पूणाōकाचे मूʞमापन कसे 
करावे हे देखील िशकलो आहोत आिण िभɄता पूणŊ करणे देखील िशकलो आहोत. एकũीकरण आिण शेवटी आʉी Ůित̾थापनाची अȑंत महȇाची पȠत 
िशकलो, धɊवाद 
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