
 മുൻ ױാസിെല വിദّാർ،ികെള സٔാഗതം െചുإക , ഉദാസീനമായ ഇന്റْഗലുകൾ എؗ ആശയം ഞ׹ൾ
മനشിലാׯി  , ഒരു ഏരിയ ഫംഗ് ഷൻ െകാ؇് എؓാണ് അർ،മാؗുׯത് എ്ؗ ഞ׹ൾ മനشിലാׯി , 
ആന്റി-െഡറിേവئീവ് എؗ ആശയം എؓാെണ്ؗ ഞ׹ൾ മനشിലാׯി, തുടർ്ؗ ന്െറ ഇന്റْഗൽfxdx- 
എبാ ആന്റി െഡറിേവئീവുകളുെടയും േശഖരമായി ഞ׹ൾ നിർവചിു׺. അവസാന؋ിേലتുׯ ഒരു 
കൂ؂ം യാഥാർ،ّ׹ളിൽ െപടുؗ , ഈ വളവുകളുെട കുടുംബ؋ിന്െറ അെ׸بിൽ ആന്റി 
െഡറിേവئീവിന്െറ ജّാമിതീയ വّാഖّാനം ഞ׹ൾ മനشിലാׯി, കൂടാെത അവിഭാജّമായി 
കണׯാׯി ഏരിയ ഫംഗ്ഷെന ഞ׹ൾ അവിഭാജّ വീײണേകാണിൽ നി്ؗ േനാׯി, ഇത് ഒരു 
നിحിത അവിഭാജّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ പറ؁ു.  ഇ്ؗ നുأെട മുൻ ױാشിൽ പഠി׺ കാരّ׹ളാണ് 
അനിحിത ഇന്റْഗലുകളുെട ഗുണവിേശഷതകൾ എെؓാെׯെയ്ؗ േനാׯാം, അത് നമു്ׯ നൽകുؗ 
ഒരു ഫംഗ്ഷന്െറ ഇന്റْഗൽ എ׹െന വിലയിരു؋ാം, അതിനാൽ ആരംഭിؗുׯതിന് മു്آ ഞ׹ൾ ഒരു 
ഉദാഹരണം എടുുׯം. നأൾ ഇന്റْഗൽ എടുുׯേآാൾ നأൾ എടുر ؗുׯിരമായ സിയുെട 
ْപാധാനّം നി׹ൾ്ׯ കാണിു׺തരുؗു, അതിനാൽ നأൾ 
അ׹െനയാെണ്ؗ കരുതുക.  ഫംഗ് ഷൻ സ് േമാൾ എഫ് എക് സിന്െറ ആന്റി-െഡറിേവئീവ് എഫ് എക് സ് 
കെ؇؋ാൻ െകഡ് െചയ് തു, അത് അ؀് ൈറ്ُٛ ടു പവർ േഫാർ ؛സ് ടു ആയി നൽകിയിരിുؗുׯ, x 
അതായത് ആന്റി-െഡറിേവئീവിന്െറ മൂലّം നമു്ׯ നൽകിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ആന്റി 
െഡറിേവئീവ് കെ؇؋ണം എ്ؗ മാْതമب അത് പറയുؗത്. ന്െറ മാْതമب , എؗത് ഒؗിന് x x 
തുലّമാകുേآാൾ അ؀് മൂലّമുت മൂലّമുت ആ െഡറിേവئീവ് കെ؇േ؋؇തുെ؇ؗും f nt 
അതിനാൽ എبാ ആന്റി െഡറിേവئീവുകളുെടയും കുടുംബ؋ിൽ നി്ؗ നി׹ൾ ഒരു ْപേതّക 
ആന്റി-െഡറിേവئീവിനായി തിരയണെമؗും പറയുؗു.  ൈറസ് ടു പവർ എؗ തര؋ിലുت ഒരു x n 
ഫംഗ് ഷന്െറ ആന്റി െഡറിേവئീവിന്െറ മുൻ അനുഭവ؋ിൽ നി്ؗ ഇത് എ׹െന െചإാെമ്ؗ നി׹െള 
കാണിുׯം , ന്െറ ന്െറ പവർ േല്ׯ ഉയർؗു؋ത് അ؛ ؀്സ് ര؇് ആയി മാറുെമؗും d dx x x 
അതിനാൽ ഈ ഫംഗ് ഷൻ നമു്ׯ ആന്റി-െഡറിേവئീവ് ആയി കണׯാുؗുׯ, അതായത് ഒؗിന്െറ f 
എؗത് അ؀ിന് തുലّമാണ്, അതായത് ഒ്ؗ ؛സ് ടു ؛സ് സി അ؀് ന് തുലّമാണ്, സിയുെട മൂലّം 
ര؇ായി നൽകുؗു, അതിനാൽ ആന്റി-െഡറിേവئീവ് എഫ്എ٧്ع  ഇവിെട മൂലّം േല്ׯ x po-
ഉയർുؗു؋  അ؛ ؀്സ് ടു ؛സ് ടു, അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ഞ׹ൾ്ׯ ഒരു അദٔിതീയ x 
ആന്റി-െഡറിേവئീവ് പവർ ൈഫവ് ؛സ് ടു ؛സ് ടു ഉയർ؋ിയതായി നി׹ൾ ْശؑിുؗുׯ, അത് x x x 
എؗത് അ؀് ആയി തുലّമാകുേآാൾ നി׹ൾ്ׯ മൂലّം നൽകുؗു. ഈ സാഹചരّ؋ിൽ എؗ f1 
നിലയിൽ നൽകിയിരിؗുׯ വّവ5 ر ന് തുലّമാണ് , ആ رിരാ؋׸ിന്െറ നിർؐിذ മൂലّം 
െപാതുെവ വിലയിരു؋ാൻ കഴിയുؗ ഒരു വّവر നൽകുേآാൾ, ഈ رിരാ׸െ؋ ഏെത׸ിലും 
അനിയْؓിതമായ رിരാ׸മായി ഞ׹ൾ കണׯാുؗുׯ, അടു؋തായി നأൾ അനിحിത 
ഇന്റْഗലുകളുെട ഗുണവിേശഷതകൾ േനാׯാം.  സംേയാജനെ؋ വّതُّതٝയുെട വിപരീത 
ْപْകിയയായി കണׯാׯാെമ്ؗ ഞ׹ൾ ആദّം പറ؁തുേപാെല േْപാؚർ؂ി ബؖെؚ؂ിരിുؗുׯ, 
അതിനാൽ ഇന്റْഗൽ ന്െറ ന്െറ എؗ േْപാؚർ؂ി ഫംഗ് ഷൻ തെؗയാണ്, അതായത് അത് fxdx- dx dx 
ഫംഗ് ഷന്െറ അവിഭാജّമാണ്, നി׹ൾ ആ ഇന്റْഗലിന്െറ െഡറിേവئീവ് എടുുׯകയാെണ׸ിൽ നി׹ൾ 
അത് െചുإം.  അേത ഫംഗ് ഷൻ േനടുക ര؇ാമെ؋ േْപാؚർ؂ി , ഫംഗ് ഷന്െറ െഡറിേവئീവിന്െറ 
അവിഭാജّഘടകമാണ് ഫംഗ് ഷൻ ؛സ് ഒരു رിരാ׸ം ഇേؚാൾ നأൾ േപാകുؗതിന് മു്آ ആദّം ഈ 
ര؇് പദْപേയാഗ׹ൾ േനാുׯക ഈ സമവാകّ׹ളുെട െതളിവിനായി, ഫംഗ് ഷന്െറ ഒരു ഇന്റْഗലിന്െറ 
വّതിരിװത ഫംഗ് ഷൻ തെؗയാെണ്ؗ ആദّ പദْപേയാഗം പറയുؗു , ര؇ാമെ؋ േകസിൽ അത് 
ഫംഗ് ഷന്െറ ഡിഫറൻഷّലിന്െറ ഇന്റْഗൽ ഫംഗ് ഷനും رിരവും ആെണ്ؗ പറയുؗു, അതിനാൽ 
ഞ׹ൾ ഞ׹ൾ പറയുؗിب ര؇് ْപവർ؋ന׹ളും ഡിഫറൻഷّൽ , ഇന്റْഗലുകൾ എؗിവ പരُ١രം 
വിപരീത ْപവർ؋നമാണ്, പേײ ബീൻ വിപരീത ْപവർ؋നം ഉتതിനാൽ അവെയ ഒരു വിപരീത 
ْപവർ؋നമായി കണׯാׯാെമ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു, തുടർ്ؗ ര؇് ْപവർ؋ന׹ളും ഒേരസമയം 
ْപേയാഗി׺തിന് േശഷം അവ നി׹ൾ്ׯ നൽേക؇തായിരുؗു സٔയം ْപവർ؋ിുؗുׯ, എؗാൽ 
ഇവിെട ഇത് ഒരു رിരാ׸മാണ്, അതിനാൽ നأൾ رിരാ׸ം വെരയുت അദٔിതീയത 
പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ അവ ഒരു വിപരീത ْപവർ؋ന െതളിവായി കണׯാׯാം, അതിനാൽ 
ആൻറി െഡറിേവئീവ് ആശയ؋ിൽ നി്ؗ നമു്ׯ അറിയാവുؗ നിർവചനം ഉപേയാഗി്׺ സ്ٔ؋ േനരി؂് 
െതളിയിׯാനാകും. ന്െറ ന്െറ എؗത് െചറിയ ന് തുലّമാണ്, അതായത് മൂലധനം fx dx dx fx fx 
െചറിയ ന്െറ ആന്റി െഡറിേവئീവ് ആണ്, തുടർ്ؗ ന്െറ അവിഭാജّ ഘടകം ആണ്  fx fxdx c apital 

അതിനാൽ ഇേؚാൾ നأൾ െഡറിേവئീവ് ഓؚേറئർ ഈ ഇന്റْഗലിൽ ْപേയാഗിുׯം, fx plus c 
കّാപിئൽ എؗത് െചറിയ ന്െറ ആന്റി-െഡറിേവئീവ് ആെണ്ؗ അനുമാനിׯാം, അതിനാൽ f fx-
നأൾ ഇവിെട െഡറിേവئീവ് ْപേയാഗി׺ാൽ അത് ഇന്റْഗൽ ന്െറ ന്െറ ആയി നൽകും.  fxdx- dx dx 
വലതുവശ്؋ , ന്െറ ന്െറ ؛സ് ഇത് ന്െറ ന് തുലّമാണ്, കാരണം fx- dx- dx c , df- dx-
-ിൽ നി്ؗ ന് df؋ം , ഈ ബؖുׯീവ് പൂജّമായിരിئിരമായ െഡറിേവر ിന്െറ؋׸ിരാر
മുകളിലുت എؗത് ന്െറ എؗതبാെത മെئാؗുമെ്ؗب ഞ׹ൾׯറിയാം.  ഇന്റْഗൽ dx fx so d- dx fx
ഫംഗ് ഷൻ ആയി മാറുؗു, അതിനാൽ ഇന്റْഗൽ ന്െറ ന്െറ ഫംഗ് ഷൻ തെؗയാണ്, fx fxdx dx dx 
അതിനാൽ ഇത് േْപാؚർ؂ി എؗതിന്െറ േْപാؚർ؂ി കാണിുؗുׯ ഞ׹ൾ വീ؇ും നിർവചനം a b 
ഉപേയാഗിുؗുׯ, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ന്െറ അടിرാനപരമായി ൈْപം ആണ് എ്ؗd by dx of fx f x 
ഞ׹ൾ ْശؑിുؗുׯ.  െഡറിേവئീവിന്െറ നിർവചന؋ിന്െറ വീײണേകാണിൽ നി്ؗ നി׹ൾ nt 
ഇത് വീ؇ും േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, സ്േമാൾ എഫഎ്٧്ع എഫ് ൈْപം എ٧عിന്െറ ആന്റി 
െഡറിേവئീവാണ്, അതിനാൽ ഇന്റْഗൽ നിർവചനം ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ എഫ് ൈْപം എ٧്عഡിഎ٧عിന്െറ 
ഇന്റْഗൽ എഫ്എ؛ ٧്عസ് ആെണ്ؗ എഴുതാം. യ് ്ׯ റിയലുകളുെട ഗണ؋ിൽ െപടുؗു, ഇതാണ് c 
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േْപാؚർ؂ി ൈْപം ؛സ് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഒരു െഡറിേവئീവിന്െറ ഇന്റْഗൽ ഒേര bf xdx, fx c 
ഫംഗ് ഷനും നأൾ കാണുؗ رിരമായ ര؇ാമെ؋ േْപാؚർ؂ിയുമാണ് എؗ നിർവചനം ഉപേയാഗി്׺ 
ഞ׹ൾ ഈ േْപാؚർ؂ി കാണിുؗുׯ.  ര؇് ഇന്റْഗലുകളുെട െഡറിേവئീവ് സമാനമാെണ്ؗ നമു്ׯ at, 
നൽകിയി؂ുെ؇׸ിൽ , അതായത് എؗീ ര؇് ഫംഗ്ഷനുകൾ്ׯ , ഇന്റْഗൽ ന്െറ ൈബ fx, gx fxdx- d 

ഇന്റْഗൽ ന്െറ ന്െറ ആെണ׸ിൽ, ര؇് ഫംഗ്ഷനുകളും ഇന്റْഗൽ എؗിവയുംdx, gxdx- dx- dx fx, gx 
 ഒേര ഫംഗ് ഷനുകളുെട കുടുംബ؋ിൽ െപടുؗു എ്ؗ കാണിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഞ׹ൾ െചؗുإത് 
മുഴുവൻ പദْപേയാഗവും എടുുׯക എؗതാണ് , പദْപേയാഗം സൂചിؚിؗുׯത്, ന്െറ ന്െറ fxdx- dx-

ന്െറ ന്െറ ന്െറ പൂജّ؋ിന്െറ ൽ നി്ؗ ൽ നി്ؗ ൽ നി്ؗ integral- dx- integral- gxdx dx- dx- dx-
േല്ׯ മാുئക.  ഇന്റْഗൽ ഇടത് വശേׯ്؋ എടു്؋ ഓؚേറئെറ പുറേׯ്؋ എടു്؋ ഈ dx- dxdx 

ൈശലിയിൽ ഈ പദْപേയാഗം എഴുതുക, കാരണം ഈ സമതٔം എبാ നും ശരിയാണ്, അതിനാൽ ഈ x 
സമതٔം എبാ നും ശരിയാണ്.  പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ന്െറ ചില ഫംഗ് ഷന്െറ െഡറിേവئീവ് എؗത് x x 
ഫംഗ് ഷൻ തെؗ ഒരു رിരാ׸മാെണ׸ിൽ മാْതേമ സാധّതയുൂت, അതായത് ന്െറ ഇന്റْഗൽ fxdx-
ൈമനസ് എؗത് ഒരു رിരാ؋׸ിന് തുലّമാണ്, നമു്ׯ എ്ؗ പറയാം, അതിനർ،ം അത് gxdx c 
എؗാണ്.  ഞാൻ വലതുവശ്؋ ൈകമാറുകയാെണ׸ിൽ , എبാ ഫംഗ് ഷനുകളുെടയും ഇന്റْഗൽ gx gxdx
-ത് േപാെല, c c c rتാം, അതായത് ഒ്ؗ ൽ ഉׯഇതിെന എ്ؗ വിളി ׯസ് വ؉ിന്െറ േശഖരം നമു്؛
വലതുവശتു؋ ഫംഗ് ഷൻ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇന്റْഗൽ ؛സ് സി ര؇്, അതായത് ര؇്fx fxdx c 

ൽ ഉൾെؚ؂ിരിؗുׯതിനാൽ അവ ഈ ഇന്റْഗലുകൾتുׯ വْക׹ളുെട കുടുംബെ؋ r-
ْപതിനിധീകരിുؗുׯ , അതിനാൽ ര؇് ഇന്റْഗലുകൾ കാരണം ഈ സമതٔം കാരണം ഈ ര؇് 
കുടുംബ׹ളും ഇവിെട തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ സാധാരണയായി ഈ കുടുംബ׹ൾ്ׯ 
തുലّമായത് േപാെല െചإിب. സാധാരണയായി ഇവിെട എഴുതിയിരിر ؗുׯിരാ׹׸െളുׯറി്׺ 
വിഷമിേׯ؇തിب, കൂടാെത ന്െറ ഇന്റْഗൽ ന്െറ ഇന്റْഗൽ ആെണؗും ഞ׹ൾ fxdx gxdx 
എഴുതുؗു, അതായത് رിരാ׸ം എؗത് ഒഴിവാׯെؚടുؗു  ഇവിെട കൂടുതലായി ഞ׹ൾ ah ed ah 
ഇന്റْഗൽ ഓؚേറئറുെട കൂടുതൽ േْപാؚർ؂ികൾׯായി േനാുؗുׯ,  ഈ േْപാؚർ؂ികൾ ഡിഫറൻഷّൽ 
ഓؚേറئറുെട േْപാؚർ؂ി്ׯ സമാനമാണ്, നി׹ൾ ഇതിനകം ക؇ ആദّെ؋ േْപാؚർ؂ി ലീനിയാരിئി 
േْപാؚർ؂ിയാണ്, അത് ؛സിന്െറ ഇന്റْഗൽ ഇനിؚറയുؗ രീതിയിൽ ഞാൻ ഇതിൽ എഴുതും.  fx gxdx 
എؗത് ന്െറ ഇന്റْഗൽ േപാെലയാണ്, കൂടാെത ന്െറ ഇന്റْഗൽ ഫംഗ് ഷനുകൾ േനാൂׯ, ര؇് fxdx gxdx 
ഫംഗ് ഷനുകളുെട ആെകു؋ക ആ ര؇് ഫംഗ് ഷനുകളുെടയും ഇന്റْഗലുകളുെട ആെകു؋കയ്്ׯ 
തുലّമാെണ്ؗ അത് പറയുؗു, അതിനാൽ അടിرാനപരമായി സം ْപൂഫിൽ വിതരണം െചؗുإത് 
ഞ׹ൾ ലളിതമാണ്.  ഇവിെട െചൂإ, നി׹ൾ ഇടത് വശം എടു്؋ അതിെന ഇടതുവശെ؋ െകാ؇് dx 
േവർതിരിുׯക എؗത് േْപാؚർ؂ിയിൽ നി്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാവുؗതുേപാെല, ഞ׹ൾ ഇതിനകം 
കാണി׺ത് , ഇന്റْഗലിന്െറ െഡറിേവئീവ് ഫംഗ്ഷൻ തെؗയാണ്, അതിനാൽ േْപാؚർ؂ി 
ഉപേയാഗിؗുׯത് േപാലും ഈ ഇന്റْഗലിന്െറ െഡറിേവئീവ് എഫ് എ؛ ٧്عസ് ജിഎ٧്ع അبാെത 
മെئാؗുമെ്ؗب ഞ׹ൾ ഇതിനകം െതളിയി׺ി؂ു؇് , ഇത് േകാം എؗ ബؖമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു. 
ഇടത് വശ്؋ നി്ؗ ഇേؚാൾ സമാനമായത് വലതുവശ്؋ ഞ׹ൾ െചുإം വലതുവശ്؋ േവർതിരിുׯക,
കാരണം െഡറിേവئീവ് സ׸ലന؋ിൽ വിതരണമാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് 

ന്െറ ഇന്റْഗൽ ؛സ് എ്ؗ എഴുതാം.  ജിഎ٧്عഡിഎ٧عിെല ഇന്റْഗൽ ഇേؚാൾ വീ؇ും fxdx d by dx 
േْപാؚർ؂ി ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ അറിയാം, ഇന്റْഗലിന്െറ ന്െറ ഫംഗ് ഷനും ഇന്റْഗൽ dx dx 
ജിഎസിന്െറ ഇന്റْഗൽ ൈബ ഡിഎ٧്ع ഫംഗ് ഷനും തുലّമാണ്, ജിഎ٧്ع ഫംഗ് ഷൻ പരിഗണിؗുׯത് d 
േപാെലയാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇവിെട കാണി׺ിരിؗുׯത് അതാണ് ഇടത് വശു؋ം വലതുവശു؋ം 
ഉت ര؇് ഫംഗ് ഷനുകൾ േവർതിരിുׯകയാെണ׸ിൽ നമു്ׯ ഒേര െഡറിേവئീവ് ലഭിുׯം , മുൻ 
സٔ؋ിൽ നി്ؗ അവ ഒേര വْക കുടുംബ؋ിൽ െപ؂താണ്, അതിനാൽ ഈ േْപാؚർ؂ി ശരിയാണ്, 
അതിനാൽ ഇത് െതളിയിുؗുׯ േരഖീയ സٔഭാവം  ഇന്റْഗലുകൾ പിؓുടരുؗത് ര؇ാമെ؋ േْപാؚർ؂ി 
സ്െകയിലർ ഗുണന؋ിനുتതാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട പറയുؗത് ൈടംസ് ന്െറ സംേയാജനം k fxdx 

ന്െറ തവണ സംേയാജന؋ിന് തുലّമാണ് എؗതാണ്. എؗത് ചില رിരതയുتതാണ് , മുൻ fxdx k k 
േْപാؚർ؂ിׯായി ഞ׹ൾ െചᅃٝ അേത ആശയം ഉപേയാഗി്׺ ഞ׹ൾ െതളിയിുׯം ഇടത് വശെ؋ d dx 

ആയി മാറുؗു , കൂടാെത സ്െകലാർ എടുׯാെമ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം. ഡിഫറൻഷّൽ ഓؚേറئർ dx k 
നമു്ׯ നൽകുؗ േْപാؚർ؂ിയിൽ നി്ؗ വّതّസ് തമായതിനാൽ , മുآെ؋ കാരّ؋ിെലؗേപാെല , 

ന് സമാനമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ അവകാശെؚടുؗു, ഇേؚാൾ നأൾ െചേإ؇ത് ഈ ര؇് kfxdx kfxdx-
േْപാؚർ؂ികൾ ഒരുമി്׺ േചർുׯകയും അവ ഉൾെؚടുു؋കയും െചുإക എؗതാണ്.  ഒരു െപാതു 
സൂْതവാകّം,  േഡാ؂് േഡാ؂് ഫംഗ് ഷനുകൾ ര؇് േഡാ؂് േഡാ؂് േഡാ؂് k 1 k 2 kn , f one xf x dot fn x
എؗിവയ് ്؛  ׯസ്  ؛സ് േഡാ؂് േഡാ؂് േഡാ؂് ന്െറ സംേയാജനം സമാനമാെണ്ؗ k 1 f 1 k 2 f 2 knfndx 
നമു്ׯ പറയാം നി׹ൾ ഒ്ؗ പുറെ؋ടുുׯേآാൾ ഒ്ؗ ײമിׯണം ؛സ് ര؇് k f dx k 
സംേയാജിؚിുׯക , തുടർ്ؗ ഫംഗ് ഷനുകൾ ചില ലീനിയർ േകാآിേനഷനിൽ knfnx dx 
എഴുതിയിരിؗുׯ ഇന്റْഗലുകൾ വിലയിരുؗു؋തിന് ഈ േْപാؚർ؂ി സഹായിുؗുׯ, അതിനാൽ 
ഞ׹ൾ ഒരു ْദുത ഉദാഹരണം നൽകുؗു.  ഈ ഫംഗ് ഷന്െറ ഇന്റْഗൽ കെ؇؋ാൻ സ്കٔയർ ؛സ് e ax 

 ി േْപാؚർ؂ി bx cئതു؇് , ലീനിയാരി؇؋സ് എؗ ഫംഗ് ഷന്െറ ഇന്റْഗൽ കെ؇േ؛
അറിയാവുؗതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ ഈ രീതിയിൽ ഇത് എഴുതുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ abc 
 ിന്െറ അവിഭാജّമാണ്, ഒെര؉ം ഉ؇്, x x c؋സ് സമയ؛ ൾ ഇവിെട എഴുതാം .  എؗത്׹׸ിരാر
അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇതിനകം ക؇ിت؂ു ഒരു എؗ ഇന്റْഗൽ ആയി എഴുതാം അെ׸بിൽ നമു്ׯ dx 
ഇവിെട ആന്റി െഡറിേവئീവ് രീതി ഉപേയാഗിׯാം. കّൂബ് 3 ന് നമു്ׯ ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഇത് x x 
കّൂബ് ൈബ 3 ؛സ് ബിഎ٧്ع എ്ؗ എഴുതാം, ഇത് ചതുര؋ിന് ര؇് ؛സ് െചറിയ എؗതിന് ഒؗിന്െറ x c 
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സംേയാജനമാെണ്ؗ നി׹ൾ ഇതിനകം ക؇ി؂ു؇്, അതായത് േവർതിരി׺ാൽ നി׹ൾ്ׯ ലഭിുׯം. x 
ഒരു ഫംഗ് ഷൻ ഇവിെട ദൃശّമാകുകയും ഒടുവിൽ رിരാ׸ം ആകുകയും േവണം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ x 
അതിെന വൺ എ്ؗ വിളിുׯം, കാരണം ഈ ഇതിനകം ഇവിെട ദൃശّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് നെأ c c 
ആശയുׯഴؚ؋ിലാׯരുത്, അതിനാൽ ഈ േരഖീയ സംേയാജന؋ിന്െറ സമْഗത ആയി മാറുؗു. thi 
ഈ അവിഭാജّെ؋ മൂ്ؗ വّതُّ ٝഇന്റْഗലുകളായി വിഭജി്׺ അവെയ വിലയിരുؗു؋തിലൂെട 
എളുؚ؋ിൽ വിലയിരു؋ാൻ കഴിയുؗ ഫംഗ് ഷൻ സ׸ീർ؉മായ ചില ْപശ് ന׹ൾ പരിഹരിؗുׯതിന് 
ഈ സാേ׸തികത നെأ കൂടുതൽ സഹായിുׯം, ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ വّതّാസെുׯ؋റിتു׺ ഞ׹ളുെട
അറിവ് ഉപേയാഗിുׯകയും ചില സൂْതവാകّ׹ൾ എഴുതുകയും െചുإം . ْപٍ٠ം പരിഹരിؗുׯത് ഈ 
സൂْതവാകّ׹ൾ വളെര അടിرാന സൂْതവാകّമാണ് , നി׹ൾ അവ കഴിയുْؗത ഓർأിׯാൻ 
ْശമിׯണം, അതിനാൽ ഞാൻ ഇടതുവശ്؋ എؓാണ് െചേإ؇ത്, ഞാൻ െഡറിേവئീവിന്െറ അനുബؖ
േഫാർമുല എഴുതുകയും വലതുവശ്؋ ഞാൻ അനുബؖ ഇന്റْഗൽ എഴുതുകയും െചുإം അതിനാൽ 
നമു്ׯ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ൽ ؛സ് 1-െന േല്ׯ ഉയർുؗു؋. ഇവിെട എؗത് x- dx- dx- dx- dx- n x- n 
ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാകാൻ കഴിയിب എؗത് ْശؑിേׯ؇താണ് , ഈ ൈമനസ് 1 േകസ് ഞ׹ൾ ْപേതّകം
ൈകകാരّം െചുإം , അത് ഒരു ْപേതّക ആയി യഥാസമയം വരും  ന്െറ ന്െറ ഒؗാെണؗും c x dx dx 
അതിനാൽ ഒരു ന്െറ അവിഭാജّഘടകം ആെണؗും ഞ׹ൾ ഇതിനകം ക؇ിت؂ുതിനാൽ ؛സ് dx x x 
 ിന് എؗത് t by dx of sine x؋ിരമായ ഉറؚായ വّാകരണ ഫംഗ്ഷനുകളായി മാറുؗു, ഉദാഹരണر

ആണ് , അതിനാൽ ന്െറ അവിഭാജّമാണ് േകാൈസൻ ന്െറ ന്െറ ന്െറ cosine x cosine x x dx- dx- cd 
എؗത് ൈസൻ ന്െറ ൈമനസ് ആയി മാറുؗു, അതിനാൽ നأൾ ഇവിെട ൈമനസ് ചിصം ഇടും, x-
അ׹െന നأൾ ഇന്റْഗൽ എഴുതുേآാൾ അത് ന്െറ അവിഭാജّമാകും.  എؗത് െസׯൻറ് sine x- x 
സ്കٔയർ ആണ് , അതിനാൽ ײമിׯണം, ഇവിെട എനി്ׯ നഷ് ടമായി, െസׯന്റ് സ്കٔയർ x dx x dx 
ടാൻ ؛സ് സി്ׯ തുലّമാണ്, ഇവെയبാം അടിرാന സൂْതവാകّ׹ളാണ്  എؗാൽ ഞാൻ ഇത് ഈ x x 
രീതിയിൽ എഴുതാം, 
അ׹െന അത് ചതുര؋ിന്െറ അവിഭാജّമാകും എؗത് ൈമനസ് ക؂് ആണ് കൂടാെത cos x x x 
 ടാൻ സമം d dx x x x xdx ׯെസ് ׯൾ്׹ടാൻ ആണ്, ഇത് നി ׯം ആറിന്െറ ആണ് െസ്׸ിരാر
െസ്ׯ ന് തുലّമാണ് കൂടാെത സിأിന്െറ رിരമായ എؗത് ഉം x dx d  ilarly cosec x cos xx cot 

ഉം ആണ്, അത് മുآെ؋ േപാെല തെؗ ഞാൻ ഇവിെടയും എടുുׯം, അതിനാൽ ഇത് x cos xx cot xdx
ന്െറ അവിഭാജّമായി മാറുؗു, ൈമനസ് ؛സ് ന് തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ നأൾ വിപരീത cos xx c 
ْതിേകാണമിതിയുെട െഡറിേവئീവ് േനാׯാം. ഫംഗ് ഷനുകൾ ആയതിനാൽ, മുൻ ױാസ് ൈബ സിൻ d 
ഇൻേവഴ് സ് എؗത് ഒരു ൈമനസ് സ് കٔയർ എؗതിന്െറ ഒരു ഓവർ സ് കٔയർ റൂ؂് ആണ് , അതിനാൽ x x 
ഒؗിന് മുകളിലുت ൈമനസ് സ് കٔയർ റൂ؂് ന്െറ ഏകീകരണം ൈസൻ ഇൻേവഴ് സ് ؛സ് x dx- x 
േകാൺزന്റ് ആണ്.  ൈമനസ് േകാസിന്െറ ന്െറ വിപരീതം എؗത് ഒരു ൈമനസ് dx dx x x 
ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ് , അതിനാൽ ഒരു ൈമനസ് ഒേര ഫംഗ്ഷനുമായി ഞാൻ 
ആശയുׯഴؚ؋ിലാകരുത്, കാരണം ഈ ര؇് ഫംഗ്ഷനുകളും ഒേര കുടുംബ؋ിൽ െപ؂താെണ്ؗ 
ഞ׹ൾ ഇതിനകം കാണിു׺തؗി؂ു؇്.  കർവ് , അതിനാൽ ൈസൻ വിപരീതം ൈമനസ് േകാൈസൻ x, 
വിപരീതം എؗിവ ഒേര ഫംഗ് ഷന്െറ അവിഭാജّമാകാം, തുടർ്ؗ , ടാൻ വിപരീതം ന്െറ ന്െറ x x dx dx 
േപാെല നമു്ׯ കൂടുതൽ സൂْതവാകّ׹ൾ േനാׯാം.  ഓേരാؗിനും കൂടി ചതുരം ആണ്, അതിനാൽ x 
ഒؗിന് ഒؗായി കൂ؂ിേ׺ർ്؋ ചതുരം എؗത് ടാൻ ؛സ് رിരാ؋׸ിന് തുലّമാണ്, മുൻ ന് x dx x d 
സമാؓരമായി ക؂ിലിന്െറ വിപരീതം ആണ് ൈമനസ് ഒ്ؗ ഓവർ വൺ ؛സ് ചതുരം ഇവിെട dx x x 
ൈമനസ് എടുുؗുׯ  അതിനാൽ ഓവർ വൺ ؛സ് സ് കٔയർ ൈമനസ് ആണ് ഇവിെട നذമായത് dx xa 

 ം എؗത് ചതുരْശ ൈമനസ് 1 cot inverse x x dx d x׸ിരാر ൻറ് വിപരീത ന്െറ ന്െറׯസ് െസ؛
ന്െറ വർ״മൂല؋ിന് ഒؗിന് മുകളിലാണ് , അതിനാൽ ചതുരْശ ൈമനസ് 1 ന്െറ x x x 
വർ״മൂല؋ിന്െറ സംേയാജനം െസׯന്റ് വിപരീതം ؛സ് رിരം സമാനമായി വിപരീതം x cos x x 
ന്െറ ആയി മാറുؗു , ഒരു െനഗئീവ് ചിصമുت വിപരീത ചിصം ന്െറ വർ״മൂല؋ിന് dx x x x x 
തുലّമാണ്  േകാെസׯിന്െറ ൈമനസ് ഇൻേവഴ് സ് ؛സ് േകാൺزന്റ് സി, അതിനാൽ കിനിമാئിക്, x 
ഇൻേവഴ് സ് ൈْടഗേണാെമْടിക് ഫംഗ് ഷൻ ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ േലാഗരിഥമിക് , എക് സ് േപാണൻഷّൽ 
ഫംഗ് ഷൻ എؗിവയുെട ബؖമു؇്  പവർ ആയി ഉയർ؋ിയതിന് തുലّമായ ഇന്റْഗൽ ന്െറ e x x dx 
എക് സ് േപാണൻഷّൽ നൽകുؗ വാُവٝ؋ിൽ നമു്ׯ യുെട പവർ ആയി er x , d dx nx 
ഉയർ؋ിയാൽ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ആയി ആയി ഹരി׺ാൽ എؗതിേനׯാൾ വലുത് n n e power nx n 
അ׹െന ഇന്റْഗൽ എ്ؗ എഴുതാം. യുെട ശװി ആയി ഉയർؗു؋ത് പവർ ആയി e nxdx e nx 
ഹരി׺ാൽ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ؛സ് 0-േനׯാൾ വലുേതാ എؗതിന് തുലّമായ ഒരു رിരാ׸ം 0 ന് n n n 
തുലّേമാ െനഗئീവിനും ഇത് ശരിയാണ്, കാരണം പൂജّമാകുേآാൾ ഇവിെട ഈ ഫംഗ് ഷൻ മാറും.  n n 
ഒ്ؗ, ഒരു ന്െറ ഇന്റْഗൽ ഞ׹ൾ്ׯ ഇതിനകം അറിയാം, കൂടാെത ന്െറ േലാഗ്-ന്െറ ന്െറ dx- mod x- dx-

ന്െറ ന്െറ െനയും ഞ׹ൾׯറിയാം, അത് ന്െറ സംഖّയാണ്, അതിനാൽ ഒؗിന്െറ dx- dx- dx- x-
ന്െറ എؗത് ؛സ് േകാൺزന്റ് എؗതിന്െറ േലാഗ് ആയി എഴുതെؚടും. xdx- integral mod x 

അധികാര؋ിേലتുׯ ഉയർؗു؋തിനായി ഞ׹ൾ ചർ׺ െചുإേآാൾ , ൈമനസ് ഒؗിന് x ah 
തുലّമب, അതിനാൽ ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമാകുേآാൾ ഈ േഫാർമുലയിൽ നി്ؗ ْശؑിׯാൻ n 
കഴിയുെമ്ؗ നി׹ൾ്ׯ മനസിലാׯാൻ കഴിയും, ഈ േഫാർമുലകൾ അവ വളെര ْപധാനെؚ؂താെണ്ؗ 
ഞാൻ പരാമർശിׯെ؂ അവ വളെര അടിرാനപരമായതിനാൽ ഞ׹ൾ അവ ഓർأിേׯ؇താണ്, 
കാരണം ഞ׹ൾ അവ പതിവായി ഉപേയാഗിുׯം , ഉദാഹരണമായി മുേؗാ؂് േപാകുؗതിന് മു്آ ഞാൻ 
ഇവിെട േചർׯാൻ ആْഗഹിؗുׯ ഒരു ْപധാന പരാമർശം , ْപാഥമിക ْപവർ؋ന׹ളുെട 
അടിرാന؋ിൽ എبാ ഫംഗ്ഷനുകളുെടയും അവിഭാജّത കെ؇؋ാൻ കഴിേׯ؁ിب എؗതാണ്.  
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പരിേശാധനയിലൂെടേയാ മൂലّനിർ؉യ؋ിലൂെടേയാ അതിന്െറ ആന്റി-െഡറിേവئീവ് എؓാെണ്ؗ 
നമു്ׯ അറിയാൻ കഴിയാ؋ ചില ഫംഗ് ഷൻ ആയിരിׯാം, അ؋ര؋ിലുت ഒരു ഉദാഹരണം പവർ e 
ൈമനസ് സ്കٔയർ ആയി ഉയർ؋ാം, അതിനാൽ ْപാഥമിക ْപവർ؋ന؋ിന്െറ x dx 
അടിرാന؋ിൽ ഈ ഫംഗ് ഷന്െറ ആന്റി െഡറിേവئീവ് ആെണ്ؗ കെ؇ു؋ക. അതായത് 
േപാളിേനാമിയൽ ൈْടഗേണാെമْടിക് ഇൻെവزിംഗ് നآർ ْടി്ׯ എക് സ് േപാണൻഷّൽ മുതലായവ 
സാധّമب, അതിനാൽ ചില േകസുകൾ നമു്ׯ വിലയിരു؋ാൻ കഴിേׯ؁ിب, അ؋രം സؕർഭ׹ളിൽ
നأൾ അനിحിതകാല ഇന്റْഗലുകൾ അവയുെട രൂപ؋ിൽ തെؗ ഉേപײിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇേؚാൾ
േْപാؚർ؂ികൾ അനുസരി്׺ ചില ഉദാഹരണ׹ൾ േനാׯാം. ഞ׹ൾ പഠി׺ ഇന്റْഗലുകൾ , ഞാൻ 
തിരെ؁ടു؋ ആദّ ഉദാഹരണം ഫംഗ് ഷന്െറ ഇന്റْഗൽ കെ؇؋ാൻ വളെര ലളിതമാണ് പവർ e 3 x 
 ിൽ അത് ര؇് dx׸കയാെണുׯൾ ഈ ഇന്റْഗൽ ആദّം േനാ׹ി, അതിനാൽ നി؋സ് 1 ആയി ഉയർ؛
ഫംഗ് ഷനുകളുെട ആെകു؋കയാണ് , അതിനാൽ ഞ׹ൾ സംേയാജന؋ിന്െറ വിതരണ 
സٔഭാവ؋ിന്െറ േْപാؚർ؂ി സേأഷനിൽ ഉപേയാഗിുׯകയും പവർ 3 ആയി ഉയർു؋കയും ഈ e x 
രൂപ؋ിൽ എഴുതുകയും െചുؗുإ.  നമു്ׯ അറിയാവുؗ േഫാർമുലയിൽ നി്ؗ  ഔ؂് ൈസഡ് ؛സ് 4
െസׯൻഡ് ഇന്റْഗൽ 1 എടുുؗുׯ, പവർ ആയി ഉയർ؋ി, അതിനാൽ യുെട ഇന്റْഗൽ 3 dx e nx e x 3

പവർ 3 മൂ്ؗ ؛സ് رിരാ؋׸ിേല്ׯ ഉയർുؗു؋.  അവിഭാജّ പവർ മൂ്ؗ െകാ؇് മൂ്ؗ xdx x e x x 
നാല് മട്׹ വർؑിؚിുؗുׯ, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇതിെന നാല് ഒ്ؗ ؛സ് ഇന്റْഗൽ ഒ്ؗ എ്ؗ c 
വിളിുׯം, ഇത് അവിഭാജّ ؛സ് رിരമായ ര؇് ആെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, x c 
അ׹െന മുഴുവൻ പദവും 4 ആയി മാറുؗു  ഉം ഉം رിരമായതിനാൽ 3 ؛സ് ؛സ് 4 by 3 e c 1 c 2 x x 

ആയി  ഉയർ؋ി  ؛സ് ؛സ് ഒരു رിരാ׸ം c 1 plus c 2 x x c 
അ׹െന ഇന്റْഗൽ ആയി മാറുؗു ഇേؚാൾ ഇവിെട നി׹ൾ്ׯ ഇത് െചإാൻ കഴിയും , 
സംേയാജിؚിുׯേآാൾ ഒؗുകിൽ നി׹ൾ ഒരു ഇന്റْഗൽ സംേയാജിؚിുׯേآാൾ رിരാ׸ം 
മാئിرാപിുؗുׯ അെ׸بിൽ നി׹ൾ്ׯ അവസാനം رിരാ׸ം മാئിرാപിׯാൻ കഴിയും, ഞ׹ൾ 
അെ׸بിൽ ഞ׹ൾ െചإിب ഒരു നിحിത ഇന്റْഗൽ മൂലّനിർ؉യം െചുإേآാൾ رിരാ׹׸ൾ ഉടനടി 
മാئിرാപിുׯക, പകരം ഒെരാر ئിരാ׸ം ؛ഗ് െചയ് ത് അവസാനം ഞ׹ൾ അത് െചുإം, അതിനാൽ 
ഞ׹ൾ മെئാരു ഉദാഹരണം എടുുׯം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ൈമനസ് ഒؗിന്െറ സ് കٔയർ റൂ؂ിന്െറ x 
ഇന്റْഗൽ മൂലّനിർ؉യം നടുؗു؋.  പൂർ؉ ചതുരം പലതവണ നأൾ േനരി؂് പഠി׺ x dx 
ഇന്റْഗലുകളുെട ْപേയാഗം ഇبായിരിׯാം , ഉദാഹരണ؋ിന്, ഇവിെട നമു്ׯ കുറ്׺ ലളിതവൽׯരണം 
െചേإ؇ി വേؗׯാം, ഉദാഹരണ؋ിന് , ചതുരം വികസിؚി׺ാൽ നമു്ׯ എ്ؓ ലഭിുׯം എؗത് 
സ്കٔയർ റൂ؂് സ്കٔയർ അർ،മാؗുׯത് എؗാണ്. ؛സ് വൺ ൈബ സ് കٔയർ റൂ؂് സ് കٔയർ എؗത്x x 
അർ،മാؗുׯത് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് മട്׹ ഉൽؚؗം ര؇് ആണ് , ലീനിയാരിئി േْപാؚർ؂ി ഇവിെട x 
ْപേയാഗിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ന്െറ ഇന്റْഗൽ ؛സ് ഇന്റْഗൽ ഒ്ؗ  ൈമനസ് xdx xdx 
ര؇് മട്׹ അവിഭാജّ വൺ േഫാർമുല സ്കٔയർ 2 ؛സ് 1 ൈബ ഉപേയാഗി്׺ നി׹ൾ്ׯ dx , x x 
വിലയിരു؋ാൻ കഴിയും , ഇത് േമാഡിന്െറ േലാഗ് ൈമനസ് 2 ؛സ് സംേയാജന؋ിന്െറ x x 
  .മാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഈ േകസിന്െറ അവിഭാജّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഒരു ْപٍ٠മാണ്׸ിരാر
തുട؋ׯിൽ അൽؚം സ׸ീർ؉മായി േതാؗിേയׯാം, എؗാൽ നമു്ׯ ഇതിനകം അറിയാവുؗ ചില 
ബؖ׹ൾ ഉപേയാഗിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത് ലളിതമാׯാം, കൂടാെത അവിഭാജّവും വളെര എളുؚമുت 
സമാന ഉദാഹരണമായി മാറുെമ്ؗ നമു്ׯ മനشിലാׯാം, ഞാൻ നി׹ൾׯായി എടുؗുׯ മെئാ്ؗ 
നമു്ׯ കّൂബ് എടുׯാം  ൈമനസ് സ്കٔയർ ؛സ് ൈമനസ് 1 െന ൈമനസ് 1 െകാ؇് x x x x dx 
ഹരി׺ാൽ തുട؋ׯിൽ ഇത് അൽؚം സ׸ീർ؉മാെണ്ؗ േതാؗുؗു, പേײ നി׹ൾ ْശؑാപൂർجം 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ , ആദّെ؋ ര؇് പദ׹ളിൽ നി׹ൾ്ׯ ചതുരം െപാതുവായി എടുׯാം, അത് x x
ൈമനസ് 1 ആയി വരും. കൂടാെത ര؇ാമെ؋ പദെ؋ ൈമനസ് 1 ആയി പൂർ؉മായി ൈമനസ് 1 x x 
െകാ؇് ഹരിുؗുׯ. ഇേؚാൾ നി׹ൾ കാണുؗത് ൈമനസ് ഒ്ؗ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ നമു്ׯ ചതുരം x x 
 ാെതxبസ് വൺ അ؛ ീർ؉മായി കാണെؚടുؗ പദം ചതുരം׸ം, അതിനാൽ ഇവിെട സുׯസ് വൺ ലഭി؛
മെئാؗുമب.  നമു്ׯ ഉടനടി ഇന്റْഗൽ സ്കٔയർ ക؇ുപിടിׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ അത് w x x 
കّൂബ് ആയി മൂ്ؗ ഒؗായി മാറും, അതിനാൽ ഇത് ഉം رിരാ׸വും ആയതിനാൽ ഈ ഇന്റْഗൽ ഓവർx 
സേأഷൻ ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ വിതരണം െചᅃٝി؂ിب എؗത് ْശؑിുׯക . പരിശീലന؋ിലൂെട നി׹ൾ്ׯ 
ഇന്റْഗലുകൾ േനരി؂് എഴുതാം , ഞ׹ൾ ഇന്റْഗൽ മൂലّനിർ؉യം െചുإേآാൾ ഈ അവിഭാജّ 
വിശദാംശ׹െളبാം ഞ׹ൾ ഒഴിവാുׯം, ചില ْതിേകാണമിതി ബؖ׹ളുെട ഉദാഹരണം ഉപേയാഗി്׺  
നി׹ൾ്ׯ മെئാരു ഉദാഹരണം നൽകും.  ഞ׹ൾ്ׯ േനരി؂് ഇവിെട ഒരു സൂْതവാകّം ഇب, എؗാൽ 
നി׹ൾ ഇവ സൂ٣ظമായി േനാുׯകയും ْതിേകാണമിതി ബؖം ْപേയാഗിുׯകയും െചᅃٝാൽ െസക് 
സ്കٔയർ മെئാؗുമب, േകാസ് ചതുരം ْപകാരമുت ഒ്ؗ , േകാസ് സ്കٔയർ എؗത് പാപം x x x x 
സ്കٔയർ ْപകാരമുت ഒؗبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ നമു്ׯ എഴുതാം ഇത് ൈസൻ സ്കٔയർ x x 
ഓവർ േകാസ് സ്കٔയർ ആണ്, അത് ടാൻ സ്കٔയർ അبാെത മെئാؗുമب, ഇേؚാൾ വീ؇ും ടാൻ x xdx 
സ്കٔയർ ന്െറ അവിഭാജّഘടകം ഞ׹ൾ്ׯ അറിയിب , പേײ ടാൻ സ്കٔുവിന്െറ ബؖം x 
ഞ׹ൾׯറിയാം െസׯൻറ് സ്കٔയർ ന്െറ അവിഭാജّഘടകം ഞ׹ൾ്ׯ അറിയാം, അതിനാൽ x-
നമു്ׯ അറിയാവുؗതും എ׹െന ْപശ് നെ؋ സൂْതവാകّമാׯി മാئാെമؗും അെ׸بിൽ നമു്ׯ 
ഇതിനകം അറിയാവുؗ ഒരു ْപശ് നമായി പരിവർ؋നം െചإാെമؗും ചിؓിׯണം, അതിനാൽ 
േഫാർമുല വ؉ും ടാൻ ചതുരവും കൂടിയാെണ്ؗ നമുׯറിയാം.  െസׯൻറ് സ്കٔയർ ന് തുലّമാണ് , x x 
അതിനാൽ ഇവിെട ഈ േഫാർമുല ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ ഇത് െസׯന്റ് സ്കٔയർ ൈമനസ് വൺ ഡിഎ٧്عx 
എ്ؗ നൽകാം, അത് നി׹ൾ്ׯ െസׯൻറ് ചതുര؋ിന്െറ അവിഭാജّമാണ് എؗത് ഒؗിന്െറ ടാൻ x x 
ൈമനസ് ഇന്റْഗൽ ആണ് ؛സ് അവിഭാജّ رിരം അതിനാൽ ഇത് കുറ്׺ ചില കണുׯകൂ؂ലുകൾ x 
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നട؋ിയതിന് േശഷം സ׸ീർ؉മായ രൂപ؋ിലുت േഫാർമുല ഞ׹ൾׯറിയാവുؗ ഒരു 
ബؖ؋ിേല്ׯ എ؋ി , ഞ׹ൾ ആ ബؖം ഉപേയാഗിു׺, ഒടുവിൽ ഞ׹ൾ അവിഭാജّമായി 
കെ؇؋ി, ഡിഫറൻേഷّഷന്െറയും ഇന്റേْഗഷന്െറയും ഒരു കംْപഷൻ ഞ׹ൾ رാപിുׯം ഒ്ؗ, 
അവ ര؇ും ഫംഗ്ഷനുകൾ ഡിഫറൻഷّലിൽ ْപവർ؋ിؗുׯ ഓؚേറئർമാരാണ് എؗതാണ്.  ഒരു 
ഓؚേറئറും ഇന്റْഗലും ഒരു ഓؚേറئർ കൂടിയാണ്  അേؚാൾ മാْതേമ അത് നി׹ൾ്ׯ ൈْപം x f x 
നൽകുؗു, അതുേപാെല ഇവിെട ന്െറ ഇന്റْഗൽ നി׹ൾ്ׯ ഒരു ഫംഗ്ഷൻ നൽകുؗതിന് fxdx fx 
ഫംഗ്ഷൻ ഇഫക്ئിലാണ് ഇത് ْപവർ؋ിؗുׯത്, അതിനാൽ അവ ര؇ും ഓؚേറئറാണ് , ലീനിയാരിئി 
േْപാؚർ؂ി ഇന്റْഗൽ തൃلിٝെؚടുുؗു؋, ലീനിയാരിئി േْപാؚർ؂ി തൃلിٝെؚടുുؗു؋, ഇത് ഞ׹ൾ ക؇ 
വّതّാസം ഞ׹ൾ ക؇ു.  ഒരു ഫംഗ് ഷൻ എടുുׯക അത് അദٔിതീയമാണ്, അതിനാൽ ഒരു ഫംഗ് ഷന്െറ 
െഡറിേവئീവ് അദٔിതീയമായ ഇന്റْഗൽ ആണ്, നأൾ ഒരു ഫംഗ് ഷന്െറ ഇന്റْഗൽ എടു؋ാൽ അത് fx 
 ൾ അതിെന׹എؗാൽ ഞ ,بിൽ അദٔിതീയമ؋،സ് സി ആണ്, അതിനാൽ ഇത് യു എؗ അർ؛
നിർവചിؗുׯ രീതിയിലാണ് ഇത് വിളിؗുׯത്.  മിׯേؚാഴും ഒരു رിരാ׸ം വെര അദٔിതീയമാണ് , 
അതായത് നأൾ رിരാ׸െ؋ അവഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ, ആ ഇന്റْഗലുകൾ അദٔിതീയമാണ്, 
നി׹ൾ്ׯ ഒരു ബിؕുവിൽ ഒരു ഫംഗ് ഷന്െറ െഡറിേവئീവ് നിർവചിׯാം, അതായത് അത് 
േപായിന്റിെല ടാൻജന്െറ ദിശെയ ْപതിനിധീകരിുؗുׯ, എؗാൽ അ؋രം അർ،മിب 
അവിഭാജّ؋ിന്െറ കാരّ؋ിൽ അൈസൻ െചإാം, അതായത് ഒരു ബിؕുവിെല ഇന്റْഗലിന് 
അർ،മിب, അേതസമയം ഒരു ബിؕുവിെല ഡിഫറൻഷّലിന് നأൾ ക؇ ടാൻെജന്റിന്െറ ദിശയുെട 
അർ،മു؇്  യുെട സംേയാജിത േകസിന്െറ കർവുകളുെട കുടുംബ؋ിനായുت ഇ ജّാമിതീയ dx 
വّാഖّാനവും യുെട സമാന ജّാമിതീയ വّാഖّാനവും മനشിലാുؗുׯ , ഇത് െഡറിേവئീവിന്െറ dx 
കാരّ؋ിൽ ഞ׹ൾ ക؇ത് പരിമിതെؚടുؗു؋ ْപْകിയയാണ് , അതുേപാെല തെؗ നി׹ൾ 
ഇന്റْഗലിെനുׯറി്׺ പഠിുׯം. ഒരു േْപാؚർ؂ിׯായി ഞാൻ ഇതിനകം സൂചിؚി׺തുേപാെല, ഇത് 
അവസാനമായി ْപْകിയെയ പരിമിതെؚടുുؗു؋ എؗതാണ് , ഇന്റْഗലുകൾ ഡിഫറൻഷّലുകളുെട 
വിപരീത ഓؚേറئറായി കണׯാׯെؚടുؗു, എؗാൽ ഞാൻ സൂചിؚി׺തുേപാെല, അടു؋ 
 ഇന്റْഗലുകൾ  .بറുകളئിന്െറ സാؗിധّം കാരണം അവ കൃതّമായി വിപരീത ഓؚേറ؋׸ിരാر
എ׹െന വിലയിരു؋ാെമ്ؗ പഠിׯാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ ഓേരാ ൈകയിലും ഓേരാ ഫംഗ്ഷനിലും 
ْപേയാഗിؗുׯ ْപേതّക രീതികെളാؗുമിب , കൂടാെത ഒരു ഫംഗ് ഷെനേയാ ഒരു ْപേതّക ْപٍ٠െ؋േയാ 
ആْശയി്׺ ഞ׹ൾ വّതُّ ٝരീതികൾ ْപേയാഗിേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ അവ ഓേരാؗായി 
േപാകും .  ഇ്ؗ ഞാൻ നി׹ൾׯായി ചർ׺ െചإാൻ േപാകുؗ ആദّെ؋ രീതി സബ്زിറ്റّൂഷൻ എؗ 
േപരിൽ നി്ؗ നി׹ൾ്ׯ കാണാനാകുؗതുേപാെല സബ്زിറ്റّൂഷൻ രീതിയാണ് ഈ രീതിയിൽ നأൾ 
െചؗുإത്, ഇന്റْഗൽ മൂലّനിർ؉യം െചؗുإതിനായി, ഇവിെടയുت സٔതْؓ േവരിയബിൾ   fxdx x 
ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ ْശؑിുؗുׯ. ഈ ഡിഫറൻഷّബിലിئിയിൽ ചില ഗുണ׹ളുت യുെട ചില t 
ഫംഗ് ഷനുകൾ നമു്ׯ േവർതിരിׯാനാകും, അേؚാൾ ഇത് നമു്ׯ ന്െറ ഈസ് ൈْപം ന് dx- dt g t-
തുലّം നൽകും , അതിനാൽ ഡിഫറൻഷّലുകളുെട അടിرാന؋ിൽ നമു്ׯ ഇത് എؗത് ൈْപം dx g 

എ്ؗ എഴുതാം. ഒറിജിനൽ ഇന്റْഗൽ എ്ؗ ഞാൻ േപരി؂ാൽ , അത് ന്െറ അവിഭാജّമായി മാറുؗു, tdt f 
െന െന ൈْപം ആׯി ൈْപം  ആׯി മാുؗുئ. ൈْപം യുെട x- gtdx- g tdt g tdt gtg t dt f 

ആയതിനാൽ ഞാൻ ഇവിെട തിരു؋ിെയഴുതും ന്െറ എؗതിെന ൈْപം fx dx integral gt g t dt 
യുെട അവിഭാജّമായി എഴുതാം, ഈ േവരിയബ് എ്ؗ ഞ׹ൾ ഇതിനകം സൂചിؚി׺ി؂ു؇്  les integrals

എؗിവ ഡأിയാണ്, അതിനാൽ െന ആയി തിരെ؁ടുؗുׯതിനുപകരം െയ x, t x- gt ah t- gx 
ആയി തിരെ؁ടുേׯ؋ാം .  എؗ നിലയിൽ നമു്ׯ ആ ആ പകരം വയ്ׯലുമായി മുേؗാ؂് േപാകാംt 
, അത് സമയാസമയ׹ളിൽ വّװമാകും, ഞാൻ വളെര ലളിതമായ ഒരു ഉദാഹരണം എടുുׯം, 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഇവിെട ഉദാഹരണം എടുׯാം , ര؇് ഓവർ വ؉ും ചതുരവും ന്െറ സമْഗത x x dx 
കെ؇؋ണം. അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ ഇതിനകം അറിയാവുؗ ْപാഥമിക സൂْതവാകّ׹ൾ വഴി ഈ 
അവിഭാജّ ഘടകെ؋ ഉടനടി ലഭിׯിب, എؗാൽ നി׹ൾ ഇവിെട ഡിേനാമിേനئർ പദം 
േവർതിരിുׯകയാെണ׸ിൽ നി׹ൾ്ׯ ലഭിؗുׯത് 2 ആെണ്ؗ നി׹ൾ ْശؑി׺ാൽ, ഇത് x 
ഇവിെടയുت നّൂമേറئർ പദ؋ിന് തുലّമാണ് , അതിനാൽ നി׹ൾ ഇവിെട ْശؑാപൂർجം 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ ഡിഫറൻഷّൽ െകാ؇് ഗുണി׺ െഡറിേവئീവിെന മെئാരു േവരിയബിളിൽ 
ഡിഫറൻഷّൽ എ്ؗ എഴുതാം, അതിനാൽ ഈ ഫംഗ് ഷൻ ആെണ്ؗ ഞാൻ കരുതുؗുെവ׸ിൽ, ഇത് gx g 

അبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ എനി്ׯ ഇത് ഒരു പുതിയ േവരിയബിളാׯി മാئാൻ Prime x dx 
കഴിയും ടി നമു്ׯ േനാׯാം  നമു്ׯ ഇത് എ׹െന െചإാം, എؗത് 1 ؛സ് ചതുര؋ിന് t x 
തുലّമാെണ്ؗ നിർവചിׯാം അെ׸بിൽ ചിലേؚാൾ 1 ؛സ് സ്കٔയർ പകരം വയ്ؗുׯത് ന് x t 
തുലّമാെണؗും ഞ׹ൾ പറയുؗു, 
അ׹െന നأൾ എبായ്േؚാഴും ഈ രീതിയിൽ എഴുതുؗ ഡിഫറൻഷّൽ എؗത് 2 മട്׹ dt dt x 
െഡറിേവئീവിന് തുലّമാണ്  െല ഡിഫറൻഷّൽ, അതിനാൽ എؗത് ര؇് ന് തുലّമാണ് , xdx- dt xdx-
തؗിരിؗുׯ ഇന്റْഗലിൽ ഈ പകരം വയ്ؗുׯത് ഈ ഇന്റْഗൽ എ്ؗ വിളിുؗുׯ, കാരണം നമു്ׯ 
ലഭിؗുׯത് ഓവർ ആണ് , ഇേؚാൾ ഈ േഫാം നമു്ׯ ഇതിനകം അറിയാവുؗ േഫാമിേല്ׯ dt t 
പരിവർ؋നം െചإെؚടുؗു, ഇത് നമു്ׯ ന്െറ േലാഗ് നൽകും. ؛സ് رിരമാണ്, പേײ mod t-
ഞ׹ളുെട ْപٍ٠ം ൽ ആയിരുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ േല്ׯ മട׹ണം , അതിനാൽ ന് പകരം x- x- t- t 
എؗത് ഒരു ؛സ് സ് കٔയർ ؛സ് എؗതിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഞ׹ളുെട അവസാന x c 
അവിഭാജّമാണ് ൈസനിന്െറ മെئാരു ലളിതമായ ഉദാഹരണ സംേയാജനം ന്െറ, ax plus bdx 
അതിനാൽ ഞാൻ ؛സ് എؗത് പുതിയ േവരിയബിളായി എടുുؗുׯേ؇ാ എ്ؗ നി׹ൾ്ׯ ax b 
എളുؚ؋ിൽ കാണാൻ കഴിയും യുെട ഇന്റْഗൽ ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ ഈ അവിഭാജّ t sin t 

Pru
tor
@
IIT
K



മൂലّനിർ؉യ؋ിനായി ഞ׹ൾ സമം ന് പകരം വയ്ുؗുׯ, ax plus b t 
അ׹െന നും ഇന്റْഗൽുׯം തുലّമാണ് ഞാൻ പാപം ന് തുലّമായി മാറുؗു, അതിലൂെട adx dt tdt 
ഞ׹ൾ ഇവിെട ഒരു പാപം ആയി മാുئം, അതിനാൽ പാപ؋ിന്െറ അവിഭാജّമായ ഒ്ؗ എؗത് tdt t 
േകാൈസൻ യുെട ൈമനസ് അبാെത മെئാؗുമب , ഒടുവിൽ ഞ׹ൾ ഒരു رിരമായ േചർുׯം, t c 
അത് നി׹ൾ്ׯ ന؋ذിന്െറ ൈമനസ് നൽകും േകാടാലി ؛സ് ബി എؗത് ഒരു ؛സ് സി െകാ؇് 
ഹരി׺ാൽ, ഈ ബؖം സാമാനّവൽׯരിׯാൻ കഴിയും, അത് നുأെട അടുױ ؋ാസിൽ കാണും, അത് 
നമു്ׯ  ആക് സ് ؛സ് ബി എؗ േരഖീയ പദമുت ഒരു ഫംഗ് ഷൻ നൽകിയാൽ അത് എبായ്േؚാഴും 
ആയിരിുׯം  ആ ഫംഗ് ഷന്െറ അവിഭാജّെر ؋ിരാ׸ം െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇ്ؗ നأൾ പഠി׺െതبാം 
സംْഗഹിׯാം, അതിനാൽ അനിحിത ഇന്റْഗലുകളുെട ഗുണവിേശഷതകൾ ഞ׹ൾ പഠിു׺,  
ലളിതമായ ഇന്റْഗലുകൾ എ׹െന വിലയിരു؋ാെമ്ؗ ഞ׹ൾ പഠി׺ ചില ْപാഥമിക 
സൂْതവാകّ׹ളും ഞ׹ൾ പഠിു׺.  വളെര ْപധാനെؚ؂ സബ്زിറ്റّൂഷൻ രീതി പഠിു׺ നؕി 
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