
આગલા વગӪના િવԾાથӯઓનું չવાગત છે અમે
ઉદાસીન ઇિլટԆલનો િવચાર સમӾએ છીએ જ ેિવչતાર ફં՘શનનો અથӪ શું છે તે અમે એ પણ
સમӾ શԞા છીએ કે એિլટ-ડેિરવેિટવનો િવચાર શું છે પછી અમે ના ઇિլટԆલને આ સાથે સંબંિધતfxd x c 
તમામ એિլટ ડેિરવેિટյસના સԆંહ તરીકે յયા՚યાિયત કયુӭ.
  અંત તરફ વાչતિવકતાનો સમૂહ અમે વԃના આ કુટંુબ અથવા િવરોધી յયըુપՂનું ભૌિમિતક અથӪઘટન સમӾ શԞા છીએ અને અમે
તેને અિભՂ ગણીને િવչતારના કાયӪને પણ અિભՂ ગણીને જોતા હતા જ ેઅમે કՑું હતંુ કે
આ એક િનિՆત અિવભાԧ છે
 તેથી આ છે  જ ેવչતુઓ આપણે
આપણા પાછલા વગӪમા ંશી՚યા તે આજ ેઆપણે આગળ જોઈશું કે
અિનિՆત અિવભાԧના ગુણધમӷ શું છે  જ ેઆપણને આપવામા ંઆવશે તે ફં՘શનના ઇિլટԆલનું મճૂયાકંન આપણે કેવી રીતે કરી 
શકીએ 
જથેી આપણે શԁ કરીએ તે પહેલાં અમે એક ઉદાહરણ લઈએ છીએ
ԧાં હંુ તમને બતાવીશ 
ԧાર ેઆપણે ઇિլટԆલ લઈએ છીએ ըયાર ેસતત માટેનું મહըવ જ ેઆપણે લઈએ છીએc 
 તેથી ધારો કે અમને ફંકટીના એિլટ-ડેિરવેિટવ એફએ՘સ શોધવા માટે કહેવામા ંઆવે છે નાના એફએ՘સ પર જ ેપાંચ વધારીને x 
પાવર ચાર વԱા બે તરીકે આપવામાં આવે છે જમે
કે એլટી-ડેિરવેિટવનું મճૂય આપણને આપવામા ંઆવે છે
 તેથી તે માԋ એટલું જ નહી ંકહે છે કે આપણે

નું એլટી ડેિરવેિટવ શોધવાનું છે પણ તે કહે છે કે આપણે તે ડેિરવેિટવ શોધવાનું છે કે જનેુંx nt 
મճૂય નું મճૂય પાંચ જટેલું છે ԧાર ે ની બરાબરી એક થાય છેf x 
 તેથી તમાર ેબધા એિլટ-ડેિરવેિટյઝના પિરવારમાથંી
કોઈ ચોԜસ એિլટ-ડેિરવેિટવની શોધ કરવી પડશે હંુ તમને બતાવીશ કે તે કેવી રીતે કરી શકાય.
 

ટાઈપના ફં՘શનના એլટી ડેિરવેિટવના અમારા અગાઉના અનુભવ પરથી આપણે એ ӽણી શકીએx raise to power n 
છીએ કે Հારા વધારીને પાવર પાંચ વԱા બે થાય છે અનેd x x 
 તેથી આ ફં՘શનને એિլટ-ડેિરવેિટવ તરીકે ગણવામાં આવે છે  આપણને
એિլટ-ડેિરવેિટવની જԁર છે જમે કે એક નું બરાબર પાંચ છે જનેો અથӪ એ થશે કે એક વԱાf 
બે વԱા બરાબર પાંચ છે જ ે ની િકંમત બે તરીકે આપે છેc c 
 તેથી અહીથંી એિլટ-ડેિરવેિટવ એફએ՘સ

ની િકંમત પાંચમા ંવધારો કર ેછે  વԱા બે વԱા બેx x 
 તેથી આ િકչસામાં તમે નોիંયું કે ને એક અનլયw  e 
એլટી-ડેિરવેિટવ મմયું છે જ ેપાંચ વԱા બે વԱા બે સુધી વધે છે જ ેતમને મճૂય આપે છેx x 
ԧાર ે એક પાંચ જટેલો હોય છે,x 
 તેથી જો અમને એવી શરત આપવામાં આવે કે
જ ેઆ િકչસામાં તરીકે આપવામાં આવી હતી.f1 
  તે 5 ની બરાબર છે જ ેતે િչથરાંકનું ચોԜસ મճૂય
સામાլય રીતે મճૂયાકંન કરી શકાય છે અમે આને કોઈપણ મનչવી િչથરાંક તરીકે ગણીએ છીએ પછી અમે
અિનિՆત પૂણાӭકોના ગુણધમӷને જોઈશું જ ેԐથમ ગુણધમӪ સાથે સંબંિધત છે કારણ કે અમે
શԁઆતમાં કՑું હતંુ કે સંકલનને ની յયչત Ԑિԃયા તરીકે ગણવામાં આવે છે.
  િડફરિլસએશન તેથી
ઇિլટԆલ ના Հારા Ԑોપટӯ એ ફં՘શન છે જનેોfxdx dx d 
અથӪ એ થાય છે કે તે ફં՘શનનું ઇિլટԆલ છે અને જો તમે
તે ઇિլટԆલનું ડેિરવેિટવ લેશો તો તમને તે જ ફં՘શન મળશ ેબીӾ Ԑોપટӯ
એ ફં՘શનના ડેિરવિેટવનું ઇિլટԆલ છે.
 ફં՘શન વԱા અચલ છે હવે
આપણે આ સમીકરણોની સાિબતી માટે જઈએ તે પહેલાં પહેલા આ બે અિભյયિԝને જુઓ Ԑથમ અિભյયિԝ કહે છે કે
િભՂતા  ફં՘શનનું ઇિլટԆલ એ ફં՘શન પોતે જ છે ԧાર ેબીӽ િકչસામાં તે કહે 
છે કે ફં՘શનના િડફરլસલનો ઇિլટԆલ એ ફં՘શન વԱા કોլչટլટ છે
અને
 તેથી અમે એમ નથી કહેતા કે  બે ઑપરશેլસ
િડફરլસલ અને  ઇિլટԆલ એ દરકેની િવԀԺ ઑપરશેન છે.
 અլય પરંતુ અમે કહીએ છીએ કે તેઓને
એક յયչત ઑપરશેન તરીકે માની શકાય છે કારણ કે બીન ઇլવસӪ ઑપરશેન હતું પછી
બંને ઑપરશેનને વારાફરતી લાગુ કયાӪ પછી તેમણે તમને ફં՘શન પોતે જ આપવું જોઈતંુ હતું
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પરંતુ અહી ંઆ િકչસામાં તે િչથર છે
 તેથી જો જો  અમે અચળતા સુધી િવિશՋતાને իયાનમાં લઈએ છીએ પછી
તેને յયչત કામગીરી સાિબતી તરીકે િવચારી શકાય છે જથેી િમલકત a
સીધી յયા՚યાનો ઉપયોગ કરીને સાિબત કરી શકાય છે જ ેઆપણે
એլટી-ડેિરવેિટવના િવચારથી ӽણીએ છીએ કે Հારા ના બરાબર નાના જવેી કે કેિપટલ  એ չમોલ નું d fx dx fx fx fx 
િવરોધી յયըુપՂ છે
પછી નું અિવભાԧ મૂડી խલસ છેfxdx fx c 
 તેથી હવે અમે મૂડી
ધારીને આ અિભՂ પર ડેિરવેિટવ ઓપરટેર લાગુ કરીશું  એ નાના માટે િવરોધી յયըુપՂ છેal f fx 
 તેથી જો આપણે
અહી ંյયըુપՂ લાગુ કરીએ તો તે આપણને બાય ઈિլટԆલ આપશે જ ેરીતે તેdx fxdx 
જમણી બાજુએ ના વડે વԱા લાગુ કર ેછે જ ે ની સમાન છે  ઉપર કારણ કેdx dx fx c df dx 
અચળનું յયըુપՂ શլૂય હશે અને આપણે આ સંબંધ પરથી પહેલેથી જ ӽણીએ છીએ
કે પર એ બીજંુ કંઈ નથી પરંતુ નું dx df dx dx integral fx
એ ફં՘શન પોતે જ નીકળે છે જથેી ના Հારા એ પોતે જ ફં՘શન છેfx d integral f dx xdx 
 તેથી આ Ԑોપટӯ

માટે Ԑોપટӯ બતાવે છે અમે ફરીથી յયા՚યાનો ઉપયોગ કરીએ છીએ જથેી અમે નોધંીએ છીએ કે Հારા ના a b d f x dx
જ ેમૂળભૂત રીતે Ԑાઇમ છેf x 
 તેથી હવે જો તમે તેને

ડેિરવેિટવની յયા՚યાના પિરԐેԠથી ફરીથી જુઓ તો પછી չમોલ એફએ՘સ એ Ԑાઇમ માટે એિլટ ડેિરવેિટવ છેnt f x 
અને
 તેથી ઈિլટԆલની յયા՚યાનો ઉપયોગ કરીને આપણે લખી શકીએ છીએ કે

Ԑાઇમ નું અિવભાԧ વԱા છે જ ેવાչતિવકતાના સમૂહ સાથે સંબંિધત છેf xdx fx c 
અને આ તે જ છે જ ેિમલકત તરીકે છે.bf prime xdx 

ની બરાબર છે  અમે յયા՚યાનો ઉપયોગ કરીને આ ગુણધમӪ બતાյયો છે કેfx plus cs o 
յયըુપՂનું અિભՂ એ જ કાયӪ છે વԱા િչથર બીӾ ગુણધમӪ જનેે આપણે જોઈએ છીએ તે એ છે કે જો
અમને આપવામા ંઆવે કે બે પૂણાӭકોના յયըુપՂ સમાન છે તેનો અથӪ એ છે કે બે ફં՘શլસ અને માટે જો  ઇિլટԆલ fx g x fxd

નું બાય એ ઇિլટԆલ ના બાય સમાન છે તો ઇિլટԆલ અને બંને ફં՘શન એ ફં՘શનના એકx d dx g   xdx d dx fx gx 
જ પિરવારના છે તો આપણે કેવી રીતે બતાવી શકીએ કે આપણે શું કરીએ
છીએ કે આપણે સંપૂણӪ લઈએ છીએ  અિભյયિԝ એ અિભյયિԝ સૂચવે છે કે બાય નાd dx  

માઈનસ શૂլય,integral of fxdx integral of gxdx 
 તેથી Ԑથમ તમે આને બાય d dx
ના ઈિլટԆલ માં ડાબી બાજુએ չથાનાંતિરત કરો અને પછી ઑપરટેરને બહાર લઈ ӽઓ અને પછી આ સમાનતાથીdxdx 
આ અિભյયિԝને આ રીતે લખો.
 તમામ માટે સાચું છે અનેx 
તેથી આ સમાનતા બધા માટે પણ સાચી છે જનેોx  tant 
અથӪ એ થાય છે કે નું અિવભાԧ ઘટક છે  ના અિવભાԧ સમાન છે ચાલો આપણે કહીએ કે fxdx gxdx c
અને જનેો અથӪ એ થશે કે જો હંુ ને જમણી બાજુએ չથાનાંતિરત કԀં તોg x 
બધા ફં՘શլસનો સԆંહ ઈિլટԆલ વԱા એકને કૉલ કરીએ.gxdx c 
  આ જમે કે એક જમેc 
કે એક મા ંછે અને તે જ રીતે જો હંુ ફંકશન c r fx
ને જમણી બાજુએ લઉં તો ઈિլટԆલ વԱા બે જમે કે બે સાથે જોડાયેલા હોય જથેી તેઓ આ ઈિլટԆճસ માટે વԃના fxdx c c r 
પિરવારનું Ԑિતિનિધըવ કર ેછે અને તેથી
બે અિવભાԧ કારણ કે આ બે પિરવારો આ સમાનતાને કારણે અહી ંતેઓ સમકԟ છે
તેથી અમે સામાլય રીતે નથી કરતા કારણ કે આ પિરવારો સમકԟ છે અમે સામાլય રીતે અહી ંલખેલા િչથરાંકો િવશે િચંતા કરતા નથી
અને અમે લખીએ છીએ કે નું અિવભાԧ અિવભાԧ સમાનfxdx 
છે.

એટલે કે અચળ છે તે અહી ંછોડી દેવામાં આյયું છે આગળ આપણે  gxdx ah 
એહ ઇિլટԆલ ઓપરટેરના કેટલાક વધુ ગુણધમӷ શોધીએ છીએ આ ગુણધમӷ િવભેદક ઓપરટેરની િમલકત સમાન છે
જ ે તમે પહેલાથી જ જોયું હશે કે Ԑથમ ગુણધમӪ લીિનયિરટી Ԑોપટӯ છે જ ેહંુ
આમાં નીચેની રીતે 
લખીશ નું fx plus gxdx integral of fxdx plus

ના ઈિլટԆલ સમાન છે તે ફં՘શլસ પર નજર નાખો જ ેકહે છે કે બેના સરવાળાનો અિવભાԧ  ફં՘શլસgxdx 
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એ બે ફં՘શլસના ઇિլટԆલના સરવાળા સમાન છે.

 તેથી ઇિլટԆલ મૂળભૂત રીતે
સરવાળા પુરાવા પર િવતિરત કરવામાં આવે છે તે સરળ છે કે અમે અહી ંશું કરીએ છીએ તે એ છે કે તમે
ડાબી બાજુ લો અને તેને ડાબી બાજુના Հારા Հારા ભેદ કરો તે તમને આપે છે  આપણે Ԑોપટӯમાથંી ӽણીએ છીએ કે જ ેdx d 
આપણે
પહેલાથી જ બતાյયું છે કે ઇિլટԆલનું յયըુપՂ એ પોતે જ ફં՘શન છે,
તેથી Ԑોપટӯનો ઉપયોગ કરીને પણ જ ેઆપણે પહેલાથી જ સાિબત કયુӭ છે કે
આ ઇિլટԆલનું ડેિરવેિટવ બીજંુ કંઈ નથી પરંતુ વԱા આ અમે કહીએ છીએ કે તે સંબંધ એક છે.fx gx 
  જ ે
હવે ડાબી બાજુથી આવી રՑું છે સમાન વչતુ આપણે જમણી બાજુએ કરીશું તે જમણી
બાજુને અલગ પાડીશું કારણ કે આપણે પહેલાથી જ ӽણીએ છીએ કે յયըુપՂ એ
ઉમેરા પર િવતરક છે 
 તેથી આપણે તેને બાય તરીકેd dx 

ના ઇિլટԆલ પર વԱા બાય તરીકે લખી શકીએ છીએ ફં՘શન իયાનમાં લેવું એ સાથે સંબંિધત છેfxdx d dx gx 
 તેથી અમે અહી ંજ ેબતાյયું છે તે એ છે કે જો આપણે
ડાબી બાજુ અને જમણી બાજુના બે કાયӷને અલગ પાડીએ તો આપણને સમાન յયըુપՂ મળે છે
અને અગાઉની િમલકતમાંથી તેઓ સમાન ની છે.ah 
  વણાંકોનું કુટંુબ
અને
 તેથી આ ગુણધમӪ સાચો છે
 તેથી આ સાિબત કર ેછે કે
પૂણાӭકો પર રખેીયતા ગુણધમӪને અનુસરવામાં આવે છે બીӾ ગુણધમӪ չકેલર ગુણાકાર માટે છે
 તેથી તે અહી ંશું કહે છે તે છે કે ગુէռા નુંk fxdx 
એકીકરણ ના ગુէռા સકંલન જવેું જ છે ԧાં અમુક િչથર છે આ પણ આપણે એ જ િવચારનો ઉપયોગ કરીને સાિબત fxdx k k  
કરીશું
જમે કે આપણે અગાઉના ગુણધમӪ માટે કયુӭ છે.
 չકેલર ને િવભેદક ઑપરટેરથી અલગ માટે બહાર લઈ શકાય છે k 
જ ેઅમને Ԑોપટӯ એકનો ઉપયોગ કરીને ફરીથી આપે છે
તેથી ફરીથી એ જ રીતે પાછલા િકչસામાં અમે દાવો કરીએ છીએ કે સમાન છે હવે અમે શું કરીશું કે અમે આkfxdx kfxdx 
બે ગુણધમӷને ՙલબ કરીશું  એકસાથે અને તેમને સામાլય સૂԋમા ંમૂકો
 તેથી ચાલો આપણે કહીએ કે િչથરાંકો ડોટ ડોટ અને ફં՘શન બે ડોટ ડોટ ડોટ નો સંબંધ k 1 k 2 kn f one xf x fn x 
છે કે

વԱા વԱા ડોટનું એકીકરણ  ડોટ ડોટ એ સમાન છે જમે તમે વનને એકીકૃત કરો વન માફ k 1 f 1 k 2 f 2 knfndx k f 
કરશો વԱા બે અને પછી આ ગુણધમӪ ઇિլટԆճસનું મճૂયાકંન કરવામા ંમદદ કર ેછેdx k knfnx dx 
ԧાં ફં՘શન ચોԜસ રખેીય સંયોજનમા ંલખેલા છે અમે એક ઝડપી ઉદાહરણ આપીએ છીએ
તેથી ધારો કે આપણે ફં՘શન չՄેર խલસ ax bx
વԱા નું ઇિլટԆલ શોધી કાઢો આ ફં՘શનના ઇિլટԆલને શોધવા માટે અમે તેને હવે આ રીતે લખીએ છીએ કારણ કે આપણેc 
લીિનયિરટી Ԑોપટӯ ӽણીએ છીએ
 તેથી આપણે આ ને કોլչટլգસ લખી શકીએ છીએabc 
અહી ં નું અિવભાԧ ચોરસ વԱા અિવભાԧ વԱા ગુէռા અિવભાԧ છે અને ըયાંx b x c 
એક છે
 તેથી આપણે તેને અિવભાԧ એક તરીકે લખીએ છીએ જ ેઆપણે પહેલાથી જ જોયેલું છે અથવા આપણે અહી એլટી dx 
ડેિરવેિટવની પԺિતનો ઉપયોગ પણ કરી શકીએ
છીએ તે છે કે જો આપણે  Ԟુબનો ભેદ 3 વડે લઈએx 
તો આપણને ચોરસ મળશે અનેx 
 તેથી આને આપણે Ԟુબ બાય 3 વԱા તરીકે લખી શકીએ જ ેતમે પહેલાથી જ જોયંુ હશેx bx 
કે આ ચોરસ બાય બે વԱા નાના માટે એકીકરણ છે જનેો અથӪ થાય છેx c 
જો આપણે ભેદ કરીએ તો  તમને એક મળશેx 
 તેથી ફં՘શન અહી ંદેખાવંુ જોઈએx 
અને છેճલે અચલ,
 તેથી અમે તેને તરીકે કહીશું કારણ કે આ અહી ંપહેલેથી જ દેખાઈ રՑું છે તેથીc   one c 
તે અમને મૂંઝવણમાં ન મૂકે
 તેથી આ રખેીય સંયોજનનું સકંલન આ ફં՘શન હોવાનું બહાર આવે છે
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જનેું સરળતાથી મճૂયાકંન કરી શકાય છે .
  અમુક ફોձયુӪલા જ ેઆપણને
સમչયાના િનરાકરણ દરિમયાન અિવભાԧનું મճૂયાકંન કરવામા ંમદદ કરશે, આ સૂԋો ખૂબ જ મૂળભૂત સૂԋ છે અને તમાર ે
તેમને શԞ તેટલું યાદ રાખવાનો Ԑયાસ કરવો જોઈએ,
 તેથી હંુ ડાબી બાજુએ શું કરીશ,
હંુ յયըુપՂનું અનુԁપ સԋૂ લખીશ અને  જમણી બાજુએ હંુ
અનુԁપ અિવભાԧ લખીશ
 તેથી આપણી પાસ ેઆ બાય ની ઘાત વԱા 1 બાય વԱા 1 તરીકે ની ઘાત વધે છેd dx n n x n 
 તેથી નું અનુԁપ અિવભાԧ ઘાત સુધીx n 
વધે છે  પાવર વԱા 1 ઓવર વԱા 1 વԱા અચળ અહી ંઆપણે એ નોધંવંુ જોઈએ કે n n c n
ઓછા 1 ની બરાબર ન હોઈ શકે અમે આ માઈનસ 1 કેસ સાથે અલગથી յયવહાર કરીશું
જ ેચોԜસ કેસ તરીકે સમયાંતર ેઆવશે અમે ӽણીએ છીએ કે Հારા  નું એક છેd x dx 
અને
 તેથી એક નું અિવભાԧ આપણે પહેલાથી જ જોયું છે કેd   x 
તે વԱા સતત િનિՆતતા յયાકરણના કાયӷ છે ઉદાહરણ તરીકેx 
સાઈન નું બાય કોસાઈન છે અનેx d x x 
 તેથી કોસાઈન નું અિવભાԧ સાઈન વԱા છે  Հારા કોસાઇન નુંx x c d dx  x
માઇનસ સાઇન છેx 
 તેથી આપણે અહી ંબાદનું િચՏ મુકીશું જથેી ԧાર ેઆપણે અિવભાԧ લખીએ ըયાર ેતે
સાઇન નું અિવભાԧ બને છે માઇનસ કોસાઇન વԱા નું સતત બાય સેકլડ ચોરસ છે અનેx x tan x d dx x 
 તેથી  અિવભાԧ માફ કરશો હંુ
અહી ં ચૂકી ગયો સેકլડ ચોરસ બરાબર આ બધા Ԑમાણભૂત સૂԋો છે જ ેdx x dx tan x plus c 
તમે કોઈપણ સંદભӪ પչુતકમા ંશોધી શકો છો એ ફરીથી માઈનસ d by dx of Cortex cos x square

છે પણ હંુ તેને તેમાં લખીશ  આ રીતે તે ચોરસ નું અિવભાԧ બને છે.x cos x x 
  

એ અને છે જ ેઅહી ંઋણ િચՏ સાથે છે જ ેફરીથી અગાઉની જમે હંુcosec x cos xx cot x 
તેને અહી ંલઈશ
 તેથી તે નું અિવભાԧ બને છે જ ેબાદબાકી આગળ આપણેcos xx cot xdx cos xx plus c 
յયչત િԋકોણિમિત િવધેયોના յયըુપՂને જોશું.
 
 તેથી આપણે તેને પાછલા ՙલા દરિમયાન જોયંુ છે  ss d by d

એ એક બાદબાકી ચોરસના વગӪમૂળ ઉપર એક છે અને તેથીx of sin inverse x x 
એક કરતાં એક બાદબાકી વગӪમૂળ માટેનું સંકલન સાઈન յયըુԃમ વԱા અચલ છે અનેx dx x 
આપણે એ પણ જોયંુ છે કે ના ઓછા કારણ કે յયչત એdx x 
એક ઓછા ચોરસના વગӪમૂળ સમાન છે અનેx 
 તેથી એક ઓછા
 તેથી મને સમાન કાયӪ સાથે મૂંઝવણમાં ન આવવું જોઈએ
કારણ કે અમે તમને પહેલેથી જ બતાવી દીધું છે કે આ બે ફં՘શլસ
વԃના એક જ પિરવારના છે અને
 તેથી સાઈન յયչત અને  માઇનસx 
કોસાઇન ઇլવસӪ તેઓ સમાન ફં՘શનનું અિભՂ અંગ બની શકે છે આગળ આપણે ટેન ઇլવસӪ x x
ના બાય તરીકે કેટલાક વધુ સԋૂો જોઈએ છીએ, આપણે ӽણીએ છીએ કે તે એક બાય વન વԱાd dx 

ચોરસ છે અનેx 
 તેથી એક બાય એક વԱા ચોરસ નું એકીકરણ  વԱાx dx tan x 
સતત અને તે અગાઉના બાય ની સમાંતર ેછે એ માઈનસ વન ઓવર વન વԱા d dx cot inverse x x
ચોરસ છે જ ેઅહી ંમાઈનસ લે છે અને
 તેથી એક વԱા չՄેર માઈનસ છેdx xa 
અહી ં ચૂકી ગયો છે  વԱા સતત બાય નું સેકլડ յયըુԃમ એ ચોરસ ઓછા 1 ના વગӪમૂળ ઉપર cot inverse x d dx x x x 
એક છે
અને
 તેથી વગӪ ઓછા 1 ના વગӪમૂળનંુ સંકલનx x 
સેકլડ յયըુԃમ વԱા સતત સમાન બાય յયչતનું છે.x d cos x dx 
  નકારાԵક િચլહ સાથેનો એx 

ચોરસના એક કરતાં વધુ વગӪમૂળ ઓછા એકની બરાબર છે,x x 
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 તેથી ચોરસના વગӪમૂળ કરતાં વધુ એક અિવભાԧ x x dx,
ઓછા એકને કોસેકના ઓછા તરીકે પણ લખી શકાય છે.
 յયչત વԱા િչથર x c
 તેથી િકનેમેિટક
અને յયչત િԋકોણિમિત કાયӪ સાથે આપણે લોગિરધિમક અને ઘાતાંકીય
ફં՘શનનો સંબંધ ધરાવો અમારી પાસે Հારા નું ԥાન છે.d dx 

Հારા વધારીને પાવર પર Հારા િવભાિજત તરીકે વધારીને પાવર સુધી કરતા મોટા માટેd e nx n n e nx n 0 
જથેી નો ઇિլટԆલ ટુ પાવર સુધી વધે તે સમાન છે વધારીને પાવર સધુીe nx dx e nx 

વડે વԱા મોટા માટે સતત  0 કરતાં અથવા બદલે બરાબર 0n n n n naugh  t 
એ નેગેિટવ માટે પણ સાચું છે કારણ કે અહી ં શૂլયn n 
થશે ըયાર ેઆ ફં՘શન એક બની જશે અને આપણે પહેલાથી જ એક માટે ઈિլટԆલ ӽણીએ છીએ અને અમેdx 
મોડ ના લોગ માટે બાય પણ ӽણીએ છીએ જ ેએક બાય છે.x d dx x 
  અને
 તેથી Հારા એકનું અિવભાԧxdx 
મોડ խલસ કોլչટլટના લોગ તરીકે લખવામાં આવશેx 
 તેથી આ એહ કેસ કે જનેી આપણે માટે ચચાӪ કરી રՑા છીએ ըયારેx  
પાવર એ આહ ઓછા એક ની બરાબર નથી જથેી તમે સમӾ શકો કે ԧારેnn 

બરાબર છે  આ સԋૂ Հારા માઈનસ વનની કાળӾ લઈ શકાય છે આ સૂԋ મને િટխપણી કરવા દોn 
કે તે ખૂબ જ મહըવપૂણӪ છે અને કારણ કે તે ખૂબ જ મૂળભૂત છે
 તેથી આપણે તેમને યાદ રાખવું જોઈએ
કારણ કે અમે તેનો વારંવાર ઉપયોગ કરીશું.
 એક વધુ મહըવપૂણӪ િટխપણી જ ેહંુ કરવા માગંુ છંુ
હંુ ઉદાહરણ સાથે આગળ વધું તે પહેલાં અહી ંમૂકંુ છંુ કે Ԑાથિમક કાયӷના સંદભӪમા ંતમામ કાયӷના અિભՂ અંગને શોધવાનું શԞ ન 
હોઈ 
શકે.
 ըયા ંકેટલાક કાયӪ હોઈ શકે છે જનેા માટે આપણે કદાચ
ӽણતા નથી કે તેનું એિլટ-ડેિરવેિટવ શું છે.
 િનરીԟણ અથવા મૂճયાકંન Հારા પણ આવા એક ઉદાહરણને
પાવર માઈનસ ચોરસ સુધી વધારી શકાય છે જથેીx dx 
Ԑાથિમક કાયӪના સંદભӪમા ંઆ ફં՘શન માટે એિլટ ડેિરવેિટવનો અથӪ એ થાય કે બહુપદી િԋકોણિમિત
રોકાણની યુિԝ ઘાતાંકીય વગેર ેશԞ નથી
 તેથી અમુક િકչસાઓમાં અમે  મճૂયાકંન કરવામા ંસԟમ ન હોઈ શકે
અને તે િકչસાઓમાં આપણે અિનિՆત પૂણાӭકોને તેમના પોતાના չવԁપમા ંછોડી દઈએ છીએ જમે કે
તેઓ છે
 તેથી હવે આપણે ગુણધમӷ અને
અિભՂ ઘટકોના આધાર ેકેટલાક ઉદાહરણો જોઈએ જ ેઆપણે શી՚યા છે કે મӱ પસંદ કયુӭ છે તે Ԑથમ ઉદાહરણ ખૂબ
સરળ છે.

խલસ 1  3 x d
સુધી વધારવા માટેના ફં՘શનનું ઇિլટԆલ શોધોx 

 તેથી જો તમે આ ઇિլટԆલને જુઓ તો સૌ Ԑથમ તે બે ફં՘શનનો સરવાળો છે
અને
 તેથી અમે સમીકરણ પર ઇિլટԆલની િવતરક Ԑકૃિતની ગુણધમӪનો ઉપયોગ કરીએ છીએ
અને તેને લખીએ છીએ.
  આ ફોમӪમા ં

નું અિવભાԧ એટલે નું અિવભાજન  ઘાત 3 એe ra e ra x 3 xdx 
ઘાત ԋણ બાય ԋણ વԱા િչથરાંક માટે વધારવામાં આવે છે,x e 
 તેથી તેને અિવભાԧ તરીકે મૂકો ઘાત ԋણe 

બાય ԋણ વԱા ચાર ગણો તે િչથરાંક માટેx 
 તેથી આપણે તેને ચાર વન વԱા કહીશું  અિવભાԧ એકc 
આ આપણે પહેલાથી જ ӽણીએ છીએ કે આ અિવભાԧ વԱા અચળ બે છે જથેી કરીને સમԆx c 
પદ  4 બાય 3 બને 3 խલસ વԱા 4 વԱા કારણ કે અને e x x c 1 c 2 c 1 c 2
બંને િչથર છે
 તેથી  અમે તેમને એકસાથે ՙલબ કરી શકીએ છીએ.
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 અને અમે તેમને નવા િչથરાંક તરીકે નામ આપી શકીએ છીએ જથેી
તે 4 બાય 3 અને પાવર 3 խલસ խલસ એક કોլչટլટ બની જશે જથેી ઇિլટԆલx x c 
આટલું જ બની જશે હવે અહી ંતમે પણ કરી શકો છો કે એકીકૃત કરતી વખતે કાં તો તમે અિવભાԧને
એકીકૃત કરી રՑા હોવ ըયાર ેતમે િչથરાંકને બદલી શકો છો અથવા તમે એ પણ કરી શકો છો કે તમે
અંતમાં િչથરાંકને બદલી શકો છો જથેી ઘણી વખત અમે અમે નથી અથવા અમે ચોԜસ અિવભાԧનું
મճૂયાકંન કરતી વખતે તરત જ િչથરાંકને બદલી શકીએ નહી.ં
  અમે તેને
અંતે Հારા કરીશું  િસંગલને િસંગલ કોլչટլટ ઉગાડવુંpl 
 તેથી અમે બીજંુ ઉદાહરણ લઈશું
તમે કહો છો કે આપણે સંપૂણӪ ચોરસ ના વગӪમૂળ Հારા ઓછા એકના અિવભાԧનું મճૂયાકંન કરવાનું છેx dx x 
તેથી ઘણી વખત અમારી પાસે પૂણાӭકનો ઉપયોગ ન હોઈ શકે જ ેઆપણે શી՚યા છીએ અર ેસીધું જ આપણે અમુક સરળીકરણ કરવું 
પડશે
ઉદાહરણ તરીકે અહી ંજો તમે જોશો કે આપણે ચોરસનો િવչતાર કરીએ તો આપણને
શું મળશે તે છે વગӪમૂળ વગӪ એટલે વԱા એક બાય વગӪમૂળ વગӪ એટલે એકx x 
બાય ઓછા બે ગણા ઉըપાદન જ ેબે છે અહી ંરખેીયતા ગુણધમӪ લાગુ કરો તેથીx 
આપણને શું મળશ ેતે વԱા અિવભાԧ એક બાય માઇનસ બે ગુէռાxdx xdx 
ઇિլટԆલ વન જનેું મճૂયાકંન તમે અહી ં չՄેર બાય 2dx x 
વԱા 1 બાય નો ઉપયોગ કરીને કરી શકો છો આ મોડ માઇનસનો લોગ છે 2 વԱા એકીકરણનો િչથરાંક તેથીx x x 
આ આ કેસ માટે અિભՂ અંગ છે
 તેથી એક સમչયા જ ેશԁઆતમાં થોડી જિટલ લાગે છે પરંતુ જો
આપણે અમુક સંબંધોનો ઉપયોગ કરીએ જ ેઆપણે પહેલાથી જ ӽણીએ છીએ તેને સરળ બનાવી શકાય છે અને આગળ  હંુ સમӾ
શકંુ છંુ કે ઇિլટԆલ ખૂબ જ સરળ બની જશે.
 સમાન ઉદાહરણ જે
હંુ તમારા માટે લઈશ તે છે ચાલો આપણે લઈએ Ԟુબ ઓછા ચોરસ વԱા x x x
ઓછા 1 ભા՛યા ઓછા 1 જથેી શԁઆતમાં તે થોડંુ જિટલ લાગે છેx dx 
પરંતુ  જો તમે իયાનથી જોશો તો તમે સમӾ શકો છો કે Ԑથમ બે પદોમાં તમે ચોરસને સામાլય તરીકે લઈ શકો છોx 
જથેી તે ઓછા 1 વԱા બીӽ પદ તરીકે આવશે.x 

એક આપણને ચોરસ વԱા એક મળશેx 
 તેથી અહી ંજિટલ દેખાતો શկદ
એ ચોરસ વԱા એક િસવાય બીજંુ કંઈ નથી જનેા માટે હવે આપણે તરત જ અિવભાԧ x x
ચોરસ શોધી શકીએ છીએ અને
 તેથી તે Ԟુબ બાય ԋણ હશે અનેx 
 તેથી તે અને િչથર છે  તેથીx 
իયાન આપો કે અમે િવતિરત કયાӪ નથી.
 હવે આ અિભՂ સમીકરણ પર અમે તેને
સીધું જ લખી દીધું છે જથેી સમયાતંર ેԐેિ՘ટસ સાથે તમે સીધા જ અિવભાԧ લખી શકો
અને ԧાર ેઅમે પૂણાӭકનું મૂճયાકંન કરી રՑા હોઈએ ըયાર ેઅમે આ તમામ અિવભાԧ િવગતોને છોડી દઈશું.

કેટલાક િԋકોણિમિત સંબંધનો ઉપયોગ કરીને તમારા માટે બીજંુ ઉદાહરણ આપશે  al 
ઉદાહરણ ચાર કહે છે કે અમાર ેસેકլડ ચોરસ ભા՛યા ચોરસ નું મճૂયાકંન કરવું પડશેx cos x xdx 
 તેથી અમારી પાસે સીધું જ અહી ંસԋૂ
નથી પરંતુ જો તમે આને իયાનથી જોશો અને િԋકોણિમિત સંબંધ લાગુ કરો
તો  સેકլડ չՄેર એ બીજંુ કંઈ નથી પરંતુ એક બાય չՄેર અને չՄેર x cos x cos x x
એ બીજંુ કંઈ નથી પરંતુ એક બાય չՄેર છેsin x 
 તેથી આપણે તેને સાઈન չՄેર તરીકે չՄેર પર લખી શકીએ છીએx cos x 
જ ેટેન չՄેર િસવાય બીજંુ કંઈ નથી હવે ફરીથી આપણે ӽણતા નથીxdx 
ટેન չՄેર માટે ઇિլટԆલ  પરંતુ આપણે સેકંડ չՄેર સાથે ટેન չՄેર નો સબંંધ ӽણીએ છીએ અને  સેકંડ չՄેર નોx x x x 
ઇિլટԆલ ӽણીએ છીએ
 તેથી આપણે િવચારવું પડશે કે આપણે શું ӽણીએ છીએ
અને કેવી રીતે આપણે સમչયાને ફોձયુӪલા અથવા સમչયામા ંԁપાંતિરત કરી શકીએ છીએ
પહેલાથી જ ӽણીએ છીએ
 તેથી આપણે ӽણીએ છીએ કે ફોձયુӪલા વન વԱા ટેન չՄેર સેકંડ չՄેર ની બરાબર છે અનેx x 
તેથી અહી ંઆ ફોձયુӪલાનો ઉપયોગ કરીને આપણે તેને સેકંડ չՄેર માઈનસ વન ડીએ՘સ તરીકે મૂકી શકીએ છીએ જ ેતમનેx 
સેકંડ չՄેર નું અિવભાԧ માઈનસ ઈિլટԆલ આપશે.x tan x 
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  ના  એક એ x
વԱા ઇિլટԆલનો કોլչટլટ છે
 તેથી આ થોડંુ જિટલ દેખાતંુ સૂԋ
ચોԜસ ગણતરી કયાӪ પછી અમે એવા સંબંધ સુધી પહો՞ંયા જ ેઅમે ӽણતા હતા અને અમે તે સંબંધનો ઉપયોગ કયӷ
અને આખર ેઅમને અિવભાԧ મմયું અમે
િભՂતા અને સંકલનનું સંકોચન કરીશું એક તે છે કે  તે બંને ઓપરટેરો છે જ ેફં՘શન િડફરિլસયલ પર કામ કર ેછે તે
પણ ઓપરટેર છે અને ઇિլટԆલ પણ ઓપરટેર છે ઓપરટેરો ઇનપુટ તરીકે ફં՘શન લે છે મારો
કહેવાનો મતલબ એ છે કે ઉદાહરણ તરીકે Հારા નું જથેી તે ફં՘શન પર ઓપરટે થાય છે તોd fx dx fx 
જ તે  તમને આપે છે અને તે જ રીતે અહી ં નું ઇિլટԆલf prime x fxdx 
તમને ફં՘શન આપવા માટે ફં՘શન ઇફે՘ટ પર ઓપરટે કરવામાં આવે છે જથેી તેઓ બંને ઓપરટેર છે તે બંનેfx 
લીિનયરીટી Ԑોપટӯ ઇિլટԆલને સંતોષે છે રખેીયતા ગુણધમӪને પણ સંતોષે છે
આને જો આપણે ફં՘શન લઈએ તો ભેદભાવ જોયો છે  તે
અનլય છે
 તેથી ફં՘શનનું յયըુપՂ અનլય છે ઈિլટԆલ આપણે જોયંુ છે જો આપણે
ફં՘શનનું ઈિլટԆલ લઈએ તો તે વԱા છે fx c 
 તેથી તે યુના અથӪમા ંઅનլય નથી જ ેરીતે આપણે િવિશՋતાને յયા՚યાિયત કરીએ
છીએ  પરંતુ અમે તેને મોટાભાગે અચળ સધુી અનլય કહીએ છીએ જનેો અથӪ છે કે જો આપણે િչથરતાને
અવગણીએ તો તે પૂણાӭકો અનլય છે તમે કાયӪના յયըુપՂને յયા՚યાિયત કરી શકો છો.

એક િબંદુ પર જનેો અથӪ એ થાય છે કે તે િબંદુ પરના չપશӪકની િદશા દશાӪવે છે પરંતુ અિભՂતાના િકչસામાં એવો કોઈ અથӪ સોપંી 
શકાતો નથી જનેો અથӪ એ થાય છે કે િબંદુ પર અિવભાԧનો
કોઈ અથӪ નથી ԧાર ેિબંદુ પર િવભેદકનો અથӪ છે.
  չપશӪક અમે પણ જોયો છે ભૌિમિતક અથӪઘટન
માટે ઈિլટԆલ માટે વણાંકોના પિરવાર 
માટે Հારા માટે ઈિլટԆલ અને સમાન ભૌિમિતક અથӪઘટન એ પણ સમӾ શકાય છે કે અમે յયըુપՂના િકչસામાં જોયંુ છેdx dy 
કે તે એક મયાӪિદત Ԑિԃયા છે અને તે જ તમે  ઇિլટԆલ િવશે પણ ӽણો
કે તે Ԑિԃયાને અંતે મયાӪિદત કર ેછે કારણ કે મӱ પહેલેથી જ એક ગુણધમӪ માટે ઉճલેખ કયӷ છે કે
ઇિլટԆલને િવભેદક ના յયչત ઓપરટેર તરીકે ગણવામાં આવે છે જમે કે મӱ ઉճલેખ કયӷ છે કે તેઓb 
અિનવાયӪપણે બરાબર િવપિરત ઓપરટેસӪ નથી કારણ કે સતત આગળની હાજરીને કારણે
અમે ઇિլટԆճસનું મճૂયાકંન કેવી રીતે કરવું તે શીખવા જઈ રՑા છીએ
 તેથી ըયા ંકોઈ ચોԜસ
પԺિત નથી કે જ ેદરકે હાથ પર દરકે કાયӪ અને તેના પર આધાર રાખીને લાગુ કરવામા ંઆવશે.

ઑન અથવા કોઈ ચોԜસ સમչયા પર ફં՘શન અમાર ેઅલગ-અલગ પԺિતઓ લાગુ કરવાની હોય છે તેથી
અમે તેમાંથી એક પછી એક આગળ જઈશું.
 Ԑથમ પԺિત જનેી હંુ આજ ેતમારા માટે ચચાӪ કરવા જઈ રՑો છંુ
તે છે અવӾે Հારા પԺિત છે કારણ કે તમે નામ અવӾે પરથી જોઈ શકો છો કે
અમે શું  આ પԺિતમા ંકરવું એ છે કે ઇિլટԆલ નું મૂճયાકંન કરવા માટે અમે નોիંયું છેfxdx 
કે અહી ંչવતંԋ ચલ છે અમે આ ચલ չવતંԋx 
ચલ ને અլય չવતંԋ ચલ માં અમુક સંબંધના માիયમથી બદલીએ છીએ,x t 
ઉદાહરણ તરીકે ધારો કે નું અમુક કાયӪ છે.x 

જ ેઆ િભՂતા પર અમુક ગુણધમӷ ધરાવે છે  t 
જથેી કરીને આપણે તેને અલગ કરી શકીએ તો આ આપણને બાય આપશે ની બરાબર છે અનેdx dt g prime t 
તેથી માં  િવભેદકોના આપણે તેને લખી શકીએ છીએ કે બરાબર છે તેથીte rms dx g prime tdt 
જો હંુ તેને નામ આપું તો મૂળ ઇિլટԆલ નું અિવભાԧ હોવાનું બહાર આવે છેf 

ને Հારા Հારા બદલવાનુંx gtdx g prime tdt 
 તેથી જો હંુ બનાવંુ તો માટેનું સԋૂintegral fxdx 
չવતંԋ ચલનો થી માં ફેરફાર તેx t 

ના ના ઇિլટԆલ ના બીӽ ફોձયુӪલામાં ԁપાંતિરત થાય છેgtg prime t dt f 
 તેથી હંુ અહી ંફરીથી લખીશ fx dx
ના ઇિլટԆલને ના ના ઇિլટԆલ તરીકે લખી શકાય છે હવે અમે પહેલેથી જ ઉճલેખ કયӷ છે  કેgt g prime t dt f 

અને ના આ ચલો ડમી છે અનેx t 
 તેથી અહ Ԟારકે એવું પણ બની શકે છે
કે ને તરીકે પસંદ કરવાને બદલે આપણે ને તરીકે પસંદ કરી શકીએ છીએ એટલે કે એ ના કાયӪ તરીકેx gt ah t gx t x 
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તેથી નું અમુક ચોԜસ કાયӪ આપણે ટી તરીકે પસંદ કરી શકીએ છીએ અને પછી આપણે તે આહ અવӾે સાથે આગળ વધી શકીએ x 
છીએ
જ ેસમય જતાં չપՋ થશ ેહંુ ખૂબ જ સરળ ઉદાહરણ લઈશ
 તેથી ચાલો
આપણે અહી ંઉદાહરણ લઈએ કે આપણે બે પર એક વԱાનો અિભՂ ભાગ શોધવાનો છે.x 

ચોરસ જથેી આપણે તાըકાિલક ન કરી શકીએ  Ԑાથિમક સԋૂો Հારા આ અિવભાԧ મેળવો  x dx 
જ ેઆપણે પહેલાથી જ ӽણીએ છીએ પરંતુ જો તમે જોશો કે
અહી ંછેદ શկદ જો તમે તેને અલગ પાડશો તો તમને શું મળશે 2 જ ેx 
અહીનંા અંશ શկદ સમાન છે અને
 તેથી જો તમે અહી ંիયાનપૂવӪક જોશો તો յયըુપՂનો ગુણાકાર થશે
િવભેદક Հારા બીӽ ચલમાં િવભેદક તરીકે લખી શકાય છે
 તેથી જો હંુ આ ફં՘શનને તરીકે માનતો હોઉં તો આgx 

િસવાય બીજંુ કંઈ નથી અનેg prime x dx 
 તેથી હંુ તેને નવા ચલમાં ԁપાંતિરત
કરી શકંુ છંુ ચાલો જોઈએ કે આપણે તેને કેવી રીતે કરી શકીએ જથેી બરાબર յયા՚યાિયત કરો  1 વԱા ચોરસ અથવા Ԟારકેt t x 
આપણે એમ પણ કહીએ છીએ કે અવેӾ
1 વԱા ચોરસ ની બરાબર છે જથેી િવભેદક આપણે તેને હંમેશા આ રીતે લખીએ છીએx t dt 

એ ડેિરવેિટવની બરાબર છે જ ે માં 2 ગણો તફાવત છેdt xdx x 
તેથી બે ની બરાબર છે આપેલ ઇિլટԆલ માં આ અવӾે બનાવવાથીdt xdx 
આને ઇિլટԆલ કહે છે કારણ કે અમે મેળવીશું ઓવર અને હવે આ ફોમӪ ફોમӪમા ંԁપાંતિરત થાય છેdt t 
જ ેઆપણે પહેલાથી જ ӽણીએ છીએ અને આ અમને મોડ խલસ નો લોગ આપશે  ըવિરત પરંતુ અમારી સમչયા મા ંહતીt c x 
 તેથી અમાર ે પર પાછા જવું પડશેx 
અને
 તેથી નો અવӾે તરીકે તેને લોગ તરીકે બનાવવો જ ેએક વԱા વગӪ વԱા બરાબર છેt t x c 
તેથી આ કેસ માટે આ અમાԀં અંિતમ અિભՂ બની ӽય 
છે  જથેી તમે સરળતાથી જોઈ શકો કે શું હંુ નેax plus bdx ax plus b 
કેટલાક નવા ચલ તરીકે લઉં છંુ કે અમે ના અિભՂ અંગને ӽણીએ છીએt sin t 
 તેથી આ અિભՂ મૂճયાકંન કરવા માટે અમે

ને ની જ՛યાએ બદલીએ છીએ જથેી ની બરાબર થાયax plus b t adx dt 
અને ઇિլટԆલ બને  ની બરાબર છે જનેે આપણેi sin tdt 
અહી ંએક બાય મૂકીશું જથેી નું અિવભાԧ બીજંુ કંઈ નહી ંપણ કોસાઈન ના બાદબાકી છેa sin tdt sin t t 
અને અંતે અમે એક સતત ઉમેરીશું જ ેતમને નો માઈનસ આપશે.c cos t 

આપણા માટે કુહાડી વԱા તરીકે ઓળખાય છે જ ેવԱા વડે િવભાિજત થાય છે હકીકતમાં આ સંબંધb c 
સામાլય કરી શકાય છે જ ેઆપણે આપણા આગલા વગӪમા ંજોશું કે જો આપણને એવું ફં՘શન આપવામા ંઆવે કે જમેાં
રખેીય શկદ વԱા તરીકે હોય તો તે હંમેશા અિભՂ છે  તે િવધેયને િչથરાંક વડે િવભાિજત કર ેછેax b 
જથેી આપણે આજ ેઆપણે જ ેકંઈપણ શી՚યા તેનો સારાંશ આપીશું
 તેથી અમે
અિનિՆત પૂણાӭકોના ગુણધમӷ શી՚યા અમે કેટલાક Ԑાથિમક સԋૂ પણ શી՚યા અમે સરળ પૂણાӭકનું મૂճયાકંન કેવી રીતે કરવું તે શી՚યા 
અમે ભેદ અને એકીકરણની પૂણӪતા પણ શી՚યા 
અને અંતે અમે
અવӾે માટેની ખૂબ જ મહըવપૂણӪ પԺિત શી՚યા આભાર તમે 
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