
ఈ ܌ࡗ మనం ఇంܽऴڼషߤ అڜ ߝతफ ߜڒझ ऐࡏߝ ߖ दߵ ऒߕޔࠓڝ ం ڒబܽद ࠬࡏ ࠡదం ࡅకए  ఆࡹచనߘ ఇపओ  ښܽ
కएࡅ దంࠡ ޴ߝకరణ అڔఏ ࡹణంڝ బܽद ఒకڒ ࡏࣃ۫ కएࡅ దంࠡ ,޴ంޔݡంచబށగࡍప ڴయړమ ऴపऴࡹ࢑   
అࠚవృ޴म ఒక ܼంܐం޳ࡶ ݋ ఉతओ ऒߕ ऒߖ  కھߘనడంࡹ సమసङ .޴ం࠳రంభߦऴ ޜ
  ఉ޳హరణڕ క࡛छ  అం݄ మనړ ڕ సࠪన࠳న ఫంࣾߤ ఇۨऐ నటऱޙ࠼ , ఒక ࠼ߦం݋ వదभ ߕࣆऒ  fx y x y 
ऒߕࣆ  అߖ అڕߘం޳ం, ࠬࡏ ܼంܐంࡅ ݋కए  ం݄ڕߘలߕھߘక ߘశ޴ 

छ޳ కएࡅ ߤఫంࣾ ޳ࡶ ࡌ  ఉతओ నऒ ం సࠪనం అࣆࡱޘ ڕࠬ ߖ., dx dy y 
అړ ޴ߝ సࠪనం  y fx

, ఇ޴ ܼంܐంࡅ ݋కए ङ࡮࠮ ߘశ޴  ంకనం ۯయడంࡹ సࣔయపޔݡంڒ ޴బܽद ޳छ  dx dy ݋ంܐంܼ ࡌ
కएࡅ ఈ ఉతओ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜࡱ࢐  నऒ ం అߝక అߧऱښషߤ లߘ కڵ࡯ ఉంݟ ࡏࠬ ߖܽ࢒ ,޴ఫߖࡓलయࡽ 
ङڕ࡯ڒ ల࣒ ࡏڝ ࡹझ ఇపओ ࡹ ऒߕంܿڕࡏڝ ߘߝ హరణ޳న ఒక ఉࣄ۫ ښܽ ऒߖڴ࢘ ޴ߝంచడం అࡍఉదహ  ߘ  
కھߘనడం అߖ అڕߘం޳ం, ऴపࡍࣃޒ వదभ ఒక కణం ࡅకए बࣃ  నం ࠬ࣋࡯ޘ ڕफ , ࣃब నం ఫంࣾࡅ ߤకए  t 
ఉతओ నऒ ం ࠬߖ ڕ ఇࣆफం޴ ఆ కణం ࡅకए बࣃ  నం అࣾంޜ సࡍహ޶भڴࡱ ఉనऒ  ࢑࢑ధ వऴకࡔఖల ࢙࡮ࢡङ ऒߖ  ve x 
ఎ࡮ క࡯ߕھߘ అޜߖ޳ ߝ ఏڔకరణ ࡅకए  ऴ߮రణ ऴߦరంభ࠳ం޴, 
అޙ࠼ మనం ࠴దట అవకలన ڕ࡯ڒङ ల࣒ ߘ అధङ యనం ࣃۯफ ࠭, ఆ߯ మనం సమऴగ ڕ࡯ڒङ ల࣒ ࡿࢗ ړफ ࠭, 
అࡍۧ ޙ࠼ऴޑతघ కంڴ సమऴగ ڕ࡯ڒङ ల࣒ అࠚవృ޴म ۮంޔ޶ం޴.
 వऴకࡔఖల ࢙ࢡలङ ం ߖڜ ޳ࡶऒ घࡌߖ  ङ࡮ࢡ࢙ లހ ऒߖ  ఎ࡮ క࡯ߕھߘ అڒ ࡮ۧ ޴ߝలం ࠭ం޶ 
ऴߦరంࠚంచబݟన అవకలన ڕ࡯ڒङ ల࣒ ߘߝ ࡹ ఈ ࢑షయంࡹ ऴపࣃफ ࢑ంచదۨ࡯న ఇదभࡏ ऴప߄న గށత ࢡवసफ܌थࡱ
ङߙ ࠾ࡍమ ࣒ߗబࡵ టڕ࡯ڒ ܽߝ ړߖ܉ߖ ࡱ ߤङ ల࣒ అࠚవృ޴मړ సహకࡍంۧڕ࡯ڒ ܽߝ ࡏङ ల࣒ ࡹ మనం 
ఉపڵࡆంۨన సం܉थ దగ ڕ ࣒ߗబࡵ ࡱߕࠪ ठరڴ ఉߕऒ ओߩబܽद ఇڒ ࠼ ऐࡏߝ ܌ࡗ మనం ఈ ݡ  ޴ࡃࠓڝ
సమऴڴల ࡍڷంۨ ࢑సफృతంߦۮ ڴओ లం݄ మనం సమऴڴలࡓ ߘంݡ రڴࡱڒ వࡎ ठకࡍంచవ۪ऐ  ఒకܽ ߖరవ߅క 
సమऴࡱڴ మ࠾ࡍ మࡖకܽ ఖۨऐ త࠳న సమऴߘߝ ࡱڴ మ࠾ࡍ indefinite integral definite i 
కएࡅ  గށత ࣇऴޓకరణࡌ ړࡹక࠭ంߘߝ ޻ ऴపశऒ  ntegral 
అడڴలڕߘంܿߕऒ ఆ ऴపశऒ ,ߘ నం ఇవछ߄సࠪ ڕ  ݡంࡓ ߘߝ ߖఅ ࡮అ ڕ޶ఈ అంశం ఎం ړߖݞ
ఉ޳హరణలߘ ఉం۪ߘޑ 
छࡓఇంట ܘऱڝ ంతڜ , రछߖ ࡹ ࡽ ۨంచబݟన ࡅకए  ఫంࣾߖ ߤరంతరంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఓ߭ ab ߤ x 
ఇంటࡓछ కएࡅ మంࡌ࢑ ఈ ޴ߝఅ ࠹బܽद व߯ڒ ޴దం ఉంܿంࠡ ࡹ ࡽ  ऴపࠉ ޒం࢓޶ వదभ అߖ ab f  x ab 
फࣃࡱߧ ङڕ࡯ڒ అవకలన ,ࡏ ల࣒ ࢑షయంࡏࠬ ࡹ ఫంࣾࡅ ߤకए  ఉతओ నऒ ం ఏࠫ݇ కھߘనړߖݞ 
ఉపڵࡆంۧڒ ࡏబܽद ࠬࡏ ఫంࣾࣄۯ ࡏ࢘ ߘ ߤ, ఫంࣾࡅ ߤకए  ఉతओ ऒߕ ऒߖ  ߰ందంߗڒ ,ݟ ఇకए డ ߘߝ ఒక 
భంڵమࡹ ఉం݄  ऴపశऒ  ఇవछ బݟన व߯࠹ అం݄ ఫంࣾࡅ ߤకए  ఉతओ నऒ ం ࠬڕ ఇవछ బݟం޴ అం݄ ࠭࠲ f x 

ఫంࣾߘ ߤ కھߘనగల࠭ ڒబܽद ࠬࡏ ࠡదం ࢑షయంࡹ సओ షदంڴ అర बం ߕڕࣆۯऒ  fx ࠭࠲ సంڝ ߖ޳ ,࠭
ఉతओ ऒߕ ऒߖ  కھߘనవలࣄ ఉంܿంߗڒ ޴ ఇకए డ ࠭࠲ ఇవछ బݞन ࠭  ఫంࣾࡅ ߤకए  ఉతओ నऒ ం మ࠾ࡍ ఆ 
ఫంࣾߤ ఏࠫ݇ మనం ڕࠬ ߘߝ , ࡯࢐ڝࣆࡱޘ మࡖక సమసङ फࣃޘ  ߘ  fx ߤఫంࣾ ޴ఇ ࠭࠲ ࠾ࡍమ  ߘ
కएࡅ  ऴࠆڴ అߖ ఊࣕంۨనటऱޙ࠼ , ఇ࠼ߦ ޴ం݋ ఈܘ ఈڙछ झࡽ  ܿ ఎ మ࠾ࡍ ఇࠉ ޴ం࢓޶ ఈకछ झࡽ  x xړࠉ 
సࠪనం ڒబܽद ࡌ࢑మంߘߝ ࡹ ऴߖޒߦధङ ం వࣕ࣋फ ఏ࠻ࡍ ఉంܿంߖ޵ ޴ऒ छ޳   a ޜఖࡔమనం ఈ వऴక ࡌ
సࡍహ޶भڴࡱ ఉనऒ  ऴߦంߖޑऒ ࡍڷ  फంచగల࠭ మࡅ ࠾ࡍకए  అࣾం ࡓంݡ పంڕफలړ ܿߦ ޜ x ah x a 
సࠪనం మړ ࠾ࡍ సࠪనం ڒబܽद ఈ ࡓంݡ సమసङ కएࡅ ߤఫంࣾ ڴథࠫకంߦऴ ࡱ  ఉతओ నऒ ం x b 
ఇۨऐ నటऱޙ࠼  ఆ తࡌछ త ఫంࣾߘ ߤ కھߘనడం ࡅ ޳ࡶకए  అࣾం మ࠾ࡍ అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఉనऒ  x y 
ऒߖڜ  పంڕफలޜ సࡍహ޶भڴࡱ ఉనऒ కएࡅ ߤరంతర ఫంࣾߖ  ङ࡮ࢡ࢙  ऒߖ  కھߘనడం ڝసం ఈ ࡓంݡ సమసङ  ࡱ
ఏڔకరణ వర ठంړࡹ వࣃफ సమసङ ,࠼  
దగ ړޒల తరగڴక సమऴ߅రవߖ ठࡍ సంబంధం కڵ࡯ ఉంܿం޴.
యవచऐޓࡍ޳ ڕలڴక సమऴ߅రవߖ ޴ఇ ޳ࡶ  సమసङ ࣋ۯ द࣒߱ ߘߝ ࠾ࡍమ ߖ ఖۨऐ ݡంࡓ  త࠳న సమऴڴలڕ
పओۮ ࡏࠬ ߖफందࣆޓࡍ޳ వ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇ޴ సమऴగ ڕ࡯ڒङ ల࣒ అߧ ߖలవబࣇ ݦऴޓకరణలߖ ࡏࠬ ߘరవ߅క 
సమऴగం మߖ ࠾ࡍరछ చనంڴ ఆࣇۨࡹफ  ఉండవ۪ऐ   ఇం݃ऴగࡽझ छࡔ࢘ ݡంࡓ   te ޙ࠼అ ,ࡱࢡఅం ࡏ
ऴߦథࠫకంڴ అ࢑ ఒకޜߖ޳ ఒకܽ అߘసంߖ߄ంచబݟ ఉߕऒ అర ߖ࢐ܽ ࠭࠲ దట࠴ ޙ࠼అ ,࠼ बం 
म޳ࣄ ࠭࠲ ࠾ࡍంܼ࠭ మڕࣆۯ ంߖޑऒ  అࠚవృ޴म ࣆۯफనऒ ओߩ అధङ ڴݟ࢑ ߖ࢐ܽ ݡ యనం ࣃۯफ ࠭, అ࢑ 
దగ ࡮ۧ ठరڴ ఒకޜߖ޳ ఒకܽ అߘసంߖ߄ంచబݟ ఉߕऒ యࡏࠬ ߖ ऴగࣕࣃफ ࠭࠲ ړߖడܼ۫ ߖ ߤࣾߜబܽद కڒ ࡏ
ండవ సమసङࡓ फࣃࠚరంߦऴ ޜ ࠭.
 ఏ࠻ࡍ ఫంࣾߖ ߖ ߤరछ ۨంచడంࡹ , అ޴ߝ అߖ అڕߘం޳ం మ࠾ࡍ అږߘࣃ ޴లంڴ fx x 
ఉంݦటܿవంܽ ࡌ࢑మం 0ࡹ ఇవछ బݟందߖ అڕߘం޳ం, 
ऒߕڕఎం۪ ߖ ߤఈ ఫంࣾ ߘߝ కएࡅ ߤఫంࣾ ߘߝ కߘక ,ߘ  ऴࣄڶ ߘ ࠆڴనటऱޙ࠼, ఆ ऴߦంߖޑऒ  ڴలభంࣆ 
గށంచవ۪ऐ .
 సంఖङ బܽद ఇకएڒ  డ ఉం޴ మߕࣆ ࠾ࡍऒ ࢑ంచవ۪ऐ࠙ మనం ߖసࠪనం అ ړ కएࡅ బܽदڒ   ఫంࣾߤ a x fx 
ऴࠆڴ ఈܘ ఈకछ ओߩఇ ࠪڒ ݋ం࠼ߦ ޴ఇ ޴फంࣆߧߖక ڴ࢑ధం ఈ ܿ ࡽ ఇకए ߘߝ ݡ డ x a 
ంܿనऒڕߘ࢐లڝࣆࡱޘ కएࡅ ࡽࠋయࡍ࢘ ߘߝ  ޶యగలۯ ޴ఏࠫటం݄ అ ޴  x x ࠾ࡍఖ మࡔవऴక ڴ߅࢑ 
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కएࡅ  అࣾంޜ సࡍహ޶भڴࡱ ఉనऒ  ऴߦంߖޑऒ फࣃۨࣇ  కएࡅ మంࡌ࢑ అం݄ ,ߘ  ऴపࠉ ޒంߘ 0 ࢓޶ంݟ a 
వరߘߝ ڕ ఆ ࡱ࢑వߘ ऴపޑङ ࠪऒ యం ࣋ۯफ ߘߝ ఆ ऴߦంతం ࡅకए  ߤఫంࣾ ߘߝ అం݄ ߘందగల߰ ߘవࡱ࢑ 
ऒߕంܿڕߘ࢐లڝࣆࡱޘ ߖ࡯డनھ ఇకए ,ߘ డ అߕࣆ ޴ߝऒ  మ࠾ࡍ మధङ  ఉనऒ  ఏ߄ࣃ ߕ޼రణ ࠉం࢓޶x a 

ऒߕంܿڕߘల࠻࢘ ߕఅంచ ߘవࡱ࢑ ࡯డनھ ߘߝ ޙ࠼అ ޴బܽद ఇڒ నऒڕబܽद ఎం۪ڒ ߘ  సమసङ  ఇకए డ x 
కएࡅ ంతంߦऴ ݭݥࢺ కߘలభం కࣆ ࡮ۧ  ऴߦంతం ݭݥࢺ ऴߦంతం ఒక ऴࠜޒజం అం݄ ߖߖ޳ ߘߝ 
కھߘనగలھ , ߘడन࡯ ఆ߄రం ࡅకए  సړߖڴ సࠪనం, ఇ޴ ߰డ࢓ ఇకए డ ఎޔफށڷ ޜంచబޔݡం޴, x 
ఎం޶కం݄ ఫంࣾړ ߤ సࠪనం ڒబܽद ఎޔफ ఆ߄రంޜ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡹ సగం ఉంܿం޴  y x x x 
లङࢡ࢙ తफం࠴ ڕవర ݟంߘ సమऴగ 0 ߘߝ బܽदڒ  ޴ంޔ࢓సగం అ ࡹరऴసంޔచ ޴ఇ ړࡹ ం ࡅకए  x AI 
फరࣅ࢑ ం݄ڕߘ࢐లڝࣆࡱޘ ߘవࡱ࢑ पం ఫంࣾߤ చదరߩ సగం ޳छ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴, ఇకए డ అ޴ߝ ۨనऒ  x x 

फࣃۯ ߘߝ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ऒߖڴసగ࠙ ࡹరऴసంޔఒక చ ߘ  ߰ందంݟ a
ऒߕࣆ , ऒߕࣆ   అݞږ ߖ గమߖంచంݟ మ࠾ࡍ మధङ ఉనऒ ࡹ  ఏ ࠉంߘߝ ߕڛ࢓޶ ఈ ߷ࡏघ  ߘ࡮
ఉపڵࡆంۨ ऴߦంߖޑऒ  ߰ందగలڒ ߘబܽद ߘߝ 
ఈ సందరग ంࡹ ఏ࠻ࡍ ఫంࣾڝ ߤసం ߄ࣃరణ ࣇऴߖޑऒ  ߰ంڒ ߘ޳బܽद ఫంࣾࣆ ࡮ۧ ߤలభం.
కएࡅ ࡆ܊ ߘߝ   ऒߖߕధࣃ రణ߄ࣃ ߕ   ఉపڵࡆంచగల࠱ ߘऴܾ అ޴ߝ ऴߦంߖޑऒ ࡍڷ  फంచړߖݞ ऴࠜޒజం 
కएࡅ లङࢡ࢙  ం, అޙ࠼ ఈ ఫంࣾ߄ࣃ ߤరణ ఫంࣾ޳ࡶ ߤ సంړ ऱషद࠳న ఫంࣾࡍࠪ ڴ ߤన తࡌछ త, ऴߦంޑలߘ 
ङ࡮࠮ ంకనం ۯయడం ڜంۮం కషदమޔ࢓ంڒ ޴బܽद ڕࠬ ࠭࠲ అࣾం ߯న వऴకࡔఖ ࡅకए ङ࡮ࢡ࢙  ऒߖ  x 
అం޴ంۯ ఏ࠻ࡍ ఫంࣾߘ ߤ ߰ం࠭ޑ޶.
 ఇߩओ మనం ఇకए ݡ డ ߘంݟ ఏ సࠪۧߖࡌऒ  సంऴగࣕంచగల࠭ ڒబܽद మనం ఏ࠻ࡍ ఫంࣾࢢߖ ߘ ߤతంڴ 
ప޳࡯ࢣࡍभ ం మߘ࠭  ࠾ࡍపܽ ఉ޳హరణࡹ ఇ޴ ࣋ए छ  d by dx of ax, d by dx of x ߖఅ ݡంࡓ ࠑ ࡛
గమߖంచంࡓ ݟంڴ݀ ࠑ ݡ ఉం࡯ݞ అం݄ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ అం݄ ఏ࠻ࡍ ఫంࣾࡅ ߤకए छ޳  x x d dx ࡌ

బܽद ఇకएڒ సࠪనం ړ డ గమߖంచదగ ठ ࢑షయం ఏࠫటం݄, మనం ఏ࠻ࡍ ఫంࣾࡅ ߤకए  ఉతओ ऒߕ ऒߖ  x
 ,ం݄ڕࣆޓ
ఆ ఫంࣾڕ ߤ అసࡱ ఫంࣾߤ వࣆफం޴.
 ఇߩओ సమసङ ࡏࠬ ݡ న ఒక సమసङࣄۯ द࣒߱ ޶ం࠭ ڕఇంత ࠭࠲ ,फ࣋࡯ࢣࡍప ߘ फ, ఇۨऐ࣋࡯ࢣࡍప ߘ న व߯࠹f 

నవ۪ऐھߘక ߖ బܽद ఇకएڒ  డ మనڕ व߯࠹ ఇ࣋ फ, ఈ ࡱ࢑వ ߖ కھߘనవ۪ऐ బܽद ఆ సందరगڒ  ంࡹ fx f x fx
వ۪ऐڒ ޴ంۨన߅సంబం ړ࡯డनھ బܽद fxڒ ߘࣃۯ ܘ߱ ߖఅ ړహరణ޳ఈ ఉ ߘߝ ޶ం࠭ ۯం࡯తర ߖ   ah y 
అړ ޴ߝ సࠪనం అߘߝ ߖ ఒక ޳ࣄम ంߖޑऒ  పࡍచయం ࣃۯफ ङڕ࡯ڒ ޴ఇ ,ߘ ల࣒ ࡅకए థࠫక xߦదܽ ऴ࠴ 
म޳ࣄ ంతం అࡱߧ ߖవబݦ ఒక ޳ࣄम ంߖޑऒ  పࡍచయం  ࣃۯफ नܘऱڝ , ߘ  ఇంటࡓछ ab ߤరంతర ఫంࣾߖ ߯ ࡽ fxba 
అڕߘం޳ం మھ ࠾ࡍడन࡯ ఏ࠻ࡍ ఫంࣾߤ ఏ࠻ࡍ ఫంࣾࡅ ߤకए  ఉతओ నऒ ం ࠬڕ ఫంࣾߖ ߤ ఇࣆफంڒ ޴బܽद y 
࢑షయంࡹ మనం గమߖంۨన సంబంధం ఫంࣾړ ߤ సࠪనం అ࢐ ޴ߝసफړߖ࢐ అߖऒ  ఫంࣾߤ లڕ వࡍ फࣆफం޴ x 
మ࠾ࡍ ఈ ఫ࡯తం ڕ࡯ڒङ ల࣒ ࡅకए म޳ࣄ థࠫకߦదܽ ऴ࠴  ంతంࡱߧ ڴవబޔݡం޴, త࢐ࡏత మనం ۫޳भ ం
ࡍߖ भషद ఫంࣾనऱ ఉతओ నऒ ం ࣆలభంڴ కھߘనబޔݡందߖ అవకలన ڕ࡯ڒङ ల࣒ ߘంݟ మనࣄ࡯ޘ ڕనం޶న 
 ߖఅ ޳సࣔయపడగల ڕࠪ ࡹనడంھߘక ߖܽ࢒ ޳ࡶ నగలࠪھߘచన మనం కࡹఆ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻
ࡍڷ फంచړߖݞ అవకలన ڕ࡯ڒङ ల࣒ ࡅకए  ఆࡹచన మ࠾ࡍ అవڴహనߘ ఉపࣃڵࡆफ ࠭.
 ఇంܽऴగࡽझ  sine x d by dx of sine x x ߤ࣌ڜ ࣆࡱޘ ڕమన ,ݟంڝࣆޓ ߘహరణ޳బܽद ఉڒ 

छ޳ n nx ߖందݟంచబ߭ ړ పవ࡛ ޴ఇ ݟంڝࣆޓ హరణ޳క ఉࡖమ ړߖ޳ ߝఅ ޴ంޔݡంచబ߭ ړ పవ࡛ ࡌ e 
 nx ࣆࡱޘ ڕࠪ
కएࡅ ߤܼ  ఉతओ నऒ ం ࣆࡱޘ ݞږ ఇړߖ܉ߖ ޴ ࣊కంݭ ࣋ए छ ऒߖ޳ࠡ ఈ ࡏࠬ బܽदڒ ࡛  x x ڴऴగతफ܉ 
ప࣋࡯ࢣࡍफ ߮ۮ ࡏ࢐ओ కएࡅ ߤ࣌ ఏࠫటం݄ ޴  ఉతओ నऒ ం ߤ࣌ڜ ఉతओ నऒ ం ߘంݟ ఉతओ నऒ ం  ޳छ  x x e n ࡌ
పవ࡛ పవ࡛ ఉతओ నऒ ం ܼࡅ ߤకए  ఉతओ నऒ ం ࣊కߘ ࣋ए छ  nx e nx x nx x x ޳ࡶ ࡏఅంܼ ߤ࣌ ࡱ߇࢑ ࡛
కएࡅ ߤ࣌ڜ फࣃࡱߧ ߖఅ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻  छ޳ ڴ࢑ధం޻అ ࠾ࡍమ ࡏ x n nx ߤన ఫంࣾݟంచబ߭ ړ పవ࡛ ࡌ e
అంܼࡅ  ࡏకए  వङ క ఉతओࡔޒ నऒ ం ڵࡍ߭ ړం޴ మ࠾ࡍ ఫంࣾߤ ࣊కߘ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  e nx tan x x nt 
ఉతओ నऒ ం అࡱߧ ߖవబޔݡంڒ ,޴బܽद ࠭࠲ ߯ పవ࡛ ړ ߭ంచబݟన ࡅకए ంܾ n nx࠻  cos xe 
రछߖ ߖ ߤ࣌ ڴ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ۨంۧ࠭.x
 
మ࠾ࡍ tan x 
࣊కߘ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  ఉతओ నऒ ం ڒబܽद ࠴ ߘߝద ऱ݇ एࡖ߮  నऒ ऱܿڴ ఏڔకరణ ޳ࡶ సమऴగ ߖ࢐ܽ ఒక x nt 
కएࡅ దంࠡ ࡹణంڝ ంచవ۪ऐށగࡍప ڴయړమ ऴపऴࡹ࢑  , ఇ޴ ఇకए డ ߘంݟ కࣆߧߖफం޴, ఇࡅ ߤ࣌ ޴కए  xi 
ࠡదం.

కएࡅ ߤ࣌ڜ ࢟ܽ࢘ࡍݥ-ంܾ࠻ సంڝ ߤ࣌ ࡎࣃ ߤ࣌ ڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍమ ߤ࣌ڜ  ంܾ   s x x x x࠻ 
నࣄ࡯ޘ ڕమన ޙ࠼అ ,࢟ܽ࢘ࡍݥ ऱܿ޳ , ڴछ ప  ߤ࣌ ࠆఆ ࡌ ऱ࣒  వߖ ߤ కھߘం݄ మనం ߰ంࠑ ޴޻ d dx x d dx 
కएࡅ కएࡅ ంకంࡌबࣄ  छ޳  ప  ࡌ ऱ࣒  మࣄ ࠾ࡍबࡌంకం ࡅకए ओߩన ࠡదం ఎలऱ࠳बరࣄ  ऒߕࣆ ݢ  dx sin x d 
అࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ మ࠾ࡍ కߘక ఇ޳ ߤࣄ ޴छ తపओ ߤ࣌ڜ ޴ఇ ,޴ంޔࡏࠪ ڴ ࡌ  మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽदdx x d x 
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ప  ߤ࣌ ऱ࣒  వ࠻ ݞږ ߤంܾ ڴ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ఉంڒ ޴బܽद మనం ఇంత࠭ڕంࣄ۫ ޶నߤ࣌ ޴ అ޴ߝ cos x x x 
కएࡅ ߤ࣌ڜ ओߩఇ ߖఅ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻  ప  ,࠭ࢡ۫ మనం ݡ ऱ࣒  వࡅ ߤ࣌ڜ ݞږ ߤకए  ంܾx sin x x࠻ 
ऒߖఅ ޴ఇ ړߖ࢐సफ࢐ ࠾ࡍమ ߖఅ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ࡍవ ږలڒంࡌबࣄ  फࣆफం޴ ఎం޶కం݄ మనం ࣄबࡌంకం ࡅకए  
ఉతओ నऒ ం ߕࣆऒ  అڝࣆࡱޘ ߖంݟ, అࡅ ޴కए పం  పߦ  ऱ࣒ ప  ߤ࣌ బܽदڒ సࠪనం ړ  ऱ࣒  dx dx x c cos x x 

అࡅ ޴ߝకए ఇకए ,࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻  డ అڜ ޴ߝంత ࣄबࡌంకం అޙ࠼ మనం ߖߖ޳ ఏకపࣾ c cos x c 
࢐సफవ సంఖङ ంకంࡌबࣄ  .ంܼ࠭ڕࣆޓ ڴ
ఇవछ ߤఏࠫటం݄, ఒక ఫంࣾ ޴ంۨనߖబܽद మనం గమڒ   బݟం࠻ ࠭࠲  ޴ంܾ-ࡅ ࢟ܽ࢘ࡍݥకए ऒߖ࡮࠮   i 
ఉప࣋ڵࡆफ  ࣄबࡌంకం ఎం۪ڝవడం ޳छ ఉండవ۪ऐ ࡱ ࢟ܽ࢘ࡍݥ-ంܾ࠻ కߝన అ࠳అనంత ࡌ , ఇړߖ܉ߖ ޴ c 
ࡍవ ړ ߤరణ ఫంࣾ߄ࣃ फࣆफంڒ ޴బܽद ڒङ కएࡅ ࡽటߧ छ޳  నऒۨ ࡌ fx ,ݟ࢑ంచం࠙ ߖసࠪనం అ ړ  fx d dx fx
ఆ߯ ࡅకए छ޳  ప  ࡌ ऱ࣒ నऒۨ ݞږ  घࣃ ޴ߝఅ ڴరణం߄ࣃ బܽदڒ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ  fx d dx  c fxࡽ fx 

కएࡅ ప  ޙ࠼అ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻  ऱ࣒ घࣃ ݞږ  కएࡅ ࡽ  fx fx c fx ړߖ܉ߖ ޴ంޔ࢓అ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻ 
 ప ऱ࣒  అࣄ ޴ߝबరంڴ ఉంܿం޴ అం݄ ఇ޴ అߖऒ  fx c ޴फంࣆۨࣇ ߖޒంܾల సࠫ࠻ 

ऴప࠙࢐ల ఉతओ నऒ ం ߖߖ޵ ޳ࡶ ఒక పޒࠫࡌ వऴకࡔఖల ܿڕంబం అࣃࡱߧ ݞږ ߖफ ఇకए ,ࡏ డ ߰ందబݟన c 
ఖङ࠭ ࡮ۧ ڴవ తర۪ࡱ࢑ రछߖ మనం ࠾ࡍమ ޴న࠳ ࣕంࡍߖ ۯ भషद సమసङ ߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴, ఇ޴ మనం 
త޶పࡍ దశࡹ ఉండవ۪ऐ .
ओߩఇ ࠭࠲  రछߖ ڴసమऴగం ڴకంࡍڒ߅అ ݡ ۨంۧ࠭, ࢐సफړߖ࢐ మనం సమऴగ ࠻ ޳ࡶంܾ-࢟ܽ࢘ࡍݥ అߖ 
ओߩనۨ࡯ߧ ओߩనࣄऴ࢐ ڴబܽद మనం సమऴగంڒ ࠼ఉంܼ ࡮ښఒ అ࢑ ޶ࡶ ఎܿవంܽ ࠡదం ݡ  ఒక ࠙వన ah ݡ
ఉంܿం޴, కߘక మనం  ప ऱ࣒ రछߖ ߖ  ۨంۧ࠭.fx c 
घࣃ  झڡఎࠆఎ ࡽ  ఫంࣾࡅ ߤకए  అߖऒ फࣃۨࣇ ڴ࢑ధం ఈ ࠭࠲ ߘల ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻  ऒߖబܽद అڒ ࠭  ంܾ࠻ 
घࣃ ޳ࡶ ޒల సࠫ ࢟ܽ࢘ࡍݥ झڡఎࠆఎ ࡽ  అߝ ఫంࣾڕ ߤ సంబం߅ంۨన 
ऒࣔۨ ۃం࡮ మనం సమऴగ ۨహऒ ߖܽ࢒ ,࠼ޑంచబడۨࣇ ڴࡱ ంࣃࡱߧ ڴफ ࠭ ఈ పదం ߰ందబݟన޴ s fx  
फࣃࡱߧ ߖఅ ࣒޴ ݭంڼఇంܽऴ ߖߖ޵ ङ࡮࠮ ࡽࠋయࡍ࢘ ߤంۨ ఫంࣾ߅సంబం ړߖ޵ , ࡏ ంకనం ۯయబޔݡం޴x 
ఇంܽऴڼషࡅ ߤకए ङڒ ࡽࠋయࡍ࢘  फࣃࡱߧ ߖఅ ࣄ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻ ޳ࡶ ࡽఇంܽऴగ ߖ ࡽటߧ  fx fx ߖߖ޵ ,ࡏ
ఏకపࣾ ࣄबࡌంకం అࣃࡱߧ ߖफ  ࡏ
మ࠾ࡍ ఈ ࠴తफం వङ ڔ फకరణߘ సమऴగ వङ ڔ फకరణ అࣃࡱߧ ߖफ फࣃࡱߧ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࡏ ࠭  ఇߖ ޴రవ߅క 
సమऴగ࠳నڒ ޴బܽद ఇకए డ ߘߝ ఇకए డ ߮ࡖए నऒ  ఒక ࠭ఖङ ࢐ङ న࠳ ఖङ  ఇంܽऴڼషࡅ ߤకए  x ࡽࠋయࡍ࢘ 
డࠬघ ޴ఇ ړߖ܉ߖ ࡎభ ޜ ࡽࠋయࡍ࢘ ఇతర ߕ޼ఏ ߖ అం݄ ఈ ࡽࠋయࡍ࢘  फ ۯయవ۪ऐ  అం݄ ఉ޳హరణڕ x

కएࡅ  ఇంܽऴڼషࡅ ߤకए  ఇంܽऴڼషߤ వࡵ ఉంܿం޴.ftdt fxdx 
 అం݄ ࠬߖ ࡏ ఇంܽऴڼషࡅ ߤకए फࣃऴ࢐ ڴ ࡽࠋయࡍ࢘  కएࡅ కరణڔఏ ߖ ޳ࡶ ࡌ फࣃऴ࢐ ڴ ࡽࠋయࡍ࢘   t x ࡌ
అ޴ߝ ࠭ఖङ ం ޶ڒ.
 ఇకए డ ࠭ఖङ ङ࡮࠮ ߘ ߤఏ ఫంࣾ ࡏࠬ ,ఏࠫటం݄ ޴న࠳ ంకనం ࣆۯफߕऒ  నߧ۫ ڕࠬ ߘߝ బܽदڒ ,ࡗ
ధङߖޒߦం݄, సమऴగ ऴڕࣆޓ ߘహరణల޳పܽ ఉߘ࠭ ం పరంڴ మనం సమऴగ ऴߖޒߦధङ ంڴ ऴ࢐యగల࠭ ࣒ڒ 

కएࡅ ప  ߤ࣌  ऱ࣒ కएࡅ హరణ޳ండవ ఉࡓ ࣄ   సమऴగం వࡵ ఉంܿం޴.xdx x e 
  పవ࡛ ړ ߭ంచబݟంڕࠬ ޴ ߯ పవ࡛ ࣋ۯ ܘࡕ ړ ࠡదం పవ࡛ ړ ߭ంచబݟందߖ మ࠾ࡍ nxdxi n nx e e nx
అం޶వలऱ ࡅకए  ఏڔకరణ పవ࡛ ړ ߭ంచబޔݡం޴ మ޳ ࠾ࡍछ e nx ࠾ࡍమ ޴ంޔڷࡏ߭ ړ పవ࡛ ࡌ n nx
࣊కߘ ࣋ए छ కएࡅ ࡛ కएࡅ ߤܼ  బܽदڒ కరణڔహరణ ఏ޳డవ ఉ࠮ న࠳बరࣄ   ࠡదం ࠬڕ ࣊కߘ xdx x 
చޔరऴߖࣃऒ  ఇۨऐ ంڒ ޴బܽद ࣊ڡ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  ఇంܽऴڼషߖ ߤܼ ڕࠬ ߤ ఇࣆफం޴, ࣾࠫంచంߤܼ ݟ x x x x 
 ప ऱ࣒ కएࡅ నࣄ۫ ࠭࠲ హరణ޳లठవ ఉߕ ࠾ࡍంకం మࡌबࣄ   ఏڔకరణ xdx 

 ప ऱ࣒ కएࡅ ߤఫంࣾ ࠻ࡍఈ ఏ ࠾ࡍమ ࠭ࣃ۫ ڴ ߤఫంࣾ ࠻ࡍసࠪనం ఏ ޜࣄ   ఉతओ నऒ ం ఈ ఫంࣾߤ తపओx 2
మࡖకܽ ڒద࠭ࢡ۫ ݞږ ࠭࠲ ߖ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ 
ఫంࣾڒ ߤబܽद ఫంࣾ࠻ ڕ ߤంܾ ࢟ܽ࢘ࡍݥ అޔ࢓ంࡅ ࣒ڒ  ޴కए  ఏڔకరణ x tdt 

 ప ऱ࣒ ࢐ङ ߘߝ ߖఉంܿంద ڴबరంࣄ  ङڣ झࡽక ఇంܽऴగ߅రవߖ న ఇ࢑޶ంۨనంߖ ऒߖڜ ڕ   ఉ޳హరణࡱ, sin t 
కएࡅ కరణڔబܽद ఏڒ x ޴फంࣆఇ ߘ ߤఫంࣾ ޻అ ޜ ࡽࠋయࡍ࢘ తफڜ ڕࠬ ޴అ ޙ࠼అ ڴࡱ޶బ ړ ࡽࠋయࡍ࢘  t 
ओߩబܽद  ఇڒ छ޳ ڥߖవలం తښ మనం ݡ फࣃ࡯ࢣࡍప ߘహరణ޳ఉ ߝھߘక ߘ ࢟ܽ࢘ࡍݥ-ంܾ࠻ ࡌ ࠭, మనం 
फࣃࡱߧ ݞږ ڴసమऴగం ߖߖ޳  సࠪనం fx x ړ݀ ߤ࣌ హరణ޳దܽ ఉ࠴ ࡃࠓڝఎం۪ ߘߝ బܽदڒ ,࠭
ఇߩओ ऒߖ޵ ݡ  ۫డం࠻ ,ݟంܾ ࡱ ࢟ܽ࢘ࡍݥ అߖ మనࣆࡱޘ ڕ.
 అ࢑ ࠡదం ࡅకए छ޳ యړమ ऴపऴࡹ࢑  फࣃవ ࡌ నऒޔ޶ం߰ ߖ ߤఫంࣾ ߤ࣌ ߘߝ ࠾ࡍమ ࠼ టऱߘߝ ޙ࠼ 
తపओ  ߖ ߤఫంࣾ ߤ࣌ڜ ڴࡍసߖ
भ޳۫ ޾ంޔڷࡏफ ఏࠫ జ࣋ۯ ࡏ࢘ ߘ ߤఫంࣾ ߤ࣌ڜ ߘߝ బܽदڒ ࡯ݞఉం ࣄۯ ࡏ࢘ ం, ߤ࣌ ߘߝ ఫంࣾߖ ߤ 
߰ంߗڒ ,ߘޑ޶ అ޴ ఉందࡏڷ ߖफం۪ڝంݟ  ఒక పదం ࡓంڒ ݞږ ݡబܽद ۯ ࡏ࢘ ߖ ߤ࣌ڜయړߖݞ x 
బڴࡱ޶ తపओ xi xߘߝ फ࣋ۯ ࡏ࢘ ڴݡంࡓ ߘ ߤ࣌ڜ ߘߝ కߘక ,࡯ݞఉం ࣄۯ ࡏ࢘ ߖ ݡంࡓ ߤ࣌ڜ ڴࡍసߖ xi 
ऒߕޔࠓऱ ߰ందࡏࣃݡంࡓ ړ݀ ߤ࣌ ఇకए ߘߝ ޜతంښల సంږޒऴప ߘ డ ఏࠫ ࣃۯफ ఇకए ߘߝ ,అం݄ ߘ డ x 
ఇకए ,ߘޑడ߭ ߘफࡏڷ ࢟ܽڵߜ డ ࠑ ݀ అߖ ߭టदంݟ , ఒకࡏ ఏࠫ ۯయగలࡏ అం݄ , ࡅ ݀ ࣒ڒకए  a x 
ఉతओ ऒߕ ऒߖ ࡍڷ ڴ న࣒࠳ ݀ ߤ࣌ ݀  फంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ  అߩओ छ޳ గణన ݡ  x d dx ݀ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ ࡌ
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బܽद ఈ సందరगڒ ޴ంޔ࢓అ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړߖߦߦ ݀ ࣒ڒ ం࠻ ࡹంܾ ࢟ܽ࢘ࡍݥ x 
ప  ݀ ࣒ڒ ࠆࣔ న࣒࠳ ऱ࣒ झߖࡓఫݟ ߖߖ޳ ࠾ࡍమ ߤఫంࣾ  ݟంచంߖవలం గమښ బܽदڒ ంకంࡌबࣄ   x ޳ࡶ ߤషࡃ
 fx ݟంڝࣆޓ హరణ޳క ఉࡖనగల࠭ మھߘక ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻ ޳ࡶ ంۨ మనం సమऴగ޴సంభం ޜ ࢟ܽ࢘ࡍݥ
ఈܘ ఈకछ కएࡅ ߤంక ఫంࣾޑۅ ࣆࡱޘ ڕమన ࡛ࠂ పవ࡛ ܿ పవ࡛ ܿ ࡽ  ࠡదం మࡖక ఎڡझ  ߱  x x ࡽलయߖߜ
ఫంࣾߤ ࠪऴత࠲ ఇకए డ ݞޙ ఇࡅ ڷࡱߕ ޴కए छ޳ ߖࡍڷࡱబܽद మనం ఆ నڒ ంకంޑۅ   x d dx e ࡌ
పవ࡛ ړ ߭ంచడం ޳ ڷࡱߕछ ऴగతफ x e x܉ ంۨࡍڷ ంచడం߭ ߖ ڷࡱߕ ړ సࠪనం అం݄ పవ࡛ ڷࡱߕ ࡌ
వ۪ऐڒ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ࡯࢐ڝࣆޓ   వࡵ పవ࡛ ޳ ڷࡱߕछ  wri tten e x ڷࡱߕ ࡌ
మࣄ ࠾ࡍबర࠳న మࡖక ఉ޳హరణߘ ఎం۪ڝవ۪ऐ , ఇڴ ޴ ఎం۪ڝవ۪ऐ , ఇࡓ ޴ం࠳ ݡన࣒ 4 fx sine x e 
పవ࡛ 3 ړ ߭ంచబݟం޴ ఇߩओ ఇకए ݡ డ ఈ ఉ޳హరణߘ ۫డంݟ, ఇ޴ మޑۅ ࠾ࡍంړߖڒ సంతకం x x 
బܽद మనం ఇకएڒ ߤఫంࣾ  ޴ఉం ڵ࡯క ߘల ߤఫంࣾ ݡంࡓ నݟయబۯ డ ޴࣋ۯ ఏࠫటం݄ , పంࡍڷ ނߧంۨ 
మనࣄ࡯ޘ ڕన ऱܿݟ ,ڴఫߖࡓझ  పܽߘ࠭ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۯ ߖక߯ ప࠼ఫంࣾనऱ సరళ కల ݡంࡓ ߤఫంࣾ ߤషࡃ
छ޳ మనం ޜహరణల޳ఉ ݡంࡓ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ࡌ  ఎం޶కం݄ ࣌ߤ ఫంࣾߤ కࣆߧߖफంڒ ޴బܽद ఇ޴ d dx 
తపओ .࡯ݞఉం ڴࡍసߖ
 ఒకڜߖ޳కܽ 2 ఈ ࠙గం మనڕ ఇపओ ړన࣒ 4 శ࠳ ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ ښܽ फ3 ړ ߭ంచబݟంړ 4 ߖ ޴ ఎ࡮x e x x e x
గށంۧࡹ మనڕ ఇపओ ళचࢗ సంڝ ߖ޵ మనం ࡹޒపదम ޻బܽद ఇڒ ࣆࡱޘ ښܽ వ۪ऐ  ߭ంచబޔݡం޴  ऴޓ e x 
ऴޓ పవ࡛ ۯయړߖݞ 
ࡍڷ మనం ߖఅ ޴ఏ ࢟ܽ࢘ࡍݥ-ంܾ࠻ ࡱफ అస࣋۫ ߖ ߤబܽद ఈ ఫంࣾڒ फంచవ۪ऐ  x 2 ࣒ڒ ࠆࣔ న࣒࠳ ߖ޳ ,
పऱ࣒ ࠾ࡍమ ޓఇ పవ࡛ ऴ 3 ࠑ న࣒ 4࠳ ࡍڷ ࠭࠲ బܽदڒ ޴ంڵࡍ߭ ړߖڒంࡌबࣄ  फంۧ࠭.x 
 ఇ࣋ फ ࣄంࡽߩ ఫంࣾߖڜ  ߤऒ  సంړ ऱషद࠳న ఫంࣾనऱ ࢑షయంࡹ ఏࠫ జޔڷࡏం޾ మనం ࠻ంܾ-޳ࡶ ࢟ܽ࢘ࡍݥ a  
ఆ ఫంࣾࡅ ߤకए  సమऴగతߘ ऴ࢐యగల࠭, ڒబܽद ఉ޳హరణలړࡹ వۯऐ  ࠭ం޶ మనం ఈ మࡖక ࡛ࠪࡍए  
फࣃ࡯ࢣࡍప ߖంܽݟంࡓ ࠭, ఇࡓ ޴ంݡ ఫంࣾనऱ ఉతओ నऒ ం అޙ࠼  అڜ ޻ంత ۮ ړߖࠪࡌ࢑ం޴న޴ తࡌछ త x i fx
 gx fx gx న࢑޴ంۮ ڕఖలࡔన వऴక޴ంۮ ړߖࠈంܿڕ ښఒ ݢంࡓ ࠾ࡍఅం݄ మ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ  న࣒࠳
 hx.޴ంޔݡంచబۨࣇ ڴݞޙ ޴లభం, ఇࣆ డటం۫ ߘ࢓܌ࡏ ړߖݞ࢑ంచ࠙ ߖఅ ߤఒక ఫంࣾ ޴ߝబܽद అڒ

న࣒ ఉతओ࠳ ऒߕ ऒߖ छ޳త ,ݟంڝࣆޓ  ऒߖఅ ࠹న࣒ व߯࠳ ࠹व߯ ޴ߝఅ ࠹व߯ ࡌ fx gx h x f x g x x  ړ 
సࠪనం ڒబܽद व߯࠹ మ࠾ࡍ व߯࠹ అߗऒ  ఒక݄ ڒబܽद ఇߕࣆ ޴ऒ  व߯ړ ࠹ సࠪనం అޔ࢓ం޴.f x g x h 

అߖऒ ऒߕࣆ ړ  సࠪనం అం݄ ఆ తపओ ړ న࣒  x x࠳ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڴबరంࣄ ڴࡍసߖ hx fx gx 
बࣃ ంకంࡌबࣄ    thi న࢑޴ంۮ ڕఖలࡔన వऴక޴ంۮ ړߖࠈంܿڕ ښఒ ݢంࡓ ࡱ߇࢑ ݡంࡓ అం݄ ޴ంݟంచబߧ
ఇనछ ߤ࣌ బܽदڒ ߘޑߩ۫ ޜహరణ సࣔయం޳క ఉࡖమ ڕࠬ ߘߝ ړߖ܉ߖ ࡛झ కएࡅ  छ޳  x d d ߖ ࡌ
పࡍగށంచంݟ , అ޴ ఒక ࠳న࣒ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం మ޳ ࠾ࡍछ ఇనछ ࣒ڒ ࡌ ࡛झ  ఇ޴ ఒకߖ޳ x d dx x 
కएࡅ  వర ठ࠮లం ࡅకए .న࣒ ఒకܽ࠳ 
ङڕ࡯ڒ అవకలన ݢంࡓ బܽद ఈڒ రऴసంޔన࣒ చ࠳   ల࣒ ߘంࣄ࡯ޘ ݟన ఫڒ ࡱޑ࡯బܽद మనం ߖ࢐ܽ x d 
छ޳ ఇనछ ߤࣄ ࠆఆ ࡌ ࡛झ  ఆ࠳ ࠆన࣒ ࣒ڒ ఇనछ ࡛झ  అࡌ ߖయడం ޳छ फࣃڵࡆఉప ߖ࢐ܽ ࡌ ࠭ dx xd by dx x 
ఇనछ ߤ࣌ బܽदڒ ࡛झ  మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࣒ڒ ఇనछ ࡛झ కएࡅ   ఉతओ నऒ ం ఒ࡮ښ ఉంܿందߖ మనం ۫ࣃफ ࠭.x x 
 అం޶వలऱ ࠭ߘపܽ ࢐ङ ఖङ  ߘݞޙ ݟంߘ 
ఇనछ ߤ࣌ ࡛झ ఇనछ ࣒ڒ న࣒࠳ ࠆన࣒ ఆ࠳  ࡛झ  అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ , అ޴ పऱ࣒ ఇనछ ࣒ڒ  ࡛झ  ంకం x x xaࡌबࣄ  
అޔ࢓ంړߖ܉ߖ ޴ ఈ ࣄबࡌంకం ఈ ఎڡझ  ऴ߭షࡹ ߤ ఒకړߖ޳ సࠪనం అߖ ఉంచడం ޳छ ङ࡮࠮ ࡌ ంకనం 
యవ۪ऐۯ .
ఇనछ ߤ࣌  ࡛झ  ఒకܽ సగం ࡹ࢑ ࣒ڒమం ఒకܽ ߕࣆऒ  అڝࣆࡱޘ ߖ , అ޴ సగంࣄ ڴबరంڴ ఉంܿం޴ pi pi 
ఇనछ ߤ࣌ ంకం సగంࡌबࣄ బܽद ఈڒ ࡛झ   ప ऱ࣒ ఇనछ ࣒ڒ  ࡛झ  సࠪనం సగం తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ, ఇ޴ ఒక pi x x pi 
ऴపࣄదम ࡍڷ फంڕࠬ ޳ࡶ ߩ ఇపओ  f  x ߤ࣌ڜ న࣒࠳ ࠾ࡍమ మࡹ࢑ ࡱ ߤఫంࣾ ޒణࠫڝޒమ ऴࡹ࢑ నࣄ࡯ޘ ښܽ
ఇకए ,޴ంݟయబ࢘ ࢐޳ ߖఅ న࢑޴ంۮ ڕఖࡔన వऴక޴ంۮ ړߖࠈంܿڕ ښఒ ݢంࡓ ࡱޑښమ సంࡹ࢑ డ x 
ऱߦ ߘ ࠆڴరణ ऴ߄ࣃ छ޳ యడంۯ ݋ फࣃۯ ߘߝ ࡌ  మ psiࡹ࢑ ࡱఈ వऴకత  ࣆࡱޘ ߖఅ ߤ࠳ݨ ڕబܽद మనڒ ߘ

మࡹ࢑ ߤ࣌ڜ ࠾ࡍమ ࠳న࣒ ఒకܽ ߘంݟ ఒకܽ ڒబܽद ߦऱ  ంܼ࠭, x x xڕࣆޓ ߖ߅ࡍప ݟంߘ మࡹ࢑ ߤࣄ ݋
ఈ ࡱ࢑వ ࠳న࣒ అۮ ߖపओ ంݟ ఈ ࡱ࢑వࡹ సగం అۮ ߖపओ ంݟ, ఈ ࡱ࢑వࡹ సగం అߩۮ ߖओ  ం, i pi b޳ంڕ

అۮ ߖపओ ంݟ మ࠾ࡍ అ࢑޻ధంڴ ఈ ࡱ࢑వ ࠳న࣒ అߩۮ ߖओ  pi b pi ߤఫంࣾ ߤ࣌ బܽदڒ ,ం޳ంڕ
࢑షయంࡹ ఇ޴ ఎకए  pi x pi ࡹ࢑షయం మࡹ࢑ ࣒ڒ , ంۨࠚరంߦऴ ݟంߘ న࣒ సగం࠳ ޴అ ,޴ంޔࢂࢗ ڝݟ
సగం వరࡿࢗ ڕऱ  pi ޴బܽद అڒ ࡯࢐ڒ రంభంߦऴ ݟంߘ న࣒࠳ ޴ఒకܽ అ ࣆࡱޘ ڕࠬ ߅ࡍప ߤన࣒ వ࠳ , ࡯
 ࡯ڴࣃ ࡮ఇ ࡷద࠴ ݟంߘ
ఇకए ࠭࠲ బܽदڒ ޴ࠬ ߤఈ ఫంࣾ ࠾ࡍమ ޴ࠬ ߤఈ ఫంࣾ ߗڒ డ ڙ ऱࣆۯ ࠹࠼फనऒ  సࠪనతछ ం ࣌ߤ ఇనछ ࡛झ  x 
మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ߤ࣌ڜ ఇనछ ࡛झ ఇనछ ߤ࣌ڜ ࠆఆ ݭܾ  ࡱ ߤబܽद ఇڒ  ࡛झ  x x ߤ࣌ڜ న࣒࠳ ࡯ڒతࢗ సం మనంڝ 
ఇనछ ࡛झ ఇనछ ߤ࣌ڜ న࣒࠳  ࡛झ  అߤ࣌ڜ ޙ࠼ ఇనछ ࡛झ  ఫంࣾࡅ ߤకए  ࠫऴర࡛ ఇܘ࠲ తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ x x x 
भ޳అࣾం వదभ అ ࡏࠬ , ऒߖ  ఉంۯ అదभం ۨऴߖޑऒ  x pi ah ޴రం సగం ఉంܿం޷  ޴फంࣆߧߖక ޴ం݄ ఇڕࣆޓ 
ఈ ఫంࣾߤ ఇనछ ࡛झ ओߩబܽद ఇڒ ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳  సओ ࡏࠬ ݡ షदంڴ అߖऒ ం࠼ߦ  ऱܿ ࠳న࣒ సగం cos x pi 
నऒࠚ ంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఫంࣾߤ࣌ ߤ ఇనछ ࡛झ  మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ߤ࣌ڜ ఇనछ ࡛झ  x x ڴ࢑ధం ښఒ ݢంࡓ 
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ఉߕऒ అర ߖన࢐ర޴ంۮ ڕఖࡔన వऴక޴ంۮ ړߖࠈంܿڕ ښఒ ࡏ࢐ అం݄  ࠼ बం , ࢐సफ࠭࠲ ړߖ࢐ 
ఉంచవ۪ऐ ݞږ ߘ࢑వరణ తށగڣࡔ సంڝ చనࡹఆ ߤషڼఇంܽऴ ޳ࡶ ࢟ܽ࢘ࡍݥ-ంܾ࠻  సం yڝ ߖ޳ ,
ఫంࣾߖ ߤ పవ࡛ ړ ߭ంచړߖݞ సࠪనం ߖ పࡍగށంచంڒ ,ݟబܽद ࠬࡏ ఈ ఫంࣾړ ߤ సࠪనం అ࢑࣋࠙ ߖफ.e x y 

పవ࡛ ړ ߭ంచబݟనߩओ ప  ޴ంݟంచబ߭ ړ పవ࡛ ړ సం పవ࡛ڝ ߤఫంࣾ ,ݡ ऱ࣒  అ޴ߝ అߖऒ    e x e xe x c 
కएࡅ నݟంచబ߭ ړ పవ࡛ ޴అ ޳ࡶ ల సࠪࣔరం ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻  సమऴగతࣆۨࣇ ߘफందڕࠪ ߖ x e 
.ࣆࡱޘ

కएࡅ నݟంచబ߭ ړ బܽद పవ࡛ڒ  అߖऒ పవ࡛  ప ࡱ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻  ऱ࣒ ओߩనݟంచబ߭ ړ  dx e x   ݡ e e x c
అ࢑ ఎ࡮ కࣃߧߖफ भ޳ࠚరంߦऴ ޜవࡱ࢑ బܽदڒ ࠼ ం 0ړ సࠪనం ڒబܽद ࠴దܽ ࠻ంܾ-  ࠬࡏ ߰ం޻ ఉతओ నऒ ంc 

పవ࡛ ړ ߭ంచబݟం޴ ఇ࠼ߦ ޴ం݋  ఇ޴  అߖ అڝߘంڒ ݟబܽद ࠭࠲ ఈ అࣾం ఈ అࣾం అߖ e x 1 2 x y 
పओۮ వ۪ऐ  మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఇ޴ ఒక ݋ߖ࠿ మ࠾ࡍ అࣾం ࠼ߦం݋ ఒక అࣣ ߕࣆऒ  ఒకܽ ఆ߯ y ࠪڒ 
ऒߕࣆ  ڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ ࡹణంڝ ఆ ݡ࠮ ޴బܽद ఇڒ న࢑ڷదల࠴ ࡮ఆ߯ ఆࣣ అ ݡంࡓ ࠪڒ 
ఇకए డ ఇߕࣆ ޴ऒ ऱߦ ࡏࠬ బܽदڒ న࢑ࡷద࠴ ఆ߯ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳   x ڕࠬ ޙంۨ߭ ړ फ పవ࡛࣋ۯ ݋
ऒߕࣆ ޴ߝఅ ݋ߩ  ޴फంࣆࡱޘ సࠪనం ఇకए ړ డ ࠬڕ ఒకܽ లࣆࠚफంڒ ޴బܽद ఇకए డ ఒక ࠼ߦం݋ ఉం޴ x 
 బܽदڒ
ऒߖڜࡍమ ࡏࠬ छ޳ ఉంచడం ߘవలࡱ࢑  ऒߖڜࡍమ ࡌ ऱߦ ߘవలࡱ࢑  యవ۪ऐۯ ݋ .
 వ 2.xࡱ࢑ బܽद ఇڒ సࠪనం ړఅం݄ 1 ݋ం࠼ߦ 
7 అڒ ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖబܽद అ޴ ఇకए డ ఎకए మధङ ޴ఉంܿం ݩ  s  o ࠾ࡍమ ࡯ڴࣃ ڴ࢓܉స ڼ࡮ఇ ޴ఇ ࡹ
అ࢑ ޻ధంߦ ࡏࠬ ڴऱ యవ۪ऐۯ ݋  మ࠾ࡍ ऴపږޒల ߭దभ ࡱ࢑వࢀࢗ ڕऱనߩओ ऒߕࣆ వࡱ࢑ ఈ ݡ  x ړ
ओߩనࡍࠪ ڴ޴దभ߭ ࡹల అࣾంږޒబܽद ऴపڒ ޴ంޔࢂࢗ  x x x x ޴ంޔ࢓అ ݋ంܐంܼ ڕఖࡔఅࣾం వऴక ݡ
ఇకए ߘߝ ޴బܽद ఇڒ డ ఉంۨనటऱޙ࠼ వऴకࡔఖ అ࢑ ޻ధంߘߝ ڴ ఇకए డ ఉంۨనటऱߘߝ ,ޙ࠼ ߰ం޻ e x 
త޶పࡍ వऴకࡔఖ ఒకړߖ޳ సࠪనం అޔ࢓ం޴ పవ࡛  ప ऱ࣒  వړ ߤ ߭ంచబޔݡంڒ ޴బܽद త޶పࡍ క࡛छ  ఇ e x 
పవ࡛  ప ऱ࣒  వړ ߤ ߭ంచబޔݡంߘߝ ,޴ ఎߦ ࡮ऱ పవ࡛  ప ࡯ంۧ߭ ࠾ࡍమ ࡯࠻ۯ ݋ ऱ࣒  వߤ మࢁऱ ߖ ߘߝ x x x
ఉంۨޙ ఇకए డ ߕࣆऒ बࣃ ఖండన ޜబܽद అం݄ అࣾంڒ ݡంࡓ ޴ۯంࠚల ڕߕ సࠪనం అం݄ ړ నం ࡓంݡ y 
మࡓ ࠾ࡍంݡ వऴకతࡱ సࠪంతరంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఇ޴ మ࠾ࡍ ఈ సందరग ంߤࡷ ࡹ వऴకࡔఖڕ y  
ܼంߖܐलయڴ ࡽ ఉంݦ వڕ ߤ సࠪనం మ࠾ࡍ ah 
పవ࡛  ప ऱ࣒  వߤ అ࢑ ޻ధంڝ ࠬ ߘߝ ڴసం ߦऱ  x e ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڴ࢑ధం ఖ ఈࡔఇతర వऴక ڼ࡯యగۯ ݋
పవ࡛ ړ ߭ంచబݟం޴  ప ऱ࣒  ݀ ఇ పవ࡛ ڵࡍ߭ ړం޴  ప ऱ࣒  వڒ ߤబܽद ఇߩओ  x x ࡱఇతర వऴకత ڴరణం߄ࣃ ࡏࠬ ݡ
ళऱవ۪ऐࢗ ࡹశ޴ లږޒऴప ݞږ  పవ࡛ c urve e x x ޴ఇ ,޴ంޔࡏࠪ ڴన࣒ ఒకܽ࠳ పవ࡛ ޴బܽद ఇڒ 
 పవ࡛ c a x ݟరప߄ఆ ߯ߖ޳ߝఅ ޳ࡶ ంకంࡌबࣄ లږߘࣃ ޴ߝన అ࠳बరࣄ బܽदڒ ޴ంޔࡏࠪ ڴݡంࡓ న࣒࠳
క࡛छ ౖ࣊ ړ޴ంړऴ ޳ࡶ ړ߯  ऱݟంۯ ۃయడం ޳छ ऒߖఅ ࡌ  వऴకతలߘ ߰ందవ۪ऐ .
  ऴపږޒల ࣄबࡌంకం ఇߩओ  y p ߘంటऱ࠼ߦ మనం ఈ ,ݟడం۫ ڴऴగతफ܉ వదभ ࢓޶ంࠉ ఖండన ޜఅࣾం ݡ

అ޳ࡏࠪ ࡏ߮ ߖभ ం మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధం࠴ ڴదࡷన࢑ మ޳ ߖ ࠭࠲ ࠾ࡍछ naught p 1 p 2 p 3 dyࡌ dx 
ङ࡮࠮ ంకనం ࣋ۯफ ࠼ߦం݋ࡵ ݋ వదभ ఉతओ నऒ ం అޔ࢓ంޜ ࠭࠲  ޴ ऴߦరంࠚంۨ ޳छ p naught ࡌ d dx e
శړ फړ ߭ంచబޔݡం޴ ࣾࠫంచంݟ శړ फړ ߭ంచబޔݡం࠳ ޴న࣒ ఒక శړ फړ x p nough e x p nough e 
߭ంచబޔݡం࠳ ޴న࣒ ఒకܽ అߩओ ړశ ࡏࠬ ݡ फړ వదभ ړ ߭ంచబడࡏޑ వదभ ࢥనङ ం x e x p p naught x 
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࠬࡏ వߤ వదभ ޳छ బܽद వదभ p dx dyڒ ࡏޑ޶ం߰ ߘవࡱ࢑ ࣋࢘ ߕఅంచ ߖ ࡌ p one p 

ړఅం݄ శ ޴ఉంܿం ڴణంڷߘఅ ڕఖࡔవऴక ޴బܽद ఇڒ ݋ం࠼ߦ ࣒޴ फړ ߭ంచబޔݡంڒ ޴బܽद ah y e x 
छ޳ ࡏࠬ వదभ ఒకܽ సࠪనం d d ޴ంݟంచబ߭ ړ వదभ ఒకܽ పవ࡛  ࡏޑం۪߭ ړ ߖ ࡌ e er x p e x p p p 
ङ࡮࠮ ڴ࢑ధం ޻వదभ అ ݡంࡓ ంకనం పవ࡛  ప ऱ࣒  e x ޻అ ݞږ ޴అ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴణంڷߘఅ ړ1 
࢑ధంޔࡏࠪ ڴంڒ ޴బܽद ߘߝ అం݄ ఏࠫܽ  ߘߝ ఇకए డ ۨࣇంచړߖݞ ऴపయޒऒ ऒߕफࣆ  ఏࠫటం݄  , ఈ ߘ
వऴకࡔఖల ܿڕంబంߖࡹ ऴపޒ సࠜङ కएࡅ అࣾం ఖండన ޜߖ  ऴపࠉ ޒం࢓޶ వదभ ܼంܐంࡅ ݋కए  y ࡮ښశ ఒ޴ 
ఉంܿం࢐ , ޴సफࡏࠬ ړߖ࢐ అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఒక ڶత࣋ڶ ߘफ, ఒకړߖ޳ సࠪనం అۮ ߖపओ ంݟ మ࠾ࡍ y x 
ఆ ࠼ߦంటऱ వదभ ఉనऒ  ܼంܐం݋ ల࡮࠮ ߘङ ంకనం ۯయంݟ, అߩओ छ޳ ݡ  dx dy eܘࡕ ߘల ݋ం࠼ߦ ఈ ࡌ
ܿ పవ࡛ ࠳న࣒ వڕ ߤ అڷߘణంࣃࡱߧ ڴफ फࣃऴగࣕ ࡏࠬ ߖఅ ߘ  x.ࡏ
 వऴకࡔఖࣃࡱߧ ڴ1 ߘߝ ߘफ  q q sp naught p 1࠾ࡍమ ߖఈ 2 ߘߝ ڴణంڷߘఅ ڕఖࡔఈ వऴక ࠾ࡍమ ߘ

छ޳ ߖ फࣃࡱߧ ࡌ p 2 dy ݋ߕ న࣒ ఒకܽ࠳ ړ పవ࡛ ݟంߘ ݟంߘ కం݄޶ఎం ߘ dx q naught d dx e x q 
వదभ వࣆफం޴ ఇ݋ߕ ޴ మ࠾ࡍ వదभ పవ࡛ ړ ఇ ړ ܘࡕ సࠪనం అޔ࢓ం݋ߕ ޴ ఈ ࡱ࢑వߘ q p x oint q x 
ంచవ۪ऐ߭ ړపవ࡛ 1 ߝంటࢗ ߖߖ޵ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ޴ఉం ڵ࡯క ڴ1 , ఇ޴ మ࠾ࡍ అ࢑޻ధంڴ e e q 1 
࢑షయంߖ ࡏࠬ ࡹ వదभ ޳छ యవ۪ऐ࢘ ߕఅంచ ࡌ కएࡅ ޴फంࣆవ ړ పవ࡛ ݟంߘ   dx q 1 dx e x e 
ఉతओ నऒ ం శړ फړ ߭ంచబޔݡంࡱ࢑ ,޴వ ఒ࢑ ښధంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬࡱ࢑ ࡏవߘ ߰ంڒ ࡏޑ޶బܽदx x e 
ఇకए డ ऴప࠼ߦ ޒం݋ వదभ ܼంܐంࡅ ݋కए  ࡏࠬ ߖఉంద ڴ࢑ధం ޻అ ݞږ ࡱ࢐ ࢐లం݄ڒ ڕࠬ శ޴ 
కھߘంܼࡏ.
 

వదभ ఉనऒ వ۪ऐڝࣆࡱޘ ࡏࠬ ߖసࠪనం అ ړ ߤన࣒ వ࠳ వࡱ࢑   మ࠾ࡍ x 
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ఈ ࠼ߦంߖࡹ ݋ ऴప࠼ߦ ޒం݋ వదभ ܼంߖܐलయߤࣾࡓݧ ࡽ పవ࡛ ࠳ ړన࣒ వࠑ ߤ ఇ తపओ  మڒ ࠬࡔదߖ e 1 r 
ङ܉ ޴క ఇߘక ,ࡏంܼھߘక ࡏࠬ ఏࠫ అర ڴయంޓࠫ बం ڕࣆۯంܿం޾ అ޴ ఫంࣾڝ ߤసం  ࠬࡏ వऴకࡔఖల 
ऒߖࠈంܿڕ  ߰ం޴నటऱࡏࠬ ,ޙ࠼ వऴకࡔఖల ܿڕంߖࠈऒ ऱߦ   ߘఖలࡔ ڴసࠪంతరం ړߖఅࣿ ࢓ࡱߖ , ࣄۯ ݋
సࠜङ ޒऴప ߖࡹంబంܿڕ అࣾం ఆ߯ ڴరణం߄ࣃ ,फ࣋ڶ కएࡅ ఖࡔ ࢓ࡱߖ ఆ ޜߖ  ఖండన ࠉం࢓޶ వదभ y 
ܼంܐం݋ 
ఒ࡮ښ ఉంܿంڒ ޴బܽद ۨవరࡎ  ࠭࠲ ڕ ۫డంݟ 
ంత సమసङߦంۨన ऴށగࡍప ࠭࠲ కएࡅ  ࡍڷ ߖݟ࠮ ࣒ښ  फంచంݟ , ఇߩओ ధङߖޒߦసమऴగ ऴ ݡ ం ࡅకए  
ۨహऒ ంھ ࡹడनߕࣆ ࡯ऒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖసࠪనం అ ڕకరణڔఏ ڕవర ݟంߘ  మనం ࣋ए ߖߖ޳ , छ  xxdx x ڴ ࡛
छ޳ ݡంࡓ ఖۨऐ ޴బܽद ఇڒ ࠭޳ం߰ ࡌ త࠳న 
సమऴగంߖ ڴరछ ۨంచబޔݡం޴  ఇకए డ ߕࣆऒ  అߖ ऴ࢐యబݟన ࡓంࡱ࢑ ݡవࡱ ఉߕऒ  x ఇ࢑ ࠾ࡍమ ࠼
झࡏڝ ఈ ࡏࠬ ߖܽ࢒ ,࠼ޑవబడࡱߧ ڴࡱޔࠫࡍవ పڷఎ ࠾ࡍవ మڷ޴ छࡌసగం త ࡹ త ࡏߝऐ బܽदڒ ࡏంܼڕ
फࣃసంऴగࣕ ࠵ࣃۯ మనం ఏࠫ ܌ࡗ ఈ ߘߝ  అం݄ ߘ
రछߖ లڴసమऴ ࠭࠲ చߖߕऒ  అర बం ߕڕࣆۯऒ ࠭ .

झࡽఇంܽऴగ ޳ࡶ ࢟ܽ࢘ࡍݥ కएࡅ   ఆࡹచన ఏࠫ݇ ݞږ అర बం ߕڕࣆۯऒ ࠭ మ࠾ࡍ ۨవరڕ ఈ  nt 
ఇంܽऴగࡽझ కएࡅ   ऴڴ߸కࡽ ऴߖޒߦధङ ం ఏࠫܽ  అ޴ߝ వऴకࡔఖల ܿڕంబం అڒ ࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖబܽद ఈ 
ऴߦథࠫڒలߘ త޶పࡍ తరగࡹޒ ఉపڵࡆంۨ ࡍڷ ࠭࠲ फంచړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ అర ࡹߕھߘక ࡮ఎ ߘߝ ,࠭ बం 
ऒޒऴపయ ړߖݞవڝࣆۯ फࣃ ࡍߖ ߘ भషद ఫంࣾߤ ల సమऴڴలߖڜ ࠭࠲ ߘऒ फࣃۯ म޴వృࠚఅ ߘలޑऴࣇ  ࠭ మ࠾ࡍ 
ऒߖڜ  సరళ࠳న ఫంࣾߤ ల సమऴڴలߘ కھߘనߖ࢐ܽ ړߖݞ ఉపࣃڵࡆफ ࠭.
 సంړ ऱషद࠳న ࡱ߇࢑ ధనङ  ࡱ޳࢐
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