
ഇ്ؗ നأൾ ഇന്റേْഗഷൻ എؗറിയെؚടുؗ ഒരു പുതിയ ആശയം പഠിׯാൻ േപാകുؗു, നി׹ൾ 
ഡിഫറൻേഷّഷൻ എؗ ആശയം ഇതിനകം ക؇ുകഴി؁ു , അതിനാൽ ഒരു അർ،؋ിൽ 
സംേയാജനെ؋ വّതُّതٝയുെട വിപരീത ْപْകിയയായി കണׯാׯാം, ഡിഫറൻേഷّഷന്െറ 
വികസനം ഒരു ُ١ർശേമാ െഡറിേവئീേവാ കെ؇ؗു؋തിെല ْപٍ؋٠ിൽ നി്ؗ ആരംഭിു׺.  
ഉദാഹരണ؋ിന് കർവ് നമു്ׯ ന് തുലّമായ ഒരു ഫംഗ് ഷൻ നൽകിയി؂ുെ؇׸ിൽ , ഒരു fx- y 
േപായിന്റിൽ പൂജّം പൂജّം എ്ؗ കരുതുക, നി׹ൾ്ׯ സ് പർശക؋ിന്െറ ദിശ x y 
കെ؇؋ണെമ׸ിൽ ന്െറ അെ׸بിൽ ഫംഗ് ഷന്െറ െഡറിേവئീവ് തുലّമാെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ dx- dy y 
അറിയാം. എؗത് ന് തുലّമാണ് , അത് ടാൻെജന്റിന്െറ ദിശ വിലയിരു؋ാൻ സഹായിുؗുׯ, y fx 
അതിനാൽ െകാ؇് എؗത് ടാൻെഗന്റിന്െറ ചരിവിന് തുലّമാണ്, ഈ െഡറിേവئീവിന് നിരവധി dx dy 
ആ؛ിേׯഷനുകൾ ഉ؇്, ഡിഫറൻഷّൽ കാൽുׯലസിൽ നി׹ൾ ഇതിനകം ക؇ിت؂ു നിരവധി 
ആ؛ിേׯഷനുകൾ ഉ؇് , അത് ഞാൻ ആْഗഹിؗുׯ ഉദാഹരണ׹ളിെലാؗാണ് ഉؑരിുׯക എؗത് 
ْപേവഗം കെ؇ു؋കയാണ് , ഓേരാ സമയു؋ം ഒരു കണ؋ിന്െറ رാനം നി׹ൾ്ׯ t 
അറിയാെമ׸ിൽ, െപാസിഷൻ ഫംഗ് ഷന്െറ െഡറിേവئീവ് നി׹ൾ്ׯ നൽകും ആ കണികയുെട ve 
 െന x׹വّതُّ ٝവളവുകളുെട വിُീٝർ؉ം എ ؗുׯിയിരി؋ിൽ പരിമിതെؚടു؋ײാനം , അر
കെ؇؋ാം എؗതിൽ നിؗാണ് സംേയാജന؋ിന്െറ ْപേചാദനം ആരംഭി׺ത്, ഞ׹ൾ ആദّം 
ഡിഫറൻഷّൽ കാൽുׯലസ് പഠിുؗുׯ, തുടർ്ؗ നأൾ ഇന്റْഗൽ കാൽുׯലസിേല്ׯ േപാകുؗു, 
എؗാൽ ചരിْതപരമായി ഇന്റْഗൽ കാൽുׯലസിന്െറ വികസനം എؗാണ് അർ،മാؗുׯത്.  വളെര 
മുുآതെؗ ആരംഭി׺ വْക׹ളുെട വിُീٝർ؉ം അെ׸بിൽ ചില ഘടനകൾ എ׹െന കെ؇؋ാം 
എؗതിെനുׯറി്׺, ഡിഫറൻഷّൽ കാൽുׯലസിന്െറ ര؇് ْപധാന ഗണിതശാസ്ْത׾െര ഞാൻ 
പരാമർശിׯാൻ ആْഗഹിുؗുׯ , അവർ ഇؗെ؋ കാൽുׯലസിന്െറ വികസന؋ിന് യഥാർ،؋ിൽ 
സംഭാവന നൽകിയ െലബനീസും നّൂ؂നുമാണ്. ഇؗെ؋ കാൽുׯലസിൽ നأൾ ഉപേയാഗി׺ിരിؗുׯ 
െനാേ؂ഷനുകൾ െലബനീസ് ഭാഷയുമായി കൂടുതൽ അടു؋ാണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നأൾ ഇ്ؗ 
പഠിׯാൻ േപാകുؗത് ഇന്റْഗലുകെളുׯറി׺ാണ്, വിശാലമായി പറ؁ാൽ നമു്ׯ ഇന്റْഗലുകൾ 
ര؇ായി തരം തിരിׯാം ഒ്ؗ അനിحിത ഇന്റْഗലുകൾ , മെئാ്ؗ നിحിത ഇന്റْഗലുകൾ ഞാൻ 
അനിحിത ഇന്റْഗൽ, ഡിഫിനി്ئ എؗിവയുെട ഗണിതശാസ്ْത രൂപീകരണ؋ിേല്ׯ കടؗുׯതിന് i 
മു്آ എؓുെകാ؇ാണ് ഈ വിഷയം എؓുെകാ؇് എؗ േചാദّം േചാദിׯാൻ ഞാൻ ntegral, 
ആْഗഹിുؗുׯ, ആ േചാദّ؋ിന് ഉ؋രം നൽകുؗതിനായി ഞാൻ ര؇് ഉദാഹരണ׹ൾ ഇടാം, ചില 
േױാസ് ഇന്റർെവൽ ൽ നിർവചി׺ിരിؗുׯ ന്െറ ഒരു ഫംഗ്ഷൻ തുടർ׺യായതും ഓؚൺ ab- x 
ഇന്റർെവൽ ൽ വّതّാസമുتതുമാെണ്ؗ അനുമാനിׯാം. ൈْപം ഈ ഇടേവളയുെട ഓേരാ ab- x 
േപായിന്റിലും അറിയെؚടുؗു , ഡിഫറൻഷّൽ കാൽുׯലസിന്െറ കാരّ؋ിൽ നി׹ൾ ഒരു ab 
ഫംഗ് ഷന്െറ െഡറിേവئീവ് എؓാെണ്ؗ കെ؇؋ാൻ ഉപേയാഗി׺ിരുؗതിനാൽ നി׹ൾ ഫംഗ് ഷെന 
േവർതിരിുׯകയും ഫംഗ് ഷന്െറ െഡറിേവئീവ് േനടുകയും െചുؗുإ, എؗാൽ ഇവിെട ഞാൻ ഒരു േപാസ്
െചുؗുإെവ׸ിൽ ൈْപം എؗ േചാദّം നൽകിയിരിുؗുׯ , അതായത് ഫംഗ് ഷന്െറ െഡറിേവئീവ് f x 
നി׹ൾ്ׯ നൽകിയി؂ു؇്, ഞ׹ൾ്ׯ ഫംഗ് ഷൻ കെ؇؋ാനാകുേമാ, അതിനാൽ നി׹ൾ അത് fx 
വّװമായി മനشിലാׯി , വّതُّതٝയുെട കാരّ؋ിൽ ഞ׹ൾ്ׯ ഒരു ഫംഗ് ഷൻ നൽകിയിരിുؗുׯ, 
അതിനായി ഞ׹ൾ്ׯ െഡറിേവئീവ് കെ؇േ؋؇തു؇്, പേײ ഇവിെട ഞ׹ൾ നൽകിയിരിുؗുׯ  
ഫംഗ് ഷന്െറ െഡറിേവئീവ്, ഫംഗ് ഷൻ എؓായിരിുׯെമ്ؗ ഞ׹ൾׯറിേയ؇തു؇്  , ചില 
ഇടേവളകളിൽ തുടർ׺യായ ْപവർ؋നമാെണ്ؗ നി׹ൾ വീ؇ും അനുമാനിׯാൻ എെؗ fx 
അനുവദിׯെ؂  ഞ׹ൾ എ്ؗ പറയും , ഇത് ഫംഗ് ഷന്െറ ْഗാഫ് ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ ab fx 
അനുമാനിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത് േപായിന്റ് ആണ് ന് തുലّം, ഇതാണ് േപായിന്റ ് എؗത് ന് x a x b 
തുലّമാണ്, 
അ׹െന ഇടേവളയിൽ ഞാൻ ْപതിനിധീകരിുׯകയാെണ׸ിൽ ഏരിയ എؓായിരിുׯം  ഈ  വْകവും x
ന്െറ അു׺ത؇ും ര؇് വരികൾെׯാؚം തുലّമാണ് എؗത് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ ah x a, x b 
ര؇് ْപശ് ന׹ളും അടിرാനപരമായി ഫംഗ് ഷന്െറ െഡറിേവئീവ് നൽകിയാൽ ഈ ര؇് ْപശ് ന׹ളും a
ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ നിർ؉യിׯാനാകും.  ന്െറ അു׺ത؇ും അ؋ײിന് സമാؓരമായ ചില x y 
വരികളും െകാ؇് പരിമിതെؚടു؋ിയിരിؗുׯ ഒരു തുടർ׺യായ ْപവർ؋ന؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം 
കെ؇ؗു؋തിേനാ ഫംഗ്ഷൻ കെ؇ؗു؋തിേനാ ഈ ര؇് ْപٍ׹٠ളും ഏകീകരണ വിഭാഗ؋ിൽ 
െപടുؗു അെ׸بിൽ അത് അനിحിതമായ ഇന്റْഗലുകളിേലുׯം ഞാൻ േപാ്ز െചؗുإ ْപശ് നം 
ര؇ിേലുׯം നയിേׯ׺ാെമ്ؗ  നി׹ൾ്ׯ പറയാം, കൂടാെത ഇത് ഇന്റْഗൽ കാൽുׯലസ് എ്ؗ 
വിളിׯെؚടുؗ േഫാർമുേലഷനുകൾ ഒരുമി്׺ അനിحിതതٔ അവിഭാജّവും നിർവചനവും ആെണ്ؗ 
നി׹ൾ ചിؓിേׯ׺ാം. ഇന്റْഗലുകൾ ര؇് വّതُّ ٝഅُിٝതٔ׹ളാണ്, പേײ അടിرാനപരമായി te 
അവ പരُ١രം ബؖെؚ؂ിരിുؗുׯെവ׸ിലും ഞ׹ൾ ആദّം മനشിലാുׯകയും അവെയ ْപേതّകം 
പഠിുׯകയും െചുإം , ഞ׹ൾ സിؑാؓം വികസിؚിുׯേآാൾ അവ പരُ١രം വളെര അടു്؋ 
ബؖെؚ؂ിരിുؗുׯെവ്ؗ നി׹ൾ മനشിലാുׯം, അതിനാൽ കണײൻ േനാׯാൻ ഞ׹ൾ 
ര؇ാമെ؋ ْപٍ؋٠ിൽ നി്ؗ ആരംഭിുׯം. ഏരിയ ഫംഗ് ഷൻ നിർവചിؗുׯതിന് , എؗത് fx x 
ആെണؗും അത് േപാസിئീവ് ആയതിന് ഇടേവള 0-ൽ നൽകിയി؂ുെ؇ؗും സ׸ൽؚിുׯക, ഞാൻ ഈ 
ഫംഗ് ഷൻ തിരെ؁ടുു؋, അതിനാൽ ഫംഗ് ഷന്െറ ْഗാഫ് വരയ് ുׯകയാെണ׸ിൽ, ഏെത׸ിലും a 
േപാസിئീവ് ആകെ؂.  സംഖّ ഇവിെടയു؇്, എؗത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ നമു്ׯ അനുമാനിׯാം,x 
അതിനാൽ ന്െറ ഫംഗ്ഷൻ ْഗാഫ് ന് തുലّമാണ് എؗതിന്െറ ْഗാഫ് ഇതുേപാെല കാണെؚടും fx x 
ഇതാണ് േപായിന്റ ്ഒരു േകാമ ഇേؚാൾ ഞാൻ ഇവിെട അറിയാൻ ആْഗഹിؗുׯത് അതാണ്  എؗ a x 
േവരിയബിളിന്െറ ഒരു ഫംഗ് ഷനായി ന്െറ വْകവും അു׺ത؇ും പരിമിതെؚടു؋ിയിരിؗുׯ x 
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ْപേദശെ؋ ഞാൻ ْപതിനിധീകരിുؗുׯ, അതായത് 0 മുതൽ വെരയുت ഇടേവളയുെട ഓേരാ a 
േപായിന്റും ഞാൻ ആ മൂലّം മാئിرാപിുׯകയാെണ׸ിൽ, എനി്ׯ ഏരിയയുെട മൂലّം ലഭിുׯം.  
പൂജّ؋ിനും ുׯം ഇടയിൽ കിടؗുׯ ഏെത׸ിലും െപാതു ബിؕുവാണ് എؗ ഫംഗ് ഷൻ േകാടാലി a x 
അറിയണെമ്ؗ അർ،മാുؗുׯ , അതിനാൽ ഇത് ആെണ׸ിൽ, േകാടാലിയുെട മൂലّം x 
വിലയിരു؋ാൻ ഞാൻ ആْഗഹിുؗുׯ , കാരണം തിരെ؁ടു؋ ْപٍ٠ം ഇവിെട ലളിതമാണ് േഷഡുت 
ْപേദശ؋ിന്െറ ഏരിയ േഷഡുت ْപേദശം ഒരു ْതിേകാണം ആെണ׸ിൽ എനി്ׯ അത് ലളിതമായി 
ക؇ുപിടിׯാൻ കഴിയും േകാടാലി അടി؋റയുെട പകുതി്ׯ തുലّമാണ്, ഇത് നീളം ആണ് ഇവിെട x 
ഉയരം െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ഫംഗ്ഷൻ ന് തുലّമാണ് , അതിനാൽ ഉയരം അടി؋റയ്്ׯ y x 
തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ന്െറ പകുതിയും  എؗതിേല്ׯ അത് ചതുര؋ിന്െറ പകുതി x x x 
ആുؗുׯ, അതിനാൽ ഏരിയ ഫംഗ് ഷൻ ചതുര؋ിന്െറ പകുതി നൽകുؗു  ഒരു ചതുര؋ിന്െറ x 
പകുതിയായി േനടുക പൂജّം പൂജّമാെണؗും അതിനിടയിലുت ഏത് ബിؕുവിനും ഏരിയ ലഭിׯാൻ ഈ 
േഫാർമുല ഉപേയാഗിׯാെമؗും ْശؑിുׯക, അതിനാൽ ഫംഗ്ഷൻ ലളിതമായതിനാൽ ഈ 
സാഹചരّ؋ിൽ ഏരിയ ഫംഗ്ഷനായി എനി്ׯ ഒരു െപാതു േഫാർമുല ലഭിു׺. എനി്ׯ എന്െറ 
ലളിതമായ ജിേയാ ടൂൾ ഉപേയാഗിׯാം വിُീٝർ؉ം കെ؇ؗു؋തിനുت ْതിേകാണ؋ിന്െറ 
വിُീٝർ؉മാണ് െമْടി, എؗാൽ ഈ ഫംഗ് ഷൻ ഒരു െപാതു ْപവർ؋നേമാ സ׸ീർ؉മായ ْപവർ؋നേമാ 
ആയിׯഴി؁ാൽ, ْപേദശ׹ൾ വിലയിരുؗു؋ത് ബുؑിമുت؂ു കാരّമാണ്, അതിനാൽ ന്െറ x 
അ؋ײിന് മുകളിലുت വْക؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം നി׹ൾ്ׯ നൽകുؗ ഏരിയ ഫംഗ്ഷൻ ഞ׹ൾ 
േനടുؗു. ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഇവിെട നി്ؗ എ്ؓ വിവര׹ളാണ് എക് സ് ْടാക് ുئെചإാൻ കഴിയുക, 
അതിനാൽ ഏരിയ ഫംഗ് ഷൻ സൂ٣ظമായി േനാׯാം  , മുآെ؋ ഉദാഹരണ؋ിൽ േകാടാലിയുെട dx 
ന്െറ ന്െറ ന്െറ ചതുര؋ിൽ ര؇് എ്ؗ നമു്ׯ മനشിലാׯാം. ര؇് ൈബ ടു ആവുക, dx dx dx x x 
അത് അبാെത മെئാؗുമب , അതായത് ഏരിയ ഫംഗ് ഷന്െറ ന്െറ എؗത് ന് തുലّമാണ്, x dx dx x 
അതിനാൽ ഇവിെട ْശേؑയമായത് ഏരിയ ഫംഗ് ഷന്െറ െഡറിേവئീവ് എടു؋ാൽ നമു്ׯ ഫംഗ്ഷൻ 
തെؗ യഥാർ، ഫംഗ്ഷൻ ലഭിുׯം എؗതാണ്. നأൾ േനരെ؋ േപാ്ز െചᅃٝ ْപٍ٠ം 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, നൽകിയിരിؗുׯ എഫ് ൈْപം എഫ്എ٧്ع കെ؇؋ാം, അതിനാൽ ഇവിെട 
നമു്ׯ എഫ് ൈْപം നൽകിയാൽ , അതായത് ഈ എ٧്ع മൂലّം എഫ്എ٧്ع കെ؇؋ാം, അതിനാൽ ആ 
സാഹചരّ؋ിൽ േകാടാലിയുമായി ബؖെؚടു؋ാം  നീؗുׯതിന് മു്آ , ഈ ഉദാഹരണം എؗത് fx y 

ന് തുലّമായ ഒരു ഫംഗ് ഷന്െറ സഹായേ؋ാെട ഞാൻ േപാസ് െചയ് തതിനാൽ  , കാൽുׯലസിന്െറx ah 
ആദّ അടിرാന സിؑാؓം എؗറിയെؚടുؗ ഒരു സിؑാؓം ഞാൻ അവതരിؚിׯെ؂  , അട׺ ഇടേവള 

െല തുടർ׺യായ ഫംഗ് ഷൻ , എؗിവ ഏരിയ ഫംഗ് ഷനാെണ്ؗ കരുതുക. അേؚാൾ ഏരിയ ab- fxba ax 
ഫംഗ് ഷന്െറ െഡറിേവئീവ് നി׹ൾ്ׯ ഫംഗ് ഷൻ നൽകുؗു, അതിനാൽ യുെട കാരّ؋ിൽ ഞ׹ൾ y 
നിരീײി׺ ബؖം ഫംഗ് ഷന് തുലّമാണ്, വാُവٝ؋ിൽ എبാ ഫംഗ് ഷനുകൾുׯം ശരിയാണ് ഈ x 
ഫലം കാൽുׯലസിന്െറ ആദّ അടിرാന സിؑാؓം എؗറിയെؚടുؗു, അടു؋തായി ഞ׹ൾ 
േനാുׯം ചില ഫംഗ് ഷനുകളുെട െഡറിേവئീവ് എളുؚ؋ിൽ കെ؇؋ാനാകുെമ്ؗ ഡിഫറൻഷّൽ 
കാൽുׯലസിൽ നി്ؗ ഞ׹ൾ്ׯ അറിയാവുؗതിനാൽ ആന്റി െഡറിേവئീവിന്െറ ആശയം നമു്ׯ 
കെ؇؋ാനാകുേമാ അേതാ ഇവ കെ؇ؗു؋തിന് ഞ׹െള സഹായിുׯേമാ എ്ؗ കെ؇؋ാൻ 
ഡിഫറൻഷّൽ കാൽുׯലസിന്െറ ആശയവും അവേബാധവും ഉപേയാഗിുׯം. ഇന്റْഗലുകൾ 
അതിനാൽ ഉദാഹരണം എടുുׯക, ൈസൻ ന്െറ ന്െറ എؗത് ആെണ്ؗ sine x x dx dx cosine 
നമുׯറിയാം എؗതിന്െറ മെئാരു ഉദാഹരണം വഴി ആയി ഉയർു؋ക. ഇത് പവർ ആയി x e n nx e 
ഉയർ؋ിയതാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം ടാൻ ന്െറ െഡറിേവئീവും അറിയാം ഇത് യഥാർ،؋ിൽ nx x 
െസׯൻറ് സ്കٔയർ ആണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ ഈ വّതّാസം ْശؑാപൂർجം േനാׯിയാൽ അവർ x 
പറയുؗത് ൈസൻ ന്െറ െഡറിേവئീവ് േകാൈസൻ െഡറിേവئീവ് ആണ് .  ന്െറ പവർ x x n nx, tan x 
ന്െറ െഡറിേവئീവായി ഉയർുؗു؋, ചതുരം ഫംഗ് ഷനുകൾ അറിയെؚടുؗു nx sec x sine x 
അെ׸بിൽ േകാൈസൻ ന്െറ ആന്റി െഡറിേവئീവ് എ്ؗ വിളിׯെؚടും, അതുേപാെല െകാ؇് x- n 

േല്ׯ ഉയർ؋ിയ ഫംഗ് ഷെന എ്ؗ വിളിുׯം.  ന്െറ ആന്റി െഡറിേവئീവായതിനാൽ, ന്െറ nx- n e- nx-
ആൻറി െഡറിേവئീവും, ന്െറ ഫംഗ് ഷനും, സ്കٔയർ ന്െറ െഡറിേവئീവായി tan x- nt x- nt 
വിളിׯെؚടും, അതിനാൽ , ൽ നി്ؗ ൽ നി്ؗ ൽ നി്ؗ എؗ പവർ േല്ׯ ഉയർ؋ിയ n- n- n- n nx- cos 

ന്െറ ആയി െന നിർവചിുؗുׯ. കൂടാെത എؗത് െസׯൻറ് xe- anti-derivative sine x- tan x 
സ്കٔയർ ന്െറ െഡറിേവئീവായി ഞാൻ ആദّം സൂചിؚി׺തുേപാെല, സംേയാജനേമാ x nt 
അവിഭാജّേമാ അവെയ ഒരർ،؋ിൽ വّതّാസ؋ിന്െറ വിപരീത ْപْകിയയായി കണׯാׯാം, 
ഇവിെട നി്ؗ ദൃശّമാകുؗത് യുെട വّതّാസമാണ്.  ഉം അതുേപാെല തെؗ sine xi s cosine x sine 

േസാറി ന്െറ ആന്റി െഡറിേവئീവും ന്െറ ആന്റി െഡറിേവئീവാണ്, എؗാൽ x sine x cosine x 
നമുׯറിയാവുؗതുേപാെല, കെ؇ു؋കയാെണ׸ിൽ നമു്ׯ d by dx of sine x plus one 
ലഭിؗുׯത് ആണ് رിരമായ ഒؗിന്െറ െകാ؇് ؛സ് رിരാ؋׸ിന്െറ d by dx of dx sin x d, 
 ായ്േؚാഴും പൂജّമാെണؗും അതിനാൽ ഇത് എؗ ന്െറ ആയി dx sin x dبിരമായ വّതّാസം എر
മാറുെമؗും അത് മെئാؗുമب, എؗാൽ ഇത് േകാൈസൻ അبാെത മെئാؗുമെുؗبം ആയതിനാൽ x x 

ക؇ത് cos x sine x sine ؋ൾ േനരെأീവ് ആയും ഉ؇്, അതിനാൽ നئസ് വ؉ിന് ആന്റി െഡറിേവ؛
ആണ് േകാൈസൻ ന്െറ ആന്റി െഡറിേവئീവ് ആണ്, ഇേؚാൾ ؛സ് വൺ േകാൈസൻ ന്െറx x sin x x 

ആന്റി െഡറിേവئീവ് ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ ക؇ു , ഇത് വാُവٝ؋ിൽ എبാ رിരതയ്ുׯം ശരിയാണ്, 
കാരണം നأൾ رിരാ؋׸ിന്െറ െഡറിേവئീവ് പൂജّമാെണؗും പാപ؋ിന്െറ ന്െറ ؛സ് dx dx c 
എؗത് ന് തുലّമാെണؗും അതിനാൽ ؛സ് എؗത് ന്െറ ആന്റി െഡറിേവئീവ് cos x sine x c cos x 
ആെണؗും അറിയുക, ഇവിെട എؗത് ചില رിരാ׸ം ആയതിനാൽ അതിെന നأൾ c 
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അനിയْؓിതമായ رിരാ׸ം എ്ؗ വിളിുؗുׯ.  അതിനാൽ ഞ׹ൾ ْശؑി׺ത് ഒരു ഫംഗ് ഷൻ i 
നൽകിയതാണ്  നأൾ ആന്റി-െഡറിേവئീവിന്െറ റൂ؂് ഉപേയാഗിുׯകയാെണ׸ിൽ رിരാ׸ം c 
തിരെ؁ടുؗുׯതിലൂെട അനؓമായ നിരവധി ആന്റി-െഡറിേവئീവുകൾ ഉ؇ാകാം , ഇത് െപാതു 
ഫംഗ് ഷൻ ന് സതّമാണ്, അതിനാൽ മൂലധന؋ിന്െറ ന്െറ എؗത് െചറിയ ന്െറ ന്െറ fx- dx dx fx- dx-

ന് തുലّമാെണ്ؗ കരുതുക. ؛സ് സിയും സ്േമാൾ എഫ ്എക് സിന് തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ dx-
െപാതുെവ എഫ് എ٧്ع സ്േമാൾ എഫ് എക് സിന്െറ ആന്റി െഡറിേവئീവ് ആെണ׸ിൽ എഫ് എക് സ് ؛സ് 
സി സ് േമാൾ എഫ് എക് സിന്െറ ആന്റി െഡറിേവئീവ് ആയിരിുׯം , വാُവٝ؋ിൽ എഫ് എക് സ് ؛സ് സി
ഒരു رിരാ׸മാണ് , ഇത് എبാ ആന്റിയുെടയും െസئിെന ْപതിനിധീകരിുؗുׯ ഇഫക്ുئകളുെട 
െഡറിേവئീവ് അെ׸بിൽ ഇതിെന ഒരു പാരാമീئർ കർവുകളുെട കുടുംബം എؗും വിളിׯാം, ഇവിെട 
ലഭിؗുׯ യുെട മൂലّം പലേؚാഴും വളെര ْപധാനമാണ് , അത് നأൾ ൈകകാരّം െചؗുإ ْപേതّക c 
ْപٍ٠െ؋ ആْശയി׺ിരിുؗുׯ, അത് അടു؋ ഘ؋؂ിലായിരിׯാം. നأൾ ഇേؚാൾ ഔപചാരികമായി 
അവിഭാജّെമ്ؗ നിർവചിുؗുׯ, വാُവٝ؋ിൽ നأൾ ഇന്റْഗൽ അെ׸بിൽ ആന്റി-െഡറിേവئീവ് 
എ്ؗ വിളിുׯേآാൾ അവ ഒരുേപാെലയാണ്, അതിനാൽ നأൾ ഇന്റْഗൽ എഴുതുേآാൾ ؛സ് സി fx 
െസ്ئ ആയി നിർവചി׺തുേപാെല ഒരു ആശയം ഉപേയാഗിുؗുׯ. സ്േമാൾ എؗ ഫംഗ് ഷന്െറ എبാ fx 
ആന്റി െഡറിേവئീവുകളും ഞ׹ൾ ഈ രീതിയിൽ ْപതിനിധീകരിുؗുׯ, അതിനാൽ എبാ ആന്റി 
െഡറിേവئീവുകളുെടയും അെ׸بിൽ സ്േമാൾ എؗ ഫംഗ് ഷന്െറയും െസ്ئ േലാംഗ് ചി׹صളായി fx s 
ْപതിനിധീകരിുؗുׯ, ഇതിെന നأൾ ഇന്റْഗൽ സിംബൽ എ്ؗ വിളിുؗുׯ ഈ പദം. ഫംഗ് ഷൻ fx 
േവരിയബിളിെന മൂലّനിർ؉യം െചؗുإതിെന സംേയാജിؚിുׯക എؗതാണ് ഇതിെന  ഇന്റْഗാൻഡ് 
ദിസ് എക് സ് എ്ؗ വിളിؗുׯത്  ഇത് അനിحിതതٔ അവിഭാജّമാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ ഇവിെട 
സൂചിؚി׺തുേപാെല ഇവിെട ഒരു ْപധാന പരാമർശം ഇന്റേْഗഷൻ ന്െറ േവരിയബിൾ യഥാർ،؋ിൽx 
ഇെതാരു ഡأി േവരിയബിൾ ആണ്, അതായത് ഈ മേئെത׸ിലും േവരിയബിൾ ഉപേയാഗി്׺ x 
മാئിرാപിׯാനാകും എؗാണ്, ഉദാഹരണ؋ിന് യുെട ഏകീകരണം ന്െറ ftdt fxdx 
സംേയാജന؋ിന് തുലّമാണ് അതായത് നി׹ൾ എؗത് സംേയാജന؋ിന്െറ േവരിയബിളായി t 
എഴുതേണാ അേതാ എؗത് ഏകീകരണ؋ിന്െറ േവരിയബിളായി എഴുതേണാ എؗത് അْപധാനമാണ്x 
ഇവിെട ْപധാനമാണ്, നി׹ൾ ഏത് ഫംഗ് ഷനാണ് വിലയിരുؗു؋ത്, അതിനാൽ ഞാൻ നി׹ൾ്ׯ 
കാണിു׺തؗ മുൻ ഉദാഹരണ׹ൾ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ , ഇന്റْഗൽ ْപാതിനിധّ؋ിന്െറ 
അടിرാന؋ിൽ നമു്ׯ ന്െറ ഇന്റْഗൽ എഴുതാം, ൈസൻ ؛സ് സി ര؇ാം ഉദാഹരണം cos xdx x e 
യുെട ഇന്റْഗൽ േപാെലയാണ്.  അധികാര؋ിേല്ׯ ഉയർ؋ി ന് േമലുت ന്െറ പവർ nxdx, n- e-

ന്െറ വّതّാസം െന പവർ േല്ׯ ഉയർുؗു؋, അതിനാൽ ന്െറ ഏകീകരണം പവർ േല്ׯnx- e- nx- e- nx-
ഉയർؗു؋ത് , ന്െറ ശװി േല്ׯ ഉയർു؋കയും െസׯൻറ് സ്കٔയർ ന്െറ رിരമായ n- nx- xdx-
മൂؗാമെ؋ ഉദാഹരണം സംേയാജിؚിുׯകയും െചുإം. ടാൻ ന്െറ വّതّാസം നി׹ൾ്ׯ െസׯന്റ് x 
സ്കٔയർ നൽകിയതിനാൽ െസ്ׯ സ്കٔയർ ന്െറ സംേയാജനം നി׹ൾ്ׯ ടാൻ നൽകും, x x x 
ൾ ക؇ു , ന്െറ സംേയാജനം x xdx x׹ഉദാഹരണവും ഞ ؋ിരവും നാലാമെر സ്؛ ണം ടാൻׯമിײ
ചതുര؋ിന്  ؛സ് സി്ׯ തുലّമാണ്. ഒരു ഏരിയ ഫംഗ് ഷനായി ക؇ു , ഈ ഏരിയ ഫംഗ് ഷന്െറ 2
െഡറിേവئീവ് ഈ ഫംഗ് ഷനبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ ഈ ഫംഗ് ഷൻ എؗ ഫംഗ് ഷന്െറ x so 
ആന്റി-െഡറിേവئീവ് ആയി മാറുؗു.  യുെട സംേയാജനം ؛സ് േകാൺزന്റ് cos tdt sin t 
ആയിരിുׯെമ്ؗ ഞാൻ സൂചിؚി׺ അനിحിത ഇന്റْഗലുകളുെട ചില ഉദാഹരണ׹ൾ ഇവയാണ്, 
അതിനാൽ ഏകീകരണ؋ിന്െറ േവരിയബിൾ ന് പകരം ആെണ׸ിൽ അത് നി׹ൾ്ׯ പുതിയ x t 
േവരിയബിളിെനാؚം അേത ഫംഗ്ഷൻ നൽകും ഇേؚാൾ നأൾ ആന്റി- െഡറിേവئീവ് 
കെ؇ؗു؋തിനുت ഒരു ഉദാഹരണം പരിേശാധിׯാം, നമു്ׯ അതിെന ഇന്റْഗൽ എؗും വിളിׯാം, 
അതിനാൽ ഞാൻ തിരെ؁ടുׯാൻ േപാകുؗ ആദّെ؋ ഉദാഹരണം എؗത് ൈസൻ ടു തുലّമാണ് fx 

ഇേؚാൾ ഇത് േനാൂׯ, ആന്റി െഡറിേവئീവുകൾ ആെണ്ؗ നമു്ׯ അറിയാം. അവ x 
ഡിഫറൻേഷّഷന്െറ വിപരീത ْപْകിയയിലൂെടയാണ് വരുؗത് , അതിനാൽ എനി്ׯ ൈസൻ ഫംഗ് ഷൻ 
ലഭിുׯകയാെണ׸ിൽ ഞാൻ ഒരു േകാൈസൻ ഫംഗ് ഷൻ വّതّാസെؚടു؋ിയിരിׯണം, അതിനാൽ 
ഞാൻ ഒരു േകാൈസൻ ഫംഗ് ഷൻ േവർതിരി׺ാൽ എ്ؓ സംഭവിുׯെമ്ؗ നമു്ׯ േനാׯാം, എനി്ׯ 
ൈസൻ ഫംഗ് ഷൻ ലഭിുׯം, പേײ അവിെട ഉെ؇്ؗ ഓർأിുׯക  ര؇് എؗ പദം കൂടി , അതിനാൽ x 
േകാൈസൻ േവർതിരിؗുׯതിന് പകരം േകാൈസൻ ര؇് േവർതിരിേׯ؇താണ്, അതിനാൽ xi x 
ഞാൻ േകാൈസൻ ര؇് േവർതിരിുׯകയാെണ׸ിൽ എനി്ׯ ൈസൻ ര؇ിന്െറ ഇര؂ി ലഭിുׯം xi x 
ഒരു െനഗئീവ് ചിصം ഉتതിനാൽ ഞാൻ ഇവിെട ഒരു െനഗئീവ് ചിصം ഇടും, ഇവിെട ഇ؂ാൽ a by two 
ഒരാൾ്ׯ െചإാൻ കഴിയുؗത് , ന്െറ െഡറിേവئീവ് ര؇് ന്െറ ൈമനസ് ആയി cos two x sine two x 
മനشിലാׯാൻ കഴിയും എؗതാണ്. അേؚാൾ കണുׯകൂ؂ൽ ന്െറ ൈമനസ് ഒ്ؗ ര؇് ര؇് dx cos x 
എؗത് പാപ؋ിന് തുലّമായിരിുׯം , അതിനാൽ ഇത് ആന്റി െഡറിേവئീവ് ആയി മാറുؗു, അതിനാൽ 
ഈ േകസിെല ആന്റി െഡറിേവئീവ് ൈമനസ് ഹാഫ് േകാസ് ര؇് ؛സ് ഒരു رിരാ׸മാണ്, അതിനാൽ x 
നിരീײിുׯക  ഫംഗ് ഷൻ, അതിെന ഡിഫറൻേഷّഷൻ അെ׸بിൽ െഡറിേവئീവ് എؗിവയുമായി 
ബؖെؚടു؋ി നമു്ׯ ഇന്റْഗൽ അെ׸بിൽ ആന്റി െഡറിേവئീവ് കെ؇؋ാം മെئാരു ഉദാഹരണം 
പറയാം എക് സ് േപാണൻഷّൽ ഫംഗ് ഷന്െറ േവർതിരിവ് fx is equals to e lift to power four x 
മെئാരു എക് സ് േപാണൻഷّൽ ഫംഗ് ഷനാെണ്ؗ നമുׯറിയാം. ഇത് നാല് ന്െറ എക് സ് േപാണൻഷّൽ x 
ആെണؗതിനാൽ, ന്െറ ന്െറ ആയി എടുؗുׯത് നأൾ ْശؑിׯണം, നാല് െകാ؇് നാല് e- dx dx x 
പവർ േല്ׯ ഉയർؗു؋തിന് തുലّമാണ്, േല്ׯ നാല് ആയി ഉയർുؗു؋ , അതിനാൽ e- x 
ആന്റി-െഡറിേവئീവ് ആകാം  ആയി ഉയർ؋ിയാൽ നാല് െകാ؇് നാല് ആയി wri tten e x x 
ഉയർ؋ിയാൽ , ആയി തിരെ؁ടുׯാവുؗ മെئാരു ഉദാഹരണം ൈമനസ് 4 പവർ 3 ആയി fx x x e x 
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ഉയർ؋ി, ഇേؚാൾ ഈ ഉദാഹരണം േനാൂׯ, േല്ׯ ൈസൻ െചയ ്തിരിؗുׯ ര؇് ഫംഗ് ഷനുകൾ x 
ഇതിന് ഉ؇്.  ഫംഗ് ഷൻ, അതിനാൽ നأൾ ഇവിെട െചؗുإത് , ഡിഫറൻേഷّഷൻ ഫംഗ് ഷന് ര؇് 
ഫംഗ് ഷനുകളുെട ലീനിയർ േകാآിേനഷനിൽ ْപവർ؋ിׯാൻ കഴിയുؗ വിതരണെ؋ അറിയുؗത് 
േപാെല  , ൈസൻ ഫംഗ് ഷൻ ദൃശّമാകുؗതിനാൽ എ്ؗ എഴുതാം.  ഒؗിന് ര؇ായി ഈ d by dx 2 x 
ഭാഗം നമു്ׯ ഇതിനകം അറിയാം, ക  ടാെത ൈമനസ് 4 പവർ 3 ആയി ഉയർ؋ി 3 ആയി ഉ   e x x 
ർؗു؋ത് എ׹െന എ്ؗ നമു്ׯ ഇതിനകം അറിയാം, അതിനാൽ 4 ആയി ഉയർؗു؋ത് x 
എ׹െനെയ്ؗ നമു്ׯ ഇതിനകം തെؗ അറിയാം, അ   ◌ിനാൽ സമാനമായ രീതിയിൽ നമു്ׯ പ   കാം.  
മൂ്ؗ മൂؗായി പവർ െചؗുإതിനായി , ഈ ഫംഗ് ഷൻ േനാുׯേآാൾ , യഥാർ، ആന്റി-െഡറിേവئീവ്x 
എؓായിരിുׯെമ്ؗ നമു്ׯ മനസിലാׯാൻ കഴിയും, അതിന്െറ ൈമനസ് പകുതി 2 നസ് 4 ൈബ 3 ഇ   x 
വർ ْതീ ആയും ؛സ് ഒരു رിരാ׸മായും ഉയർ؋ിയാൽ ന   ◌ു്ׯ മ   شിലാׯാം.  നൽകിയാൽ എ്ؗ  x 
ചില സ׸ീർ؉മായ ഫംഗ് ഷനുകളുെട കാരّ؋ിൽ എ്ؓ സംഭവിുׯെമ്ؗ നമു്ׯ ആന്റി-െഡറിേവئീവ് 
അെ׸بിൽ ആ ഫംഗ് ഷന്െറ ഇന്റْഗൽ എഴുതാം, അതിനാൽ ഉദാഹരണ׹ളിേല്ׯ കടؗുׯതിന് മു്آ ,
ര؇് ഫംഗ് ഷനുകളുെട െഡറിേവئീവ് ആെണ׸ിൽ എ്ؗ പറയുؗ മെئാരു പരാമർശം ര؇് േനാׯാം.  
അേത ചില ഇടേവളകളിൽ െപ؂താണ്, പിെؗ ൈമനസ് ജിഎر ٧്عിരമാണ്, അതായത് x fx fx, gx 
എؗിവ ഒേര കുടുംബ؋ിൽ െപ؂താണ്, അതിനാൽ എؗത് ഒരു ഫംഗ് ഷൻ ആെണ്ؗ hx 
അനുമാനിؗുׯതിനുت െതളിവ് കാണാൻ എളുؚമാണ് . ൈമനസ് ജിഎ٧്ع െഡറിേവئീവ് എടുുׯക, fx 
അ׹െന എ്׺ ൈْപം എഫ് ൈْപം ൈമനസ് ജി ൈْപം ഇത് എبാ നും തുലّമാണ്, അതിനാൽ x x x x 
എഫ് ൈْപം ജി ൈْപം എؗിവെയبാം ഒؗുതെؗയാെണؗും അതിനാൽ ഇത് പൂജّം എ്׺ x, x 
ൈْപമിന് തുലّമാെണؗും നമുׯറിയാം. എبാ നും പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് , ആ എ്׺എ٧്ع x x-
 െവؗുംfxുؗുׯെؚ؂ിരിׯാപിر ം׸ിരാر ٧്عണെമؗും അതിനാൽ ൈമനസ് ജിഎׯിരമായിരിر
അർ،മാؗുׯത് ര؇് ഫംഗ്ഷനുകളും കർവുകളുെട ഒേര കുടുംബ؋ിൽ െപടുؗു എؗാണ്. മെئാരു 
ഉദാഹരണ؋ിന്െറ സഹായേ؋ാെട ഞാൻ നി׹ൾ്ׯ കാണിു׺തരാം, അതിനാൽ 
ഞ׹ൾׯറിയാവുؗ ൈസൻ വിപരീത ന്െറ ന്െറ പരിഗണിുׯക, അത് ഒരു ൈമനസ് x dx dx x 
ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂലവും ന്െറ വിപരീത ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ വർ״മൂലവും d dx cos x dx- dx- dx-
ആണ്  ൈമനസ് സ്കٔയർ ആയതിനാൽ ഇവ ര؇ും ഡിഫറൻഷّൽ കാൽുׯലസിൽ നിؗുت x 
അറിയെؚടുؗ ഫല׹ളാണ്, അതിനാൽ നأൾ d by dx of sin inverse xd by dx of minus cos 

എെؗഴുതി ഉപേയാഗിുׯം, അതിനാൽ inverse x sine inverse x, minus cos inverse x 
എؗിവയുെട െഡറിേവئീവ് ഒؗുതെؗയാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു. അതിനാൽ മുآെ؋ 
പരാമർശ؋ിൽ നിؗുت വّതّാസം ൈസൻ ഇൻേവഴ് സ് ൈമനസ് ൈമനസ് േകാസ് ഇൻേവഴ് സ് x x 
എ്ؗ എഴുതാം, അതിെന േകാസ് ഇൻേവഴ് സ് എ رിരാ׸മാുׯം , വാُവٝ؋ിൽ ഈ رിരാ׸ം ഈ x 
എക് സ് ْപഷനിൽ ഒؗിന് തുലّമാണ് എ്ؗ ഇ؂് വിലയിരു؋ാം. ൈസൻ ഇൻേവٌ٧് ഒ്ؗ ൈപ ഹാഫ ്x 
േകാസ് ഇൻേവٌ٧് ഒ്ؗ പൂജّമാണ്, അത് ൈപ പകുതിയായി رിരമാുׯം , അതിനാൽ ഈ رിരാ׸ം ൈപ 
പകുതി ൈസൻ വിപരീതം ؛സ് േകാസ് വിപരീതം ൈപ പകുതിയبാെത മെئാؗുമب, ഇത് ഒരു x 
ْപശُമٝായ ഐഡന്റിئിയാണ്  അെ׸بിൽ നി׹ൾ്ׯ ഇതിനകം അറിയാവുؗ വിപരീത 
ْതിേകാണമിതി ഫംഗ് ഷനുകൾ, വിപരീത ചിصം ൈമനസ് േകാൈസൻ വിപരീതം എؗിവ ര؇് x, x 
അടയാള׹ളും ഒേര വْക കുടുംബ؋ിൽ െപടുؗു എؗതാണ് അവകാശവാദം, ഇത് ലളിതമായ ْഗാഫ് 
േ؛ാ؂് െചؗുإതിലൂെട ഒരാൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും .  ഈ വളവുകൾ വിപരീതം ഉം psi x cosine 

ഉം ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ ഒ്ؗ വെര ആണ്, അതിനാൽ േ؛ാ؂് എؗതിൽ നി്ؗ inverse x sin inverse x 
േْശണി എടുؗുׯ ഈ മൂലّം ൈമനസ് ആെണ്ؗ പറയാം, ഈ മൂലّ؋ിന്െറ പകുതി നമു്ׯ പറയാം, ഈ
മൂലّ؋ിന്െറ പകുതി നമു്ׯ എ്ؗ പറയാം, നമു്ׯ എ്ؗ പറയാം. ഈ മൂലّം നമു്ׯ pi b pi b 
ൈമനസ് ൈപ എ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ ൈസൻ ഫംഗ് ഷന്െറ കാരّ؋ിൽ അത് ഇവിെട നി്ؗ 
എവിെടെയ׸ിലും േപാകുؗു, അത് ൈമനസ് ൈപ പകുതിയിൽ നി്ؗ ആരംഭി്׺ േകാസ് ഇൻേവഴ് സ് x 
ന്െറ കാരّ؋ിൽ ൈപ പകുതി വെര േപാകണം , ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ നി׹ൾ്ׯ അറിയാവുؗ േْശണി 
ഒ്ؗ ൈമനസിൽ നി്ؗ ആരംഭിׯണം, അതിനാൽ ഇത് ൈപയിൽ നി്ؗ ആരംഭി്׺ ഇതുേപാെല 
േപാകണം, എؗാൽ ഈ ഫംഗ് ഷൻ നി׹ളുേടതായതിനാൽ ഈ ഫംഗ് ഷൻ നി׹ളുേടതാണ്, പേײ 
ഞ׹ൾ ഇവിെട അവകാശെؚടുؗ തുലّത ൈസൻ വിപരീതം ഉം ൈമനസ് േകാൈസൻ വിപരീതവും x 
ആയതിനാൽ ഇൻസ്  ടീഡ് ഓഫ് േകാൈസൻ ഇൻേവഴ് സ് എക് സ് ൈമനസ് േകാൈസൻ ഇൻേവഴ് സ് 
എക് സ് ൈമനസ് േകാൈസൻ ഇൻേവഴ് സ് എക് സ് അبാെത മെئാؗുമب േകാൈസൻ ഇൻേവഴ് സ് 
എക് സിന്െറ ഫംഗ് ഷന്െറ മിറർ ഇേമജ് അبാെത നി׹ൾ മിറർ ഇേമജ് എടു؋ാൽ ന്െറ അു׺ത؇ിൽ x 
ഒരു മിറർ رാപിുؗുׯ, അതിനാൽ നി׹ൾ ഇത് ْശؑി׺ാൽ  ദൂരം പകുതി ആഹ് ആയിരിുׯം ഈ pi 
ഫംഗ് ഷൻ ഇൻേവഴ് സ് ന്െറ ൈമനസ് ആയിരിുׯം, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ വّװമായി cos x 
ചിؓിׯാൻ കഴിയും , എبാ േപായിന്റുകളും ൈമനസ് ൈപ പകുതി വّതُّമٝാണ്, അതിനാൽ ൈസൻ 
വിപരീതം ൈമനസ് േകാൈസൻ വിപരീതം എؗിവ ര؇ും സമാനമാണ്  അവർ ഒേര വْക x, x 
കുടുംബ؋ിൽ െപ؂വരാണ് എؗർ،ം , വാُവٝ؋ിൽ നമു്ׯ ആന്റി െഡറിേവئീവ് അെ׸بിൽ 
ഇന്റേْഗഷൻ എؗ ആശയ؋ിന് ജّാമിതീയ വّാഖّാനം നൽകാം  പവർ േല്ׯ ഉയർ؋ിയാൽ, e x 
ഫംഗ് ഷനായി പവർ പവർ ആയി ഉയർ؋ിയാൽ ؛സ് എؗത് എبാ ആന്റി e xe x c 
െഡറിേവئീവുകളുെടയും േശഖരണമാണ് അെ׸بിൽ അത് പവർ േല്ׯ ഉയർ؋ിയ യുെട x e 
അവിഭാജّെ؋ ْപതിനിധീകരിുؗുׯ എ്ؗ നമുׯറിയാം.  അതിനാൽ ന്െറ എبാ ആന്റി dx e-
െഡറിേവئീവുകളും പവർ ആയി ഉയർ؋ിയേؚാൾ പവർ ؛സ് േല്ׯ ഉയർു؋േآാൾ അവ x e x c 
എ׹െന കാണെؚടുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ മൂലّ؋ിൽ നി്ؗ ആരംഭിׯാം 0 ന് തുലّമാണ്, c 
അതിനാൽ ആദّെ؋ ആന്റി-  നി׹ൾ്ׯ ലഭിؗുׯ െഡറിേവئീവ് ഇ പവർ ആയി ഉയർ؋െؚടുؗു x 
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ഇതാണ് േപായിന്റ ്1 ഇത് 2 ആെണ്ؗ കരുതുക, അതിനാൽ ഇത് നമു്ׯ ഈ അײം ഈ x y 
അײമാെണؗും അതിനാൽ ഇത് ഒരു യൂണിئാെണؗും അײം േപായിന്റ് ഒ്ؗ പൂജّം േകാമ y ah 
ആെണؗും പറയാം പിെؗ പൂജّം േകാമ ര؇്, പിെؗ ആഹ് 
അ׹െന 
അ׹െന 
അ׹െന ഇത് മൂ്ؗ ആ അർ،؋ിൽ നാല് , അതുേപാെല ഇവിെട ഇത് പൂജّം ൈമനസ് ഒ്ؗ, പിെؗ 
അ׹െന പലതും 
അ׹െന നി׹ൾ േ؛ാ؂് െചᅃٝാൽ അധികാര؋ിേല്ׯ ഉയർ؋ിയാൽ നി׹ൾׯറിയാം.  എؗത് x x 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് ഇവിെട നി׹ൾ്ׯ ഒെര؉ം ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഒരു േപായിന്റ ്ഇവിെടയു؇്, 
കുറ്׺ കൂടുതൽ മൂലّ׹ൾ നൽകി നി׹ൾ്ׯ മ്ئ ചില മൂലّ׹ൾ േ؛ാ؂് െചإാം, നി׹ൾ എؗത് x 
ഒؗിന് തുലّമാണ്, അത് േല്ׯ േപാകുؗു , ഞ׹ൾ ഇത് പറയെ؂.  േപായിന്റ ് എؗത് 1 ന് തുലّമാണ്, e x 
അതിനാൽ മൂലّം 2.7 ആെണ്ؗ നി׹ൾׯറിയാം അതിനാൽ അത് ഇവിെട എവിെടേയാ ആയിരിുׯം s 

അതിനിടയിൽ ഇത് ഇതുേപാെല സുഗമമായി േപാകണം , അതുേപാെല തെؗ നി׹ൾ്ׯ േ؛ാ؂് o 
െചإാൻ കഴിയുؗ മ്ئ മൂലّ׹ളും െനഗئീവ് വലിയ മൂലّ؋ിേല്ׯ േപാകുേآാൾ ഈ മൂലّം x 
പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുؗു, അതിനാൽ െനഗئീവ് അ؋ײിൽ വലുതാകുേآാൾ അײം x x x 
വْക؋ിേല്ׯ ഒരു ُ١ർശനമാകും, അതിനാൽ ഇത് ഇ പവർ ആയി ഉയർ؋ിയ വْകം , ഞാൻ ഇവിെട x c 
ഇ؂ാൽ , അടു؋ വْകം ഒؗിന് തുലّമാണ്, എനി്ׯ ലഭിؗുׯ അടു؋ വْകം പവർ ؛സ് വ؉ിേല്ׯe x 
ഉയർുؗു؋, അതിനാൽ അടു؋ വْകം പവർ ؛സ് വ؉ിേല്ׯ ഉയർുؗു؋, ഞാൻ എ׹െന േ؛ാ؂് e x 
െചുإം? പവർ ؛സ് വൺ വീ؇ും ഞാൻ ഇ؂ാൽ എؗത് ഇവിെട പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, എനി്ׯ x x 
ലഭിؗുׯത് ര؇് ആണ്, അതായത് അײവുമായി േഛദിؗുׯ ബിؕു ര؇ാണ് , ര؇് വളവുകളും y 
സമാؓരമായതിനാൽ ഇതും ഈ സാഹചരّ؋ിൽ വരി ആണ്  ഒؗിന് തുലّമാണ്, അത് കർവ് y ah 
േല്ׯ ഉയർു؋കയും ؛സ് ഒؗിേല്ׯ ഉയർു؋കയും െചുإം സമാനമായി എനി്ׯ നി׹ൾׯായി x 
േ؛ാ؂് െചإാൻ കഴിയുؗ മെئാരു വْകം ഈ വഴിയാണ്, അതിനാൽ ഇത് പവർ ؛സ് ടു ഇ പവർ ؛സ് e x x 
വ؉ിേല്ׯ ഉയർ؋ിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നി׹ൾ െപാതുേവ മ്ئ വളവുകളും െനഗئീവ് 
ദിശയിേല്ׯ േപാകുؗതിനാൽ ഇത് ഊർവ് പവർ ൈമനസ് ഒؗായി ഉയർുؗു؋, ഇത് പവർ c  e x x 
ൈമനസ് ര؇ിേല്ׯ ഉയർുؗു؋, അതിനാൽ رിരമായ ഒരു േപാസിئീവ് رിരാ׸മാേണാ c a 
ആേണാ എؗതിെന ആْശയി്׺ പവർ കർവ് മുകളിേല്ׯ അെ׸بിൽ താേഴتുׯ ദിശയിേല്ׯ x 
ൈسഡുെചؗുإതിലൂെട നമു്ׯ എبാ വളവുകളും ലഭിുׯം. െനഗئീവ് رിരാ׸ം ഇേؚാൾ y 
അു׺ത؇ുമായുت വിഭജന േപായിന്റിൽ ْശؑാപൂർجം േനാുׯക, നമു്ׯ ഈ േപായിന്റുകെള p naught

എ്ؗ പുനർനാമകരണം െചإാം.  യിൽ ആരംഭിؗുׯത് യുെട െയ p 1 p 2 p 3 p naught d d 
അധികാര؋ിേല്ׯ ഉയർു؋ം ײമിׯണം ഒؗും ശװിയിേല്ׯ ഉയർ؋െؚടുؗു ൈമനസ് x p e x 
ഒരു ഒؗും പവർ ൈമനസ് ഒ്ؗ ആയി ഉയർ؋ിയാൽ നി׹ൾ പവർ ൽ ആയി ഉയരും p e x e x- p p 

ൽ ഇب എؗത് പൂജّമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ ൽ ൽ ന്െറ മൂലّം naught x- p one- dx- dx- 
കണׯാؗുׯ ഒ്ؗ നി׹ൾ്ׯ ലഭിുׯം.  യുെട െകാ؇് നി׹ൾ്ׯ ലഭിുׯം ൽ ഒ്ؗ, e dx d er x- p 

േല്ׯ ഉയർ؋ിയ ൽ ൽ ഒ്ؗ, ൽ ഒേരേപാെല മൂലّനിർ؉യം , ൽ ؛സ് 1 -േല്ׯ e- x, p- x, p- p-2- e- x 
ഉയരും, അതും സമാനമായിരിുׯം, അതിനാൽ എؓാണ് ഞാൻ.  ഇവിെട ചൂ؇ിׯാണിׯാൻ 
ْശമിؗുׯത്  , ഈ വളവുകളുെട കുടുംബ؋ിെല ഓേരാ അംഗവുമായും അײം േഛദിؗുׯ ഓേരാ y 
ബിؕുവിലുമുت ടാൻെജന്റിന്െറ ദിശ ഒؗിന് തുലّമാണ് , വാُവٝ؋ിൽ നി׹ൾ അ؋ײിന് y 
സമാؓരമായി ഒരു േരഖ വരയ്ുׯകയാെണ׸ിൽ, എؗത് ഒؗിന് തുലّമാണ് ആ ബിؕുׯളിലുت x 
ടാൻെജന്റുകൾ വിലയിരുു؋ക, അേؚാൾ നി׹ൾ മനشിലാുׯം, ന്െറ ഈ േപായിന്റുകെള dx- dy 
പവർ ൈമനസ് ഒ്ؗ എ്ؗ വിളിׯാൻ എെؗ അനുവദിുׯം. കർവ് ഞാൻ എ്ؗ വിളിുׯം, ഈ x q 1 
വْക؋ിന് സമാനമായി ഞാൻ ഈ െന നും െയ എؗും വിളിുׯം, q 2 sp Naught p 1 p 2 dy dx 
കാരണം ന്െറ ന്െറ ൽ നി്ؗ പവർ ൈമനസ് ഒ്ؗ ആയി വരും ഇത് പവർ ന് q dx dx dx x q Naught x e 
ഉയർؗു؋തിന് തുലّമായിരിുׯം  ന് ഈ മൂലّം 1 ആണ്, അതിനാൽ ഇത് ഉടൻ തെؗ പവർ oint q x e 
1 ആയി ഉയർ؋ാം, അത് ആണ് , അതുേപാെല തെؗ ന്െറ കാരّവും ഉപേയാഗി്׺ നി׹ൾ്ׯ e q 1 dx q
1-ൽ ഉപേയാഗി്׺ വിലയിരു؋ാം ൽ നി്ؗ പവർ േല്ׯ വരും പവർ ആയി ഉയർ؋ിയ യുെട dx e- x- x e 
െഡറിേവئീവ് വീ؇ും പവർ ആയി ഉയർു؋ം, കാരണം മൂലّം ഒؗു തെؗ ആയതിനാൽ e x x 
നി׹ൾ്ׯ മൂലّം ലഭിുׯം അതിനാൽ ഇവിെട ഓേരാ േപായിന്റിലും ُ١ർശന؋ിന്െറ ദിശ e 
നി׹ൾ്ׯ േവണെമ׸ിൽ ചരിവ് ആെണ്ؗ നി׹ൾ കെ؇ു؋ം. െല മൂലّം ൈമനസ് ഒؗിന് e x-
തുലّമാെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ കെ؇؋ാനാകും , കൂടാെത ഈ ഓേരാ േപായിന്റിെലയും ُ١ർശന ദിശ e 
ഊർ؋׽ിേല്ׯ ൈമനസ് ഒ്ؗ ഓേരാؗായി ഉയർു؋കയبാെത മെئാؗുമെ്ؗب നി׹ൾ r 
കെ؇ു؋ം, അതിനാൽ ജّാമിതീയമായി ഇത് വّാഖّാനിؗുׯത് ഒരു ഫംഗ്ഷനാണ്  നി׹ൾ്ׯ 
വളവുകളുെട കുടുംബം ലഭിുׯകയാെണ׸ിൽ, നി׹ൾ വളവുകളുെട കുടുംബം േ؛ാ؂് െചുإകയും 
ലംബ അ؋ײിന് സമാؓരമായി വരകൾ വരയ്ുׯകയും െചᅃٝാൽ, അത് െപാതുെവ അײമാണ്, y 
തുടർ്ؗ കുടുംബ؋ിെല ഓേരാ അംഗവുമായും ആ ലംബ േരഖയുെട കവല ബിؕുവിെല ടാൻജന്റ് 
തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ അവസാനം ഞ׹ൾ വീ؇ും േനാൂׯ  ഞ׹ൾ പരിഗണി׺ ഏരിയ 
ْപٍ؋٠ിന്െറ േകസ് മൂ്ؗ അടയാളെؚടുു؋ക, ഇേؚാൾ സമْഗമായ ْപാതിനിധّ؋ിന്െറ ചി؋صിൽ 
േകാടാലി പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ വെരയുت സംേയാജന؋ിന് തുലّമാണ്   എ്ؗ എഴുതാം  ഇവിെട xxdx 
പൂജّമായി എഴുതിയിരിؗുׯ ര؇് മൂലّ׹ൾ ഉെ؇്ؗ നി׹ൾ ْശؑിുؗുׯ , ഇവ േലാവർ, അؚർ x 
ലിമിുئകൾ എؗറിയെؚടുؗു , ഈ േകാഴ് സിന്െറ പകുതിയിൽ നി׹ൾ പഠിുׯം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ 
ഇ്ؗ െചᅃٝത് സംْഗഹിׯാം , ഇന്റْഗലുകളുെട നിർവചനം ഞ׹ൾ മനشിലാׯി എؗതാണ്.  nt 
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െഡറിേവئീവ് അെ׸بിൽ ഇന്റْഗലുകൾ എؗ ആശയം എؓാെണ്ؗ മനസിലാׯി , ഒടുവിൽ ഈ 
ഇന്റْഗലുകളുെട ْഗാഫിׯൽ ْപാതിനിധّം എؓാെണ്ؗ ഞ׹ൾ പരിേശാധിു׺,  അതിനാൽ ഈ 
അടിرാന׹ൾ അടുױ ؋ാസിൽ ഉപേയാഗി്׺ ഞ׹ൾ മനസിലാׯാൻ ْശമിുׯം, അത് എ׹െന 
കെ؇؋ാെമ്ؗ മനസിലാׯാൻ ْശമിുׯം ചില ഫംഗ് ഷനുകളുെട ഇന്റْഗലുകൾ ഞ׹ൾ ചില 
സൂْതവാകّ׹ൾ വികസിؚിുׯകയും ചില ലളിതമായ ഫംഗ് ഷനുകളുെട ഇന്റْഗലുകൾ കെ؇؋ാൻ 
അവ ഉപേയാഗിുׯകയും പിؗീട് മ്ئ ചിലതിേല്ׯ ഉപേയാഗിുׯകയും െചുإം. സ׸ീർ؉മായ 
ْപവർ؋ന׹ൾ നؕി 
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