
आज हम एक नई अवधारणा को सीखने जा रहे हœ िजसे एकीकरण के ŝप मŐ जाना जाता है, आप पहले से ही भेदभाव के िवचार को देख 
चुके हœ ,
 इसिलए एक अथŊ मŐ एकीकरण को भेदभाव की िवपरीत ŮिŢया के ŝप मŐ माना जा सकता है, भेदभाव का िवकास एक ˙शŊरेखा या 
ʩुȋɄ खोजने की सम˟ा से शुŝ होता है।
  उदाहरण के िलए वŢ मान लीिजए यिद हमŐ एक फ़ंƕन िदया गया है जो के बराबर है तो एक िबंदु शूɊ शूɊ पर यिद y fx x y 
आप ˙शŊरेखा की िदशा का पता लगाना चाहते हœ तो आप जानते हœ िक बटा या फ़ंƕन का ʩुȋɄ बराबर है के dy dx y y fx 
बराबर है 
जो ˙शŊरेखा की िदशा के मूʞांकन मŐ मदद करता है
 इसिलए Ȫारा डाई ˙शŊरेखा के ढलान के समान है, dx 
इस ʩुȋɄ मŐ कई अनुŮयोग हœ जो आपने पहले से ही अंतर कलन मŐ पाǬŢम के दौरान देखा है, उदाहरण मŐ से एक जो मœ चाšंगा  
उद्धृत करने के िलए वेग का पता लगाना है मान लीिजए यिद आप 
Ůȑेक समय पर एक कण की İ̾थित जानते हœ तो İ̾थित फ़ंƕन का ʩुȋɄ आपको देगा उस कण का ̾थान एकीकरण की t ve 
Ůेरणा इस बात से शुŝ Šई िक िविभɄ वŢो ंके Ɨेũ का पता कैसे लगाया जाए जो िक एƛ अƗ से बंधे हœ, हालांिक हम पहले िडफरŐ िशयल
कैलकुलस का अȯयन करते हœ, िफर हम इंटीŤल कैलकुलस पर जाते हœ लेिकन ऐितहािसक ŝप से इंटीŤल कैलकुलस का िवकास होता 
है िजसका अथŊ है िवकास वŢो ंया कुछ संरचनाओ ंके Ɨेũ का पता कैसे लगाया जाए जो बŠत पहले शुŝ हो गए थे, आह िक िडफरŐ िशयल
कैलकुलस के दो मुƥ गिणतǒ िजनका मœ इस संबंध मŐ उʟेख करना चाšंगा, वे लेबनानी और Ɋूटन हœ िजɎोनें वाˑव मŐ वतŊमान कलन 
के िवकास मŐ योगदान िदया है।
 
वतŊमान कलन मŐ हमने िजन नोटेशन का उपयोग िकया है, वे लेबनानी लोगो ंके अिधक करीब हœ
 इसिलए अब हम आज जो सीखने जा रहे हœ वह इंटीŤल के बारे मŐ है मोटे तौर पर हम इंटीŤल को दो Ůकारो ंमŐ वगŎकृत कर सकते हœ 
एक अिनिʮत इंटीŤल है और दूसरा एक िनिʮत इंटीŤल है इससे पहले िक मœ अिनिʮतकालीन अिभɄ और िनिʮत i .
 के गिणतीय सूũीकरण मŐ उतŝं मœ एक Ůʲ पूछना चाहता šं िक यह िवषय Ɛो ंउस Ůʲ का उȅर देने के िलए मœ कुछ उदाहरण रखंूगा 
मान लीिजए िक एƛ का एक कायŊ जो कुछ करीबी अंतराल एबी पर पįरभािषत िकया गया है, खुले अंतराल एबी पर िनरंतर और 
अलग-अलग है तािक एफ  Ůाइम एƛ इस अंतराल के Ůȑेक िबंदु पर जाना जाता है िडफरŐ िशयल कैलकुलस के मामले मŐ आप एकab 
फ़ंƕन का पता लगाते थे िक फ़ंƕन का ʩुȋɄ Ɛा होगा तािक आप फ़ंƕन को अलग कर सकŐ  और फ़ंƕन का ʩुȋɄ Ůाɑ कर 
सकŐ , लेिकन यहां अगर मœ एक पोज देता šं  Ůʲ िदया गया है Ůाइम िजसका अथŊ है िक फ़ंƕन का ʩुȋɄ आपको िदया गया है f x 
Ɛा हम फ़ंƕन ढंूढ सकते हœ fx 
तािक आप इसे ˙ʼ ŝप से समझ सकŐ  भेदभाव के मामले मŐ हमŐ एक फ़ंƕन िदया जाता है िजसके िलए हमŐ ʩुȋɄ का पता लगाना 
होता है लेिकन यहां हम िदए गए हœ  फ़ंƕन का ʩुȋɄ और हमŐ यह जानने की आवʴकता है िक फ़ंƕन Ɛा होगा मुझे आपके िलए 
एक और सम˟ा उȋɄ करने दŐ  िफर से मान लŐ िक कुछ अंतराल पर िनरंतर कायŊ है और हम कहते हœ िक यिद हम मानतेfx l  ab 
हœ िक यह फ़ंƕन का Ťाफ है तो यह िबंदु बराबर होगा और यह िबंदु बराबर होगा तो अंतराल पर यिद मœ Ůितिनिधȕ fx x x b 
करता šं तो Ɨेũ Ɛा होगा  इसके Ȫारा हम उस Ɨेũ का िनधाŊरण कर सकते हœ जो इस वŢ से िघरा है और की धुरी दो रेखाओ ंके साथ x 

बराबर है और बराबर है,ah x x b 
 इसिलए मूल ŝप से ये दो सम˟ाएं हœ यिद फ़ंƕन फ़ंƕन का ʩुȋɄ िदया गया है  िफर फलन का पता लगाने के िलए या 

के अƗ और अƗ के समानांतर कुछ रेखाओ ंसे िघरे एक सतत फलन के Ɨेũ का पता लगाने के िलए, ये दो सम˟ाएं एकीकरण की x y 
ŵेणी मŐ आती हœ, सम˟ा यह है िक आप अिनिʮतकालीन समाकलो ंके वगŊ से िनकटता से संबंिधत हœ 
या आप कह सकते हœ िक यह अिनिʮत समाकलो ंकी ओर ले जा सकता है और सम˟ा दो जो मœ पोː करता šँ िनिʮत समाकल की ओर 
ले जाता है और साथ मŐ यह तथाकिथत समाकलन तैयार करता है आप सोच रहे होगें िक अिनिʮत समाकलन और िनिʮत  ते इंटीŤल दो 
अलग-अलग इकाई हœ लेिकन मूल ŝप से वे पर˙र जुड़े Šए हœ, हालांिक शुŝ मŐ हम उɎŐ समझŐगे और उनका अलग से अȯयन करŐ गे 
Ɛोिंक हम िसȠांत िवकिसत करते हœ, आप महसूस करŐ गे िक वे बŠत िनकट से जुड़े Šए हœ
 इसिलए कनेƕन को देखने के िलए हम दूसरी सम˟ा से शुŝ करŐ गे Ɨेũ फ़ंƕन को पįरभािषत करने के िलए मान लीिजए िक fx x 
है और यह अंतराल 0 मŐ िदया गया है जैसे िक सकाराȏक है मœने इस फ़ंƕन को चुना है तािक हम आसानी से Ɨेũ की गणना कर a 
सकŐ  यिद मœ फ़ंƕन का Ťाफ खीचंता šं तो कोई सकाराȏक हो  संƥा तािक हम मान सकŐ  िक ए यहां है और एƛ शूɊ के बराबर है,
 इसिलए एफएƛ का फ़ंƕन Ťाफ एƛ के बराबर है , यह इस तरह िदखेगा यह िबंदु एक अʙिवराम है जो अब मœ यहां जानना चाहता 
šं िक वह कर सकता है  मœ उस Ɨेũ का Ůितिनिधȕ करता šं जो चर के एक फ़ंƕन के ŝप मŐ वŢ और की धुरी से िघरा है, x x 
जैसे िक अंतराल 0 के Ůȑेक िबंदु को यिद मœ उस मान को Ůित̾थािपत करता šं तो मुझे उस Ɨेũ का मान िमल सकता है  इसका मतलब 
है िक मœ एक फ़ंƕन कुʥाड़ी जानना चाहता šं जहां एƛ कोई सामाɊ िबंदु है जो शूɊ के बीच İ̾थत है और
 इसिलए यिद यह एƛ हो तो मœ कुʥाड़ी के मूʞ का मूʞांकन करना चाहता šं Ɛोिंक चुनी गई सम˟ा यहां सरल है छायांिकत Ɨेũ का 
Ɨेũ छायांिकत Ɨेũ यह एक िũभुज का है, मœ इसे आसानी से पता लगा सकता šं Ɛोिंक कुʥाड़ी आधार के आधे के बराबर है जो िक 
लंबाई यहां ऊंचाई से गुणा है Ɛोिंक फ़ंƕन के बराबर है औरx y x 
 इसिलए ऊंचाई आधार के समान होगी
 इसिलए का आधा  मŐ जो इसे वगŊ का आधा बनाता है,x x x 
 इसिलए Ɨेũफल फ़ंƕन वगŊ के आधे से िदया जाता है यिद मœ पूणाōक 0 से के िलए कुल Ɨेũफल का मान जानना चाहता šं तो x ai 
बस यहां छोटे के बराबर है और मœ कŝंगा  इसे एक वगŊ के आधे भाग के ŝप मŐ Ůाɑ करŐ , यह भी ȯान दŐ  िक एक शूɊ शूɊ है और x 
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बीच मŐ िकसी भी िबंदु के िलए मœ इस सूũ का उपयोग Ɨेũ Ůाɑ करने के िलए कर सकता šं
 इसिलए मœने इस मामले मŐ Ɨेũ फ़ंƕन के िलए एक सामाɊ सूũ Ůाɑ िकया है Ɛोिंक फ़ंƕन सरल था
 इसिलए  मœ भू के अपने सरल उपकरण का उपयोग कर सकता šं Ɨेũ का पता लगाने के िलए िũभुज का Ɨेũफल है, लेिकन एक बार यह 
फ़ंƕन एक सामाɊ फ़ंƕन या एक जिटल फ़ंƕन बन जाता है, तो Ɨेũो ंका मूʞांकन करना थोड़ा मुİʭल हो जाता है,
 इसिलए हम Ɨेũ फ़ंƕन Ůाɑ करते हœ जो आपको के अƗ के ऊपर वŢ का Ɨेũ देता है।x 
 अब हम यहां से कौन सी जानकारी िनकाल सकते हœ तो आइए Ɨेũ के कायŊ को बारीकी से देखŐ और ȯान दŐ  िक कुʥाड़ी के बटा d dx
जो िक वगŊ बटा है, िपछले उदाहरण मŐ हम Ůाɑ करते हœ िक कुʥाड़ी वगŊ के बराबर है जो इसे घुमाती है दो बटा दोd x x dx x x 
जो िक के अलावा और कुछ नही ंहै, िजसका अथŊ है िक बटा ऑफ़ एįरया फंƕन के बराबर है,x d dx x 
 इसिलए यहाँ जो उʟेखनीय है वह यह है िक यिद हम एįरया फंƕन का ʩुȋɄ लेते हœ तो हमŐ 
फंƕन ही मूल फंƕन िमलता है  ˢयं अब यिद आप उस सम˟ा को देखते हœ िजसे हम पहले पोː करते हœ, तो वह कहता है िक िदया 
गया अभाǛ पाया जा सकता है,f fx 
 इसिलए यिद हमŐ अभाǛ िदया जाता है, तो इसका अथŊ है िक यह मान पाया जा सकता है,f x fx 
 इसिलए उस İ̾थित मŐ कुʥाड़ी से संबंिधत हो सकता है  आगे बढ़ने से पहले िक इस उदाहरण के बाद से मœने एक फ़ंƕन की मददfx 
से को के बराबर के ŝप मŐ Ůˑुत िकया है, मुझे एक Ůमेय का पįरचय देता है िजसे कलन के पहले मौिलक Ůमेय के ŝप मŐ ah y x 
जाना जाता है मान लीिजए 

बंद अंतराल पर िनरंतर कायŊ करता है और कुʥाड़ी Ɨेũ का कायŊ है तब Ɨेũ फलन का अवकलज आपको फलन देता है,fxba 
 इसिलए के मामले मŐ हमने जो संबंध देखा वह फलन के बराबर है, वाˑव मŐ सभी फलनो ंके िलए सही है और इस पįरणाम को y x 
कलन के पहले मौिलक Ůमेय के ŝप मŐ जाना जाता है, िजसके बाद हम देखŐगे  िवरोधी ʩुȋɄ का िवचार जैसा िक हम अंतर कलन से 
जानते हœ िक कुछ कायŘ का ʩुȋɄ आसानी से पाया जा सकता है,
 इसिलए हम उस िवचार और अंतर कलन की समझ का उपयोग यह पता लगाने के िलए करŐ गे िक Ɛा हम यह पता लगा सकते हœ या Ɛा
यह पता लगाने मŐ हमारी मदद कर सकता है समाकल
 इसिलए उदाहरण लŐ Ǜा हम जानते हœ िक बटा है का एक और उदाहरण लŐ जो x d dx of sine x, cosine x e n 
Ȫारा Ȫारा घात तक बढ़ा िदया गया है।n nx 
 हम जानते हœ िक यह ई शİƅ तक बढ़ा Šआ है भी टैन के ʩुȋɄ को जानता है यह वाˑव मŐ सेकंड वगŊ है,nx x x 
 इसिलए यिद आप इस भेदभाव को ȯान से देखते हœ तो वे बताते हœ िक साइन एƛ का ʩुȋɄ ई के कोसाइन एƛ ʩुȋɄ है।
 घात से को घातांक तक बढ़ाया जाता है का ʩुȋɄ तन का ʩुȋɄ वगŊ होता है, Ǜा को ǒात या कोǛा का nx n nx x x x x 
िवरोधी ʩुȋɄ कहा जाता है और इसी Ůकार Ȫारा घात तक बढ़ाए गए फलन को कहा जाएगा ई के िवरोधी ʩुȋɄ के ŝप मŐ n nx 
शİƅ और फ़ंƕन को सेकंड वगŊ का ʩुȋɄ कहा जाएगा,nx tan x x nt 
 इसिलए हम साइन x 
को घात पर पर के ŝप मŐ के ŝप मŐ के ŝप मŐ के ŝप मŐ घात के ŝप मŐ के िवरोधी ʩुȋɄ के ŝप मŐ nx n n n n n n nx 
पįरभािषत करते हœ।
 
और टैन एƛ 
सेकंड ˍायर एƛ के एनटी ʩुȋɄ के ŝप मŐ, जैसा िक मœने शुŝ मŐ उʟेख िकया था िक एकीकरण या अिभɄ उɎŐ एक अथŊ मŐ 
भेदभाव की ʩुǿम ŮिŢया के ŝप मŐ माना जा सकता है जो यहां से िदखाई दे सकता है िक साइन का भेदभाव  एस कोसाइन एƛ xi 
और इसी तरह साइन एƛ के िलए एंटी-डेįरवेिटव, सॉरी साइन एƛ, कोसाइन एƛ का एंटी-डेįरवेिटव है, लेिकन जैसा िक हम जानते हœ 
िक अगर हम साइन एƛ ɘस वन के डी Ȫारा डी का पता लगाते हœ तो हमŐ Ɛा िमलेगा वह डी बाय डीएƛ ऑफ  पाप एƛ ɘस डी 
िनरंतर एक के डीएƛ Ȫारा और हम जानते हœ िक िनरंतर का िनरंतर भेदभाव हमेशा शूɊ होता है और
 इसिलए यह पाप एƛ के डीएƛ Ȫारा डी हो जाएगा जो कुछ भी नही ंहै लेिकन कोसाइन एƛ के अलावा कुछ भी नही ंहै
 इसिलए कॉस एƛ साइन एƛ ɘस वन भी एंटी ʩुȋɄ के ŝप मŐ है
 इसिलए हमने पहले जो देखा वह साइन एƛ है कोसाइन एƛ का िवरोधी ʩुȋɄ है अब हमने देखा िक पाप एƛ ɘस वन भी कोसाइन
एƛ का िवरोधी ʩुȋɄ है और यह वाˑव मŐ सभी İ̾थरांक के िलए सच है Ɛोिंक हम  यह जान लŐ िक İ̾थरांक का अवकलज शूɊ है िक

बटा का जमा के बराबर है औरd dx sin x c, cos x 
 इसिलए जमा sine x c 

का िवरोधी ʩुȋɄ है जहां कुछ İ̾थरांक है िजसे हम मनमाना İ̾थरांक कहते हœ िजसे वाˑिवक संƥा माना जाता है  तो , cos x c 
हमने जो देखा वह यह है िक एक फ़ंƕन िदया गया है हम एंटी-डेįरवेिटव की जड़ का उपयोग करते हœ, िनरंतर को चुनकर i  f c 
अनंत ŝप से कई एंटी-डेįरवेिटव हो सकते हœ 
, यह वाˑव मŐ सामाɊ फ़ंƕन के िलए सच है,fx 
 इसिलए मान लŐ िक बटा ऑफ़ कैिपटल छोटे के बराबर है िफर के के बराबर है  ɘस सी भी छोटे d dx fx , fx d x dx 
एफएƛ के बराबर होगा,
 इसिलए सामाɊ तौर पर अगर एफएƛ छोटे एफएƛ का िवरोधी ʩुȋɄ है तो एफएƛ ɘस सी भी छोटे एफएƛ का िवरोधी ʩुȋɄ 
होगा वाˑव मŐ एफएƛ ɘस सी जैसे िक सी एक İ̾थर है यह सभी िवरोधी के सेट का Ůितिनिधȕ करता है Ůभावो ंका ʩुȋɄ या इसे 
एक पैरामीटर वŢ के पįरवार के ŝप मŐ भी कहा जा सकता है , का मान जो यहां Ůाɑ होता है, अƛर बŠत महȕपूणŊ होता है और c 
उस िवशेष सम˟ा पर िनभŊर होता है िजसे हम संभाल रहे हœ िजसे हम बाद के िकसी चरण मŐ देख सकते हœ।
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 हम अब औपचाįरक ŝप से अिभɄ को पįरभािषत करते हœ 
वाˑव मŐ कोई अंतर नही ंहै जब हम अिभɄ या एक िवरोधी ʩुȋɄ कहते हœ तो वे समान होते हœ
 इसिलए जब हम अिभɄ िलखते हœ तो एक धारणा होती है िजसका उपयोग िकया जाता है Ɛोिंक हमने एफएƛ ɘस सी को सेट के ŝप 
मŐ पįरभािषत िकया है 
फ़ंƕन के सभी िवरोधी ʩुȋɄ छोटे हम इसे इस तरह से दशाŊते हœfx 
 इसिलए सभी िवरोधी डेįरवेिटव या फ़ंƕन के िलए छोटे को Ůतीको ंके ŝप मŐ दशाŊया जाता है िजसे हम इस शɨ के अिभɄ fx fx 
Ůतीक के ŝप मŐ कहते हœ िजसके िलए यह है  Ůाɑ िकया जाता है इसे एकीकृत कहा जाता है और यह िजसके संबंध मŐ फ़ंƕन चर x 
का मूʞांकन िकया जाता है, एकीकरण के चर के ŝप मŐ जाना जाता है 

पंूजी को अिभɄ या िवरोधी ʩुȋɄ कहा जाता है को मनमाना İ̾थरांक के ŝप मŐ जाना जाता है और इस संपूणŊ अिभʩİƅ fx fx c 
को अिभɄ अिभʩİƅ के ŝप मŐ जाना जाता है और हम कहते हœ  यह अिनिʮतकालीन अिभɄ के ŝप मŐ यहाँ एक महȕपूणŊ िटɔणी है 
जैसा िक मœने यहाँ उʟेख िकया है िक एकीकरण का चर वाˑव मŐ यह एक डमी चर है िजसका अथŊ है िक इस को िकसी अɊ चर केx 
साथ बदला जा सकता है उदाहरण के िलए का एकीकरण के एकीकरण के समान है इसका मतलब है िक यह महȕहीनftdt fxdx 
है िक Ɛा आप को एकीकरण के चर के ŝप मŐ िलखते हœ या को एकीकरण के चर के ŝप मŐ िलखते हœ , तो पįरणाम होगा  वही t x 
यहाँ यह महȕपूणŊ है िक आप िकस फ़ंƕन का मूʞांकन कर रहे हœ,
 इसिलए यिद हम िपछले उदाहरण लेते हœ जो मœने आपको िदखाए थे तो अिभɄ Ůितिनिधȕ के संदभŊ मŐ हम कॉस का अिभɄ अंग xdx 
िलख सकते हœ, साइन एƛ ɘस सी के समान है ई का दूसरा उदाहरण अिभɄ  सȅा मŐ उठाया ने आपको िदखाया िक का nxdxi e 
िवभेदन पर पर पर बढ़ा Šआ है औरnx n n e nx 
 इसिलए का घात मŐ एकीकरण को Ȫारा की शİƅ तक बढ़ा िदया जाएगा और लगातार तीसरा उदाहरण सेकंड वगŊ e nx e n n 

का एकीकरणxdx 
 इसिलए  चंूिक टैन एƛ के िवभेदन ने आपको सेकŐ ड ˍायर एƛ िदया है
 इसिलए सेक ˍायर एƛ का एकीकरण आपको टैन एƛ देगा एंटी-टैन सॉरी टैन एƛ ɘस İ̾थर और चौथा उदाहरण हमने देखा है 
िक एƛडीएƛ का एकीकरण 
एƛ ˍायर बटा 2 ɘस सी के बराबर है।
 एक Ɨेũ फ़ंƕन के ŝप मŐ देखा और हमने यह भी देखा िक इस Ɨेũ फ़ंƕन का ʩुȋɄ कुछ और नही ंबİʋ यह फ़ंƕन है और
 इसिलए यह फ़ंƕन फ़ंƕन के िलए ʩुȋɄ िवरोधी बन जाता है।x 
 ये इसके उदाहरण हœ अिनिʮत समाकलो ंके कुछ उदाहरण हœ जैसा िक मœने िटɔणी की थी िक का एकीकरण cos tdt 

İ̾थर होगा,sin t plus 
 इसिलए यिद एकीकरण का चर के बजाय है तो यह आपको नए चर के साथ समान कायŊ देगाx t 
 इसिलए  अब हम केवल िनरीƗण Ȫारा एंटी-डेįरवेिटव खोजने के उदाहरण को देखŐगे, हम इसे इंटीŤल भी कह सकते हœ,
 इसिलए पहला उदाहरण जो मœ चुनने जा रहा šं वह है इƓल टू साइन टू एƛ अब इसे देखŐ जैसे हम जानते हœ िक एंटी डेįरवेिटव वे fx 
भेदभाव की ʩुǿम ŮिŢया के माȯम से आते हœ और
 इसिलए आह अगर मुझे साइन फ़ंƕन िमल रहा है तो मुझे एक कोसाइन फ़ंƕन को अलग करना होगा, तो आइए देखŐ िक Ɛा होगा 
यिद मœ कोसाइन फ़ंƕन को अलग करता šं तो मुझे साइन फ़ंƕन िमलेगा लेिकन िफर ȯान दŐ  िक वहां है  एक शɨ दो भी औरx 
 इसिलए कोसाइन को अलग करने के बजाय कोसाइन दो को अलग करना चािहए,xi x 
 इसिलए यिद मœ कोसाइन दो को अलग करता šं तो दो बार साइन दो Ůाɑ करने जा रहा है एक ऋणाȏक िचɎ के साथ तो मœ xi x 
यहाँ Ɛा कŝँगा िक मœ यहाँ एक ऋणाȏक िचɎ लगाऊँगा यहाँ को दो डालँूगा यहाँ कोई Ɛा कर सकता है िक कोई दो के a cos x 
अवकलज को दो Ǜा दो के ऋण के ŝप मŐ िनकाल सकता है और  तो गणना बटा ऑफ़ माइनस एक बटा दो कॉस दो x d dx x 
बराबर पाप से के बराबर होगी औरx 
 इसिलए यह एंटी ʩुȋɄ हो जाता है
 इसिलए इस मामले मŐ एंटी-डेįरवेिटव माइनस आधा कॉस दो ɘस एक İ̾थर है,x 
 इसिलए बस देख रहे हœ  फ़ंƕन और इसे िवभेदन या ʩुȋɄ के साथ जोड़कर हम अिभɄ या िवरोधी ʩुȋɄ का पता लगा सकते हœ एक 
और उदाहरण लेते हœ, कहते हœ िक ई के बराबर है, चार को बढ़ाने के िलए हम जानते हœ िक घातीय फ़ंƕन का भेदभाव एक और fx x 
घातीय कायŊ है केवल यहां अंतर है  िक यह चार का घातांक है,x 
 इसिलए हमŐ उस चार का ȯान रखना होगा जैसे िक बटा का घात चार बटा चार बराबर बढ़ा कर घात चार औरd dx e x e x 
 इसिलए िवरोधी ʩुȋɄ हो सकता है  बढ़ा कर चार बटा चार ɘस एक İ̾थर एक और उदाहरण जो के wri tten as e x fx 
ŝप मŐ चुन सकता है, साइन टू के बराबर है माइनस 4 घात 3 अब यहाँ इस उदाहरण को देखŐ इसमŐ और घातांक पर x e x x 
हˑाƗर िकए गए दो फ़ंƕन हœ  फ़ंƕन तो हम यहाँ Ɛा करते हœ िक हमŐ इसकी आवʴकता है Ɛोिंक हम िवतरण को जानते हœ, 
िवभेदन फ़ंƕन दो कायŘ के रैİखक संयोजन पर काम कर सकता है और िपछले दो उदाहरणो ंके साथ हम िलख सकते हœ िक Ȫारा d 

Ɛोिंक साइन फ़ंƕन िदखाई दे रहा है यह होना चािहए  एक बटा दो इस भाग को हम पहले से ही जानते हœ और घटा dx cos 2 x 
घात 3 तक बढ़ा िदया गया है हम पहले से ही जानते हœ िक हम की गणना कैसे करते हœ तो इसी तरह से हम इसके4 e x e a 4 x 

िलए जा सकते हœ एक उठाया जाएगा  Ūी बाई Ūी को पावर देने के िलए इस फंƕन को देखकर हम आसानी से यह पता लगा e x 
सकते हœ िक वाˑिवक एंटी-डेįरवेिटव Ɛा होगा, इसका माइनस हाफ कॉस 2 माइनस 4 बटा 3 ई बढ़ा Šआ घात Ūी एƛ और ɘस x 
एक İ̾थर है,
 इसिलए हमŐ पता चल गया है िक अगर िदया गया  सरल कायŊ हम उस फ़ंƕन के ʩुȋɄ या अिभɄ को िलख सकते हœ िक कुछ जिटल 
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कायŘ के मामले मŐ Ɛा होगा,
 इसिलए उदाहरणो ंमŐ आगे बढ़ने से पहले हम इस एक और िटɔणी दो को देखŐगे जो कहती है िक यिद दो कायŘ का ʩुȋɄ है  एक ही 
एƛ कुछ अंतराल से संबंिधत है तो एफएƛ माइनस जीएƛ İ̾थर है िजसका मतलब है िक एफएƛ और जीएƛ वे दोनो ंवŢ के एक 
ही पįरवार से संबंिधत हœ,
 इसिलए इसके िलए सबूत देखना आसान है िक एचएƛ एक ऐसा फ़ंƕन है िजसे अंतर के ŝप मŐ दशाŊया जा सकता है एफएƛ 
माइनस जीएƛ ʩुȋɄ लेते हœ तािक एच Ůाइम एƛ बराबर है एफ Ůाइम एƛ माइनस जी Ůाइम एƛ यह सभी एƛ के िलए
 इसिलए हम जानते हœ िक एफ Ůाइम एƛ और जी Ůाइम एƛ वे सभी समान हœ और
 इसिलए यह शूɊ एच Ůाइम के बराबर हो जाता है सभी के िलए शूɊ के बराबर है का ताȋयŊ है िक İ̾थर होना चािहए औरx x hx 
 इसिलए तȚ यह है िक घटा İ̾थरांक ̾थािपत िकया गया है, िजसका अथŊ है िक वे दोनो ंकायŊ वŢो ंके एक ही पįरवार से fx gx 
संबंिधत हœ।
 तȚ मœ आपको एक और उदाहरण की मदद से िदखाऊंगा
 इसिलए पर िवचार करŐ  जो हम जानते हœ िक यह एक ऋण वगŊ का वगŊमूल है और d by dx of sine inverse x x d x 
का Ůितलोम यह ऋणाȏक एक बटा एक का वगŊमूल है  माइनस ˍायरdx x x 
 इसिलए ये दोनो ंिडफरŐ िशयल कैलकुलस से ǒात पįरणाम हœ, हम इनका उपयोग d by dx of sin inverse xd by dx 

माइनस ʩुǿम िलखकर करŐ गे,of cos x 
 इसिलए हम देखते हœ िक साइन इनवसŊ और माइनस ʩुǿम का ʩुȋɄ समान है।x cos x 
 और
 इसिलए िपछली िटɔणी से अंतर को साइन इनवसŊ माइनस ऑफ माइनस कॉस इनवसŊ के ŝप मŐ िलखा जा सकता है, जो इसे x x 
ɘस कॉस ʩुǿम İ̾थरांक बना देगा वाˑव मŐ इस एƛŮेशन मŐ बराबर एक के बराबर डालकर इस İ̾थरांक का मूʞांकन xa x 
िकया जा सकता है तािक आप करŐ गे  जािनए साइन इनवसŊ वन है पीआई हाफ कॉस इनवसŊ वन इज़ ज़ीरो जो िक İ̾थरांक को पीआई 
हाफ बना देगा और
 इसिलए यह İ̾थरांक और कुछ नही ंबİʋ पाई हाफ साइन ʩुǿम ɘस कॉस ʩुǿम बराबर पीआई हाफ है यह एक ŮिसȠ x x 
पहचान है या ʩुǿम िũकोणिमतीय कायŊ जो आप पहले से ही जानते हœ , दावा यह है िक दोनो ंसाइन इनवसŊ एƛ और माइनस f  
कोसाइन इनवसŊ एƛ वे वŢ के एक ही पįरवार से संबंिधत हœ, कोई यह देख सकता है िक यहां सरल Ťाफ की सािजश रचकर जो मœ 
कŝँगा, हम जानते हœ िक डोमेन का डोमेन  ये क̺सŊ साई ʩुǿम और कोसाइन ʩुǿम माइनस वन टू वन हैx x 
 इसिलए ɘॉट पाप ʩुǿम जो िक सीमा लेता है मान लŐ िक यह मान माइनस आधा है यह मान मान लŐ िक आधा यह मान x i pi 
मान लŐ िक और इसी तरह यह मान हमŐ बी माइनस पीआई कहते हœ,b pi 
 इसिलए साइन फंƕन के मामले मŐ यह यहां से कही ंजाता है जैसे िक इसे माइनस पीआई हाफ से शुŝ करना चािहए और कॉस इनवसŊ 
एƛ के मामले के िलए पीआई हाफ तक जाना चािहए िजसे आप माइनस वन से लेकर रŐज के िलए जानते हœ।
 एक इसे माइनस से शुŝ करना चािहए
 इसिलए इसे पीआई से शुŝ करना चािहए और िफर इस तरह जाना चािहए लेिकन चंूिक यह फंƕन आपका है और यह फंƕन आपका
है, लेिकन चंूिक हम यहां िजस तुʞता का दावा कर रहे हœ वह साइन इनवसŊ एƛ और माइनस कोसाइन इनवसŊ एƛ है
 इसिलए इɌ कोसाइन ʩुǿम की टीड हमŐ माइनस कोसाइन इनवसŊ एƛ माइनस कोसाइन इनवसŊ एƛ कुछ नही ंबİʋ कोसाइन x 
इनवसŊ एƛ के फंƕन की िमरर इमेज की तलाश करनी चािहए, जो िक अगर आप िमरर इमेज को एƛ के एİƛस पर िमरर लगाते Šए
लŐगे तो यिद आप इसे नोिटस करते हœ  दूरी आधा आह होगी यह फ़ंƕन माइनस ऑफ़ कॉस ʩुǿम होगा,pi x 
 इसिलए अब आप ˙ʼ ŝप से सोच सकते हœ िक वे सभी िबंदु माइनस आधे िभɄ हœpi 
 इसिलए फ़ंƕन साइन इनवसŊ और माइनस कोसाइन ʩुǿम वे दोनो ंसमान िदखते हœ  इसका मतलब है िक वे वŢ के एक ही x x 
पįरवार से संबंिधत हœ , वाˑव मŐ हम 
एंटी-डेįरवेिटव या इंटीŤेशन के िवचार के िलए एक Ǜािमतीय ʩाƥा भी रख सकते हœ, िजसके िलए फंƕन के बराबर को y e e 
पावर तक बढ़ाएं,x 
 इसिलए यिद आप इस फ़ंƕन को के बराबर मानते हœ  ई को घात तक बढ़ा िदया जाता है, तो हम जानते हœ िक फ़ंƕन के िलए y x e
को घात तक बढ़ा िदया जाता है को बढ़ा िदया जाता है और सभी िवरोधी ʩुȋɄ का संŤह होता है या यह घात के िलए x x c x 
उठाए गए के अिभɄ का Ůितिनिधȕ करता है।e 

तो ई के सभी सभी िवरोधी ʩुȋɄ को शİƅ तक बढ़ा िदया जाता है जैसे िक ई को शİƅ ɘस तक बढ़ा िदया जाता है,  dx x x c 
वे कैसे िदखते हœ तो आइए मान के साथ शुŝ करŐ  के बराबर है तािक पहला िवरोधी-  ʩुȋɄ जो आपको िमलेगा वह ई को शİƅ c 0 x
तक बढ़ा िदया गया है मान लŐ िक यह िबंदु 1 है यह 2 है
 इसिलए हम कह सकते हœ िक यह अƗ यह अƗ है औरx y 
 इसिलए यह एक इकाई है और अƗ िबंदु एक आह शूɊ अʙिवराम है िफर शूɊ अʙिवराम दो और िफर आह इतने पर और आगे y 
तो यह तीन उस अथŊ मŐ चार है और इसी तरह यहां यह शूɊ शूɊ है और िफर इसी तरह और आगे और
 इसिलए यिद आप ई को सȅा मŐ लाने की सािजश करते हœ तो आप जानते हœ िक यिद आप  डाल शूɊ के बराबर है यहाँ आपको एक x 
िमलेगा
 इसिलए एक िबंदु यहाँ है आगे आप कुछ और मान डालकर कुछ अɊ मान ɘॉट कर सकते हœ जैसे िक यिद आप डालते हœ तो यह x 
एक के बराबर होता है और आप जानते हœ िक हम यह कहते हœ  Ɛा िबंदु के बराबर है,x 1 
 इसिलए आप जानते हœ िक मान 2.

Pru
tor
@
IIT
K



7 है
 इसिलए यह यहाँ कही ंहोगा ओ बीच मŐ इसे इस तरह सुचाŝ ŝप से जाना चािहए और इसी तरह अɊ मूʞो ंको आप ɘॉट कर सकते हœ
और जैसे ही ऋणाȏक बड़े मान पर जाता है, यह मान शूɊ हो जाता हैx 
 इसिलए अƗ वŢ के ˙शŊरेखा बन जाता है Ɛोिंक ऋणाȏक अƗ मŐ बड़ा हो जाता हैx x x 
 इसिलए यह है वŢ ई को शİƅ तक बढ़ा िदया गया है, इसी तरह अगर मœ यहां डालता šं तो अगले वŢ के बराबर होता है जो मुझे x 
िमलेगा ई को पावर एƛ ɘस वन तक बढ़ाया जाता है,
 इसिलए अगला वŢ ई को पावर एƛ ɘस वन तक बढ़ाया जाता है, मœ ई को कैसे बढ़ाऊंगा पावर एƛ ɘस वन िफर से अगर मœ एƛ 
डालता šं तो शूɊ के बराबर है जो मुझे िमलता है वह दो है, इसका मतलब है िक वाई अƗ के साथ चौराहे का िबंदु दो है और चंूिक दो 
वŢ समानांतर हœ
 इसिलए यह और इस मामले मŐ लाइन वाई है आह के बराबर है जो वŢ के िलए ˙शŊरेखा होगा और शİƅ ɘस एक को बढ़ा देगा, x 
इसी तरह से दूसरा वŢ मœ आपके िलए ɘॉट कर सकता šं, इस तरह से यह ई को शİƅ तक बढ़ा िदया गया है एƛ ɘस दो ई को पावर
एƛ ɘस वन मŐ बढ़ाया गया है तो अब आप Ɛा सामाɊ ŝप से अɊ वŢ भी नकाराȏक िदशा मŐ जा सकते हœ
 इसिलए यह को घात घटाकर बढ़ा िदया जाता है, यह राइज़ टू पावर माइनस दो हो जाता है तािक हम को c  urve e x e x e 
घात वŢ ऊपर की िदशा या नीचे की िदशा मŐ ˠाइड करके सभी वŢ Ůाɑ कर सकŐ , इस पर िनभŊर करता है िक İ̾थर एक x c 
सकाराȏक İ̾थरांक है या नकाराȏक İ̾थरांक अब अƗ के साथ चौराहे के िबंदु पर ȯान से देखŐ आइए इन िबंदुओ ंका नाम a  y 
बदलकर और इसी तरह आगे और आगे करŐ  और यिद हम Ȫारा का मूʞांकन करते हœ जो p naught p 1 p 2 p 3 dx dy 
िबंदु पर ʩुȋɄ है  हम कहते हœ िक से शुŝ करना से होगा, के से पावर सॉरी p naught d dx e dx x p naught is e 

माइनस एक माइनस वन तो आप को पावर पर पर बढ़ाup to power x p naught is e up to power x e x p 
दŐगे पी पर शूɊ शूɊ शूɊ है और
 इसिलए आपको मूʞ एक िमलेगा, इसी तरह आप पी एक पर डीएƛ Ȫारा डीई का मूʞांकन करते हœ,
 इसिलए पी एक पी पर एक आह इस िबंदु पर है,
 इसिलए यह वŢ के अनुŝप है ई के बराबर है जो शİƅ तक बढ़ा हैy x 
 इसिलए आप पाउ करने के िलए उठाए गए ई के डीएƛ Ȫारा डी Ůाɑ करŐ गे एर एƛ एट पी वन ई के बराबर ई के बराबर है एƛ पर 
पी वन एक के बराबर है पी दो पर मूʞांकन करŐ  जो ई से पावर एƛ ɘस 1 के अनुŝप होगा और वह भी वही होगा तो मœ Ɛा šं  मœ यहाँ
यह बताने की कोिशश कर रहा šँ िक  वŢ के इस पįरवार के Ůȑेक सद˟ के साथ अƗ के Ůितǅेदन के Ůȑेक िबंदु पर ˙शŊरेखा y 
की िदशा वाˑव मŐ एक के समान है यिद आप अƗ के समानांतर एक रेखा खीचंते हœ मान लŐ िक एक के बराबर है और उन िबंदुओंy x 
पर ˙शŊरेखाओ ंका मूʞांकन करŐ , तो आप महसूस करŐ गे िक Ȫारा मुझे इस िबंदु को घात माइनस वन के अनुŝप कॉल dx dy e x 
करने के िलए कहता है, मœ इसे के ŝप मŐ को घात तक बढ़ाए जाने के ŝप मŐ कšंगा वŢ मœ के ŝप मŐ कॉल q n n e x q 1 
कŝंगा और इस वŢ के अनुŝप मœ इस को और के समान कšंगा Ɛोिंक q 2 sp naught p 1 p 2 dy by dx q 

से के से पावर घटाकर शूɊ पर आएगा।naught d e dx x q 
 जो शूɊ और q p .
 पर घात के बराबर होगा मŐ यह मान 1 के ŝप मŐ है औरe x oint q naught x 
 इसिलए इसे तुरंत के ŝप मŐ घात 1 तक बढ़ाया जा सकता है जो िक है और इसी तरह के मामले मŐ आप Ȫारा e e q 1 dx q 1 
पर का मूʞांकन कर सकते हœ , से घात तक आ जाएगा ई का ʩुȋɄ शİƅ तक बढ़ा िदया जाएगा, िफर से को िफर सेdy e x x x 
बढ़ा िदया जाएगा Ɛोिंक मान समान हैx 
 इसिलए आपको मान िमलेगा,e 
 इसिलए Ůȑेक िबंदु पर ˙शŊरेखा की िदशा आप पाएंगे िक ढलान ई समान है यिद आप चाहते हœ  आप यह पता लगा सकते हœ िक परx 
मान माइनस वन के बराबर है और आप पाएंगे िक इस िबंदु पर ˙शŊरेखा िदशा कुछ भी नही ंहै, लेिकन ई रेज़ टू पावर माइनस वन आर 
वन बाय ई तो Ǜािमतीय ŝप से यह Ɛा ʩाƥा करता है िक एक फ़ंƕन के िलए  यिद आपको वŢो ंका पįरवार िमलता है तो यिद 
आप वŢो ंके पįरवार की सािजश करते हœ और ऊȰाŊधर अƗ के समानांतर रेखाएँ खीचंते हœ जो आम तौर पर अƗ होती है तो पįरवार y 
के Ůȑेक सद˟ के साथ उस ऊȰाŊधर रेखा के चौराहे िबंदु पर ˙शŊरेखा समान होगी,
 इसिलए अंत मŐ हम  िफर से देखो 
Ɨेũ की सम˟ा के मामले मŐ तीन को िचि˥त करŐ  िजसे हमने माना था िक अब अिभɄ Ůितिनिधȕ के Ůतीक मŐ कुʥाड़ी के ŝप मŐ िलखा 
जा सकता है, शूɊ से तक एकीकरण के बराबर है िजसे हमने वगŊ के ŝप मŐ दो के ŝप मŐ Ůाɑ िकया है,xxdx x 
 इसिलए इसे िनिʮत अिभɄ के ŝप मŐ पįरभािषत िकया जाता है 
यिद  आपने देखा िक यहां दो मान हœ जो शूɊ के ŝप मŐ िलखे गए हœ और इɎŐ िनचली और ऊपरी सीमा के ŝप मŐ जाना जाता है, िजसेx 
आप इस पाǬŢम के बाद के आधे भाग मŐ सीखŐगे,
 इसिलए मœ संƗेप मŐ बताऊंगा िक हमने आज जो िकया है वह यह है िक हम इंटीŤल की पįरभाषा को समझ गए हœ।
 यह भी समझ मŐ आया िक एनटी ʩुȋɄ या इंटीŤल का िवचार Ɛा है 
और अंत मŐ हमने देखा िक इन इंटीŤल का Ťािफकल Ůितिनिधȕ Ɛा है,  वŢो ंका पįरवार है
 इसिलए अगली कƗा मŐ इन मूल बातो ंका उपयोग करके हम यह पता लगाने की कोिशश करŐ गे िक मœ यह समझने की कोिशश कŝंगा 
िक कैसे पता लगाया जाए कुछ फलनो ंके समाकलन हम कुछ सूũ िवकिसत करŐ गे और उनका उपयोग कुछ सरल फलनो ंके समाकलो ं
का पता लगाने के िलए करŐ गे 
और िफर कुछ अɊ के िलए जिटल कायŊ धɊवाद 
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