
ङߕపܽ ఉపߘ࠭ సం࠭࠲ ࡹ
అߝక ఇతర ఉ޳హరణలߘ కۨऐ త࠳న సమऴڴల అనछ ङߕఈ ఉప ࠭ࢡ۫ ڴߩం࠼ సంݞږ ࡹ అڼ࡮ 
फࣃڵࣃనڜ ࠭, ఇ޴
ऒߖڜ ࠭࠲  సమసङ లߘ పࡍషए ړసం ޶ం࠭ ۯంࠚరంߦంచడం ऴࡍ ऱషद࠳న సమసङ లߘ పࡍషए  ڕࠬ ࡹంచడంࡍ
సࣔయం ࣆۯफం޴ 
ఇపओ ఉనऒ ࡯ڵࠫ ڔܽ  ఒక ࠙వనڕࣆޓ ߘం޳ం మ࠾ࡍ 
नܘऱڝ   ఇంటࡓछ ऐࡏߝ ࠭࠲ ߖంܼమڕࣆޓ ړࡹగణࡍప ߖ ߤఫంࣾ ݦఉం ڴయంࡌరంతߖ ࡹ ࡽ ంܼ࠭ abڕ fx 
మ࠾ࡍ సరళత ڝసం ࢟ܽ܊ߦ ࠭࠲ అڝࣆޓ ߖవ۪ऐ ऐࡍచ ߘߝ ߗڒ  ంచࡃࠓ ఫ࡯తం fx 
ంచవ۪ऐڵݟ߰ ڴలభంࣆ ࡮ۧ ړ ߤఫంࣾ ߕ޼ఏ ݦఉం ڴయంࡌరంతߖ
ఉండక߱వ۪ऐ ڴలంږߘࣃ ޴అ ߗڒ भ޳ڶ ߘఖࡔబܽद మనం వऴకڒ   ం ఇ޴ ఈܘ ఈڙछ झࡽ  x x ޴ఇ ࠉ ܿ 
ఈڙछ झࡽ ࣒޴ ܿ 
ఈ࣒ ఈకछ झࡽ  ܿ 0 మ࠾ࡍ ఇ޴ ఈకछ झࡽ  ܿ ఎࠆఎڡझ  ఈy y ࡏࠬ బܽदڒ ,
ऴߦంߖޑऒ  సమऴగ ߘంࣃۨࣇ ޜ ݟफ రంతరa bfxdxߖ  ޙ࠼అ ߤన ఫంࣾࣄ࡯ޘ ڕࠬ బܽदڒ ࡏ
ఇࡌ࢑ ޴మం߯ ߖ޳ బంߖ߄ऒ ऱߦ ఈ ࡏࠬ బܽदڒ ޴ంܿంڕࡏۯ  ݟంߘ ݋
ఇ޴ ఫంࣾࡅ ߤకए  గࡍషद ࡱ࢑వ అߖ ۫డవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇ޴ ఏ޾ ఒక ࠼ߦం݋ వదभ సࠪనం వదभ x c   
పओۮ ߖందݟంచబ߅ࣃ ంݟ మ࠾ࡍ ఇۮ ߘߝ ޴పओ ంݟ  ఫంࣾࡅ ߤకए  కߖషद ࡱ࢑వs 
ఏ޾ ఒక సమయం߅ࣃ ࡹంచబݟనړ ޴ సࠪనం అޙ࠼ మనڕ ఈ ࠼ߦం ऱܿ అవసరం ޶ࡶx d
ओߩఇ ߘߝ  ߗڒ फ ۨనऒޔఈ ఎ ࠾ࡍమ ߘࣃऴ࢐ ݦ फ ۨనऒޔఈ ఎ ޴  మ࠾ࡍ ఈ ఎޔफ ߭దभࡏࠬ ޴  ఇ޴ m m m 
పచऐ ంతంߦऴ ݭݥࢺ ߖ
అڝࣆࡱޘ ߖంݟ  ఇ࢐ ޴సफవ ऴߦంతం ఇ࢐ ޴సफవ ऴߦంతం మ࠭࠲ ࠾ࡍ అం޴ంۨన ఫంࣾڝ ߤసం ࡅ ߖ޵కए  
పߖޒࠫࡍ కߕھߘలڕߘంܿߕऒ ࠭
ऱߦ బܽद ఈڒ వదभ ఉనऒ ߕ ంతంߦ࢐సफవ ऴ ࡏࠬ ݟంߘ ݋  ఈ ऴߦంతం కం݄ ఎలऱߩओ एڕఎ ݢ వڴ ఉంܿందߖ 
డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ  
అసࢡ࢙ ࡱలङ ంۯ ݭࢺ ޜయబݟన޴ ఈ ऴߦంతం కం݄ ఎలऱߩओ एڕఎ ݢ వڴ
ఉంܿం޴  నߩࡱ రంۯ ݭࢺ ޜڷయబݟ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ ޵ర डచޔరऴసం ࡅకए లङࢡ࢙  ం ఎంత అߖ 
۫డటం ۧࣆ ࡮లభం
, ఈ ޵ర डచޔరऴసం ࡅకए  ఎޔफ ۨనऒ  ۨనऒ  మ޵ ࠾ࡍర डచޔరऴసం ࡅకए ओࡱడࢗ   బܽदm m b aڒ న࣒࠳ 
ۨనऒ ర޵  डచޔరऴసం ࡅకए  ऴߦంతం  ߘం࠳ ݟన࣒ అޔ࢓ం޴, ఇߩओ మघࠒ మనం ఈ ݡ भ޳ڶ ऱࢁమ ߘ ం m b 
ఎం޶కం݄ ߖ޵
అర ݟంߘ बం ڝࣆۯవడం ۧړ ࡮ ऱషदంڴ ఉంڒ ޴బܽद ࠬڕ ఇ޴ ఇ࡮ ఉం޴ ఇ޴ ఒక ڒబܽद ఈ ఆڕపచऐ  b ݭݥࢺ 
ऴߦంతం ࢐సफవ ऴߦంతం ڒబܽद  ࠬߘ ࡏంݟ ۫డవ۪ऐ  
ఎߩࡏ రంۯ ݭࢺ ޜڷయబݟన ޵ర डచޔరऴసం ࢙ࢡలङ ం కం݄ ࢐సफవ ࢙ࢡలङ ం  ఎలऱߩओ एڕత ݢ వڴ ఉంܿం޴ 
ओߩంతం ఎలऱߦऴ ࡱబܽद అసڒ ޜڷరం ߩࡏఎ ݢ
ర޵ నݟయబۯ ݭࢺ डచޔరऴసం ࢙ࢡలङ ం కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ 
ङڒ ࢓ఈ ߰డ ࠾ࡍన࣒ మ࠳  ࢓బܽद ఈ ߰డڒ  బܽद ఈp a mڒ ࡽటߧ
ऴߦంతం ఎలऱߩओ ఇకए ,޴ంޔݡయబۯ తంࠫࡍప ޜణంࠪࡍవన ఈ పڷ޴ ࠾ࡍన మ߯ ݢ డ అࡌ࢑  ޴ߝమంm 

కएࡅ ߤంۨన ఫంࣾ߅ࣃ ࡹ  గࡍషद ࡱ࢑వab 
మ࠾ࡍ ۨనऒ  అ޴ߝ కߖషद ࡱ࢑వ  ࡌ࢑మం ࢢߖ ࠪڒऐ త సమऴగ࠳న ࡅకएm b  a to bfxdx 
ఈ హ޶भలߘ ఎ࡮ ߰ంࡹ޳ ఒక ఉ޳హరణ ۫޳भ ం, 
ऒߖ޵ ࠭࠲ ऐࡔࠪ ߘफࡏڷ ߖ޳   ࡏࠬ ޙ࠼అ ,࠭ࣃۯ సంڝ ߤరంతర ఫంࣾߖ   ఏߕ޼  ఫంࣾڝ ߤసం ߖ޵ऒ ࡮ۧ 
ంచవ۪ऐࡍ࢑సफ ړ ڡ܊࡮ ఈ ڴలభంࣆ ,
ऒߖڜ బܽद మనంڒ .ం޳ంڕࣆޓ 
 ఉ޳హరణړ మ࠾ࡍ ఖۨऐ త࠳న సమऴగం ࡅకए ,ݟడం۫ ࡹߕھߘక ࡮ఎ ߘ ݭంࠔ 
పओۮ ߖన࣒ అ࠳ పవ࡛ 2 ݟంߘ హరణ 0޳బܽद ఉڒ ంڒ ݟబܽद ఇ޴ ఇ޴ అࣾం ఆ߯ e x dx x y e
పవ࡛ ࠳న࣒ ఈ వऴకࡔఖڴ ఉంܿం޴, ఇ޴ అۮ ߖపओ ऒߕࣆ  సࠪనం ړߖݞ  వ  అం݄ ࡓంړݡ సࠪనంx x x 
లङࢡ࢙ ࢐సफవ బܽदڒ ం హ޶भలߘ కھߘనړߖݞ ఇ޵ ޴ర डచޔరऴߖࣃऒ भ޳ڶ  ం ڒబܽद ఫంࣾߤ
ऒߕࣆ ߘవࡱ࢑ షदࡍవ గࡱ࢑  వదभ ڕࣆޓంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఎలऱߩओ एڕకం݄ త ߖ޳ ݢ వڴ ఉంܿం޴
ఈ ఎޔफ ࡅకए  ఎޔफ ఎంత అ޳ ߖ޳ ߝछ ऒߕࣆ  ޴ంޔݡంచబޒయంऴߖ ࡌ  ఫంࣾߤ వదभ ఫంࣾߤ
ओࡱడࢗ ఈ ࠾ࡍఒకܽ మ ݭ࣌ బܽदڒ న࣒࠳ వ పవ࡛ࡱ࢑  బܽदxڒ ݡంࡓ 
ఈ ऴߦంతం ࡅకए  ఎڷవ  ࠔంࡹ ݭయ࡛ ࠔంڝ ݭసం ࠭࠲ ఈ ޵ర डచޔరऴߖࣃऒ ࡯࠻ڶ 
మ࠾ࡍ ఫంࣾߤ అంతܼ తڷठޔనऒ ం޶న తڕए వ ࠔంݭ అޔ࢓ం޴
ఈ ޵ర डచޔరऴసం ࡅకए లङࢡ࢙  ం ޳छ ఇవछ ࡌ బݟం޴ ఇ޴ వదभ ఉనऒ  సࠪనం అం݄ x ڕవࡱ࢑ ߤఫంࣾ ݡంࡓ 

పవ࡛ ࠳న࣒ ࡓంڒ ݡబܽद ఈ ఎޔफ ఈ ఎޔफ పవ࡛ ࠳న࣒ ࡓంڒ ݡబܽदe e 
నߩࡱ రంۯ ݭࢺ ޜڷయబݟన ఈ ޵ర डచޔరऴసం ࡅకए లङࢡ࢙  ం పవ࡛ ࠳న࣒ ࡓ ړంڴݡ ఉంܿంࡓ ޴ంݡ 
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ఈ ࡏࠬ బܽदڒ
ఫ࡯తం ఇకए డ ఏߕ޼ సమऴగం ࡅకए  ఎڷవ మڷ޴ ࠾ࡍవ హ޶भలߘ కھߘనడంڕࠬ ࡹ ఎ࡮ 
సࣔయపޔݡంࡏࠬ ޾ ۫డగలࡏ m
అ޴ߝ ఫంࣾࡅ ߤకए  గࡍషद ࡱ࢑వ మ࠾ࡍ అ࠭࠲ ޴ߝ ఫంࣾࡅ ߤకए  కߖషद ࡱ࢑వ m f 

࢑ంۧ࠭.th࠙ ߖఉంܿంద ڴరంతరంߖ ߯
नܘऱڝ   ఇంటࡓछ మనం ఈ చరऐ ࡽ  ంۨ,  e abڵ࠭ ߘ

࠭ం޳ڷࣃ ڕ޶ం మڙࣅ ࠾ࡍछ झߤ ఖۨऐ ߖࡹ  త࠳న సమऴڴల߯ మߖڜࡍऒ  ఇతర ࢐ङ షएࡍప ߘలࠪ࠻ भ޳ࡍ ం
ࡎߖ    पత సమऴగం߯ ఒక ఉ޳హరణߘ ప޳࡯ࢣࡍभ ం, 
ఒకܽ పऱ࣒ ۃ࡮ సగం ݟంߘ న࣒ సగం࠳  ఒక ࠳న࣒ ࡮࠮ङ ంకనం వࡵ ఇవछ బݟం޴.x xdx 
 
ఇకए ࠭࠲ డ ۧࡎ࠙ ࡮ ఫంࣾߤ లߘ కڵ࡯ ఉనऒ ం޶న ఇړ ࡮ۧ ޴ ऱషदంڴ 
ఉనऒ ం޶న సమऴగతߘ ऴ޳࢐भ ం.
  ఆࣣ
ఇ޴ ࠪ ఫంࣾߤ లݞږ ࡹ సంబంధం కڵ࡯ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬۃ࡮ ࡏ వߤ పऱ࣒ న࣒ x࠳ ߤవ ۃ࡮ ߤఆ ۃ࡮ ߖ  x 
ޙ࠼నటऱࣄ۫
అ޴ అࡏࠬ ߖ ఊࣕ࣋फ, ࠳న࣒ ࡅకए  ఒక ࠳న࣒ ࠬద ఒక పऱ࣒  hx x h x x.޴ంޔ࢓అ ۃ࡮ 

కएࡅ ۃ࡮ న࣒ ఖۨऐ࠳ న࣒࠳ ۃ࡮ న࣒࠳  త࠳న సమऴڒ ࡱڴబܽदx 1 X  
ࠬ ۨవࡍ సమऴగం ࠳న࣒ సగం ߘంݟ సగం ھపओ पࡌߪ  ంకం ఫంࣾߤ xdx
పओھ  బܽदڒ पࡌߪ  ంకం ఫంࣾ0 ߤ మధङ पࡌߪ ࣾࡎప ޴బܽद ఇڒ ޴ంܿంڕࣆޓ ߘవࡱ࢑  ంకం ఫంࣾߤ
 వࡱ࢑ న࣒ 1࠳ ړߖ࢐సफ࢐ ړ1  ݟంߘ న࣒ 1࠳ అం݄ ڕవర 0 ݟంߘ న࣒ సగం࠳ ఆ߯ ڕవర 1 ݟంߘ 0
పޔݡం޴.
బܽदڒ 
ఇ࠳ ޴న࣒ సగం ߘం0 ݟ వరڕ ఉంܿంڒ ޴బܽद  ࢑ۨ ߖߖ޳ ࠭࠲ऑ నऒ ం ࡯࠻ۯ ఎం޶కం݄ ఫంࣾࡔ࢘ ߤछ  ࡏ
వङ వࡔ࢘ ࡹ߅छ బܽदڒ ޴ంܿంڕࣆޓ ߘవలࡱ࢑ ࡏ
మన࠳ ڕన࣒ ఒకܽ ߘంݟ వరߕࣆ ڕऒ ऒߕࣆ బܽदڒ ޴फంࣆవ ړߖڴస ݟంߘ  ऒߕࣆ వࡱ࢑ ړߖڴస ݟంߘ   dx 
అޔ࢓ంڒ ޴బܽद మనڕ
ऒߕࣆ  వࣆफంڒ  ޴బܽद ࠳న࣒ ࠳న࣒ సగం ߘంߕࣆ ݟऒ ऒߕࣆ ޴అ ړ  అޔ࢓ం࠳   ޴న࣒ ߕࣆऒ  అޔ࢓ం޴, x 
ఇߕࣆ ޴ऒ  అޔ࢓ం޴, ఆ߯ ఇం࠳ ࡹ޶న࣒
 పऱ࣒  అޔ࢓ం޴, ఆ߯ మࢁऱ మ࠳ ࡗన࣒ అޔ࢓ంڒ ,޴బܽद ࠬ࠳ ڕన࣒ సగ࠲ అంޒమ సࠪ߄నం ڒబܽद ࠬࡏ
ړ ࡮ۧ ऱషद࠳న ఖۨऐ త࠳న సమऴڴల ڝసం ఎ࡮ ۫డగలࡏࠬ ࡏ ऴߦపࡎ दలߘ ఉప࣋ڵࡆफ అࣆ ࡮ۧ ޴లభతరం
అޔ࢓ం޴ 
ए࣋ ݟంߘ ߯ న࣒࠳ छ ङ࡮࠮ ߧ࡯క ޜ1 ߖ ࡛ ంకనం ࣋ۯ ऴకమంࡹ మࡖక ఉ޳హరణ ڕࣆޓం޳ం pi cos x dx
1 ప ऱ࣒  పవ࡛ a x
ऒޒకం݄   మనం ऴపయ޶ఎం ࡯࠻ۯ మనం ఏࠫ ޙ࠼క అߘక ,޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ࣋फ  సࣄࠐ ࡍ ఫంࣾߤ x 
घࡏ߷ ࡍవ ࡮ फంపܑయడం వలన
ఇ޴ పۯ ߖయ޶ ఎం޶కం݄ ࣋ए छ ࡛ సࡍ ఫంࣾߤ అޙ࠼ ఇ޴cos x 
ఒక పవ࡛ ܿߦ ޜ ఆࣄफݞږ ߖ సంతృߧफ పరచڒ ޶బܽद ఇ޴ వࡍ फంచڒ ޶బܽदx
࠭ంڴ޶ మనం ࠳ ߖన࣒ ޜ భࡎ फ ޳۫ ࣄۯभ ం  ࠳న࣒ x t x t
అ࠳ ޙ࠼న࣒ మ࠳ ߘߝ ࠾ࡍన࣒ వదभ ఉంܼߘ అ޴ అޔ࢓ం޴dx dt pi pi 
మ࠾ࡍ వదभ అ࠳ ޴న࣒ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࠬࡍ࢘ ࡏయࡍࠪ  ߖ ࡽࠋऐ న తࡌछ త ఇڜ ޴తफ పࡱޔࠫࡍpi pi 
మ࣒ڒ ࡏࠬ ࠾ࡍ ࣋ए छ  న࣒t dt  dx dt࠳ బܽदڒ న࣒࠳ ޜफࡏڷ న࣒࠳ న࣒࠳ ࡛

ए࣋ ݟంߘ న࣒࠳ छ న࣒  ప࠳ ࡛ ऱ࣒  పవ࡛ ࠳న࣒ dtx  c cos t a t
బܽद ఇకएڒ సࠪనం ߘߝ బܽदڒ డ ࠬڕ ऴపږޒల ࡏڷफ ఉనऒ ం޶న ࠬࡏ
పޔࠫࡍలߘ ࠪరऐ వ۪ऐ ऒߖޑښల సంږߘࣃ ࡏࠬ బܽदڒ   ߰ందవ۪ऐ  pi pi ݟంߘ న࣒࠳ ࡏࠬ బܽदڒ 
వరڕ ߰ంࡏޑ޶
ऐࡍࠪ ߘలޔࠫࡍప ࡏࠬ , న ࢗంటߝ ఈ ࠳న࣒ ࡏڷफ ࢑సघ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబࡍ
झړ࠻ న࣒࠳ కएࡅ ࣒ छ޳త ,ࡏ޳ం߰ ߖ  న࣒cos x cos࠳ న పవ࡛޶నం࠼అ ࡽࠋయࡍ࢘ ࡰړన ࡏࠬ ࡌ t  

tࡏޑ޶ం߰ ߧ࡯క ޜߖ޳ఒక ߖ ړ dt
మనం ऴ࢐యవ۪ऐ  మ࠾ࡍ లవం మࡹ ࠾ࡍ సంఖङ ంచవ۪ऐdށڷ ޜ ߯ t
ఎߝࠫߠట࡛ ڒబܽद ࠬ࠳ ࡏన࣒ ߘంߖ ݟ ߰ందంݟ మړ ߖ ࠾ࡍ ࠪరऐ ంݟ ఎం޶కం݄pi pi  t x
ఇ޴ డࠬघ ओߩఇ ߘߝ फ࣋ݟܔ ߘలހసࠬకర ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ࡏࠬ బܽदڒ  ऒߖ޵ ݡ  ఇ࡮ ऴ࢐యగలࡏࠬ ߘ 
ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ సࠬకరހల࣋ݟܔ ߘफ 
సరछ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ న࣒࠳ ߘߝ ݡంࡓ  ࡏࠬ piࡏࠬ బܽदڒ రణం߄ࣃ a to the power xdx 
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ङߙ మࡔట࡛ ړ ࡹ ఒకܽ ܿߦ ޜ ఎݞږ ߖ޴ࠫߖ ߰ంڒ   ࡏޑ޶బܽद ఇ޴ ర޶भ ۯయబޔݡం޴ మࡏࠬ ࠾ࡍ x
ఇߩओ  ࡏడగల۫ ݡ
cos x
అۯ ࡏࠬ ޴ߝయగڵ࡯న పࡓ ړ0 ړ0 ݞږ ߖంࡏࣃݡऱ మ࠾ࡍ cos
చదరࡓ ړ ߩంࡏࣃݡऱ ऴ࢐యంࡏࠬ ,ݟ x

కएࡅ  ऴڝޒణࠫޒ  లࣾހలߘ ఉపڵࡆంచడం ޳छ ంచవ۪ऐࡍ࢑సफ ࡌ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖ ࡏࠬ బܽदڒ   cos x dx
ఇకए ࡏࠬ కం݄޶ఎం ,޴ంޔ࢓వ అࡱ࢑ ߖ޵ బܽदڒ డڕ వۨऐ న޴ ఇڕࠬ ޴pi x 

మߖ ࠾ࡍ ఇࣆफం޴  మࡱ࢑ ߖ޳ ࠾ࡍవ   0 వదभ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद pi cos 2 x sin to x to 2 pi 
ۨవరڕ
ఇకए ߖ ࡏࠬ డ ߰ంڒ ࡏޑ޶బܽद అ޴ߝ సࠪ߄నం మనం మࡖక ఉ޳హరణ pi i is pi to pi by 2 
గణనڕࣆޓ ߘం޳ం, ڒబܽद ࠬࡏ ఈ ఆࣄफߖ a to bfxdx
ప  ݟంߘ  ࡯࢐ڝफం۪ࡏڷ ߖ ऱ࣒ ऒߖ޵ బܽदڒ సࠪనం ړ న࣒࠳  a bfa b xdx ߝంటࢗ ࡏࠬ  pi
ऴ࢐యవ۪ऐ ڕవర ݟంߘ ࡏఆ ݟంߘ छ޳   ప 1 ࠑ ݡ࠮ ࡌ ऱ࣒ छ޳  ప 3 ࡌ ऱ࣒ छ޳   p i dx pi pi޴ఇ 6 ࡌ
60 ఇڒ 30 ޴బܽद ࠬ޳ 2 ߖ ࡏछ ప  ࡏޑ޶ం߰ ࡌ ऱ࣒  ఇ޴ pi a a plus b pi
2.
 pi x pi pi dxࠑ 3 ࠑ ݟంߘ 6 ࠑ ݟంߘ  సࠪనం ߝంటࢗ ߘߝ బܽदڒ న࣒࠳ 2 ࠑ బܽदڒ 
వߤ పऱ࣒ పऱ࣒ ߤవ ࠑ ߤܼ ݋ࡐ ందړ ݋ڒ ݋ࡐ ందړ  ऴ࢐యవ۪ऐ ߖంద అړ ߤܼ ݋ࡐ   ఇߩओ  x x xdx ࡔస ݡ
అߘߝ ޙ࠼ ఒక ప޳ۯ ߖभ ం
నߘऒ  ఇకए డ ݟܔంۨ ࣃ࢘ࣄޓफ న࣒ i pi࠳ 1 3 ݟంߘ 6 ࠑ 6 ࠑ ޴సࠪనం ఇ ړ ݟందం߰  ࡏࠬ బܽदڒ ߘ pi pi 
ऒߖ޵ మనం ޴బܽद ఇڒ ంచవ۪ऐ܊࢑భ ڴࡱڴ࠙ ݡంࡓ  ࡮బܽद  ఇڒ 
ఒక సమऴగం తࡌछ త మࡖకܽ ޳छ छ޳ ݟంߘ ࡏఆ ࡌ  pi piߧ࡯ఒకܽ క ݡ࠮ ࡌ
 సࠪనం xdx ړܽݟంࡓ ఒకܽ ࡹ ࡽఈ ఇంܽऴగ ߘߝ ݟందం߰ ݡంࡓ ࡏࠬ బܽदڒ ߘߝ ऱࢁమ ޴ఇ ߤܼ ݋ࡐ  ందړ
అం݄ pi
झڡࣄ ࠑ న࣒࠳ ݡ࠮ ऒߜప ࠑ ߘߝ బܽदڒ  ంڒ ,ݡబܽद ߘߝ pi pi 

పऱ࣒ ߤవ ۃ࡮ 4 1 ࠑ ం.pi tan xdx޳ంڕࣆޓ హరణ޳క ఉࡖమ ړߖݞయ࢘ ߕఅంచ ߖ 
 
ఈ ࣇऴߖޑऒ  వࡍ फంపܑయంڒ ݟబܽद ఇ1 ޴ ప ऱ࣒ సࠪనంtan pi x dx ړ న࣒࠳ 4 ࠑ 
ఇߘ   ޴ం޳ ݟछ छ޳ ల ۃ࡮ ڷࡱߕ ڕవర ݟంߘ  ࡌ పऱ࣒ ߤవ ࡌ 0 ߤܼ ߯ߖ޳న࣒ ఒక࠳ ߤܼ  pi 4 0 pi a b a
ప 1 ࠭࠲ బܽदڒ  ޴ంޔ࢓అ ߤܼ న࣒࠳ ऱ࣒ ప 1 ߖ 1  ऱ࣒  b plus tan a tan b minus tan x tan x

ऒߕࣆ फ࣋ݟܔ ߖߖ޳ ߖڜࣆޓ ࡏࠬ ޴ఇ ,࠭ޑ޶ం߰ ߖ ऒߕࣆ ړ ݟంߘ  dx.޴फంࣆసࠪనం వ ړ lcm pi x  dx 
  ఇ޴
ࠬ మ࠾ࡍ అంతڕ ࠭ంߘ 0 ߘߝ ޶ం1 ۃ࡮ 4 ࠑ ݟ ప ऱ࣒  10 ఇߩओ  i pi xdx ޴ఇ ,ߧ࡯క ߗంܽݟంࡓ ࡏࠬ ݡ
,ޙࠉۮ ߖఅ ݡంࡓ
ఇߘ࠭ ࠬ ޴పܽ సࠬకరణం ఒకܽ ڒబܽद ࠬࡏ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ కڕࠬ ޙߧ࡯ ఐࡓ ړంࡓ ݡ ऱܿ వࣆफం޴
.
ऒߕࣆ   छ޳ ల ۃ࡮ ڷࡱߕ ړ ݟంߘ  ఒకܽ పऱ࣒ ࡌ pi ߤܼ  x

 ప ऱ࣒ ప 1 ࠆఆ ۃ࡮  ऱ࣒ ఈకछ ݡంࡓ ࡏࠬ బܽदڒ ߤܼ  झࡽ పऱ࣒ ߤవ ܿ ܿ ߨ ܿ ࡗ܋ ܿ   d xdx, iߤܼ 
ఇߤ వߤ పऱ࣒ కएࡅ  ޴ఇ ߤܼ  x x dx 2  dx 4 ݟంߘ  ړ ۃ࡮   0 pi

छ޳ ۃ࡮ ޴సࠪనం, ఇ ړ  pi i 2 ߤఇ ݀ ۃ࡮ ݡంࡓ ڷࡱߕ ࡌ
छ޳ ݡంࡓ ۃ࡮ ޴ࠫߖబܽद ఎڒ సࠪనం ړ ࡛ࠂ  ࠑ  బܽद pi i pi iڒ ం޳ంڕࣆޓ హరణ޳క ఉࡖమ ࡌ

ङߪకం ݟనంھߘక ߘవࡱ࢑ ऒߖ޳ బܽदڒ ఐ ݋
࢑సफࡍంపܑ޳भ ం ڒబܽद ࠬ࠳ ࡏన࣒ ߯ ߘంࡓ ݟంݡ ߯ ఒకܽ పऱ࣒ ए࣋ ࣒ڒ  छ  pi x sin x xdx x pi ݡంࡓ ࡛
ఒకܽ పऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ఇ޴ అۮ ߖపओ ంݟ మ࠾ࡍ ఇ޴ అۮ ߖపओ ంڒ ݟబܽद అం݄ ࡓంࠑ  ݡ cos x fx gx fx x 
వߤ పऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ అࣄࠐ ޴ߝ ఫంࣾߤ , ఇࡅ ޴కए  బܽदcos x fxڒ సࠪనం ړ న࣒࠳ 
ࡍߖ సంڝ ల ߤఫంࣾ ࣄࠐ भషद సమऴڴల లࣾߖހऒ  ఉపڵࡆంచడం ޳छ ऒߕࣆ ޴ఇ ࡌ  అޔ࢓ంࣄࠐ ,޴ అޙ࠼  fx 

అޙ࠼ సమऴగం ߕࣆऒ  అߖ మనࣆࡱޘ ڕfx 
ऒߕڕࡏۯ ړ ࡽఈ ఇంܽऴగ ࡏࠬ ڕవరۨ ࣄࠐ ޴బܽद ఇڒ ࣄࠐ ࡏ
పऱ࣒ ߤవ ࠑ ݟంߘ ߯ న࣒࠳ ࠬ బܽदڒ  ࣋ए छ ࡛ i pi 2 x sin x cos xd

ఇߩओ ओߧۮ ࠭࠲ ݡ న ऱܿڴ ఇ޴ అۮ ߖపओ వ۪ऐ  ఎం޶కం݄x gx gx 
ఇకए  ޙ࠼న࣒ ߭ܽदనటऱ࠳  ࡏࠬ డ ࠬࡓ ࡏం࠳ ݡన࣒ ࣌ߤ ఆ࠳ ࠆన࣒ ࠑ వߤ పऱ࣒ ए࣋ ࣒ڒ  छ న࣒ x x x x࠳ ࡛
పऱ࣒ ߤవ ࠑ ߤ࣌ ݡంࡓ ࡏࠬ బܽदڒ ए࣋ ࣒ڒ  छ ࡛ ߰ంࡏޑ޶, ఇ܊ ࠬ ޴ఎڡझ  x x xߘߝ బܽदڒ 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ ڕవర ݡంࡓ ߯ ݟంߘ  ࡓ ݡంࡓ ړ ऱܿ సࠪనంڴ ఉంܼߘ x sin xdx by one plus cos 

 square x࠭࠲ బܽदڒ
ऒߖ޵  అߖ ऴ࢐యగڼ࡯ ऴߦపࡎ दߖ ఉపࣆڵࡆफߕऒ ऒߖ޵  ࠭  gxdx 
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ऒߕࣆ ऱ ऴ࢐యవ۪ऐࡏࣃݡంࡓ ړ ړ  ఇߩओ agxdx࠭࠲ బܽदڒ ࡯࠻ۯ ऱ ఏࠫࢁమ ݡ
ఈ లࣾߖހऒ  వࡍ फంపܑࣃफ ऒߕࣆ బܽदڒ ,࠭ ऒߕࣆ ݟంߘ   afx dx af  xdx 0 2 ޴బܽद ఇڒ న࣒࠳ ఒక ݟంߘ 
న࣒ pi pi x xdx࠳ ߯ ߤ࣌ న࣒࠳ ݡంࡓ ݟంߘ
ఒక߯ߖ޳  సࠪనం  అదనంڴ ࣋ए छ ऒߕࣆ ڷࡱߕ ߖ ࠭࠲ న࣒࠳ ߯ ࡛ న࣒ cos x i࠳ ݟంߘ  pi pi x

 pi x sine x cos pi minus x cos xޙ࠼న࣒ అ࠳ ࠾ࡍన࣒ మ࠳
అ޴ చޔరऴసం ڒబܽद ࠬࡏ ఇߩओ ంచడం cos square xݟܔ ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ࡏޑ޶ం߰ ߖ   ऱࢁమ ݡ
छ޳  బܽद cos x t xdx dtڒ फ సࠪనం࣋ۯ भ޶ర ߖߖ޳ ߘߝ బܽदڒ పంߦ న࣒࠳ బܽदڒ  ݡంࡓ ޴ఒకܽ ఇ ࡌ
ߘߝ
న࣒ pi, cos pi xdx dt dt࠳ ࡏࠬ బܽदڒ న࣒࠳ పంߦ న࣒ ఒక࠳ ఒక ޴ఇ  ݡంࡓ వదभ ࡗ܋ ࣒ڒ
ఒకܽ పऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ߰ందం࠳ ݟన࣒ ࡏڷफ ఉనऒ ం޶న ࠬࡏt 
పࡏࠪ ߖޒࠫࡍऐ ఒక ప ߖ ఒకܽ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳ ࡏࠬ బܽदڒ ,సࠪనం ړ ݡంࡓ ޴ఇ ,ޙڵ࡯గڝ ऱ࣒  pi dt t 
࣋ए छ ߘߝ బܽदڒ ࡏޑ޶ం߰ ޜ ࡛
pi t pi pi pi by 4 i 2 ࡏࠬ బܽदڒ న࣒࠳  న࣒࠳ 4 ݟంߘ ఒకܽ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳ మࡹ࢑ ߤܼ ݡంࡓ

న ࣋ए࠳ఈ  సమऴగ ࡏࠬ బܽदڒ ࡏޑ࢓సࠪనం అ ޜ ړ छ ऒߖߕ߄సࠪ ޴ޔ ࠬ ړ ࡛  ߰ందంݟ,pi   pi 2 pi 
మనం ߕࣆऒ ङ࡮࠮ ڕవర ߤవ ݟంߘ  ంకనం ۯయړߖݞ మࡖక ఉ޳హరణڕࣆޓ ߘం޳ం అڼ࡮ pi xdx 

फ ఇకएࡏڷ డ ߕࣆऒ  మ࠾ࡍ మధङ  ఉం࡮ݦ ఆ࡮औ  ఇవछ బޔݡం޴cos alpha x, pi 
   iࡏࠬ బܽदڒ ݟయܑయం࡯ޘ ߖఅ ߘబܽद ఈ సమऴగతڒ
ऒߕࣆ ऒߕࣆ   ڕవర ݟంߘ  ࡎపߦऴ ࡏࠬ ߖసࠪనం అ ڕన࣒ వర࠳ ݟంߘ  दߖ afxdx afa xdx 
ఉపڵࡆంచడం ޳छ ऴ࢐యవ۪ऐ ࡌ ऒߕࣆ ࡏࠬ , ऴ࢐యవ۪ऐ ڕవర ݟంߘ   న࣒pi x pi࠳ 

వߤ పऱ࣒ ࡎభ ޜ న࣒࠳ फࡏڷ  फ ۯయబݟంڒ ޴బܽद మࢁऱ ࠳న࣒ ڒబܽदx cos alpha pi x sin pi x sin x 
ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ అۮ ߖపओ ఈ  ࠾ࡍమ ߩ࢙ ఈ ࡏࠬ फ࣋ݟܔ ࡏࠬ బܽदڒ ࠼ఉంܼ ࡮ښఒ ݢంࡓ లవం ړߖݞ
ఐ ݡంࡓ ߩ࢙
߰ంࡏޑ޶  అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  pi dx on one plus cos alpha sine x pi 0 pi ݟంߘ మనం ߖߖ޵ ,

ए࣋ ߤ࣌ ࠑ छ छ޳ ࡛ ప 2 ࡌ ऱ࣒  చదరߩdx x cos 
ऴ࢐యవ۪ऐ ڴఒకܽ ݡంࡓ పऱ࣒ ݡంࡓ ߖ ࡏࠬ    ప ऱ࣒ ࡎభ ޜ    फ x sin square x cos square x by two 

యవ۪ऐۯ  ఇకए డ ऴࣆ࢐फߕऒ  cos alphaࡏࠬ ߘ
छ޳ ݡంࡓ ݡంࡓ ݟంߘ ݡంࡓ ߖߖ޳ ంచవ۪ऐࡍ࢑సफ ࡌ  sine x cos x 
రం అంతܼ ࣋एࣔ ࠾ࡍలవం మ ࡏࠬ బܽदڒ छ ऒߕࣆ ݡంࡓ फ࣋ڵ࠙ ޜ ࡛ సࠪనం cos x ړ ݟంߘ  i pi pi
ठࡌవ ߘక࣊ ࡏࠬ బܽदڒ ऒߖ  ߰ంࡏޑ޶

ए࣋ ߤܼ ࠑ ݀ ࠑ छ పऱ࣒ ݀ ࠑ ࡛  వߤ పऱ࣒ औ࡮ఆ ࣒ڒ ݀ ࠑ ߤܼ ݀   ऒx dx x xߖ޵ బܽद మనంڒ 
ఈڡ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ छ޳ ݟంߘ   ऒߘన ڕవర ݟంߘ 0 ݡంࡓ ࡌ  i ual pi pi ޶ڒ ߘం ࣊క޳ంڕࣆޓ 

࣊కߤ݄ ߘߝ ޶ڒ ߘt 
x 2 by t x x 2 dt ޒࠫࡍప ࠾ࡍసࠪనం 2 మ ړ ߘక࣊ ࡏࠬ బܽदڒ ߤܼ dt tan 0
0 అޔ࢓ంڒ ޴బܽद  పޒࠫࡍ వదभ 0 అޔ࢓ం޴   అ10 ޴ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࠬ2 ࠑ 10 ࡏ ߰ంޙ޴ అ޴t pi pi 
అనంతం ڒబܽद పߘ 0 ޒࠫࡍంݟ అనంతం ڒబܽद ࠬࡏ ࣊కߘ x pi 2 dx 2 dt 2

 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  1 ప ऱ࣒  2 అޔ࢓ంߖߖ޵  ޴ మనం dt t t cos alpha t plus cos alpha whole 
అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ బܽद మనం ࣋एڒ  छ ࡛ ఆ࡮औ ए࣋ ࣒ڒ ࠾ࡍమ ࡯ంۧݟܔ ߘ छ ࡛ ఆ࡮औ  square cos ߘ

 ߖߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ ,࡯࠻࢘ࣄޓ
߰ం࠭ޑ޶   కڕࠬ ࣄ࡯  ప ऱ࣒  తफంt cos alpha࠴ 
࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ ఒక ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ ఇࣆफం޴  ఆ࡮औ  అߤ࣌ ޴ߝ ࣋ए छ ࡛ ఆ࡮औ  cos ޜరऴసంޔఒక చ ޴బܽद ఇڒ 
ए࣋ ܿߦ छ  బܽद ఈxڒ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߖ ࡛
సమऴగ ߤܼ 1 ࡏࠬ ߖ࢑ࠈ ఇనछ ࡛झ   ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ࣒ڒ  छ޳  औ࡮ఆ ߤࣄ ࡌ  పߘ 0 ޒࠫࡍంݟ అనంతం వర1 ڕ అߖ t 
ऴ࢐యవ۪ऐ బܽदڒ ,
ऒߕڕࡏۯ  ڴవరۨ ࡏࠬ ऒߖ޳ ࡏࠬ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ   ࡏ  i is pi by sin alpha sine alpha 
బయటڕ
యవ۪ऐޓ బܽद tan inverse infinity tan inverse cot alphaڒ ࠭ޑ޶ం߰ ߖ న࣒࠳ ࠭࠲ 
ఆ࡮औ  మ࠾ࡍ మధङ  అ޴l  ies 0 pi 
औ࡮ఆ ߤ࣌ ߤ࣌ బܽदڒ ࠾ࡍమ ޶ڒ 0 రछߖ ޴బܽद ఇڒ ࡗ܋-ߤߕ  ۨంచబݟం޴,pi 
ఇڕࠬ ޴ ఇࣆफం޴  ఇ࠳ 2 ߖ ڕࠬ ޴న࣒ ఇࣆफం޴, ఇ࠳ 2 ࡏࠬ ޴న࣒ ఆ࡮औ ङܼ ޜ ऴ࢐యవ۪ऐpi ߖఅ ߯ ߤ
కएࡅ ߤషڼబܽद ࠬ ఇంܽऴڒ ࡏޑ޶ऱ ߰ంࢁమ ࡏࠬ బܽदڒ औ࡮ఆ ࢑ࠈ   piࠑ 
औ࡮ఆ ߤ࣌ औ࡮ఆ ޴ࡍవۨ ࡹకరణڔఏ ߘߝ బܽदڒ  औ࡮ఆ ߤ࣌ ࠑ   ఆ࡮औpi 
ऒߕࣆ  మ࠾ࡍ మధङ  ఉం࡮ݦ ఇవछ బݟం޴, ఇ޴ ఈ సమసङ एࢲࡍప ڕ ऒߖࡌ ࡍߪ  फ ࣆۯफం޴pi 
ఖۨऐ త࠳న సమऴڴల߯ మ࢐ ࡗङ भ޳ۯ మం࠻ ం ߕࣆऒ  pi x x cos xdxࠑ ߤ࣌ ݡంࡓ ݟంߘ 

ప  ڷࡱߕ ऱ࣒ cos x x afxdx ݟంߘ 0 ߖफࣄబܽद   ఆڒ ڷࡱߕ పవ࡛ ߤ࣌ 
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ఉపڵࡆంచంߘ 0  ݟం࠳ ݟన࣒ ړ సࠪనం ڒబܽद ఇߘ 0 ڕࠬ ޴ం࠳ 2 ࠑ ݟన࣒ 2 ࠳న࣒ afa x dx pi 
ఇࣆफం޴

झڡఎݟ న࣒࠳ 2 ࠑ ߯ ࣒ڒ న࣒࠳ 2 ࠑ ߯ ߤ࣌ న࣒  ప࠳ 2 ࠑ ߯ పవ࡛ 4 ࣒ڒ ࠑ  ऱ࣒  పవ࡛ 4x x x x ߤ࣌ 
 న࣒x x࠳  సࠪనం ړ 2 ࠑ ߯ ߤ࣌ న࣒࠳ 2 ࠑ ߯ 2 ࠑ ߯ ݟంߘ 0 ޴న࣒ ఇ࠳ 2 ࠑ ߯

 x  x x x x xڕబܽद మనڒ ߤ࣌ న࣒࠳ 2 ߯ ࣒ڒ ࠑ ߝ࣌ న࣒࠳ 2 ࠑ ߯ ࣒ڒ ࣒ڒ
 బܽदx x x xڒ ڷࡱߕ  ޴फంࣆపవ࡛ వ ࣒ڒ ڕబܽद మనڒ ࣒ڒ న࣒࠳ ݡంࡓ ߯ ߤ࣌ పవ࡛ 4 ߤ࣌
ఇ޴ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఇࡓ ޴ంݡ అޙ࠼ ఇ޴ ࠬ ఐ, ࠬࡏ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍం࣋ݟܔ ݡफ ࠬࡏ ఈ
పߖ޳ऒ  ߰ంࡏޑ޶  ఈ పదంޜ ర޶भ ۯయబޔݡంڒ ޴బܽद ࠬࡓ ߘߝ ࡏంڴݡ ߰ంߘߝ ࠭ޑ޶ ఒకܽ 
మࡓ ࠾ࡍం࣋ݟܔ ݡफ
ऒߕࣆ  ࡏޑ޶ం߰ ݡంࡓ ࡏࠬ పవ࡛ 4  ప ࣒ڒ ࠑ ࣒ڒ ߤ࣌ ݀ ࠑ ݟంߘ  ऱ࣒i pi x x x 
 పవ࡛ 4xdx, pi pi x x ࣒ڒ ࠑ ࣒ڒ ߤ࣌ 2 ࠑ ݟంߘ 0 4 ࠑ ߘߝ బܽदڒ పవ࡛ 4 ߤ࣌

 ప ऱ࣒ ओߩపవ࡛ 4 ఇ ߤ࣌  x x  dx cos power 4 x ڷࡱߕ ړ ߘߝ బܽदڒ ޴फంࣆవ ڕࠬ फ࣋ڵ࠙ ޜ ݡ dx pi
ऒߕࣆ ए࣋ ݭకం࣊ ࠾ࡍమ ߤܼ ݡంࡓ ړ ړ छ ࡛  ప ऱ࣒  10 పవ࡛ 4 pi x xdx 1 x 1 cos x
ఇకए డ ߘంݟ ర޶भ ۯయబޔݡంڒ ޴బܽद ࠬڕ  ఆ߯  వࣆफంޜ ߤࣄ  ޴ సࡏभۯ ܿࠈయబݟంڕࠬ ޴ ङܼ 3ߤ 3 1 x 

వࣆफం޴x 
మ࣒ڒ  ࠾ࡍ ࣋ए छ ए࣋ ߘక࣊ ڕࠬ ࡛ छ ए࣋ ߤܼ ڷࡱߕ ړ߯ ߘߝ బܽदڒ ޴फంࣆఇ ߖ ࡛ छ సࠪనం ङܼ ޜ ࡛ x xߤ x 
࣋ए छ ࡛ అڕࣆޓ ߖం޳ం,x t 
కߘక ఇ޴ ࠬ అޔ࢓ంڒ  ޴బܽद ࠬߤܼ 2 ࡏdt 

࣊కంݭ ࣋ए छ ए࣋ ߤܼ బܽदڒ సࠪనం ړ ࡛ छ ࡛ x xdx dt xx xdx
ఒకܽ  ࡓంݡ అߕࣆ ޙ࠼ऒ ऒߕࣆ  छ޳ ݡంࡓ   బܽदdt tan piڒ అనంతం ࡌ
పࡱޔࠫࡍ  పߕࣆ ࡱޔࠫࡍऒ ए࣋ ࠼ఉంܼ ڕఅనంతం వర ݟంߘ  छ  t tan xs  econd xdx ݡంࡓ ࡛
छ޳ छ޳ ݡంࡓ ޴ఇ ࡌ dt, dt ࡌ
छ޳ ݡంࡓ ߖ ࡏࠬ బܽदڒ సࠪనం ړ ఒక ప ࡌ ऱ࣒  ࣋ए छ ऒߕࣆ ޴ࠫߖఎ ߘߝ బܽदڒ ࡏޑ޶ం߰ ޜ ࡛  dt t pi 
అనంతం ఒక పऱ࣒ ݟంߘ  ࣋ए छ dt t pi ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ޜ ࡛
ऒߕࣆ మంࡹ࢑ ߤܼ ޴ࠫߖఎ ࠑ   ఇߖऔ ఇనछ ߤܼ ޴ࠫߖఎ ߯ ߘߝ బܽदڒ ړܾߖ ࡛झ  ఇߖऔ  t ߤܼ న࣒࠳ ܾߖ
ఇనछ ࡛झ ङܼ ࡗ܋  ߤ
ఇనछ ࡛झ औߖఇ ߤܼ ࠾ࡍమ ࡗ܋ ࡗ܋  ఇనछ ߤܼ ܾߖ ࡛झ  ఇߖऔ ए࣋ ڕࠬ బܽदڒ ݡంࡓ ݀ ࠑ ܾߖ छ ࡛pi 
పదࣔړࡏ వࣆफంڒ ޴బܽद ࠬ సࠪ߄నం ࣋ए छ ࡛ పదࣔࡔ  ఉ޳హరణߕࣆ ڕऒ pi pi ߤ࣌ ڷࡱߕ ߖ ݟంߘ  x 
 ప ऱ࣒ ప 9 ߖ  ऱ࣒ छ޳ 2 ߤ࣌ 16  ङ࡮࠮ ࡌ ంకనం ۯయంڒ ݟబܽद ߖߖ޵ మనం ࣌ߤ  ప ऱ࣒ cos x dx x x x 25 ߖ ࣒ڒ 
న࣒ 16 ప࠳ ऱ࣒
ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ߤ࣌ 16 ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ࡏన࣒ పదࣔ࠳ ޶ఇర࢙ ఐ ߖߖ޵ బܽदڒ  .2x dx 
  ఒక ࠳న࣒ ࣌ࡓ ߤంݡ ఇ޴ మనం ߕࣆऒ  xdxړ߯  ݟంߘ 
ప  ߤ࣌ ڷࡱߕ ऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖన࣒ 16 అ࠳   ఒకܽ ࠬࡏx cos x dx 25 
ए࣋ ߤ࣌ छ ࡛  ప ऱ࣒ ए࣋ ࣒ڒ  छ छ޳ ߤ࣌ ݡంࡓ న࣒࠳ ࡛ ࡎభ ࡌ फ ۯయవ۪ऐ ऒߖ޵ బܽद మనంڒ   25 x x x cos x 
ऴ࢐యవ۪ऐ ڴ న࣒࠳   పదࣔߦ ࡏపం ࠳న࣒ ࠴ ࣒ڒతफం చޔరऴసం ఇߩओ  x x x x t ࣒ڒ న࣒࠳ పంߦ ݡ
ప  ࣒ڒ బܽदڒ ऱ࣒  పంxߦ 

ఇޔࡏࠪ ޴ం޴  పڒ ࡱޔࠫࡍబܽद ࠳ 0 ࣒ڒన࣒ 1 మ࠾ࡍ xdx dt sine 0 0 sine pi by
బܽद 4 cos by 4 x pi by 4 t 0 xڒ ޴ంޔ޶ం߰ ߖ  0 ޴బܽद ఇڒ ࠼ఉంܼ ڴ࢑ధం ښఒ ࡱవࡱ࢑ ݡంࡓ

 t 0ڕࠬ బܽदڒ న࣒ 1࠳
ఈ ప࠳ ࡱޔࠫࡍన࣒ 1 ࠳న࣒ ఉߕऒ ऒߖ޵ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ڕవర 0 ݟంߘ 1  ࠼ బܽद సమऴగ dtڒ ࡏޑ޶ం߰ ڴ 
 వ ఇర࢙dtࡱ࢑
ఐ࠳ ޶న࣒ పదࣔࡏ చదరߩ ఇ࠳ ޴న࣒ ఒకܽ ߘంߕࣆ ݟऒ  ఒకܽ పదࣔࡏ t dt
తफం ࣋ए࠴ ڷࡱߕ ݟంߘ ޶ఐ ࠑ छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ ओߩసࠪనం ఇ ړ  ࡛ घࡏ߷ ఈ ݡ ऒߕफࣆڵࡆఉప ߖ ࡮ t dx  ࡏ
ఒక చޔరऴసం ࠳న࣒

చޔరऴసం ޳छ ప  ݭ࠵ ࠆఆ ۃ࡮ ఎ 2 ࠑ 1 ߘవࡱ࢑ ఈ ࡏࠬ ࡌ ऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖన࣒ అ࠳ ࡛ࠈ   x a x pi x 
బܽदڒ
ప 4 ࠑ 5 ݡంࡓ సࠪనం ఒకܽ ړఒకܽ ړࡏపదࣔ ޴బܽद ఇڒ ऱ࣒  న࣒t  5࠳ 4 ࠑ 

 t.0 ݟంߘ న࣒ 1࠳
छ޳  ߖ ۃ࡮  ࠑ  ࡏࠬ బܽदڒ  1ࠂ ࠑ  ڕࠬ బܽद  వదभڒ ࡏޑ޶ం߰ ࡌ 40 5 0 5
޴फంࣆఇ ڷࡱߕ ڕࠬ ఒకܽ ,޴फంࣆన࣒ ఒకܽ వ࠳ ڕࠬ ۃ࡮ న࣒࠳ బܽद ఒకڒ ޴फంࣆవ ࡛ࠂ ࠑ 5
మ࠾ࡍ  ఇࠫޛ ڕࠬ ޴घ సࠪనం ړఒకܽ ړనలࠢ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆఇ ڷࡱߕ ړ޴
ఒకܽ ߕࣆऒ  అߩओ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ 9 ړన࣒ 1࠳ పవ࡛ ࡏࠬ అం݄ ࡏޑ޶ం߰ 9 ࠑ 1 ۃ࡮ న࣒ 1࠳ ࡏࠬ ݡ  
మ࠾ࡍ ఇࡅ ۃ࡮  ޴కए  ऴߦపࡎ दߖ ఉపڵࡆంచడం ޳छ ,޴ంޔ࢓న࣒ 1 రదभ࠳ ࡌ
త޳छ ए࣋ 3 ۃ࡮ ࡏࠬ ࡌ छ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ 3 ۃ࡮ ࡛  ޴ߝఅ 3 ۃ࡮ 20 ࠑ బܽद 1ڒ ࡏޑ޶ం߰ ߖ9 ۃ࡮ 40 ࠑ 1 
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ۨవࡍ
సࠪ߄నం  ऴߦంߖޑऒ  సࡍహ޶भ࣋ڶ ڴࡱంڕ޶ మࡗ ఉ޳హరణڕࣆޓ ߘం޳ం.

ఈకछ झࡽ  ܿ ࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ ఈకछ  झ y x yࡽ
ܿ ܿ వߤ పऱ࣒  ࣋ए छ ङ࡮ࢡ࢙ ߖ޳ ࡛ ऒߖ  కڝߘए ంڒ , ݟబܽद ࠭ంߦ ڴ޶ऱ ऱܿ ߘx y 
పऱ࣒ ߤవ ࠑ ݡంࡓ  ࣋ए छ  xڴ޶ం࠭ ߖ ࡛
ऱߦ  నపओࣄۯ ݋ ऒߖ޳ ڔܽ  మࡍంత ࢑వరంߦ ڴऱ भ޳ۯ ݋ ం  ڒబܽद ࠬࡏ ߰ంߘ ࣁݞ ޻ గށంచంݟ , ఆ߯ ߖ޵ ࠡదంy 
,޴फంࣆఇ ߖంܽݟంࡓ ڕࠬ
పऱ࣒ ߤవ ࠑ ڷࡱߕ న࣒࠳ ࡏࠬ బܽदڒ  చదర࠴ ߩతफం చޔరऴߖࣃऒ  ߰ంڒ ࡏޑ޶బܽद ధߕతघ కޙ࠳ x x x y
 జంx yߖ ޴ఇ ړߖ޵ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ࣁݞ ఉం݄ ڴలంږޒऴప ,޴ఉంܿం ڴలంږޒऴప  ࣁݞ

ఇ޴ అߖऒ ంܽڔ వࡍ फࣆफం޴ all x 
ओߩన࠼అ ࢟ܽ܊ߦ బܽदڒ एڕకం݄ త 0 ࣁݞ ݡ వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߜగܽ࢟ ࣁݞ  ధߕతघ కంڴ x x y x y 

ఉనऒ ओߩ ޴ంޔठڷత ޴ఇ ݡ
వ 2ࡱ࢑ ߤబܽद ఫంࣾڒ ޴ంޔڷࡏ߭ ఖ   0 వదभࡔబܽद ఈ వऴకڒ
ऒߕࣆ ߯ ऒߕࣆ ࠾ࡍమ ࡮ఎ ޴బܽद  ఇڒ ݡంࡓ బܽदڒ ޴ఉంܿం  2 ޜ  వదभ व߯࠹y 
ऒߕࣆ   అ޴ߝ ఇకए డ ߘంݟ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ߭ܽदనటऱޙ࠼ व߯࠹  ze y ro
ఇకए ڕࠬ డ ߘంߕࣆ ݟऒ  వࣆफంڒ ޴బܽद మనం ߖ޵ऒ ऱߦ  भ޳ۯ ݋ ం ڒబܽद 0 వదभ ఫంࣾࡱ࢑ ߤవ 2 0 ࡓ ࠪڒంݡ 
ऒߕࣆ  వదभ ܼంܐం݋  అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఉంܿం޴x 
 x޴ంޜठڷత ޴సం ఇڝ ధన అࣾం   ޴ఉంܿం ࡮ఖ ఇࡔబܽद వऴకڒ
మ࠾ࡍ  ऴపږޒల ڝసం  అࣾం ߭ޜڷࡏంڒ ޴బܽद ఇ޴ వऴకࡔఖ అం݄x y 
ఒకܽ పऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ߯ ओߩసࠪనం ఇ ړݡంࡓ  ऱߦ  మనం ݡ ऱܿ ࣋ए छ  x y x࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࡛

పऱ࣒ ߤవ ݡంࡓ  ࣋ए छ ऱߦ ࡹ࢑ࠪనం ښఒ ߘలߩవం ݡంࡓ బܽदڒ సࠪనం ړ ࡛ भ޳ۯ ݋ ం ڒబܽदy x 
రࢣ రऴసంޔసࠪనం చ ࡮ࠒࡌߦ  ࠬ लం 0 0 అࣾం అࣾం మ࠾ࡍ ఇతర వऴకࡔఖ ޳ ߖ޵छ  y x y ࡌ
y ࠬ ޴ఇ ޴ంޔݡంచబۨࣇ
సࠪనం  ࡓంݡ ࠬద ఒకܽ పऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ఈ ࠼ߦంߕࣆ ݋ऒ ऒߕࣆ ݡంࡓ ࠪڒ   ऒxߕࣆ 
ఈ ࠼ߦంߖ ݋ మనం క࡯ߕھߘ  ఖండన ڒబܽद   అవసర࠳న ऴߦంతం ఎߩࡏ రంۯ ݭࢺ ޜڷయబݟం࠭࠲ ,޴
ల మధङߩవం ݡంࡓ  సࡍహ޶भڴ ఉనऒ  ऴߦంߖޑऒ  కߕھߘలڕߘంܿߕऒ ࠭࠲ బܽदڒ ,࠭
షएࡍప ߘవऴకతల ݡంࡓ ۯంࠚల ڕࠬ బܽदڒ ࡯ߕھߘక ߘ࢓޶ంࠉ ఖల ఖండనࡔవऴక ݡంࡓ  ,ݟంచంࡍ
ఎం޶కం݄ ߖ޵ ࠭࠲ऒ भ޳ۯ  ం  ߰డڴ࢓ ఉంܿం޴
ऒߖࣃరऴޔచ ࡏࠬ బܽदڒ छ޳త ,ݟటदం߭ ڴ  ఒకܽ పऱ࣒ ߯ߖ޳ఒక  ࡏޑ޶ం߰ ߖ ࡏࠬ ࡌ x y ړݡంࡓ ړ  y e y
సࠪనం ڒబܽद ࠬࡏ y
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ऒߕࣆ ޴ఇ ݟందం߰ ݡంࡓ న࣒࠳   y y y ݡంࡓ న࣒࠳ ఒకܽ ࠾ࡍమ ݡంࡓ న࣒࠳ బܽदڒ బܽदڒ 
మ࠾ࡍ ఒకܽ ڒబܽद ఎలऱߩओ  yݢ
࢑సघ ݡంࡓ న࣒࠳ బܽदڒ ࢟ܽ܊ߦ  బܽदy  yڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ޴ߝబܽद ఒకܽ   అڒ ࡯ݞంచబࡍ

కएࡅ ޙసࠪనం   ఉంۨ ړߖ޳ఒక ߖ ࡏࠬ బܽदڒ సࠪనం ࡱవࡱ࢑  సంబం߅త ࡱ࢑వࡱ x y x x
సࠪనం  ߘంݟ పऱ࣒ ప  ࠬ ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ߤన࣒ వ࠳ ࠬ ޴బܽद ఇڒ న࣒ ఒకܽ࠳  ऱ࣒  వړ ߤ సࠪనంx x 
ऒߖ޳ ࡏࠬ కం݄޶ఎం ޴ంޔ࢓ఒకܽ అ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳ ంతంߦంతం ࠬ ऴߦబܽद ࠬ ऴڒ  మࢁऱ ڶయړߖݞ 
నߘऒ  అߘమޒంۧࡏ
ఎం޶కం݄ ࠬڕ పࡱޔࠫࡍ ఎߦۮ ࡮ओ ޒबࣄࡍబܽद ࠬ పڒ ࡯
న࣒ ఒకܽ  ప࠳ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఖ ఇࡔక వऴకࡖమ ࡏڒ ఒక ޴ࠬ  ޴ࠬ ऱ࣒  ఒకܽ ڒబܽद
ఇڕࠬ ޴ అవసర࠳న ऴߦంతం ఇ޴ ऴߦథࠫక ऴߦంతం ࢗ ߖ޵డࡱओ  మ࠾ࡍ ఇࡓ ޴ంݡdx 

࣋ए छ పऱ࣒ ߤవ ࠑ ݡంࡓ ࡏࠬ బܽदڒ ߩచదర ޴ఇ ߧ࡯క ޜ ࡛  చదర࠳ ߩన࣒x x o x 
చదరߩ ऴߦథࠫక ऴߦంతం ڒబܽद  అవసర࠳న ऴߦంతం ࡱ࢑వ ڒబܽद అవసర࠳న ऴߦంతం ఎߩࡏ x dx 

రంࡹڷ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఇ
ప 1 ࠑ 1 ݟంߘ న࣒ 1࠳ 2 ऱ࣒  ࣋ए छ ए࣋ 1 ݟంߘ న࣒ 1࠳ న࣒࠳ ࡛ छ ఇనछ ߤܼ ࡛ ࡛झ  dx x x dx 2 x
ङږ న࣒࠳ 1 ݟంߘ న࣒ 1࠳ x pi by us pi by us 4 min us pi ޴ఇ 2 1 ݟంߘ న࣒ 1࠳ 3 ࠑ ࠗ
 pi by 2 pi࠾ࡍబܽद మڒ ޴వ ఇࡱ࢑ ޴ޔ ࠬ బܽदڒ న࣒ 1࠳ న࣒࠳ 1 3 ࠑ న࣒ 1࠳ 4
ఇ࠳ 1 ޴న࣒ 1 ࠳న࣒ ఇڒ 2 ޴బܽद ࠬ࠳ ࡏన࣒ 2 ߰ంڒ ࡏޑ޶బܽद ఇ޴ ۨవࡍpi by 3 
సࠪ߄నం  ఒకܽ ڕࣆޓం޳ం  మࡍంత ఉ޳హరణ ऴߦంతం ߖߦࢡऒ  చࡍऐ ంۨ, ߘంړ ݟ పࠫࡍత࠳న x x
ऴߦంߖޑऒ ࡍڷ  फంచడం అం݄ సగం ړx 
సࠪనం ړ ۃ࡮ సࠪనం మ࠾ࡍ పవ࡛ ړ ړ సࠪనం ڒబܽद ࠬ܊ࡎ ࡏయߦ ߘ ߤऱ y x 2 ݞऴ ۃ࡮ फ࣋ۯ ݋ y x 2 x 
అޔ࢓ం޴.
  ఇ࡮ ఇړ1 ޴ సࠪనం.x 
 ఆ߯ 2 పవ࡛ 0 ړ వదभ అ1 ޴ అޔ࢓ం޴, ఆ߯ ߭ڵࡍనߩओ x޴ంޔڷࡏ߭ ݡ x x 
సࠪనం  ఇకए ړߖڴసࠪనం అం݄ స ړݡంࡓ అం݄ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔڷࡏ߭ వࡱ࢑ ߖ޳ డ ఎకए  x x ޴ఉం ݩ
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ఇ޴ ࠬ
సగం ڒబܽद ఇ޴ ఈ వऴకࡔఖ శړ फڝ ߖ޵ 2 ړసం ࠬࡏ మࢁऱ ऴߦథࠫక ऴߦంߖޑऒ రछߖ  ۨంచవలࣄ ఉంܿంڒ ޴బܽद 
ऴߦథࠫక ऴߦంతం

ఇ޴ ࠬ ఇ࠳ ࠬ ޴న࣒ ߷ࡏघ  fx fx gx fx gxߖ࡮
ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ ࡽڒࡎ  ړࡹ ంచం࠳ ݟన࣒ ړ ߖ ۃ࡮ మ࠾ࡍ ఏڔకరణ పࡱޔࠫࡍdx x x dx

కߖషद ࣃब కएࡅ  ࠼ఉంܼ ݟంߘ ࠼  గࡍషद ࡱ࢑వ ߘంݟ సړߖڴ సࠪనం ߘంࡓ ݟంړݡ సࠪనం ڒబܽद x x x 
ఏڔకరణ  ۃ࡮
छ޳ కएࡅ ۃ࡮ 2 ޴ంޔ࢓అ 2 ړ పవ࡛ ࡌ x ݡంࡓ ݟంߘ సగం ޒࠫࡍన࣒ ప࠳ ۃ࡮ వࡱ࢑ న࣒࠳  x x x x 
వరڕ ఉంܿంࡱ࢑ ޴వ ڒబܽद ఆࣣ ࡓంݡ వదभ ࠬࡏ
छ޳ ݡంࡓ ۃ࡮ న࣒ పऱ࣒࠳ న࣒࠳ ݡంࡓ ۃ࡮ ݡంࡓ న࣒࠳ ࡏޑ޶ం߰ ࡱࣃరऴޔచ ݡంࡓ ࡌ న࣒࠳ ݡంࡓ 
సࡓ ݋ࡐ ࡏࠬ ړߖڴంݡ ߰ంࡓ ۃ࡮ ࡏޑ޶ం࠳ ݡన࣒ సగం ۃ࡮ సగం ࠳న࣒ ࠳న࣒ పऱ࣒  సగం ڒబܽद ࠬࡏ 
छ޳ ۃ࡮ ݡంࡓ  ࡏޑ޶ం߰ ݡంࡓ ݋ࡐ న࣒࠳ ڷࡱߕ ࡌ
ఈ ࡓంݡ ప޳లߘ కలపడం ޳छ छ޳ కలపడం ߘల޳ప ݡంࡓ న࣒ సగం ఈ࠳ ݡంࡓ ࡌ  న࣒ సగం࠳ ݡంࡓ ࡌ
అޔ࢓ం޴ ఈ ࡓంݡ ప޳లߘ కలపడం
छ޳ ऒߖ޵ ࡏࠬ   ޴फంࣆఇ ޴ఇ ڕࠬ ࣄ࡯క ࡱ޳ప ݡంࡓ ఈ ࡌ ऒߖ޵ ࡏࠬ ం݄ڕࣆޓ 
సగం ޜ2 ۃ࡮ కߧ࡯ ऴ࢐యవ۪ऐ ఇకए ڕࠬ ,ࡔస ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ ޴ఇ ڕࠬ బܽदڒ  డ ࠳న࣒ ࡏڷफ ఉంڒ ޴బܽद 
ࠬ ࡏࠬ
ఇకए ߤ࣌  ߘࠫ డ ࠬڕ పऱ࣒  అޔ࢓ం޴ మࢁऱ ࠬ࠳ ڕన࣒ వࣆफంڒ ޴బܽद ࠬ2 ۃ࡮ 2 ࠑ 5 ڕ వࣆफంڒ ޴బܽद s 
ఇ޴ ࠬ
ۨవࡍ సࠪ߄నం ڒబܽद ఇ࠳ ޴న࣒ ࡏڷफ అߖ ۫డంݟ ఈ ࠳న࣒ ࠳న࣒ పऱ࣒  అޔ࢓ం޴
ఉనऒ 2 ࠑ 1 ߗڒ ం޶న అ޴ మࢁऱ అޔ࢓ం࠳  ޴న࣒ అవछ ంڒ ݟబܽद ఈ పదం మ࠾ࡍ
ఈ పదం కࣄ࡯ ఉంܼڒ ࠼బܽद 2 ప ऱ࣒ ࡍఆఖ ޻బܽद ఇڒ 2 ࠑ 5 2 ࠑ 1 
సࠪ߄నం ࢑ ࡏࠬ ޜߖ޵నऒ ంڕ޶ ధనङ  ࡱ޳࢐
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