
मागील ʩाƥानात आपण
अनेक संकीणŊ उदाहरणे पािहली आहेत जसे की िनिʮत अिवभाǛांचा वापर आपण या ʩाƥानातही तेच पुढे चालू ठेवू जे काही सम˟ा 
सोडवǻास
सुŜवात करǻापूवŎ आपʞाला İƑʼ सम˟ा सोडिवǻास मदत करतील 
जी अजूनही िशʟक आहे आिण एक संकʙना घेऊ  आपण िशकतो की फंƕन िवचारात ƽाfx 
जे ƑोǕ इंटरʬल वर सतत असते आिण साधेपणासाठी आपण ते पॉिझिटʬ मानू शकतो परंतु मी Ǜा फंƕनची चचाŊ ab fx 
करणार आहे तो कोणȑाही
फंƕनसाठी अगदी सहजपणे वाढिवला जाऊ शकतो जो सतत आहे परंतु तो
सकाराȏक असू शकत नाही  तर आपण वŢ काढूया हे ǉा बरोबरीचे हे बरोबर आहे x b x a
हे ǉा बरोबरीचे 0 आहे आिण हे ǉा ǉा बरोबरीचे आहेy fx y 
 ȑामुळे तुमǉाकडे हे Ɨेũ
अ ते ǉा अिवभाǛ Ȫारे दशŊिवले गेले आहे हे तुʉाला माहीत आहे की फंƕन असʞास  सततbfxdx 
ते मȯांतरावर ȑाचे बंधन गाठते ʉणून तुʉी या ɘॉटवŝन पाš शकता की
हे फंƕनचे कमाल मूʞ आहे आिण ʉणू शकता की हे कधीतरी बरोबर ǉा बरोबर आहे आिण हे ʉणा  फंƕनचे िकमानx c i s 
मूʞ
जे काही िबंदूवर Ůाɑ होते ǉा बरोबरीचे असले तरी आपʞाला या िबंदंूची आवʴकता नाही पणx d 
तरीही मी आȅाच िलिहले आहे आिण ʉणतो की ही उंची लहान आहे ही उंची लहान आहे आिण ही उंची लहान आहे  हे जाणून m m m 
ƽा की हा िहरवा छायांिकत Ůदेश
आहे हे वाˑिवक Ɨेũ आहे हे वाˑिवक Ɨेũ आहे आिण आʉी
िदलेʞा कायाŊसाठी याची सीमा शोधू इİǅतो ʉणून या ɘॉटवŝन तुʉी पाš शकता की वाˑिवक Ɨेũ माǟाकडे असलेʞा या ƗेũापेƗा
नेहमीच मोठे आहे 
वाˑिवक Ɨेũासह
छायांिकत हे काʨा रंगाने छायांिकत केलेʞा या ƗेũापेƗा नेहमीच मोठे असते आिण या आयताचे Ɨेũफळ िकती आहे हे पाहणे अगदी 
सोपे आहे की
या आयताची उंची लहान लहान आहे आिण आयताची Ŝंदी उणे आहेm m b a 
लहान आयताचे Ɨेũफळ मȯे उणे असेल आता आपण ही आकृती पुɎा काढू या कारणm b a 
यावŝन समजणे खूप İƑʼ होत आहे, याŮमाणे तुमǉाकडे हे आहे ʉणून हा िहरवा छायांिकत Ůदेश वाˑिवक Ɨेũ आहे ʉणून  b 
पासून पाš शकता  वाˑिवक Ɨेũफळ लाल रंगाने छायांिकत
केलेʞा आयताǉा ƗेũापेƗा नेहमीच कमी असेल अशी आकृती, वाˑिवक Ɨेũ नेहमी लाल रंगाने छायांिकत केलेʞा आयताǉा ƗेũापेƗा 
कमी असेल तर
लाल रंगाने छायांिकत केलेʞा आयताǉा Ɨेũाची गणना कशी करायची
ʉणून ही लांबी  उणे आहे आिण ही लांबी कॅिपटल आहेp a m 
 ȑामुळे हे
Ɨेũ नेहमी वर या पįरमाणाने आिण खाली बांधलेले असेल जेथे हे अंतराल मȯे Ůाɑ केलेʞा फंƕनचे कमाल मूʞ आहेm ab 
आिण लहान हे इतर फंƕनमधील िकमान मूʞ आहे  ˢʙिवराम हे िनिʮत इंिटŤल m interval a b a
ते ǉा या सीमा कशा िमळवायǉा याचे एक उदाहरण पाš bfxdx 
या आʉी ते सतत फंƕनसाठी केले आहे परंतु तुʉी ते अगदी सहजपणे या लॉिजकमȯे िवˑाįरत कŝ शकता कोणȑाही
फंƕनसाठी जे ȑाचे िचɎ बदलते ʉणून चला काही घेऊ.
 उदाहरण आिण
िनिʮत इंिटŤलची सीमा कशी शोधायची ते पहा ʉणजे उदाहरण ʉणजे 0 ते 2 ला पॉवर मायनस ʉणजे हा हा अƗ e x dx x y 
आहे तर e
पॉवर वजा हा वŢ असेल ʉणा की हे ǉा बरोबरीचे आहे  शूɊ ʩा  हे x x x
दोन ǉा बरोबरीचे आहे ʉणून वाˑिवक Ɨेũफळ सीमा शोधǻासाठी हे आहे चला आयत काढू या कारण फंƕनचे
मूʞ शूɊावर जाˑीत जाˑ मूʞ घेत आहे ʉणून हे नेहमीच कमी असेल ȑामुळे
या उंचीची उंची िकती आहे याȪारे िनयंिũत केली जाते  शूɊ फंƕनवरील फंƕन ʬॅʞू
पॉवर मायनस आहेx 
 ȑामुळे बाजू एक आहे आिण ही Ŝंदी दोन आहे ȑामुळे
या Ɨेũाची वरची सीमा लोअर बाउंडसाठी दोन लो असेल आपʞाला हा आयत काढावा लागेल
आिण फंƕन संपूणŊपणे कमी होत असʞाने खालची सीमा असेल
या आयताǉा Ɨेũफळानुसार िदलेले आहे जे दोन फंƕन ʬॅʞूǉा ǉा बरोबरीचे आहे जे पॉवर वजा दोन आहे तर ही उंची आहे x e 
ही उंची ई पॉवर वजा दोन आहे ʉणून
काʨा रंगाने छायांिकत केलेʞा या आयताचे Ɨेũफळ ई ते पॉवर वजा दोन आहे  दोन ʉणजे तुʉी पाš शकता की हा
पįरणाम तुʉाला कोणȑाही इंिटŤलǉा वरǉा आिण खालǉा सीमा शोधǻात कशी मदत करतो येथे m
हे फंƕनचे कमाल आिण कमाल मूʞ आहे आिण हे फंƕनचे िकमान मूʞ आहे Ǜाचेm 
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आʉी वर सतत आहे असे गृहीत धरले आहे.f th 
बंद अंतराल आता ही चचाŊ संपवूया आिण पुढे जाऊ या e 

आिण Ţमातील िनिʮत अिवभाǛांवर आणखी काही संकीणŊ ʩायाम 
सोडवूया.
 उणे अधाŊ ते अधाŊ लॉग एक अिधक वर एक वजा असे मूʞांकन ʉणून िदलेʞा िनिʮत अिवभाǛांवर एक उदाहरण िवचारात x xdx 
घेऊ या.
  आपण इंिटŤल िलšया कारण ते खूप İƑʼ वाटते कारण आपʞाकडे
येथे खूप भारी फंƕɌ आहेत सवाŊत मोठे इंटीजर फंƕन लॉगįरदिमक फंƕन Ǜाचे इनपुट आƶुŊमŐट 1
अिधक वर 1 वजा आहे परंतु आपण ते पहा वजा अधाŊ ते वजा अधाŊ ते अधाŊ आहे.x x 
  ah
जे आमǉा फंƕɌमȯे देखील संबंिधत असू शकते ʉणून जर तुʉाला लॉग वन ɘस वर लॉग वन वजा िदसतx x 
असेल तर तो आहे असे गृहीत धरले तर वजा चा हा एक वजा वर एक वजा चा लॉग असेल जो तुʉीhx x h x x
िलš शकता  एक अिधक ǉा लॉगचे वजा एक वजा ʉणून हे उणे ǉा बरोबरीचे आहेx x x fhx 
जे ʉणजे हे इंिटŤँड चे िवषम कायŊ आहे आिण मȯांतर उणे अधाŊx 
ते अधाŊ आहे ʉणून गुणमȅेचा वापर कŝन मूʞ शूɊ बाय असेल  िनिʮत अिवभाǛ ʉणजे
तुमचे अंितम अिवभाǛ हे उणे अधाŊ ते अधő सवाŊत मोठे पूणाōक फंƕन आहे ȑामुळेxdx 
सवाŊत मोठे पूणाōक फंƕन 0 ǉा दरʄान मूʞ घेते ʉणून हे 0 ते 1 पयōत चाचणी पूणाōक फंƕनसाठी ɘॉट आहे
आिण नंतर उणे अधाŊ ते 0 ʉणजे वजा 1 पयōत  1 ला ŮȑƗात वजा 1 ʬॅʞू लागते.
 ȑामुळे
हे उणे अधाŊ ते 0 असेल आʉाला ते खंिडत करावे लागेल.
 कारण फंƕन वेगवेगʨा अंतराने वेगवेगळी ʬॅʞू घेत आहे,
आʉाला वजा एक ते ɘस शूɊ ते अधाŊ िमळतो ते शूɊ ते िनʃे मूʞ घेत आहेdx 
 ȑामुळे आʉाला
शूɊ िमळते  तर उणे उणे अधाŊ ते शूɊ जे तुʉाला उणे शूɊ देते ते शूɊ होईल मग यातील वजाx 
अिधक होईल आिण नंतर पुɎा आणखी एक वजा ʉणजे तुमǉाकडे उणे अधाŊ हे अंितम उȅर आहे
 ȑामुळे तुʉी हे पाš शकता
की अितशय İƑʼ िनिʮत पूणाōकांसाठी कसे जर तुʉी गुणधमŊ वापरलात तर ते अिधक सोपे होईल
या Ţमात आपण आणखी एक उदाहरण घेऊ या अनुŢमात उणे ते वगŊ बाय 1 अिधक ची पॉवर pi pi cos x dx a x
पॉिझिटʬ आहे तर असेल तर आपण काय करावे कारण जर आपण Ůयȉ केला तरx 
समिवषम फंƕनचे फॉʄुŊला लागू करा ते कायŊ करणार नाही कारण ˍेअर सम फंƕन आहे पणx 
हे एक ɘस पॉवर दोɎी गुणांचे समाधान करत नाही ʉणून हे लागू होत नाही ʉणूनx 
आपण काय करतो आपण Ůथम ला वजा ने बदलतो आिण पहा  जर हा उणे असेलx t x t 
तर उणे असेल आिण मी उणे वर असेल तो असेलdx dt pi pi 
आिण वर तो उणे असेल तर एकदा तुʉीpi pi 
ʬेįरएबल बदलला आिण तुʉाला उणे िमळेल तर ही नवीन मयाŊदा आहे  वजा िचɎासह हे उणे आहेcos square t dt dx dt 
 ȑामुळे उणे

उणे ते चौरस वजा अिधक ते पॉवर वजा dtx  c cos t a t
ʉणून मी समान आहे कारण तुमǉाकडे नकाराȏक िचɎ आहे येथे तुʉी
मयाŊदा बदलू शकता
 ȑामुळे तुʉाला सकाराȏक िचɎ िमळेल
 ȑामुळे तुʉाला उणे टू िमळेल हे वजा िचɎ तुʉीpi pi 
बदलताच दुलŊƗ केले जाईल जसे की तुʉी मयाŊदा बदलता आिण तुʉाला
उणे अƗ चा िमळेलcos x cos 
 ȑामुळे तुʉाला चा पॉवर वजा िमळेल कारणdt by one plus e t 

डमी ʬेįरएबल आहे  आपण िलš शकतो आिण वर ने गुणाकार कŝ याt d t 
ʉणजे तुʉाला उणे ते िमळेल आिण ʬेįरएबल ला मȯे बदला कारणenominator pi pi   t x 

ते डमी आहे ʉणून मी आता असे िलš शकतो जर तुʉी समीकरण एक आिण दोन जोडले तर तुʉी समीकरण एक आिण दोन जोडʞास
तुʉाला
दोन िमळेल समान उणे ʉणून हे सामाɊ होतेi pi  pi to a to power xdx 
 ȑामुळे तुʉाला अंकात

साठी एक अिधक आठ देखील िमळतातx 
 ȑामुळे ते रȞ होते आिण तुʉी पाš शकता
की तुʉाला आता एक अितशय सोपे एकũीकरण िमळाले आहे कारण cos x
हे सम कायŊ आहे.
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आिण ˍेअर वर 0 ǉा दोनदा 0 िलहा आिण  pi cos x cos
चे िũकोणिमतीयx 

गुणधमŊ वापŝन तुʉी िलš शकता,dx 
 ȑामुळे याचे मूʞ असेल कारण हे तुʉाला येथे िमळेल जे तुʉालाpi ah x 

देते आिण असेल  ते  आिण ̝ याचे मूʞ  वर  असेल आिण ʉणून शेवटीpi cos 2 x sin x by 2 0 0 pi 
तुʉाला येथे िमळेल ʉणजे बरोबर आहे हे उȅर आहे की आपण दुसरे उदाहरण मोजू या जेणेकŝन तुʉाला हा pi i pi by 2 
गुणधमŊ a to bfxdx
आहे  ते अिधक उणे ǉा बरोबरी ʉणजे हे तुʉी लगेच a bfa b xdx pi

असे िलš शकता  बाय तीन बाय 1 अिधक बाय 3 अिधक बाय 6 हेby six to p i dx pi pi 
60 हे 30 आहे
 ȑामुळे तुʉाला बाय 2 अिधक हा अिधक हा बायpi a a b pi 
2 िमळेल.
 तर बाय 2 वजा ʉणजे ʉणून लगेच समान आहे  pi x i to pi by 6 to pi by 3 dx by

जे आपण मुळाखाली टॅन बाय वन ɘस असे िलš शकतोone plus under root cot x x under root tan xdx 
आता ठीक आहे तर मला एक गोʼ कŝ Ȩा
मी इथे फƅ जोड आिण वजा कŝ.

हा आहे 6 उणे ʉणजे हे असे आहे की आपण याला दोन भागांत  i i equals to pi pi pi by 6 to pi by 3 1 
तोडू शकतो ʉणून
एक अिवभाǛ असा मग दुसरा एक pi by six to pi by three one by one Plus
खाली  ŝट टॅन हे पुɎा आहे ʉणून तुʉाला दोन बरोबरी दोन िमळतील या अिवभाǛांपैकी एक xdx i i pi
बाय तीन वजा बाय सहा आहे ʉणून मी बाय बारा आहे ʉणून आपण दुसरे उदाहरण घेऊ 0 ते बाय 4 लॉग वन अिधक pi pi pi 

चे मूʞांकन कŝया हे सूũ लागू करा ʉणजे हे असेल 1 अिधक टॅन बाय 4 वजा हेtan xdx pi x dx 
0 ते बाय 4 0 ते बाय चार लॉग एक अिधक टॅन वजा ʉणजे pi pi a b tan a
वजा वर एक  अिधक tan b tan a tan b
 ȑामुळे आपʞाला 1 अिधक 1 वजा वर 1 अिधक tan x tan x

िमळेल जे शूɊ ते बाय चार लॉग ऑफ जर तुʉी घेतले आिण ते जोडले तर तुʉाला दोन एक अिधक dx pi lcm pi tan x dx
िमळेल.
  हा
तुमचा आहे आिण पूवŎ होता 0 ते Ȫारे 4 लॉग 1 अिधक 10 आता जर तुʉी दोɎीची बेरीज केली आिण हे दोन आहे असेi i pi xdx 
ʉटʞास
हे तुमचे पूवŎचे समीकरण एक होते ʉणून जर तुʉी एक आिण दोनची बेरीज केली तर तुʉाला

ǉा दुɔट िमळेल  झीरो टू पाई बाय चार लॉग ऑफ टू एक ɘस टॅन i x
ɘस ɘस लॉग ऑफ 1 ɘस टॅन ʉणजे तुʉाला दोन बरोबर शूɊ ते पाई बाय चार लॉग दोन बाय वन ɘस टॅनd xdx i 
मȯे एक अिधक टॅन हे िमळतील  0 ते बाय 4 लॉग 2x x dx pi 

ǉा बरोबरीचे आहे जे लॉग 2 बाय चार दोन लॉग दोन मȯे बायdx pi i pi 
चार आहे ʉणून बाय आठ लॉग दोन आहे तर आणखी एक उदाहरण घेऊ ʉणजे चे मूʞ शोधूया ʉणून i pi i compute i 
आपण ते
िवˑाįरत ˢŝपात िलš या ʉणजे तुʉाला उणे ते दोन वर एक अिधक चौरस दोन वन pi pi x sin x cos xdx x pi 
अिधक चौरस असे ʉणूया की हे आहे आिण ʉणा हे आहे तर ते दोन आहे  बाय वन ɘस कॉस ˍेअर cos x fx gx fx x x 
हे िवषम फंƕन आहे हे ǉा वजाएवढे आहेfx 
ʉणून िवषम फंƕɌसाठी िनिʮत अिवभाǛांचा गुणधमŊ वापŝन हे शूɊ होईल कारण आपʞाला मािहत आहे की जर िवषमfx 
असेल तर असेल तर अिवभाǛ संƥा शूɊ असेल.fx 
  िवषम
 ȑामुळे हे िवषम आहे शेवटी तुʉी या अिवभाǛतेवर पोहोचलात
ʉणून तुमचा आहे उणे ते बाय एक अिधक चौरस i pi pi 2 x sin x cos xd

आता हे आʉी ʉटʞाŮमाणे हे सम फंƕन आहे कारण जर तुʉीx gx gx 
उणे ठेवले तर  इथे तुʉाला दोन वजा सायनचे वजा बाय एक अिधक चौरस उणे x x x cos x
िमळेल
 ȑामुळे तुʉाला दोन साइन बाय एक अिधक चौरस जे तुमचे आहे ʉणून मीx x cos x x gx 
शूɊ ते दोन ǉा शूɊ ते दुɔट असेल ʉणून आʉीpi x sin xdx by one plus cos square x 
गुण वापरत आहोत की हे असे िलिहले जाऊ शकतेgxdx 
हे शूɊ ते ǉा दुɔट असे िलिहले जाऊ शकते आता पुɎा काय करायचे ʉणून आʉीagxdx 
ही गुणधमŊ लागू करतो जी शूɊ ते शूɊ ते आहे  वजा चे ʉणजे हे 2 0 ते दोन वजा उणेafx dx af xdx pi pi x sine pi 

वरxdx 
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एक  अिधक ˍेअर वजा Ůमाणे आʉाला चार शूɊ ते वजा cos pi x i pi pi x sin
उणे आहे आिण वजा हा उणे आहे पणpi x sine x cos pi x cos x 

तो चौरस असʞामुळे तुʉाला पुɎा चौरस िमळेल जर हे असेल तर  एक हे दोन आहेcos x 
एक आिण दोन जोडून तुʉाला िदसेल की ही संǒा रȞ केली जाईल ʉणून 1 आिण
2 जोडून तुʉाला ǉा दुɔट िमळेल 4 पट 0 ते बाय 1 अिधक वगŊ आता Ȩा  आहेi pi pi sine xdx cos x cos x t 
 ȑामुळे वजा आहे ʉणून मी ते रȞ केले तर मी बरोबर आहे ʉणजे मी दोनsin xdx dt 

आहे शूɊ आहे तो एक आहे वजा एक वजा आहेpi cos cos pi sin xdx dt 
 ȑामुळे तुʉाला उणे dt
एक अिधक वगŊ िमळेल  हे दोन ǉा बरोबरीचे आहे कारण वजा िचɎ असʞामुळे तुʉीt pi  
मयाŊदा अदलाबदल कŝ शकता
 ȑामुळे तुʉाला वजा एक ते एक बाय एक अिधक चौरस िमळेल ʉणून ʉणूनdt t i 
दोन ʩुǿम वजा एक ते एक दोन बाय 4 वजा  वजा ʉणजे तुʉाला बरोबर 2 pi tan t pi pi pi by 4 i pi pi by 
2 िमळेल
 ȑामुळे तुʉाला या अिवभाǛ साठी तुमचे अंितम उȅर

चौरस ʉणून िमळेल.pi 
 चला आणखी एक उदाहरण घेऊ या शूɊ ते चे मूʞांकन कŝ  ɘस कॉस अʚा िचɎ जेथे अʚाpi xdx one x 
शूɊ आिण मȯे पडलेला आहे ʉणून िदलेला आहे तो अिवभाǛ आहे ʉणजे मी गुणधमŊ वापŝन तुʉी िलš शकताpi i   
शूɊ ते हे शूɊ ते वजा सारखे आहे तुʉी शूɊ ते िलš शकता उणेafxdx afa xdx pi x pi 

वन ɘस कॉस अʚा िचɎ उणे ने बदलले जातेx pi x 
 ȑामुळे पुɎा उणे हा आहे ʉणूनsin pi x sin x 
एक आिण दोन ʉणा दोɎीचा अंश समान असेल ʉणून तुʉी असे जोडʞास तुʉाला या बाजूला दोन िमळेल आिणi 
या बाजूला  वर एक अिधक Ǜाला आपण ते बाय ˍेअर बाय 2 pi dx cos alpha sine x pi 0 pi dx sine x 
अिधक ˍेअरcos 

दोन एक असे िलš शकतो.x 
 तुʉी पाप ˍेअर Ȫारे दोन अिधक ˍेअर Ȫारे दोन अिधक ने बदलू शकता  मला ते येथे िलš Ȩा कारण अʚा x cos x plus 
तुʉी
ते दोन साइन बाय दोन कॉस दोन पयōत वाढवू शकता ʉणून दोन समान आहे शूɊ ते x x i pi pi
जर तुʉी चौरस ने अंश आिण भाजक मȯे भाग घेतला तर तुʉाला सेकंद वगŊ िमळेलcos x 

बाय दोन डीएƛ बाय टॅन ˍेअर बाय दोन ɘस वन ɘस दोन टॅन एƛ बाय टू कॉस अʚा ʉणजे हे आपणx x 
आहे ʉणून िलš शकतो  ते मला मला घेऊ Ȩा सेकंद नाही नाही मलाi eq ual pi by two 0 to pi sec 

बाय ʉणून घेऊ Ȩा ʉणजे तुʉाला सेकंद बाय 2 बरोबर िमळेल आिण टॅन 0 ही मयाŊदाtan x 2 t x x dx 2 dt 
0 असेल  ची मयाŊदा येथे 0 असेल ती 10 इतकी असेल की तुʉाला 10 िमळेल तेt pi pi by 2 
अनंत आहे
 ȑामुळे मयाŊदा 0 ते अनंत असेल ʉणून तुʉाला सेकंद चौरस िमळेल 2 x pi 2 dx dt 2

अिधक वगŊ अिधक 1 अिधक 2  हे आपण होल ˍेअर ʉणून िलš शकतो dt t t cos alpha t plus cos alpha 
ʉणून आपʞाला ˍेअर अʚा जोडायचा आहे आिणcos 

ˍेअर अʚा वजा करायचा आहेcos 
 ȑामुळे हे िमळून तुʉाला ɘस कॉस अʚा पूणŊt t 
ˍेअर आिण एक वजा कॉस ˍेअर िमळेल  अʚा हा सायन ˍेअर अʚा आहे ʉणून हा एक ˍेअर अिधक ˍेअरवर एक x  
Ůकारचा आहे ʉणून या इंिटŤलची ही िवहीर
तुʉी 1 बाय टॅन इ̢ʬसŊ टी ɘस कॉस अʚा बाय िसन अʚा मयाŊदे 0 ते अनंत असे िलš शकता
 ȑामुळे शेवटी
तुʉी येथे आला आहात  आहे ʉणून तुʉी ते i is equal to pi by sin alpha sine alpha is constant 
काढू शकता आʉाला

वजा िमळेल कारण अʚा  आिण म̡ ये आहे तेtan inverse infinity tan inverse cot alpha l  0 pi 
0 आिण नाहीpi 
 ȑामुळे नॉन-शूɊ आहे ʉणून हे तुʉाला िदले जातेsine sine alpha 
हे तुʉाला 2 वजा कŝन देईल आिण तुʉी tan pi tan pi by
2 उणे अʚा ʉणून िलš शकता
 ȑामुळे तुʉाला पुɎा िमळेल
 ȑामुळे तुमचा एकũीकरणाचा िवहीर pi alpha by

आहेsine alpha 
 ȑामुळे हेi is final of integration pi alpha by sine alpha alpha 
शूɊ आिण म̡ ये अस̜ यासाठी िदलेले आहे  या सम˟ेचे िनराकरण आपणpi 
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िनिʮत इंिटŤʤवर आणखी एक ʩायाम कŝया शूɊ ते बाय टू pi x sine x cos xdx by
चार अिधक साइन पॉवर चार ʉणून गुण 0 ते वापराcos for x x afxdx 

0 ते वजा सारखे आहेafa x dx 
 ȑामुळे हे तुʉाला 0 ते बाय 2 बाय 2 वजा देईलpi pi 

उणे उणे पॉवर 4 बाय 2 वजा अिधक साइन पॉवर 4x sine pi by 2 x cos pi by 2 x dx by cos pi x 
बाय 2 वजा हे 0 ते बाय 2 बाय 2 वजा सायन पाई बाय 2 इतके आहे  वजाpi x pi pi x 

वजा आहे वजा ʉणून आʉालाx  cos x cos pi by 2 x sine x cos pi by 2 x sine x 
ʉणजे पॉवर िमळेल  चार तरsine power 4 x sine pi by two minus x is cos x cos x 

हा तुमचा आहे जर हे एक असेल आिण हे दोन असेल तर तुʉी एक आिण दोन जोडʞास तुʉालाi 
ही संǒा या पदासह रȞ होईल.

 ȑामुळे तुʉाला िमळेल तुʉाला दोन ʉणून तुʉी एक आिणi i 
दोन जोडʞास तुʉाला दोन िमळतील  समान आहे शूɊ ते बाय दोन बाय दोन सायन कॉस बाय कॉस पॉवर 4 i pi pi x x x 
अिधक
साइन पॉवर 4 xdx
 ȑामुळे बाय 4 0 ते बाय 2 साइन कॉस बाय कॉस पॉवर 4i pi pi x x 

ɘस साइन पॉवर 4 आता पॉवर 4 ने भागा ʉणजे तुʉाला िमळेल ʉणजे समान चा चार शूɊ ते x x  dx cos x dx i pi pi
बाय दोन टॅन आिण सेकंद ˍेअर अिधक 10 पॉवर 4 x xdx 1 x 1 cos x
येथून रȞ होईल ʉणजे तुʉाला 3 िमळेल आिण नंतर 1 हे बरोबर समायोिजत केले आहे की तुʉाला िमळेल आिणsin x tan x 

चौरस Ȫारे एक तुʉाला सेकंद चौरस देत आहे, ʉणून मी पाई बाय चार टॅन ˍेअर आहे तोcos x x x 
टॅन ˍेअर घेऊ या ʉणजे हे तुमचे असेल  ʉणजे तुʉाला 2 x t dt tan

सेकंद चौरस हे ǉा बरोबरीचे आहे ʉणून टॅन चौरस एकx xdx dt xx xdx 
बाय दोन आहे तर शूɊ ʉणजे शूɊ बाय दोन अनंत आहेdt tan pi 
 ȑामुळे मयाŊदा
असेल मयाŊदा शूɊ ते अनंतापयōत असेल चौरस आहे हे ǉाt tan xs  econd xdx dt by two dt by two 
बरोबरीचे आहे
 ȑामुळे तुʉाला अनंतासाठी ʉणजे मी बाय आठ टॅन ʩुǿम अनंतता वजा टॅन ʩुǿम शूɊ टॅनdt by two  pi 
ʩुǿम शूɊ आहे आिण टॅन इİɈिनटी टॅन ʩुǿम पाई बाय दोन ʉणजे तुʉाला ˍेअरpi 
सोळा ने िमळेल
 ȑामुळे तुमचे उȅर ˍेअर बाय सोळा आहे चला अजून एक घेऊ  उदाहरण शूɊ ते चे मूʞमापन चार अिधक pi pi sine x 

अिधक 16 ʉणजे आपण अिधक वजा 16 अिधकcos x dx by 9 sine 2 x sine x cos x by 25 
असे िलš शकतो16 sine 2x dx 

 ȑामुळे हे पंचवीस वजा सोळा असे िलिहता येईल  एक वजा साइन दोन हे आपण शूɊ तेxdx 
बाय चार साइन अिधक वजा 16 असे िलš शकतो, आपणpi x cos x dx 25 

साइन ˍेअर अिधक ˍेअर वजा दोन साइन ने बदलू शकतो ʉणून आपण हे 25 वजा ʉणून िलš शकतो x cos x x cos x 
सोळा वजा संपूणŊ वगŊ आता वजा ʉणून अिधक sin x cos x sin x cos x t cos x sin

आहे हे बदलेल  मयाŊदा ʉणून हे 0 आहे वजा 1 आिण xdx dt sine 0 cos 0 sine pi by
दोɎी मूʞे सारखीच आहेत ʉणून ती 0 िमळेल ʉणून वजा 1 आहे ʉणून 4 cos by 4 x pi by 4 t 0 x 0 t 

तुमǉाकडे
या मयाŊदा उणे १ वजा आहेत  1 ते 0 आिण तुʉाला हे Ůमाणे िमळेलdt 
 ȑामुळे इंिटŤलचे मूʞ नेdt 
पंचवीस वजा सोळा ˍेअर आहे हे वजा एक ते शूɊ एक बाय सोळा बायt dt dt 
पाच बाय चार पूणŊ ˍेअर वजा ˍेअर आहे आता हे सूũ वापŝन  चौरस वजाt dx 

चौरस ने तुʉी हे मूʞ 1 बाय 2 लॉग ऑफ मोड ɘस बार वजाx a a x pi a 
असे िलš शकता ʉणून हे एक बाय सोळा एक बाय दोन ʉणजे पाच बाय चार लॉग 5 बाय 4 अिधक ते 4x t  5 

िमिनटांपयōत 1 ते 1 ते 0 पयōत.
 ʉणून आपʞाला 1 Ȫारे 1 Ȫारे  िमळते.
 आिण
हे तुʉाला नऊ बाय चार देईल ʉणजे हे एक चाळीस लॉगǉा बरोबरीचे आहे
एक शूɊ आहे मग तुʉाला वजा एक लॉग 1 बाय 9 िमळेल जे ʉणजे तुʉी 9 ला घात वजा 1 असे िलš शकता आिण हे  लॉगचा गुणधमŊ 
वापŝन उणे 1 रȞ होईल
ȑामुळे तुʉाला 1 बाय 40 लॉग 9 िमळेल जे तुʉी लॉग 3 चौरस लॉग 3 ʉणून िलš शकता ʉणून 1 बाय 20 लॉग 3 हे अंितम उȅर आहे
Ɨेũाǉा सीमारेषेवर आपण आणखी एक उदाहरण घेऊ या बरोबर चौरस आिण y x y
बरोबर दोन बाय एक अिधक चौरस ȑाचे Ɨेũफळ काढूया, तर आपण आधी ɘॉट बरोबरx y 

Pru
tor
@
IIT
K



दोन बाय एक एक अिधक ˍेअर ɘॉट कŝ या, आपण आधीx x 
ɘॉट केला आहे पण तो अिधक तपशीलवार ɘॉट कŝया.
 
 ȑामुळे तुʉाला डॅशची गणना करा आिण नंतर यातील फरकy 
तुʉाला दोन देईल
 ȑामुळे तुʉाला उणे चार बाय एक अिधक चौरस पूणŊ वगŊ िमळेल, जर सकाराȏक असेल तर x x x y
डॅश  ऋण असेल तर ऋण असेल तर डॅश सकाराȏक आहे आिण हे सȑ आहे  सवŊ हे सवाōसाठी खरे आहेx y x 

ʉणून जेʬा सकाराȏक असतो डॅश 0 पेƗा कमी असतो तेʬा ऋण असतो तेʬा हे कमी होत असते x x y x y
डॅश सकाराȏक असते ʉणून ही वŢ ० वर वाढते आहे फंƕन मूʞ 2
वर एक अिधक शूɊ आहे
 ȑामुळे दोन हे कसे आिण अिवभाǛ वरy 
शूɊावर शूɊ आहे जे येथून ˙ʼ होते.
 ʉणून तुʉी लावʞास अिवभाǛ  तुʉाला येथून शूɊ िमळेल, ze y ro 
ȑामुळे 0 वर फंƕन ʬॅʞू 2 0 ˢʙिवराम दोन आहे शूɊावर ˙िशŊका

अƗाǉा समांतर आहे ʉणून वŢ असा आहे.x 
 सकाराȏक अƗासाठी तो कमी होत आहेx 
आिण ऋण साठी  अƗ वाढतो आहे ʉणून हे वŢ समानx y 
आहे दोन वर एक अिधक चौरस आता आपण बरोबर चौरस आिणx y x 

बरोबर दोन वर एक अिधक चौरस ʉणून ɘॉट कŝया तर चला दोɎी वŢ एकाच समतल मȯे ɘॉट कŝया ʉणजेy x 
तुमचे तुमचे  पॅराबोला ʉणजे बरोबर चौरस ʉणजे िशरोिबंदू 0 0 अƗ अƗ आिण दुसरा वŢ याȪारे दशŊिवला जातो हा तुमचा y x y y
समान
आहे  दोन वर एक अिधक चौरस हा िबंदू आहे शूɊ ˢʙिवराम दोन शूɊ शूɊ आʉालाx 
हे िबंदू शोधणे आवʴक आहे  छेदनिबंदू ʉणून आवʴक असलेले Ɨेũ लाल रंगाने छायांिकत केले आहे आʉाला
दोɎी वŢांमȯे बांधलेले Ɨेũ शोधायचे आहे ʉणून आʉाला दोɎी वŢांǉा छेदनिबंदूचा िबंदू शोधणे आवʴक आहे
ʉणून तुʉाला िमळणारे दोɎी वŢ सोडवूया कारण ते  लांबीचा असेल
ʉणून तुʉी चा वगŊ असा ठेवला ʉणजे तुʉाला िमळेल  दोन वर एक अिधक वर गुणाकार करा ʉणजे तुʉाला x y y e y y
वगŊ अिधक उणे दोन िमळतील हे शूɊ आहे ʉणून आहे तर उणे दोन का आिण एक वजा दोन आिण एक का आहे ʉणून y y y y 
नेहमी
सकाराȏक असतो ʉणून उणे दोन दुलŊिƗत केले जावे ʉणून एक आहे हे बरोबर आहेy  y 
ʉणून ची संबंिधत मूʞे ʉणून जर तुʉी बरोबर एक ठेवलीत तर ची मूʞे x y x x
बरोबर अिधक वजा एक असेल तर हा तुमचा बरोबर वजा एक आहे आिण हा तुमचा बरोबरx x 
एक ɘस एक आहे 
 ȑामुळे तुमचे Ɨेũ तुमचे Ɨेũ उणे एक ते एक असेल कारण तुʉी मला ते पुɎा काढू Ȩा
कारण नाहीतर तुʉाला मयाŊदा कशी सांगायची
 ȑामुळे तुमची पįरİ̾थती ही
तुमची एक कार आहे दुसरी वŢ ही आहे आिण हे उणे एक आहे  अिधक एक ʉणून
हे तुमचे आवʴक Ɨेũ आहे हे Ůाथिमक Ɨेũ आहे.
 हे Ǜाची Ŝंदी आहे आिण हे दोनdx 
बाय एक अिधक चौरस आहे हे चौरस आहे ʉणून तुʉाला दोन बाय एक अिधक चौरस वजाx x o x 

चौरस हे Ůाथिमक Ɨेũ आहे ʉणून  आवʴक Ɨेũाचे मूʞ आवʴक आहे ʉणून आवʴक Ɨेũ लाल छटा असलेला Ůदेश आहे x dx 
ʉणून हे आहे  Ɠाल टूe 
2 वजा 1 ते 1 बाय 1 अिधक चौरस उणे वजा 1 ते 1 चौरस टॅन ʩुǿम dx x x dx 2 x
वजा 1 ते 1 वजा घन बाय 3 वजा 1 ते 1 2 हा पाई बाय पाई बाय 4 वजा वजा पाई आहेx 
४ वजा १ बाय ३ १ वजा वजा १ तर तुमचे अंितम मूʞ असेल हे तर आहे आिणpi by 2 pi 
हे 1 वजा 1 वजा हे 2 आहे
 ȑामुळे तुʉाला उणे २ बाय ३ िमळेलpi 
 ȑामुळे हे अंितम उȅर आहे
चला एक घेऊया  अिधक उदाहरण ʉणजे Ůदेश हा शापावर चचाŊ करतो आिण 

ला ने बांधलेला Ůदेश ओळखतो अधाŊ x x x
समान 2 बरोबर आिण बरोबर 2 ची घात ʉणून आपण Ɨेũ ɘॉट केʞास लॉग काढला जाईल  याŮमाणे हे y log x y x x x 
बरोबर 1 आहे.
 आिण नंतर 2 ची ची 0 वर ती 1 आहे आिण नंतर जेʬा वाढतो तेʬा वाढतोx x x 
ȑाचे मूʞ वाढते ʉणून ते असेच जाते ʉणून ʉणा की हे बरोबर दोन बरोबर अधő आहे  इथे कुठेतरी आहे हा तुमचाx x 
अधाŊ आहे तर हा हा वŢ 2 ची घात आहे हा लॉग हा आहे बरोबर अधाŊ ʉणा हा आहेx x x x 
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दोन ǉा बरोबरीचा आहे ʉणून तुमचा एकीकरणाचा Ůदेश इतका आहे  हे पुɎा तुʉाला Ůाथिमक Ɨेũ पįरभािषत करणे आवʴक x 
आहे ʉणजे Ůाथिमक Ɨेũ

हे तुमचे आहे हे तुमचे आहे वजा हेfx fx gx fx gx 
सूũ मȯे पॉवर वजा लॉग मȯे मȯे परत करǻाचा Ůयȉ करा आिण एकũीकरणाची मयाŊदाdx x x dx 
िकमान ते पयōत असेल  चे जाˑीत जाˑ मूʞ जे वŝन अȯाŊ ते ǉा बरोबरीचे दोन इतके असेल तर एकũीकरणाचेx x x 
2 ची पॉवर Ȫारे लॉग 2 वजा लॉग चे मूʞ लॉग वजा मयाŊदा अȯाŊ ते दोन पयōत जाईल मूʞ अह आहे ʉणून दोन वर x x x x x 
तुʉाला
दोन वगŊ िमळतील लॉग दोन वजा दोन लॉग दोन वजा वजा दोन वजा
िन̱ʄाने तुʉाला ŝट दोन िमळेल लॉग दोन वजा अधाŊ लॉग अधाŊ वजा वजा अधाŊ
 ȑामुळे तुʉाला लॉगȪारे चार वजा मूळ दोन िमळेल  दोन
या दोन संǒा एकũ कŝन दोन वजा अधाŊ होईल या दोन संǒा एकũ कŝन तीन बाय दोन होतील
मग या दोन संǒा िमळून तुʉाला हे िमळतील तुʉी हे आह घेतʞास तुʉी हे
अिधक अधाŊ लॉग 2 असे िलš शकता
 ȑामुळे तुʉाला हे वजा आहे ठीक आहे, तुमǉाकडे येथे वजा िचɎ आहे
 ȑामुळे तुʉी तुमचे
िमनू कराल  येथे िचɎ तुʉाला पुɎा ɘस िमळेल ʉणून तुʉाला 5 बाय 2 लॉग 2 िमळेलs 
 ȑामुळे हे तुमचे
अंितम उȅर आहे ʉणून हे वजा िचɎ आहे हे पहा
 ȑामुळे हे वजा वजा हे अिधक होईल
पण 1 बाय 2 आहे ʉणून पुɎा होईल  वजा करा
 ȑामुळे ही संǒा आिण
ही संǒा एकũ केली जाईल ʉणून 2 अिधक 1 बाय 2 ʉणजे 5 बाय 2
 ȑामुळे हे अंितम
उȅर आहे, आʉी तुमचे ऐकʞाबȞल धɊवाद 
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