
മുآെ؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ , കൃതّമായ ഇന്റْഗലുകളുെട ْപേയാഗെമؗ നിലയിൽ നിരവധി 
ഉദാഹരണ׹ൾ ഞ׹ൾ ക؇ി؂ു؇് , ഈ ْപഭാഷണ؋ിലും ഞ׹ൾ അത് തെؗ തുടരും, ചില ْപٍ׹٠ൾ 
പരിഹരിׯാൻ തുടؗു׹തിനുമു്آ സ׸ീർ؉മായ ْപٍ׹٠ൾ പരിഹരിׯാൻ നി׹െള സഹായിുׯം , 
ഇേؚാഴും അവേശഷിؗുׯ ഒരു ആശയം എടുׯാം. അട׺ ഇടേവള എബിയിൽ തുടർ׺യായി വരുؗ ഒരു
ഫംഗ് ഷൻ എഫ് എ٧്ع പരിഗണിുׯെമؗും ലാളിതّ؋ിന് എഫ ്എ٧്ع േപാസിئീവ് ആെണ്ؗ നമു്ׯ 
കണׯാׯാം, പേײ ഞാൻ ചർ׺ െചإാൻ േപാകുؗ ഫലം തുടർ׺യായ ഏത് ഫംഗ് ഷനിലും വളെര 
എളുؚ؋ിൽ വിപുലീകരിׯാം, പേײ അത് േപാസിئീവ് ആയിരിׯിب അതിനാൽ നമു്ׯ കർവ് 
വരയ്ׯാം, ഇത് ആണ് ന് തുലّം, ഇത് ആണ് യ്്ׯ തുലّം , ഇത് ന് തുലّമാണ്, ഇത് ആണ് x b x a y 0 y 

ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഈ ഏരിയെയ അവിഭാജّമായി ْപതിനിധീകരിؗുׯത് fx a 
മുതൽ ആണ് എ്ؗ നി׹ൾׯറിയാം. തുടർ׺യായി ഇത് ഇടേവളയിൽ അതിന്െറ പരിധി bfxdx 
ൈകവരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് ഫംഗ് ഷന്െറ പരമാവധി മൂലّമാെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ ഈ േ؛ാ؂ിൽ നി്ؗ 
കാണാനാകും കൂടാെത ഇത് ചില ഘ׹؂ളിൽ ന് തുലّമാണ് എ്ؗ പറയുക. നമു്ׯ ഈ േപായിന്റുകൾ x 
ആവശّമിെ׸بിലും ചില ഘ׹؂ളിൽ ന് തുലّമായ ഫംഗ് ഷന്െറ ഏئവും കുറ؁ മൂലّമാണ് ഇത് x d 
എ്ؗ പറയുക, പേײ ഇേؚാഴും ഞാൻ എഴുതി, ഈ ഉയരം െചറുതാണ് ഈ ഉയരം െചറുതാണ് ആണ് , m m 
ഈ ഉയരം ഇതാണ് മൂലധനം , ഇത് പ׺ േഷഡുت ْപേദശമാെണ്ؗ നി׹ൾׯറിയാം, ഇതാണ് യഥാർ، 
ْപേദശം , തؗിരിؗുׯ ْപവർ؋ന؋ിനായി ഇതിന്െറ ഒരു പരിധി കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ 
ആْഗഹിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ േ؛ാ؂ിൽ നി്ؗ യഥാർ، ഏരിയ എبായ്േؚാഴും ഈ ْപേദശേׯ؋ാൾ 
വലുതാെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും ഞാൻ യഥാർ، വിُീٝർ؉ം െകാ؇് േഷഡ് െചയ് തത് 
കറു്ؚ നിറമുت ഈ ْപേദശേׯ؋ാൾ എبായ്േؚാഴും വലുതാണ്, ഈ ദീർഘചതുര؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം 
എْതയാെണ്ؗ കാണാൻ എളുؚമാണ് , ഈ ദീർഘചതുര؋ിന്െറ ഉയരം െചറുതും െചറുതുമായ m m 
ആെണؗും ദീർഘചതുര؋ിന്െറ വീതി ൈമനസ് ആണ്  അതിനാൽ െചറിയ ദീർഘചതുര؋ിന്െറb a 
വിُീٝർ؉ം ആയി ൈമനസ് ആകും ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഈ ചിْതം വീ؇ും വരയ്ׯാം, കാരണം m b a 
ഇതിൽ നി്ؗ മനشിലാؗുׯത് വളെര സ׸ീർ؉മാണ് , അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഇത് േപാെലയു؇് b 
ഇതാണ് അതിനാൽ പ׺ േഷഡുت ഈജിേയാണാണ് യഥാർ، ْപേദശം, അതിനാൽ യഥാർ، a r  
വിُീٝർ؉ം ചുവ്ؚ നിറ؋ിലുت ദീർഘചതുര؋ിന്െറ വിُീٝർ؉േׯ؋ാൾ കുറവായിരിുׯെമ്ؗ 
നി׹ൾ്ׯ ചിْത؋ിൽ നി്ؗ കാണാൻ കഴിയും,  അതിനാൽ യഥാർ، വിُീٝർ؉ം എبായ്േؚാഴും 
ചുവ്ؚ നിറമുت ദീർഘചതുര؋ിന്െറ വിُീٝർ؉േׯ؋ാൾ കുറവായിരിുׯം, അതിനാൽ ഇത് എ׹െന
കണׯാׯാം ദീർഘചതുര؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം ചുവ്ؚ നിറ؋ിൽ നിഴലി׺ിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ 
നീളം ൈമനസ് ആണ് , ഈ നീളം മൂലധനം ആണ്, അതിനാൽ ഈ ْപേദശം എبായ്േؚാഴും p a m 
മുകളിലും താെഴയും ഈ അളവിനാൽ പരിമിതെؚടു؋ിയിരിുׯം, ഇവിെട എؗത് ഇടേവള ൽ m ab-
േനടിയ ْപവർ؋ന؋ിന്െറ പരമാവധി മൂലّമാണ്. െചറിയ എؗത് ഇടേവളയിെല മ്ئ ഫംഗ് ഷനാണ്, m 
ഒരു േകാമ എؗത് ഒരു ഉദാഹരണം േനാׯാം, മുതൽ വെരയുت നിحിത ഇന്റْഗലിന്െറ ഈ b a bfxdx 
അതിരുകൾ എ׹െന േനടാം എؗതിന്െറ ഒരു ഉദാഹരണം േനാׯാം .  ഏത് ഫംഗ് ഷനും അതിന്െറ 
ചിصം മാുؗുئ, അതിനാൽ നമു്ׯ കുറ്׺ ഉദാഹരണെമടു്؋ നിحിത ഇന്റْഗലിന്െറ പരിധി എ׹െന 
കെ؇؋ാെമ്ؗ േനാׯാം, ഉദാഹരണ؋ിന് പവർ ൈമനസ് േല്0 ׯ മുതൽ 2 വെര ഇ എ്ؗ x dx 
പറയുക, അതിനാൽ ഇത് ആണ് ആ٧عിസ് ടി  െഹൻ ഇ പവർ ൈമനസ് ഈ വْകമായിരിുׯം, ഇത് x y x 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, ഇത് എؗത് ര؇ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ യഥാർ، വിُീٝർ؉ം അതിരുകൾ x 
കെ؇ؗു؋തിന് നമു്ׯ ദീർഘചതുരം വരയ്ׯാം, കാരണം ഫംഗ്ഷൻ മൂലّം പൂജّ؋ിൽ പരമാവധി 
മൂലّം എടുുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് െചുإം  എبായ് േؚാഴും കുറവായിരിുׯക, അതിനാൽ ഈ 
ഉയര؋ിന്െറ ഉയരം നിയْؓിؗുׯത് പൂജّം ഫംഗ് ഷനിെല ഫംഗ് ഷൻ മൂലّമാണ് പവർ ൈമനസ് x 
അതിനാൽ വശം ഒ്ؗ, ഈ വീതി ര؇്, അതിനാൽ ഈ ഏരിയയുെട മുകൾ പരിധി ര؇് േലാ ആയിരിുׯം.
ഈ ദീർഘചതുരം വരയ്ؗുׯതിന്, ഫംഗ് ഷൻ മുഴുവനായും കുറയുؗതിനാൽ, ഈ ദീർഘചതുര؋ിന്െറ
വിُീٝർ؉ം ൽ ഉت ര؇് ഫംഗ് ഷൻ മൂലّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതായത് പവർ ൈമനസ് ര؇്, x- e 
അതിനാൽ ഈ ഉയരം ഈ ഉയരം പവർ ൈമനസ് ര؇് ആണ്.  കറു്ؚ നിറ؋ിൽ േഷഡുت ഈ e 
ദീർഘചതുര؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം പവർ ൈമനസ് ര؇് മുതൽ േല്ׯ ര؇ാണ്, അതിനാൽ  ഇവിെട e 
ഏെത׸ിലും അവിഭാജّ؋ിന്െറ മുകളിലും താെഴയുമുت അതിരുകൾ കെ؇؋ാൻ ഈ ഫലം നി׹െള
എ׹െന സഹായിുؗുׯെവ്ؗ നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും ആണ് പരമാവധി മൂലّവും പിെؗ m f 
ന്െറ പരമാവധി മൂലّവും ഉം എؗത് അട؁ ഇടേവളയിൽ തുടർ׺യായി unction m 
ْപവർ؋ിുׯെമ്ؗ ഞ׹ൾ കരുതുؗ ഫംഗ് ഷന്െറ ഏئവും കുറ؁ മൂലّമാണ്,  നമു്ׯ ഈ ചർ׺ 
പൂർ؋ിയാׯാം, നമു്ׯ മുേؗാ؂് േപാകാം , ْകമ؋ിെല നിحിത ഇന്റْഗലുകെളുׯറിتു׺ മ്ئ ചില 
വّായാമ׹ൾ പരിഹരിׯാം, നമു്ׯ ഒരു ഉദാഹരണം പരിഗണിׯാം. ൈമനസ് ഹാഫ് മുതൽ ഹാഫ് 
േലാഗ് വൺ ؛സ് എക് സ് ഒൺ ൈമനസ് എക് സ് ഡിഎക് സ് മൂലّനിർ؉യം എؗ നിലയിൽ െഡഫിനി്ئ 
ഇന്റْഗൽ നൽകിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇന്റْഗൽ എഴുതാം, കാരണം ഇത് വളെര 
സ׸ീർ؉മാെണ്ؗ േതാؗുؗു, കാരണം നമു്ׯ ഇവിെട വളെര ഭാരി׺ ഫംഗ് ഷനുകൾ ഉتതിനാൽ 
ഏئവും വലിയ പൂർ؉സംഖّ ഫംഗ് ഷൻ േലാഗരിഥമിക് ഫംഗ് ഷൻ അതിന്െറ ഇൻപു؂് ആർഗّുെമന്റിന് 1
 സ് ന് 1 ൈമനസ് ആണ്  എؗാൽ ഇത് ൈമനസ് ഹാഫ് മുതൽ ൈമനസ് ഹാഫ് മുതൽ പകുതി x x؛
വെരയുت രൂപ؋ിലാെണ്ؗ നി׹ൾ കാണുؗു, അത് ഞ׹ളുെട ഫംഗ് ഷനുകളിൽ േപാലും 
ബؖെؚ؂ിരിׯാവുؗ ആണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ േലാഗ് വൺ ؛സ് ഓൺ േലാഗ് ah x 
കാണുകയാെണ׸ിൽ ഒ്ؗ ൈമനസ് ആെണ്ؗ നി׹ൾ കരുതുؗുെവ׸ിൽ അത് ആണ്  x hx so h 
ൈമനസ് ന്െറ ഒരു ൈമനസ് ഓൺ വൺ ؛സ് ന്െറ േലാഗ് ആയിരിുׯം, അത് നി׹ൾ്ׯ വൺ x x x 
 സ് ന്െറ േലാഗ് ൈമനസ് ആയി എഴുതാം, അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ x fhx؛
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ഇത് ഒരു ആണ്.  ന്െറയും ഇടേവളയുെടയും ഫംഗ് ഷൻ ൈമനസ് പകുതി മുതൽ പകുതി od x d 
വെരയാണ്, അതിനാൽ നിحിത ഇന്റْഗലുകളുെട േْപാؚർ؂ി ഉപേയാഗി്׺ മൂലّം പൂജّമായിരിുׯം, 
അതിനാൽ നി׹ളുെട അؓിമ ഇന്റْഗൽ ൈമനസ് പകുതി മുതൽ പകുതി വെര ഏئവും വലിയ 
പൂർ؉സംഖّ ഫംഗ് ഷൻ ആണ്, അതിനാൽ ഏئവും വലിയ പൂർ؉സംഖّ ഫംഗ് ഷൻ മൂലّം xdx 0 
എടുുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് 0 മുതൽ 1 വെരയും ൈമനസ് ഹാഫ് മുതൽ 0 വെരയും െട്ز ഇന്റിജർ 
ഫംഗ് ഷന്െറ േ؛ാ؂്, അതായത് ൈമനസ്  മുതൽ  വെര, യഥാർ،؋ിൽ ഇതിന് മൂലّം ൈമനസ് 1 1 1 
എടുുׯം. അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് പകുതി മുതൽ  വെര ആയിരിുׯം, കാരണം ഫംഗ് ഷൻ വّതُّ ٝ0
മൂലّ׹ൾ എടുؗുׯതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇത് തകർേׯ؇തു؇്. വّതّസ് ത ഇടേവളകളിൽ നമു്ׯ 
ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ വെരയും പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ പകുതിയും മൂലّം പൂജّം എടുുؗുׯ, അതിനാൽ dx 
നമു്ׯ പൂജّം ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ ൈമനസ് ൈമനസ് പകുതി മുതൽ പൂജّം വെര നി׹ൾ്ׯ x 
ലഭിുׯം, ഇത് നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് പൂജّം നൽകുؗു, ഇത് പൂജّമാകും, തുടർ്ؗ ഇതിന്െറ ൈമനസ് ؛സ് 
ആകും, തുടർ്ؗ വീ؇ും ഒ്ؗ കൂടി ൈമനസ് അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ അവസാന ഉ؋രം ൈമനസ് 
പകുതിയാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ േْപാؚർ؂ികൾ ഉപേയാഗിുׯകയാെണ׸ിൽ വളെര സ׸ീർ؉മായ 
കൃതّമായ ഇന്റْഗലുകൾ്ׯ എ׹െന അത് വളെര ലളിതമാകുെമ്ؗ നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും 
സീകٔൻസ് മൂലّനിർ؉യ؋ിൽ നമു്ׯ മെئാരു ഉദാഹരണം എടുׯാം  ൈമനസ് ൈപ മുതൽ te pi 
േകാസ് സ്കٔയർ േല്؛ 1 ׯസ് േപാസിئീവ് ആണ്, അതിനാൽ x dx a to the power x x 
അ׹െനയാെണ׸ിൽ നأൾ എؓുെചإണം, കാരണം ഒئയടി്ׯ േപാലും സൂْതവാകّം ْപേയാഗിׯാൻ 
ْശമി׺ാൽ അത് ْപവർ؋ിׯിب, കാരണം തുലّമാണ്  ഫംഗ് ഷൻ എؗാൽ ഇത് ഒരു പവർ cos square x 

ഒؗുകിൽ േْപാؚർ؂ി തൃപ് തിെؚടുؗു؋ിب, അതിനാൽ ഇത് ബാധകമب, അതിനാൽ നأൾ ആദّം x 
െചؗുإത് െന ൈമനസ് െകാ؇് മാئിرാപിുׯകയും ൈമനസ് ആെണ׸ിൽ ൈമനസ് x- t x t dx dt 
ആെണ׸ിൽ എ്ؓ സംഭവിുׯെമ്ؗ കാണുക  ൈമനസ് ൈപ, ൈപയിൽ ഇത് ൈമനസ് ൈപ 
ആയിരിുׯം, അതിനാൽ നി׹ൾ േവരിയബിൾ മാുئേآാൾ ഇത് ഒരു പുതിയ പരിധിയാണ് , നി׹ൾ്ׯ 
ൈമനസ് ചിصേ؋ാെട േകാസ് സ്കٔയർ ൈമനസ് ടി ഡിടി ലഭിുׯം ൈമനസ് ടി ؛സ് എ പവർ ൈമനസ് 
ടി, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട ഒരു െനഗئീവ് ചിصമുتതിനാൽ ഞാൻ തുലّമാണ്, അതിനാൽ 
നി׹ൾ്ׯ പരിധികൾ മാئാം, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ േപാസിئീവ് ചിصം ലഭിുׯം, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ
ൈമനസ് ൈപ മുതൽ ൈപ വെര ലഭിുׯം, ഈ ൈമനസ് ചിصം നി׹ൾ ഉടൻ അവഗണിׯെؚടും  
പരിധികൾ മാുئക, പരിധികൾ പരُ١രം മാുئക, നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് ആ٧عിസ് േകാസ് എ٧عിന്െറ േകാസ് 
ലഭിുׯം, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ജി  ഒ്ؗ ؛സ് േല്ׯ പവർ ൈമനസ് ആയതിനാൽ എؗത് et dt e t t 
ഡأി േവരിയബിൾ ആയതിനാൽ നമു്ׯ എഴുതാം , നّൂമേറئറിലും ഡിേനാമിേനئറിലും ഉت 
സംഖّയിൽ ടി െകാ؇് ഗുണിׯാം , 
അ׹െന നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് ൈപയിൽ നി്ؗ േല്ׯ േനടുകയും എؗ േവരിയബിളിെന േല്ׯ pi t x 
മാുئകയും െചإാം.  അതിനാൽ എനി്ׯ ഇേؚാൾ ഇത് ഇതുേപാെല എഴുതാം , നി׹ൾ ഒؗും ര؇ും 
സമവാകّ׹ൾ േചർ؋ാൽ നി׹ൾ ഒؗും ര؇ും സമവാകّം േചർ؋ാൽ നി׹ൾ്ׯ ര؇് ലഭിുׯം, i 
പവർ േല്ׯ ൈമനസ് ൈപ മുതൽ വെര തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് സാധാരണമായിരുؗു xdx- pi 
അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഒ്ؗ ؛സ് എ؂് ലഭിുׯം  നّൂമേറئറിലും x 
അ׹െന അത് റؐാׯെؚടും, േപാലും ഫംഗ് ഷൻ ആയതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഇേؚാൾ വളെര cos x 
ലളിതമായ ഒരു സംേയാജനം ലഭി׺തായി കാണാം  ൽ നി׹ൾ്ׯ എ്ؗ എഴുതാം, അതിനാൽ cos x- dx 
ഇതിന്െറ മൂലّം ആയിരിുׯം, കാരണം ഈ നി׹ൾ ഇവിെടെയുؗു؋ നി׹ൾ്ׯ തരുؗ pi ah x, pi 

എؗിവ ന് 2-ന് പാപമാകും, അതിന്െറ മൂലّം 0-ൽ 0-ഉം ഉം ആകും. നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട x, cos 2 x x- pi-
ൈപ ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ ഞാൻ ൈപ 2 െകാ؇് തുലّമാണ് എؗതാണ് ഉ؋രം നമു്ׯ എടുׯാം  
മെئാരു ഉദാഹരണം കണׯാുׯക, അതിനാൽ ഈ േْപാؚർ؂ി മുതൽ വെര ؛സ് a bfxdx a to bfa b 
ൈമനസ് ന് തുലّമാെണ്ؗ നി׹ൾ ഓർുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് നി׹ൾ്ׯ ഉടൻ തെؗ ൈബ xdx pi 
ആറ് മുതൽ ൈബ മൂ്ؗ ൈബ 1 ؛സ് ൈബ 3 ؛സ് വെര എഴുതാം, ഇത് 60 ആണ് 30 pi dx pi pi by 6 
ആണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ കൂടി ലഭിുׯം, ഇത് ؛സ് എؗത് ആണ്. അതിനാൽ pi 2 a a b pi 2 pi 2
ൈമനസ് ആണ്, അതിനാൽ ന് 6 ന്െറ ന് 3 ന് 3 ൈബ വൺ ؛സ് ൈബ റൂ؂് ന് x i pi pi dx dx cot x 
താെഴ തുലّമാണ്. റൂ؂് ടാൻ ന് കീഴിൽ ഒ്ؗ ؛സ് റൂ؂് ടാൻ എ്ؗ എഴുതാം, ശരിയാെണ׸ിൽ, ഞാൻ x xdx 
ഒരു കാരّം െചإെ؂ , ഇവിെട കൂ؂ിയും കുറയ്ׯാനും അനുവദിൂׯ, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ന് i pi 
തുലّമാണ്, ഇത് ൈബ 6 ൈബ 6 മുതൽ 3 വെര ആണ് ൈമനസ് അതിനാൽ ഇതാണ് നമു്ׯ pi pi pi 
ഇതിെന ര؇് ഭാഗ׹ളായി വിഭജിׯാം, അതിനാൽ ഒ്ؗ ഇതുേപാെല അവിഭാജّവും മെئാ്ؗ ൈപ ആറ ്
മുതൽ ൈപ മൂ്ؗ ഒ്ؗ ൈബ ഒ്ؗ ؛സ് റൂ؂് ടാൻ ന് കീഴിൽ ഇത് വീ؇ും ഐ ആണ്, അതിനാൽ xdx 
നി׹ൾ്ׯ ര؇് ലഭിുׯം , ഈ ഇന്റْഗലിൽ ര؇ിന് തുലّമാണ് ഒ്ؗ  ൈപ ْതീ ൈമനസ് ൈപ ൈബ 
സിക് സ് ആണ് അതിനാൽ ഐ പْؓ؇ിൽ ൈപ ആണ്, നമു്ׯ മെئാരു ഉദാഹരണം എടുׯാം  മുതൽ 0
ൈപ വെര 4 േലാഗ് വൺ ؛സ് വിലയിരുു؋ക ടാൻ അതിനാൽ ഈ േഫാർമുല ْപേയാഗിുׯക, xdx 
അതിനാൽ ഇത് 1 ؛സ് ടാൻ ൈപ്4 ׯ ൈമനസ് തുലّമാണ്, ഇത് 0 മുതൽ വെര 4 0 ന് തുലّമാണ്  x dx pi 

ഓൺ വൺ ؛സ് ടാൻ എ ടാൻ ബി അതിനാൽ നമു്؛ 1 ׯസ് 1 ൈമനസ് ടാൻ ഓൺ 1 ؛സ് ടാൻ b x x 
ഡിഎ٧്ع ലഭിുׯം , ഇത് പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈപയിേല്ׯ തുലّമാണ്, നി׹ൾ എടു്؋ അത് lcm 
േചർ؋ാൽ നി׹ൾ്ׯ ര؇് ൈപ ഒ്ؗ ؛സ് ടാൻ ലഭിുׯം  അതിനാൽ ഇത് നി׹ളുെട ആണ്, x dx i 
േനരെ؋ ഞാൻ 0 മുതൽ വെര 1 ന്െറ 4 േരഖയും 10 ഉം ആയിരുؗു, ഇേؚാൾ നി׹ൾ ര؇ും pi xdx-
ഒؗാׯി ഇത് ര؇് എ്ؗ പറയുകയാെണ׸ിൽ, ഇത് നി׹ളുെട മുآെ؋ സമവാകّം ഒؗായിരുؗു, 
അതിനാൽ നി׹ൾ ഒؗും ര؇ും സംْഗഹി׺ാൽ നി׹ൾ്ׯ ര؇് തവണ ലഭിുׯം  എؗത് പൂജّ؋ിൽi 
  നി്ؗ ൈപ്ׯ തുലّമാണ്.  ഇത് 0 മുതൽ വെര 2 ന്െറ 4 േലാഗിന് തുലّമാണ്, ഇത് േലാഗ് 2 dx pi dx pi by
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ന് തുലّമാണ് അതിനാൽ ആണ് എ؂് നമു്ׯ four two i log two into pi by four i pi by log two 
മെئാരു ഉദാഹരണം എടുׯാം, അതിനാൽ ക؂്ൂّآ ഐയുെട മൂലّം കെ؇؋ാം, അതിനാൽ നമു്ׯ i 
ഇത് വിപുലീകരി׺ രൂപ؋ിൽ എഴുതാം, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് ൈപ മുതൽ ൈപ ടു x sin x 
ന് ഒരു ؛സ് േകാസ് സ്കٔയർ ര؇് ൈപ ഒ്ؗ ؛സ് േകാസ് സ്കٔയർ ഇത് പറയുക  ആണ് , ഇത് xdx x x fx 

ആെണ്ؗ പറയുക, അതിനാൽ ര؇് ൈബ വൺ ؛സ് േകാസ് സ്കٔയർ ഒരു വിചിْതമായ gx fx x x 
ഫംഗ് ഷനാണ്, ഇത് ന്െറ ൈമനസിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഒئ ഫംഗ് ഷനുകൾׯായി നിحിത fx-
ഇന്റْഗലുകളുെട േْപാؚർ؂ി ഉപേയാഗിؗുׯതിലൂെട ഇത് പൂജّമായിരിുׯം എ്ؗ നമുׯറിയാം fx 
ആെണ׸ിൽ  എഫഎ്٧്ع വിചിْതമാെണ׸ിൽ അവിഭാജّ സംഖّ പൂജّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് വിചിْതമാണ്,
അതിനാൽ നി׹ൾ ഈ ഇന്റْഗലിൽ എുؗു؋, അതിനാൽ നി׹ളുെട ൈമനസ് ൈപ മുതൽ i pi 2 x 

ൈബ വൺ ؛സ് േകാസ് സ്കٔയർ ആണ്, ഇേؚാൾ നأൾ പറ؁ത് േപാെല ഇതാണ് sin x xdx gxgx  
ഒരു ഇര؂ ഫംഗ് ഷനാണ്, കാരണം നി׹ൾ ഇവിെട ൈമനസ് ഇ؂ാൽ നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് ന്െറ ര؇് x x 
ൈമനസ് ൈസൻ ൈബ ഒ്ؗ ؛സ് േകാസ് സ്കٔയർ ൈമനസ് ലഭിുׯം, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ര؇് x x x 
ൈസൻ ൈബ ഒ്ؗ ؛സ് േകാസ് സ്കٔയർ ലഭിുׯം, അത് നി׹ളുെട ജിഎ٧്ع ആണ് അതിനാൽ ഞാൻ x x 
തുലّനാകും പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ര؇് മട്׹ വെര  അതിനാൽ ഇത് എ്ؗ uare x, gxdx 
എഴുതാൻ കഴിയുؗ േْപാؚർ؂ി ഞ׹ൾ ഉപേയാഗിുؗുׯ, ഇത് പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ േല്ׯ agxdx 
ഇര؂ിയായി എഴുതാം, ഇേؚാൾ വീ؇ും എ്ؓ െചإണം, അതിനാൽ പൂജّം മുതൽ വെര ഒരു afxdx 
ൈമനസ് ന്െറ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ആണ് എؗ ഈ േْപാؚർ؂ി ഞ׹ൾ ْപേയാഗിുؗുׯ , xdx af 
അതിനാൽ ഇത്  തുലّമായ 2 0 മുതൽ ടു ര؇് ൈമനസ് ൈമനസ് േമൽ ഒ്ؗ pi pi pi x sine pi xdx 
 ം ൈമനസ് x i pi pi x sin piുׯനാല് പൂജّമായി ലഭി ׯസ് േകാസ് സ്കٔയർ ൈപ ൈമനസ് നമു്؛
ൈമനസ് എؗത് ഉം ൈമനസ് ആണ് ൈമനസ് എؗാൽ  ഇത് x sine x cos pi x cos x 
സമചതുരമായതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ വീ؇ും സ്കٔയർ ലഭിുׯം, ഇത് ഒ്ؗ ആെണ׸ിൽ , ഒؗും cos x 
ര؇ും േചർ്؋ ഈ പദം റؐാׯെؚടുؗതായി നി׹ൾ കാണും, അതിനാൽ 1 ഉം 2 ഉം േചർ؋ാൽ 
നി׹ൾ്ׯ യുെട ഇര؂ി ലഭിؗുׯത് തുലّമാണ് 4 മട0 ്׹ മുതൽ േല്؛ 1 ׯസ് േകാസ് i pi pi sine xdx 
സ്കٔയർ ഇേؚാൾ അനുവദിുׯക ആണ് അതിനാൽ ൈമനസ് ആണ്, അതിനാൽx cos x t sin xdx dt 
ഞാൻ അത് റؐാുׯകയാെണ׸ിൽ ഞാൻ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ േകാസ് പൂജّ؋ിൽ ര؇് ൈപ 
ആണ് , ഇത് ഒരു േകാസ് ൈപ ആണ് ൈമനസ്  ഒരു ൈമനസ് ആയതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ sin xdx dt 
ൈമനസ് ഒ്ؗ ؛സ് സ്കٔയർ ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് ര؇് ന് തുലّമാണ്.  ഒരു ൈമനസ് dt t pi 
ചിصം നി׹ൾ്ׯ പരിധി മാئാം, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ ഒരു ഡിടി വെര ഒ്ؗ ؛സ് 
ടി സ്കٔയർ ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഞാൻ ര؇് ൈപ ടാൻ വിപരീതമാണ് ടി ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ ര؇് ൈപ 
ൈപ 4 ൈമനസ് ൈമനസ് ൈപ 4 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഐ തുലّമാണ്  2 pi pi 2 
െകാ؇് ഈ അവിഭാജّ ഉ؋രം നി׹ൾ്ׯ സ് കٔയർ ആയി ലഭിുׯം, നമു്ׯ ഒരു ഉദാഹരണം കൂടി pi 
എടുׯാം പൂജّം മുതൽ ഒ്ؗ ؛സ് ചിصം മൂലّനിർ؉യം നടു؋ക, ഇവിെട pi xdx cos alpha x 
ആൽഫ പൂജّ؋ിനും നും ഇടയിൽ കിടؗുׯതാണ്, അതിനാൽ ഈ ഇന്റْഗൽ ആകെ؂  പൂജّം pi 
മുതൽ വെരയുت വُٝു  ഉപേയാഗി്׺ നി׹ൾ്ׯ എഴുതാം   അതിനാൽ ഒؗും ര؇ും afxdx sin x 
പറയുؗതിന്െറ നّൂമേറئർ ഒؗായിരിുׯം, അതിനാൽ നി׹ൾ േചർ؋ാൽ നി׹ൾ്ׯ ഈ വശ്؋ ര؇് 

ലഭിുׯം , ഈ വശം ആകും ഒരു ؛സ് േകാസ് ആൽഫ ൈസൻ അത് നമു്ׯ മുതൽ i pi dx x, pi 0 pi 
വെര എഴുതാം ൈസൻ സ്കٔയർ ൈബ 2 ؛സ് േകാസ് സ്കٔയർ ര؇് ഒ്ؗ െകാ؇് നി׹ൾ്ׯ dx x x 

സിൻ സ്കٔയർ ര؇് പി ഉപേയാഗി്׺ മാئിرാപിׯാം  ؛സ് ഞാൻ x lus cos square x by two plus 
ഇവിെട എഴുതെ؂ നി׹ൾ്ׯ ഇത് ര؇് ര؇് െകാ؇് ര؇ായി വികസിؚിׯാം,cos alpha sine x cos x 
അതിനാൽ നി׹ൾ േകാസ് ചതുരം െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ര؇് തുലّമാണ് പൂജّം മുതൽ വെര  x i pi pi 
നّൂമേറئറും ഡിേനാമിേനئറും ആയതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ െസׯന്റ് സ്കٔയർ ൈബ ടു ൈബ ടാൻ x dx 
സ്കٔയർ ര؇് ؛സ് വൺ ؛സ് ടു ടാൻ ൈബ ടു േകാസ് ആൽഫ ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഇത് x x i is equal

എ്ؗ എഴുതാം, ഞാൻ െസׯന്റ് എടുׯെ؂ െസׯന്റ് അب, ഞാൻ ടാൻ െന 2 to pi to two 0 to pi x 
െകാ؇് ആയി എടുׯെ؂, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ െസׯന്റ് സ്കٔയർ ന് തുലّമാണ് , t x 2 dx 2 dt 
കൂടാെത ടാൻ 0 പരിധി 0 ആയിരിുׯം, അതിനാൽ യിൽ പരിധി 0 ആകും, അത് 10 ആയിരിുׯം  10 pi 
ൈപ െകാ؇് 2 േനടുക ഇത് അനؓമാണ്, അതിനാൽ പരിധി 0 മുതൽ അനؓതയായിരിുׯം, അതിനാൽ 
നി׹ൾ്ׯ െസׯന്റ് സ്കٔയർ ലഭിുׯം, 2 ؛സ് സ്കٔയർ ؛സ് 1 ؛സ് 2 x pi 2 dx dt 2 dt t t cos 

ഇത് നമു്؛ ׯസ് േകാസ് ആൽഫ മുഴുവൻ സ്കٔയർ ആയി എഴുതാം അതിനാൽ നമു്ׯ േകാസ് alpha t 
സ്കٔയർ ആൽഫയും േകാസ് സ്കٔയർ ആൽഫയും കുറയ്േׯ؇തു؇്, അതിനാൽ ഇത് ഒരുമി്׺ 
കി؂ിയാൽ നി׹ൾ്ׯ ടി ؛സ് േകാസ് ആൽഫ മുഴുവനും ഒരു ൈമലും ലഭിുׯം.  നസ് േകാസ് സ്കٔയർ 
ആൽഫ ൈസൻ സ്കٔയർ ആൽഫയാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഒരു ചതുരവും ചതുരവും േചർؗതാണ്, x 
അതിനാൽ ഈ അവിഭാജّ ഘടക؋ിന്െറ ഈ കിണർ നി׹ൾ്1 ׯ ആയി ഒരു ടാൻ ഇൻേവٌ؛ ٧്സ് t 
േകാസ് ആൽഫ ْപകാരം സിൻ ആൽഫ പരിധി 0 മുതൽ അനؓത വെര എഴുതാം.  നി׹ൾ ഐയിൽ 
എ؋ി, സിൻ ആൽഫ ൈസൻ ആൽഫ رിരമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ അത് പുറെ؋ടുׯാം, നമു്ׯ 
ടാൻ ഇൻേവഴ് സ് ഇൻഫിനിئി ൈമനസ് ടാൻ ഇൻേവഴ് സ് േകാ؂് ആൽഫ ലഭിുׯം, അതിനാൽ ആൽഫ 0- 
നും ൈപയ് ുׯം ഇടയിലായതിനാൽ ൈപ അത്  അب, ൈസൻ ൈസൻ ആൽഫ  പൂജّമب, അതിനാൽ ഇത്0
നിർجചി׺ിരിുؗുׯ, ഇത് നി׹ൾ്ׯ ൈപ 2 ൈമനസ് നൽകും, ഇത് നി׹ൾ്ׯ ടാൻ ൈപ എ്ؗ 2 
ൈമനസ് ആൽഫയിൽ എഴുതാം, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ വീ؇ും ലഭിുׯം, അതിനാൽ നി׹ളുെട 
സംേയാജന؋ിന്െറ കിണർ ൈപ ആൽഫ ൈബ ൈസൻ ആൽഫയാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ 
സംേയാജന؋ിന്െറ അവസാനം ൈപ ആൽഫ ൈബ ൈസൻ ആൽഫ ആൽഫ പൂജّ؋ിനും ൈപയ്ുׯം
ഇടയിലാെണ്ؗ നൽകിയിരിുؗുׯ, ഇത് ഈ ْപശ് ന؋ിന്െറ പരിഹാരം പൂർ؋ീകരിുؗുׯ, നിحിത 
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ഇന്റْഗലുകൾ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈപ ൈബ ടു ൈസൻ േകാസ് ൈബ േകാസ് േഫാർ േകാസ് x x xdx 
േഫാർ േഫാർ േഫാർ േഫാർ േഫാർ േഫാർ എക് സ് ൈസസ് കൂടി െചإാം.  ؛സ് ൈസൻ പവർ നാല് x 
അതിനാൽ േْപാؚർ؂ി 0 ഉപേയാഗിുׯക  േല്0 ׯ മുതൽ ൈമനസ് വെര തുലّമാണ്, afxdx afa x dx 
അതിനാൽ ഇത് നി׹ൾ്0 ׯ മുതൽ വെര 2 ൈബ 2 ൈമനസ് ൈസൻ ൈപ ൈബ 2 ൈമനസ് pi pi x x 

ൈബ നൽകും  പവർ 4 ൈപ cos pi by 2 minus x dx cos power 4 pi by 2 minus x plus sine 
ൈബ 2 ൈമനസ് ഇത് 0 മുതൽ ൈപ ൈബ 2 ൈപ ൈബ 2 ൈമനസ് ൈസൻ ൈപ ൈബ 2 ൈമനസ് x x x 
ൈസൻ ൈപ  ൈമനസ് േകാസ് േകാസ് ൈപ  ൈമനസ് എക് സ് ൈസൻ േകാസ് ൈപ ൈബ 2 x x 2 x 
േകാസ് ൈപ 2 ൈമനസ് ൈസൻ x x 
അ׹െന  നമു്ׯ ൈസൻ പവർ 4 ൈസൻ ൈപ ര؇് ൈമനസ് എؗത് ആണ്, അതിനാൽ x x cos x 
നമു്ׯ േകാസ് പവർ നാല് ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് ഒ്ؗ, ഇത് ര؇് ആെണ׸ിൽ ഇത് നി׹ളുെട x i 
ആണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ ഒؗും ര؇ും േചർ؋ാൽ നി׹ൾ്ׯ ഈ പദം ലഭിുׯം  ഈ പദം നി׹ൾ്ׯ 
ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ നി׹ൾ ഒؗും ര؇ും േചർ؋ാൽ നി׹ൾ്ׯ ര؇ായി ലഭിുؗുׯ, ര؇് ൈപ i 
െകാ؇് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, ര؇് ൈപ ൈബ ടു ൈസൻ ൈബ േകാസ് പവർ 4 ؛സ് ൈസൻx cos x x 
പവർ 4 അതിനാൽ ഞാൻ ൈപ ആണ് 4 0 മുതൽ വെര 2 ൈസൻ ൈബ േകാസ് പവർ 4 xdx pi x cos x x 
 ം, x dx x dxുׯലഭി ׯൾ്׹ാൽ 4 നി׺സ് ൈസൻ പവർ 4 ഇേؚാൾ േകാസ് പവർ െകാ؇് ഹരി؛
അതിനാൽ ൈപ്ׯ നാല് പൂജّം മുതൽ വെര ര؇് ടാൻ െസׯൻഡ് സ്കٔയർ ؛സ് 10 i pi x , xdx 1 
പവർ 4 ഇവിെട നി്ؗ റؐാׯെؚടും, അതിനാൽ നി׹ൾ്3 ׯ ലഭിുׯം, തുടർ്ؗ 1 എؗത് x 1 cos x  sin
ഉപേയാഗി്׺ ْകമീകരി׺ിരിുؗുׯ നി׹ൾ്ׯ ടാൻ ലഭിുׯം, േകാസ് സ്കٔയർ ൽ ഉتത് x x x-
നി׹ൾ്ׯ െസׯൻഡ് സ്കٔയർ നൽകുؗു, അതിനാൽ ഞാൻ നാല് ടാൻ സ്കٔയർ എؗതിന് x x 
തുലّമാണ് നമു്ׯ അത് എടുׯാം  ടാൻ സ്കٔയർ ആയതിനാൽ ഇത് നി׹ളുെട ആകും, x x t dt 
അതിനാൽ നി׹ൾ്2 ׯ ടാൻ െസׯന്റ് സ്കٔയർ ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ടാൻ സ്കٔയർ x xdx dt xx 

ഒؗിന് ര؇് ആണ്, പൂജّം പൂജّം ര؇് ആണ്, അതിനാൽ പരിധികൾ ആയിരിുׯം xdx dt tan pi dt t 
പരിധികൾ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ അനؓത ടാൻ െസׯന്റ് സ്കٔയർ ര؇് െകാ؇് ആണ്, ഇത് x xdx dt 
ര؇് െകാ؇് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ര؇് െകാ؇് ഒരു ؛സ് സ്കٔയർ ലഭിുׯം, dt dt t 
അതിനാൽ എ؂് പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ഇൻഫിനിئി ആയി ഒ്ؗ ؛സ് സ്കٔയർ ആയി  ഇത് ൈപ i pi dt t 
ൈബ എ؂് ടാൻ വിപരീതം ടി പൂജّം മുതൽ അനؓത വെര, അതിനാൽ ഞാൻ ൈപ എ؂് ടാൻ വിപരീത 
ഇൻഫിനിئി ൈമനസ് ടാൻ വിപരീത പൂജّം ടാൻ വിപരീത പൂജّം പൂജّം , ടാൻ ഇൻഫിനിئി ടാൻ വിപരീത 
അനؓത ൈപ ര؇ാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ൈപ സ്കٔയർ പതിനാറിന് ലഭിുׯം അതിനാൽ 
നി׹ളുെട ഉ؋രം ഇതാണ് ൈപ സ്കٔയർ പതിനാറ്, നമു്ׯ ഒരു ഉദാഹരണം കൂടി എടുׯാം, പൂജّം 
മുതൽ ൈപ വെര നാല് പാപം  ؛സ് 16 അതിനാൽ ഇത് നമു്ׯ ex plus cos x dx by 9 sine 2 x, sine 

 x cos x sine 2x dx ിയ؀്؋സ് 16 എ്ؗ എഴുതാം, അതിനാൽ ഇത് ഇരുപ؛ സ് എ്ؗ 25 ൈമനസ് 16؛
ൈമനസ് പതിനാറ് ൈമനസ് ൈസൻ ര؇് എ്ؗ എഴുതാം.  പൂജّം മുതൽ ൈപ വെര നാല് ൈസൻ xdx x 
 സ് േകാസ് x dx 25 x؛ ൈസൻ സ്കٔയർ ׯൾ്׹സ് േകാസ് ൈമനസ് 16 ഒ്ؗ എ്ؗ എഴുതുക, നി؛
സ്കٔയർ ൈമനസ് ര؇് ൈസൻ േകാസ് ഉപേയാഗി്׺ മാئിرാപിׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് 25 x x x 
ൈമനസ് പതിനാറ് ൈമനസ് േകാസ് പൂർ؉ ചതുരം എ്ؗ എഴുതാം ഇേؚാൾ sin x x sin x minus cos x

ആകെ؛ ,؂സ് ആണ് ഇത് പരിധികൾ മാുئം, അതിനാൽ ആണ് 0 t cos x sin xdx dt sine 0 cos 0 
ൈമനസ് 1 ഉം െകാ؇് 4 ഉം ര؇് മൂലّ׹ളും തുലّമാണ് അതിനാൽ അതിന് 0 ലഭിുׯം sine pi 4 cos x 

എؗത് ൈമനസ് 1 ആണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഈ പരിധികൾ ൈമനസ് 1 pi by 4 t 0 x 0 t 
ൈമനസ് 1 മുതൽ 0 വെരയു؇്, നി׹ൾ്ׯ ഇത് ആയി ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇന്റْഗലിന്െറ മൂലّം dt 

ഇരുപ؋ിയ؀് ൈമനസ് പതിനാറ് ചതുരം ഇത് ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമാണ്  പൂജّം ഒؗിൽ നി്ؗ dt t 
പതിനാറ് ഡിടിയിൽ അ؀് മുതൽ നാല് സമചതുരം ൈമനസ് ടി സ്കٔയർ വെര, ഇേؚാൾ ഈ േഫാർമുല 
ഡിഎ٧്ع ഉപേയാഗി്׺ ഒരു ചതുരْശ ൈമനസ് സ്കٔയർ നി׹ൾ്ׯ കഴിയും  ഈ മൂലّം 1 ൈബ 2 ആയി x 
എഴുതുക േമാഡിന്െറ ഒരു േലാഗ് ؛സ് ബാർ ൈമനസ് അതിനാൽ ഇത് ഒ്ؗ പതിനാറ് ഒ്ؗ a x pi a x 
ൈബ ര؇് ആണ്, അ؀് ൈബ നാല് േലാഗ് 5 ന്െറ 4 ؛സ് ന് 5 ൈബ 4 ൈമനസ് ടി ൈമനസ് 1  0 വെര. t 
അ׹െന നി׹ൾ്5 ׯ ന്െറ 1 ൈബ 40 േലാഗ് ലഭിുׯം , അതിനാൽ 0 ന് നി׹ൾ്5 ׯ ന് 5 ൈബ ൈഫവ് 
ൈബ നാല് ലഭിുׯം, അതിനാൽ േലാഗ് വൺ ൈമനസ് േലാഗ് നി׹ൾ്ׯ ലഭിുׯം ൈമനസ് ഒ്ؗ 
നി׹ൾ്ׯ ഒؗായി നാല് നൽകും , ഇത് നി׹ൾ്ׯ ഒآത് തരും  നാല് അതിനാൽ ഇത് നാൽؚത് േലാഗിന് 
ഒؗിന് തുലّമാണ് ഒ്ؗ പൂജّമാണ്, അേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് വൺ േലാഗ് 1 ൈബ 9 ലഭിുׯം, 
അതായത് പവർ ൈമനസ് 1-േല്9 ׯ എ്ؗ എഴുതാം , േലാഗിന്െറ േْപാؚർ؂ി ഉപേയാഗി്׺ ഈ ൈമനസ് 1 
റؐാׯെؚടും. നി׹ൾ്ׯ േലാഗ് 3 സ്കٔയർ േലാഗ് 3 എ്ؗ എഴുതാൻ കഴിയുؗ 1 40 േലാഗ് 9 േനടുക , 
അതിനാൽ 1 ൈബ 20 േലാഗ് 3 ആണ് അؓിമ ഉ؋രമായി നമു്ׯ ഒരു ഉദാഹരണം കൂടി എടുׯാം ഏരിയ 
സ്െക്׺ സമം ചതുരവും സമം ര؇ിനും ഇടയിൽ പരിമിതെؚടു؋ിയിരിؗുׯ ْപേദശം.  വൺ y x y 
 സമം ര؇് ൈബ x y ാ؂്؛ആദّം േ ്ׯക, അതിനാൽ നമുു؋؇സ് ചതുരം അതിന്െറ വിُീٝർ؉ം കെ؛
വൺ ഒ്ؗ ؛സ് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, എؗിരുؗാലും ഞ׹ൾ ഇത് േനരെ؋ േ؛ാ؂് x x 
െചᅃٝി؂ുെ؇׸ിലും ഞ׹ൾ ഇത് കൂടുതൽ വിശദമായി േ؛ാ؂് െചുإക, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ le  
ലഭിؗുׯ ഡാഷ് കണׯാുׯക , തുടർ്ؗ ഇതിന്െറ വّതّാസം നി׹ൾ്ׯ ര؇് തരും, അതിനാൽ y 
നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് നാല് ൈബ ഒ്ؗ ؛സ് ചതുരം മുഴുവൻ സ്കٔയർ ലഭിുׯം, അതിനാൽ x x x 
േപാസിئീവ് ആെണ׸ിൽ ഡാഷ് െനഗئീവ് ആണ് ആെണ׸ിൽ ഡാഷ് െനഗئീവ് ആണ്  y x y 
േപാസിئീവ് ആണ്, ഇത് എبാ നും ശരിയാണ്, അതിനാൽ േപാസിئീവ് ആയിരിുׯേآാൾ ഡാഷ് x x y 
0-ൽ കുറവായിരിുׯം, അതിനാൽ െനഗئീവ് ആകുേآാൾ ഡാഷ് േപാസിئീവ് ആകുേآാൾ ഇത് x y 
കുറയുؗു, അതിനാൽ ഈ വْകം 0-ൽ വർؑിുؗുׯ ഫങ്ഷൻ മൂലّം 2 ആണ്  ഒؗിൽ പൂജّം 
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അ׹െന ര؇് , ഇത് എ׹െന പൂജّ؋ിൽ പൂജّ؋ിൽ പൂജّം പൂജّമാണ്, അത് ഇവിെട നി്ؗ വّװമാണ്,
അതിനാൽ ൈْപം പൂജّം ഇ؂ാൽ നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട നി്ؗ പൂജّം ലഭിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് y 
േ؛ാ؂് െചإാം, അതിനാൽ 0-ൽ ഫംഗ്ഷൻ മൂലّം 2 0 ആണ്  പൂജّ؋ിെല േകാമ ര؇് , ടാൻെജന്റ് x 
അ؋ײിന് സമാؓരമാണ്, അതിനാൽ േപാസിئീവ് അ؋ײിന് വْകം ഇതുേപാെലയാണ്, ഇത് x 
കുറയുؗു , െനഗئീവ് അ؋ײിന് ഇത് വർؑിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇതാണ് എؗ വْകം ര؇ിന് x y 
ഒؗിൽ ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ േ؛ാ؂് െചإാം  എؗത് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, x y x y
എؗത് ഒؗിൽ ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് അതിനാൽ നമു്ׯ ര؇് വْകവും ഒേര തല؋ിൽ േ؛ാ؂് x 
െചإാം, അതിനാൽ നി׹ളുെട പരാേബാള ആണ് ചതുരം ശീർഷം 0 0 അു׺ത؇് അײം , മ്ئ y x y 
വْകം ഇത് ْപതിനിധീകരിുؗുׯ ഇതാണ് നി׹ളുെട ര؇് ഒؗിൽ ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് ഈ y x 
േപായിന്റ് പൂജّം േകാമ ര؇് പൂജّം പൂജّം ഈ വിഭജന േപായിന്റ ്കെ؇േ؋؇തു؇്, അതിനാൽ 
ആവശّമുت ْപേദശ؋ിന് ചുവ്ؚ നിറമു؇്  അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ലഭിؗുׯ ര؇് വളവുകളും 
പരിഹരിുׯക, കാരണം അത് ൈദർഘّേമറിയതായിരിുׯം, അതിനാൽ നി׹ൾ ചതുരം ആയി x y 
ഇടുക, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ര؇് ഒؗിൽ ര؇് ؛സ് ആയി ലഭിുׯം, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ y y y 
ചതുരവും ൈമനസ് ര؇് ലഭിുׯം ഇത് പൂജّമാണ് അതിനാൽ y y 
അ׹െനയാണ്  എؓുെകാ؇ാണ് ൈമനസ് ര؇് , ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇്, ഒ്ؗ, എേؚാഴും േപാസിئീവ് y y 
ആയതിനാൽ ൈമനസ് ര؇് അവഗണിׯെؚടണം, അതിനാൽ ഒ്ؗ എؗത് ന്െറ അനുബؖ y y x 
മൂലّ׹ൾ്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ െവ׺ാൽ സമാനമായ മൂലّ׹ൾ്ׯ തുലّമാണ്  ന്െറ y x x
എؗത് ؛സ് ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് നി׹ളാണ്  ൈമനസ് വ؉ിന് തുലّമാണ് , rx 
ഇതാണ് നി׹ളുെട എؗത് ؛സ് വ؉ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നി׹ളുെട ഏരിയ ൈമനസ് ഒؗിൽ x 
നി്ؗ ഒؗായി മാറും, കാരണം നി׹ൾ്ׯ ഇത് വീ؇ും വരയ്ׯാൻ എെؗ അനുവദി׺ിരിുؗുׯ, 
അبാ؋പײം പരിധികൾ നി׹േളാട് എ׹െന പറയും അതിനാൽ നി׹ളുെട സാഹചരّം ഇതാണ്. ഒരു
കാർ മെئാരു വْകം ഇതാണ് , ഇതാണ് ൈമനസ് ഒ്ؗ, ഇത് ؛സ് വൺ ആണ്, അതിനാൽ ഇത് നി׹ൾ്ׯ 
ആവശّമുت ഏരിയയാണ്, ഇത് ْപാഥമിക േമഖലയാണ്, ഇതിന്െറ വീതി ആണ് , ഇത് ര؇ായി dx 
ഒؗായി ചതുരം, ഇത് ചതുരം, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ര؇് ലഭിുׯം  ഒؗിൽ ചതുരം ൈമനസ് x x o x x 
ചതുരം എؗത് ْപാഥമിക വിُീٝർ؉മാണ്, അതിനാൽ ആവശّമുت ഏരിയയുെട മൂലّം ഒരു dx 
ْപേദശ؋ിന് ചുവ്ؚ േഷഡുت ْപേദശമാണ്, അതിനാൽ ഇത് 2 ൈമനസ് 1 മുതൽ 1 വെര 1 ؛സ് dx x 
ചതുരം ൈമനസ് 1 മുതൽ 1 വെര തുലّമാണ്  ചതുരം ടാൻ വിപരീതം ൈമനസ് 1 മുതൽ 1 x dx 2 x 
ൈമനസ് കّൂബ് 3 ൈമനസ് 1 മുതൽ 1 വെര 2 ഇത് ൈപ ൈബ ൈബ ൈബ 4 ൈമനസ് ൈമനസ് ൈപ x 
ൈബ 4 ൈമനസ് 1 ൈബ 3 1 ൈമനസ് ൈമനസ് 1 ആണ് അതിനാൽ നി׹ളുെട അؓിമ മൂലّം ൈപ 
ആയിരിുׯം  ൈബ 2 ഇത് 1 ൈമനസ് 1 ൈമനസ് ഇത് 2 ആണ് അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ൈപ so pi , 
ൈമനസ് 2 ൈബ 3 ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഇത് ആണ്  അവസാന ഉ؋രം നമു്ׯ ഒരു ഉദാഹരണം th e 
കൂടി എടുׯാം , ശാപെ؋ കുറി്׺ ചർ׺ െചᅃٝ ് ൽ നി്ؗ പരിമിതെؚടു؋ിയിരിؗുׯ ْപേദശം x-
തിരി׺റിയുക.  റീജിയൻ േലാഗ് ഇതുേപാെലയാണ് വര׺ിരിؗുׯത്, ഇത് എؗത് 1-ന് തുലّമാണ്. x x 
തുടർ്ؗ 2-ന്െറ പവർ ന് 0-ൽ ഇത് 1- ഉം , കൂടുേآാൾ ന്െറ മൂലّം വർؑിുׯകയും െചുؗുإ, x- x x- 
അതിനാൽ ഇത് തുലّമാെണ്ؗ പറയുക.  ര؇് എؗത് പകുതി്ׯ തുലّമാണ് ഇവിെട എവിെടേയാ x x 
ഇത് നി׹ളുെട പകുതിയാണ്, അതിനാൽ ഇതാണ് ഈ വْകം 2 പവർ ഇതാണ് േലാഗ് ഇത് പകുതി്ׯx x x 
തുലّമാണ് ഇത് ര؇ിന് തുലّമാണ് അതിനാൽ നി׹ളുെട സംേയാജന േമഖല ഇതാണ് ഇത് x 
പരിഹരിׯാൻ നി׹ൾ വീ؇ും ْപാഥമിക ഏരിയ നിർവചിേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ ْപാഥമിക ഏരിയ 
എഫ്എ٧്ع ഇതാണ് നി׹ളുെട എഫ്എ٧്ع ഇതാണ് നി׹ളുെട ജിഎ٧്عഎഫ്എ٧്ع ൈമനസ് ജിഎ٧്ع േഫാർമുല 
ഡിഎ٧عിേല്ׯ തിരിു׺വിളിׯാൻ ْശമിുׯക  .  ന്െറ പരമാവധി മൂലّം, അതായത് ൽ നി്ؗ പകുതി x- x-
മുതൽ ന് തുലّം  ര؇് അതിനാൽ സംേയാജന؋ിന്െറ സമയ്؋ പവർ ൈബ േലാഗ് 2 േല്2 ׯ x- x 
ആയിരിുׯം േലാഗ് ന്െറ ൈമനസ് മൂലّം േലാഗ് ൈമനസ് പരിധി പകുതിയിൽ നി്ؗ x x x x 
ര؇ിേല്ׯ േപാകുؗു, അതിനാൽ മൂലّം ര؇ിൽ ര؇് ൈമനസ് ْപകാരം നി׹ൾ്ׯ ര؇് ചതുരം 
ലഭിുׯം ര؇് േലാഗ് ര؇് ൈമനസ് ൈമനസ് ؛സ് ര؇് ൈമനസ് പകുതിയിൽ നി׹ൾ്ׯ റൂ؂് ര؇്  
ലഭിുׯം  .  ഈ ര؇് പദ׹ൾ സംേയാജിؚി്׺, ഈ ര؇് പദ׹ളും ഒരുമി്׺ നി׹ൾ്ׯ ഇത് നൽകും, 
നി׹ൾ ഇത് എടു؋ാൽ നി׹ൾ്ׯ ഇത് പകുതി േലാഗ് 2 ؛സ് ആയി എഴുതാം, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ 
ൈമനസ് ലഭിുׯം ഇത് ശരിയാണ് നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട ഒരു ൈമനസ് ചിصമു؇്, അതിനാൽ നി׹ളുെട 
ൈമനസ് ൈസൻ ഇവിെട ലഭിുׯം  ؛സ് േനടുക വീ؇ും നി׹ൾ്ׯ ഒരു ൈമനസ് ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ
നി׹ൾ്5 ׯ ൈബ 2 േലാഗ് 2 ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഇത് നി׹ളുെട അവസാന ഉ؋രമാണ്, അതിനാൽ 
ഇെതാരു ൈമനസ് ചിصമാെണ്ؗ കാണുക, അതിനാൽ ഈ ൈമനസ് ൈമനസ് ؛സ് ആയിരിുׯം, പേײ
1 ൈബ 2 ഉتതിനാൽ അത് വീ؇ും ൈമനസ് ആയിരിുׯം, അതിനാൽ ഇത് പദവും ഈ പദവും ഒരുമി്׺ 
േചർുׯം, 
അ׹െന 2 ؛സ്  എؗത് 5 ആണ്, അതിനാൽ ഇതാണ് അവസാന ഉ؋രം, നി׹ൾ s 1 by 2 by 2 
ْശؑി׺തിന് നؕി. Pru
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