
ङ޳࢑  छࣃ ߘबలࡏ గޒంచం࠭࠲ ,ݟ ఈ ܌ࡗ ఖۨऐ త࠳న సమऴగతలڕ సంబం߅ంۨన ۧ޳ࣄ ࡮म ంߖޑऒ ࡍߪ  फ 
 ࠭ࣃۯ
, ܾ߱ పࣾࡎల ࡅకए  సంړ ऱషद సమసङ లߘ పࡍషए  ࠭࠲ ߘహరణల޳࢑࢑ధ ఉ ݦసࣔయప ڕࠬ ࡹంచడంࡍ
ऐࡏߝ ऒߕޔࠓڝ छ޳ ݋࣊ ంతంߦబܽद ऴڒ ం޳ంڕࣆޓ హరణ޳ంతం߯ ఒక ఉߦబܽद ऴڒ  ,࠭  ࡌ
రछߖ ۨంచబޔݡం޴ .
ࡔڒ   दࣄయߤ ߮ऱ࠳ ࡛ࠂ ߤన࣒ ఒకܽ ڒబܽद ఈ సమసङ షएࡍప ߘ ऒߖޑంߦమనం ऴ ڷݡదܽ అ࠴ ړߖݞంచࡍ  x 
 బܽदڒ ,࡯फంۧࡍڷ

࣋ए छ छ޳ ࡛ एڕకం݄ త ݡంࡓ ޴ݦంచబۨࣇ ࡌ వ అ࠴ ߖదట ڕࣆࡱޘం޳ం, మనం ࠴దట ఈ y x 
సࠬకరߖހऒ ऱߦ  ࡍڷ ߖల࠻ۯ ݋ फంۧ࡯.
 ఇ࡮ࠒࡌߦ ޴ అࢣ ߖ޵ ,ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖర लం 0 0 మ࠾ࡍ అࣾం అࣾం ڒబܽद ఇ޴ ࣋ए छ సࠪనం x y x ړ ݡంࡓ ࡛
అࡏࠬ ߖ అర बం ڕࣆۯంܼࡏ, ఇߩओ ऒߖޑంߦఏ ऴ ݡ  ࣋ए छ छ޳ ࡛ एڕకం݄ త ݡంࡓ ࡌ వ ޳ࡶ సࠪనంڴ y x 
.࡯ߕھߘమనం క ޾फంࣆۨࣇ
ం݄ ఇకएڕࣆޓ ݋ం࠼ߦ ߕ޼పల ఏࡱࢗ ࡮ࠓࡌߦ ࡏࠬ బܽदڒ  డ ఇకए డ ޳ࡶ ఇకए డ ఉండవ۪ऐ  బܽदڒ 
మనం 0 ڕࣆޓ ߖ1 ࠪڒం޳ం మ࠾ࡍ అڕࣆޓ ڴ2 ڴ2 ߖ0 ࡏࠬ ޙ࠼ంܼࡏ, అం݄ 0 మ࠾ࡍ ఈ ࢙ߩ x 0 

అం݄ ఖۨऐ ޴फంࣆవ 1 ڕࠬ తం1 ڴ ߰ందం0  ݟ కం݄ ఖۨऐ తంڴ ఎڕए వ ڒబܽद అసࠪనత సంతృߧफ lhs 
యవ۪ऐۯ ڥߖత ߖߖ޵ సంڝ ݋ం࠼ߦ ఈ ࡏࠬ బܽदڒ ޶ࡶందۮ  ఈ ࠼ߦం݋ ఈ ࠼ߦం࠳ ݋న࣒ ఒక ࠪڒ 
ऒߕࣆ ए࣋ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡంࡓ బܽदڒ  छ ऒߕࣆ ࠪڒ న࣒ ఒక࠳ ࡛  వదभ ߕࣆऒ  x y 
అޔ࢓ంڒ ޴బܽद మࢁऱ ࠬࡏࠬ  ࡏ ߰ం޻ అసࠪనత ఈ ࠼ߦంݞږ ړ ݋ అ࢑ ޻ధంڴ ఉందࡏࠬ ߖ ۫డవ۪ऐ
కएࡅ అࣾం ޳ࡶ న߯ ࡮ࠒࡌߦ ࡏࠬ బܽदڒ  ऴపږޒల ࢙ߩ ఏ࠼ߦ ߕ޼ంڕࣆޓ ݋ం݄ ఈ ࡮ࠒࡌߦ ऴړంద x 
ఉߕऒ ऒߗంటऱ࠼ߦ బܽद ఈڒ ࠼  ऴߦంతం ࡱࢗపల ఉߕऒ ం݄  ఈڕࣆޓ పలࡹ ݋ం࠼ߦ ߕ޼ఏ ࡏࠬ బܽदڒ ࠼
అసࠪనత సంతృߧफ ۮంޔ޶ందࡏࠬ ߖ ۫࣋ పరవలయం చޔరऴసం కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం ڒబܽदy x 

చదరࡓ ߩంݡ కం݄ తڕए వ ఈ ݭݥࢺ ఏڒ ࠻ࡍబܽद ఈ ݭݥࢺ ఏ࠻ࡍ ࣋ए छ  కం݄ సࠪనంah y x y ݡంࡓ ࡛
ఏࠫ݇ ۫޳भ ం  ऴߦంతం ࠳ ڷࡱߕన࣒ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ ޳ࡶ సࠪన࠳న ࣋ए छ छ޳ ࡛ ధङߖޒߦऴ ࡌ ం x x y 

వࣕࣆफం޴, అంڝ޶సం 
మనం ࠭ంڴ޶ అߝ పంړ फ࠳ ڷࡱߕ ߖన࣒ ఒకܽړ సమం ڒ ࡯࠻ۯబܽद ࠳ ڷࡱߕ ߖన࣒ వړ ߤ y x y x 
సࠪనం అߦ ߖऱ भ޳ۯ ݋ ం , ఆ߯ మనం ఏࠫ ऴగࣕంచړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ ࠭  ఇߕ޻  ऴߦంతం ࠳ ڷࡱߕన࣒ y x 
ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ ړ సࠪనం ڒబܽद ڝ ߖ޳సం ࠭ంڴ޶ పంړ फߦ ߖऱ भ޳ۯ ݋ ం ఇ޴ ఒకܽ ࠪڒ ڷࡱߕ y xy 
ऒߕࣆ  మߕࣆ ࠾ࡍऒ  అ࠳ ޙ࠼న࣒ ఒకܽ ڒబܽद ఇߕࣆ ޴ऒ ړపం ޴బܽद ఇڒ న࣒ ఒకܽ࠳ ࠪڒ  फ x y y 
ఇߩओ ం݄ , అࣾం ߯న x ah x y xڕࣆޓ ݋ం࠼ߦ ߕ޼అࣾం ߯న ఏ ࡏࠬ ,సࠪనం ړన࣒ ఒకܽ࠳ ڷࡱߕ ݡ
అࣾం ࠬద అࣾం ࠬద ۮపओ ంݟ ఇߕࣆ ޴ऒ పओۮ ߖఅ ࠪڒ  ంڒ ݟబܽद ࠳ ڷࡱߕన࣒ ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ y x 
మ࠾ࡍ ఒకܽ ڒబܽद ఒకܽ  ࠳న࣒ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद ࠬࡏ ఈ ࡔఖڷ޴ ڕవన ఏ࠼ߦ ߕ޼ం݋ y 
ओߩం݄ ఇڕࣆޓ సࠪనతछ ݡ ం ߖజం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࠬ࠳ ࠪڒ 0 ࡏన࣒ 2 ڕࣆޓం݄ ࠳న࣒ x 0 4 x 
ఒకܽ వదभ ߕࣆऒ  న࣒ ఒకܽ x y࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ బܽदڒ ݡంࡓ న࣒࠳ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳ ऱࢁసࠪనం మ ړ
కం݄ తڕए వ ڒబܽद అసࠪనత సంతృߧफ ۮందڒ ޶బܽद ࠬࡏ ఈ ࡔఖڕ ఎڷవన ఏ࠼ߦ ߕ޼ం݋ 
एڕన࣒ ఒకܽ కం݄ ఎ࠳ ڷࡱߕ బܽद ఈڒ ޴ంޔ޶ంۮ फߧంతం అసࠪనత సంతృߦం݄ ఈ ऴڕࣆޓ వ ఈ y x 
ఎߩࡏ ఆڕపచऐ ओߩఇ ࠻ࡍఏ ݭݥࢺ న࣒ ఒకܽ కం݄ ఈ࠳ ڷࡱߕ  సࠪనం ڕ ట࡛ڼऴ ޳ࡶ  भ޳۫ ݡ ం  y y x 

ఒక ࡎڒ दࣄయߤ ߮ऱࡓ ߖࡹ ߤంݡ వऴకతࡱ, త޳छ ऒߖޑంߦమనం ఏ ऴ ࡌ  గށంۧڝࣆࡱޘ ࡹవ۪ऐ  బܽद మనంtڒ ,
ఇߩओ ए࣋ ݡ छ ࡎڒ న࣒ ఒక࠳ ڷࡱߕ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ݡంࡓ ߖ ࡛ दࣄయߤ ߮ऱࡹ ߤ ఒకܽ ڒబܽद y x y x y 
࣋ए छ బܽद ࠬ ࣋एڒ సࠪనం ړన࣒ 1࠳ ࠾ࡍమ ޴సࠪనం  ఇ ړ ࡛ छ एڕకం݄ త ݡంࡓ ࡛ వ 2x y 4x y x x 
ఆڕపచऐ  రంޜڷ ఉంܿం޴ మڷࡱߕ ࠾ࡍ కం݄ ఎڕए వ ࠳న࣒ ఒకܽ y x 
ఎߩࡏ రంۯ ݭࢺ ޜڷయబݟన ऴߦంతం ڒబܽद ఇ߄ࣃ ޴రణ ऴߦంతం  ࡓంݡ అసࠪనతలޜ సంతృߧफ ۮం޴ం޴

ఈ ऴߦంతం ڒబܽद ࠭࠲ ఈ ऴߦంߖޑऒ  కھߘనవలࣄ ఉంܿంڝ ߖ޳ ,޴సం మనం ࡓంݡ వऴకࡔఖల ఖండన 
షएࡍప ߘవऴకతల ݡంࡓ బܽद మనంڒ ޴ఉంܿం ࣄనవలھߘక ߘ࢓޶ంࠉ  y y ߩచదర ڷࡱߕ బܽदڒ ࡯ంۧࡍ
సࠪనం ࡓంړݡ సࠪనం  ڷࡱߕ చޔరऴసం ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ ڒబܽद ࡱ࢑వڒ ࡱబܽद మన1 ڕ x x y y 
మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 1 2 ࠑ వࣆफంڒ ޴బܽद ఇ࠳ ޴న࣒ సړߖڴ సࠪనం మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद y y 
ऒߖޑంߦఈ ऴ ࡏࠬ బܽदڒ  ంతంߦన ऴ࠳फ అవసర࣋ۯ కృతంڔఏ ࡹశ޴ ࡏࠬ  అޒ ۨనऒ y t ߤࣕ  ࡯ంۧ܊࢑భ ޜ 
वߵࣄद झ दߵࣄజసࠪంతర वޒऀ  झ दߵࣄఒక व ޴బܽद ఇڒ  కएࡅ  ओࡱడࢗ   అߧۮ ߖओ నటऱޙ࠼ , वߵࣄद కएࡅ   ߰డ࢓ ఈdy 
दߵࣄబܽद वڒ ޴ఉంܿం ڴవࡱ࢑ న࣒࠳ ݟంߘ ࡮ࠒࡌߦ ߘవࡱ࢑ ݟంߘ ߤࡷ  ߰డ࢓  ప ऱ࣒ న࣒ y y y y࠳ 4 ࠑ 1 
࣋ए छ ओࡱడࢗ ࠾ࡍమ ࢓డ߰  ޴ంޔ࢓అ 2 ࠑ ࡛  ࡏࠬ ࠾ࡍంతం మߦథࠫక ऴߦऴ ࠬ ޴బܽद ఇڒ ݟంచం܊࢑భ ߘ
 ڕࠬ फ࣋ۯ కృతంڔఏ ړߖ޳ఒక ݟంߘ న࣒ సగం࠳ ߖߖ޳
అవసర࠳న ऴߦంతం లࣆࠚफంڒ ޴బܽद ۨవڴࡍ అవసర࠳న ऴߦంߖޑऒ  కھߘనߖ޵ ࠭࠲ ړߖݞऒ  ఇంܽऴ݋ڼ 
भ޳ۯ ం, 
కߘక ఇڵࡱߕ ޴ంܽړ ఒకܽڴ ఉంܿం޴.
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ఇ࠳ ޴న࣒ ࠫޛघ ओ߯࠭ ݟంߘ ޴ ओߩనం, ఇ߄సࠪ ࡍవۨ ࠬ ޴బܽद ఇڒ ݡంࡓ   ߘహరణ޳క ఉࡖమనం మ ݡ
۪ ం, మనం޳ంڕࣆޓ दܿ࠭టदబݟన ऴߦంߖޑऒ  కڒ ࡯ߕھߘబܽद  ߯న ߘంݟ వऴకࡔఖల వరڕ ఉనऒ  ऴߦంߖޑऒ
కھߘనంݟ మ࠾ࡍ పంڕफߕࣆ ࡱऒ छ޳ ݡంࡓ సࠪనం ړ ࠾ࡍమ ړ छړఈ ڴ޶బܽद ࠭ంڒ ࡌ झࡽ  ܿx x pi y 
ప  ߤࣄ ऱ࣒ ऱߦ ߖఅ ࣒ڒ  भ޳ۯ ݋ ం ڒబܽद ࠬߕࣆ ࡏऒ కएࡅ   x x y ړߖݞవڝࣆࡱޘ వ ఏࠫ݇ࡱ࢑ 
ऴపయޒऒ ంచంߕࣆ ݟऒ ఉతओ ࣋۫ ࡏࠬ ࠾ࡍమ 1 ݞږ 2 ࠑ 1  ऒߕ ऒߖ  కھߘం݄ అ࠳ ࣒ڒ ޴న࣒ y y pi x 
एڝߘక ߖఅ ߤࣄ వړߖݞ  ఇߜ ޳ࡶ ࢟ܽ܊ߦ ࣁݞ ޴గܽ࢟ అޙ࠼ ఇ޴ అసߦ ࡱऱ  x y ߖన ప࠳నݎక ޶ڒ ݋
छ޳ ڷࡱߕ ߗంܽݟంࡓ ߯ ఈ ߤ࣌ ࠾ࡍమ ࣒ڒ ࠆఆ ࣒ڒ ࡏࠬ బܽदڒ ऱߦ ࡌ  x 0 ࠆڴऴ ߤ࣌ బܽदڒ ࡯࠻ۯ ݋
ऱߦ  ࠾ࡍమ ޴సࠪనం  ఇ ړ0 ݟంߘ 0 ڕవర ݟంߘ కएࡅ ݋  ऴࠆڴ ఇ࡮ ఉంܿం޴ x to pi by 2 cos x 
బܽद అకएڒ డ ఉనऒ छ޳ ڷࡱߕ వదभ ࡱవࡱ࢑   pi cos x ޴ఇ ࡏࠬ బܽदڒ ࠼ఉంܼ ڵ࡯క ߘవలࡱ࢑ ښఒ ࡌ
అߖ మ࠾ࡍ ఇߤ࣌ ޴ నߩࡱ ఒకܽ ࣌ߤ మ࠾ࡍ ఎߩࡏ అߖ ۫డవ۪ऐ .x x 
  ఒకܽ ڒబܽद ࠬߕࣆ ࡏऒ  మ࠾ࡍ మధङ పతङ߅ఆ ڷࡱߕ ߯ ߤࣄ  ం ࣆ࠼࡮ۮफం޴ cos x cos x pi x 
 ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ࡹమంࡌ࢑ ఈ ޴బܽद ఇڒ
మࣁݞ ࣁݞ ࠾ࡍ అޔ࢓ం޴ అం݄ ࣁݞ ఇڒ ޴బܽद ߤ࣌ ࣁݞ అ࠼నߩओ  y y y y x ڴలంږޒऴప ݡ
ఉంܿంࣆۯ ݋ߝࠫݞ ߖ ޴फంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఈ ࡌ࢑మంࡹ ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ వదभ cos x pi y 
छ޳ ڷࡱߕ ࣁݞ ऒߕࣆ ࡌ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఈ ޳ ڷࡱߕछ ऱߦ  ࡌ ऱܿ ޳छ  అࣾం pi pi pi y ޴ఇ ,ݡంࡓ ࡌ
ࠬద ఒక ݋ߖ࠿ అޙ࠼ ఇߕࣆ ޴ऒ ऒߕࣆ బܽदڒ   వదभ ࡱ࢑వ ఉంܿం1  ޴ వదभ 0 ࡱ࢑ ߖ޵వ 1 మ࠾ࡍ pi 
వదभ 2 ࡱ࢑వ 1 మ࠾ࡍ వదभ 4 ࡱ࢑వ 1 ޳छ छ޳ 1 2 ݋ࡐ ࡌ छ޳ 2 ݋ࡐ ࡌ  కం݄ pi y 1 ޴ఇ 2 ݋ࡐ 2 ݋ࡐ ࡌ
ఎڕए వ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఎకए పओۮ ߖఅ ݀ ݋ࡐ ޴फ ఇ࣋ۨࣇ ߖ݀ ݋ࡐ ߘߝ ݩ ంڒ ݟబܽद ߭ޜڷࡏం޴ y y 
 వదभ 4 y pi ࠾ࡍమ ߘఖࡔబܽद మనం ఈ వऴకڒ ޴ంޜڷࡏ߭ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ړ4 ݟంߘ 0 ࣁݞ
छ޳ छ޳ 2 ݋ࡐ ࠪڒ బܽद 4ڒ 0 ޴ఇ  ࠭ޑ޶ం߰ ࡌ  ఖ piࡔ సࠪంతర ߕ޼జ సࠪంతర ఏޒऀ ऱࢇࢗ ݞంڷ ࡌ
ܼంܐం݋ అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఆ తࡌछ త 0 ࣁݞ కం݄ తڕए వڴ ఉనऒ ం޶న ߖ޳ వదभ వऴకࡔఖ తڷठޔం޴ y 
కएࡅ ࡏࠬ బܽदڒ  ఈ ఆߖࡌڒऒ  కڵ࡯ ఉంܼࡏ .y 

ఈ ఆߖࡌڒऒ  మనం ߰ం࠭ޑ޶ ఈ ఆߖࡌڒऒ    sin x plus cos x 
ࡎڒ ڴࡏ࢘ दࣄయߤ ߮ऱߦ ݞږ ࡹ ߤऱ भ޳ۯ ߤ ం, ఆ߯ మనం ߖߖ޳ క࠭ޑߩࡱ, ఈకछ  y x x ߖ ߤࣄ న࣒࠳ ࣒ڒ ߖ ࡽ
ऴపޙङ క ࡎڒ दࣄయߤ ߮ऱߦ ࡹ ߤऱ भ޳ۯ ݋ ం ڒబܽद ࣒ڒ మ࠾ࡍ  మࢁऱ ߦపం ۯయంݟ ఎం޶కం݄ ఈ ࠑ  ఇ޴ pi 4 pi 
ఇڒ 0 ޴బܽद 1 0 ࣒ڒ అۨࣇ ߖంۧ࡯ ఎం޶కం݄ ޳ ݋ࡐछ  pi by 4 cos pi cos ޴బܽद ఇڒ ఈ 0 2 ࠑ 2 ࡌ

అۮ ߖపओ ంݟ మ࠾ࡍ ఇ޴ࠬ ޴ అۮ ߖపओ ంߤ࣌ ݟ ఇڒ ߤ࣌ ࠬ ޴బܽद ఇߤ࣌ ޴ ఇڒ ࣒ڒ ޴బܽद x x x x x 
ऒߖ޵ ङݡࠪ ړߖݞరవޘ  ల࣒ ఉంڒ ޴బܽद ࠪڕ అవసరం  ఎకए డ ࣆۯ ݋ߝࠫݞफం޾ మ࠾ࡍ ఎకए డ d cos x 
పతङ߅ఆ ࣒ڒ ం ࣆ࠼࡮ۮफంڝࣆࡱޘ ޾వړߖݞ x 

ऒߕࣆ ࡹమంࡌ࢑ కం݄޶ఎం ߤࣄ న࣒࠳ ࣁݞ छ޳ ڷࡱߕ ߤࣄ ݋ంߜࠫݞ ࡹ߯   y cos x x, cos x x ࡌ
మߖ ࣁݞ ࡏࠬ ࠾ࡍ గ࣋ށफ ࠬߦ ڕపం ࠳న࣒ ࣒ڒ వࣆफం޴  ఎం޶కం݄ ࣌ߤ మ࠾ࡍ ऴࡓ ࣒ڒంݢ y x x 
pi 4 ࠑ ݟంߘ  ݟంߘ అం݄ ,޴ఉంܿం ڴలంږޒऴప ࡹమంࡌ࢑ ఈ ޴బܽद ఇڒ ࠼ఉంܼ ڴ ࢟ܽ܊ߦ pi 2 y 
వర࠳ ڕన࣒ అޔ࢓ం޴, ఎం޶కం݄ ࣌ߖ ߤ ఆ߅పతङ ం ࣆۯफంڒ ޴బܽद మన࠳ ࣒ڒ ڕన࣒ ߦపం x cos x x 
వࣆफం޴ మࣁݞ ࠾ࡍ  ప ऱ࣒  అޔ࢓ం޴, ఇ޴ ఈ ࡌ࢑మంࡹ ఎలऱߩओ  x y sine x cos x ڴలంږߘࣃ ݢ
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ వऴకࡔఖ వదभ ڴ࡮ ఎ࡮ ఉంܿం޴, y 0 ah 
అ޴ మࢁऱ 1 వదभ ڷࡱߕ అߕࣆ ޴ऒ  మ࠾ࡍ వదभ ࡓంݡ y y pi 
ఇకए ࡏࠬ డ ߘంࡱ࢑ ݟవలߘ ఉంచవ۪ऐ  మڒ ࠾ࡍబܽद అం݄ ఏࠫ݇ ۫డవ۪ऐ , అ޴ మࢁऱ x y y pi 
ఒకܽ ڒబܽद ఇ޴ అޙ࠼ ఇߕࣆ ޴ऒ छ޳ ݡంࡓ ړ ޴ߝఅ ޴సࠪనం, ఇ ړ x x pi ړ ޴ߝఅ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡌ x pi 
छ޳ ڷࡱߕ ऒߕࣆ బܽदڒ సࠪనం ࡌ  బܽद pi y yڒ ޴ఉంܿం ڴలంږޒऴప ࣁݞ ڷࡱߕ ڕవర ݟంߘ 
తڷठޜం޴ మߕࣆ ࠾ࡍऒ  వదभ ࡱ࢑వ ఒకܽ ڒబܽद మڷࡱߕ ࠾ࡍ అߕࣆ ޴ऒ  y pi i  s ޴బܽद ఇڒ 
తڷठޜం޴ తڷठޜం޴ ఎం޶కం݄ 0 ࣁݞ కం݄ తڕए వ ߘంߘ 4 ݟంږߘࣃ ࣁݞ 2 ࠑ ݟలంڴ y y pi pi y 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇޜڷࡏ߭ ޴ం޴ మ޳ ࠾ࡍछ  ఈ pi pi  ࡏޑ޶ం߰ ࡏࠬ బܽदڒ 1 ޴ఇ ࠾ࡍమ 0 4 ࡌ
వऴకࡔఖ ఇߩओ ࡎڒ ښఒ ߘవऴకతల ݡంࡓ ݡ दࣄయߤ ߮ऱߤ ߯ ऱߦ  भ޳ۯ ݋ ం, త޳छ లङࢡ࢙ ࡌ ం ఏࠫ݇ మనం 
ऴగࣕంచవ۪ऐ ప  ߤ࣌ ޴ߝబܽद అڒ  ऱ࣒  మ࠾ࡍ ఈకछ ఈ y x cos x y mod cos x x y ߤࣄ న࣒࠳ ࠆఆ ࠆఆ ࡽ
అࣾం అࣾం ఇ޴ ఇ޴ ఒక ߕࣆ ڷࡱߕ ݋ߖ࠿ऒ  ఇࡓ ޴ంڒ ݡబܽद మ࠾ࡍ ఇ޴ ఎకए  x pi pi ޴ఇ ޴ఉం ݩ
 న࣒ ఈ sin x plus cos x cos x si sin x࠳ ࠾ࡍఖ మࡔన ఈ వऴకࣄ۫ బܽद మనంڒ ݡంࡓ ݋ࡐ
వऴకࡔఖ ڒబܽद ఇ޴ నߩࡱ రంࣃڶ ޜڷफ फࣃڶ ޜڷలం రంߗ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡏ  ޴ంతం ఇߦన ऴ࠳బܽद అవసరڒ ࡏ
ऒߖޑంߦబܽद ఈ ऴڒ ంతంߦన ऴ࠳అవసర ڕࠬ  కھߘనࡓ ߖߖ޳ ࠭࠲ ړߖݞం࢑ ڴࡱڴ࠙ ݡభ܊ంۧ࡯ 
ఎం޶కం݄ ࠬ࢓ࡱߖ ࡏ वߵࣄद झ फ సనऒ࣋ڶ  ర޵ ߖ ड చޔరऴࢗ  ࡱࣃడࡱओ ऒߕࣆ ࡏࠬ బܽदڒ   మ࠾ࡍ ߯ dx 
మధङ ڷࡱߕ  ఉంݦ ఈ ࠙ړߖڴ అ޴ ఒక వऴకࡔఖ ߘం࠴ ݟదలޔ࢓ందࡏࠬ ߖ ۫డవ۪ऐ  అࣄڵ࠭ ޴నߩओ  ݡ
అ޴ సమం ߤࣄ  ప ऱ࣒ छࡔ࢘ ޴ఇ ړߖڴ࠙ ఈ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓సమం అ ړ  छ޳ లހసࠬకర ࡏ y x cos x ࡌ
నऒޔࢂࢗ  వऴకࡔఖ ࡅకए  మࡖక ࠙గంޜ ऴߦరంభమޔ࢓ంڒ ޴బܽद మనం ࡓ ߖߖ޳ం࢑ ڴࡱڴ࠙ ݡభ܊ంۧ࡯ 
లङࢡ࢙ తफం࠴ బܽदڒ ం అవసరం అޔ࢓ం޴ ऴߦథࠫక ऴߦంతం ߕࣆऒ  థࠫక piߦబܽद ऴڒ ڷࡱߕ ڕవర ݟంߘ 
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ऴߦంతం ࣌ߤ  ప ऱ࣒ ప  ߤࣄ న࣒࠳ ޴న࣒ ఇ࠳ ࣒ڒ  ऱ࣒ छ޳ ڷࡱߕ ݟంߘ   x x cos x xdx pi pi pi ڕవర ࡌ
ప  ߤ࣌ ޴ఇ ࠾ࡍమ ړࡹ ޴ంతం ఇߦథࠫక ऴߦऴ ݡంࡓ ऱ࣒  ఏࠫܽ  ࠳న࣒ ఈ వऴకࡔఖ ࡅకए  ఈdx dx x cos x 
సࠬకరణం ࠳న࣒ ࣒ڒ  ప ऱ࣒ కएࡅ ߤࣄ  ऒߕࣆ ڕబܽद మనڒ న࣒࠳   x x pi xdx ߤࣄ ݡంࡓ ڷࡱߕ ݟంߘ 
 ప ऱ࣒ भ޳ۯ ݋ڼఇంܽऴ ߖߖ޳ ం, మనం޳޶ం߰ ݀ ݀ ࠑ ݡంࡓ ڷࡱߕ  ం ڒబܽद ࠬࡏ ఇ޴ pi pi cos xdx 
ఏڔకరణߘ ߰ంࡏ޳  ఇం࠳ ࡹ޶న࣒ ߘ ࣒ڒం4 ࠑ ݟ ప ऱ࣒ x 0 pi sine x pi pi by 2 2 4 ࠑ కరణڔఏ ߖ޵ 

ఎڷవ మڷ޴ ࠾ࡍవ పޔࠫࡍలߘ ఉంచడం ޳छ  వڷ޴ ࠾ࡍమ ޴ఇ ޒࠫࡍవ పڷఎ ࠭ޑ޶మనం ߰ం ࡌ
ప޳ 2 ݋ࡐ ޒࠫࡍछ .޴फంࣆఇ ڕࠬ ࡌ
 ంతంߦన ऴ࠳బܽद అవసరڒ ݡంࡓ ݋ࡐ న࣒ ఒకܽ࠳ ऱ ఒకܽࡏࣃ ڷࡱߕ ऱࡏࣃ ڷࡱߕ వࡱ࢑ తफం࠴ బܽदڒ 
ࡓ ڷࡱߕ ऱܿ ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ ࡓ ݋ࡐంڒ ݡబܽद 
ऒߖޑంߦఈ ऴ ࡏࠬ న ఒక ࠭ఖङࣄంచవలߖగమ ࡹహరణ޳ఈ ఉ ޙ࠼నటऱࣄ۫   ఈ ,޴࢑షయం ఉం న࠳
ऴߦంߖޑऒ ంచవ۪ऐ܊࢑భ ڴࡱڴ࠙ ݡంࡓ   
మ࠾ࡍ ఈ ऴߦంߖޑऒ ओߩఇ ߘߝ  .ߘࣃۯ ݭࢺ ݞږ ޜڷరం࡯ߗ ݡ
  ఆڕపచऐ छ޳   ړߖݞంచށగ ڴݟ࢑ݟ࢑ ߘలޑంߦऴ ݡంࡓ బܽदڒ ࠼ఉంܼ ڴషदంࣆ బܽद అ࢑ڒ ఒకܽ ࡌ
బߖ޵ ࡏࠬ ڴࡱ޶ऒ  గށంచవ۪ऐ  మࡓ ړߖ޵ ࠾ࡍంࡏࣃݡऱ ࠬڕ అవసర࠳న ऴߦంߖޑऒ  జڴߕࠪࡍ ఇࣆफం޴  
మధङ ࣒࡮ࠒࡌߦ झڡఎࠉ న࣒࠳   ࣋ए छ ए࣋ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࡛ छ ఇకए ,޴ఉంܿం ڴషदంࡍగ ࠉ ࠑ ࡛ డ y x y x b
ఇవछ ߖఅ ࢟ܽ܊ߦ బޔݡంڒ ޴బܽद ఇ࡮ۧ ޴ సరళ࠳న వऴకࡔఖ అࡏࠬ ߖ ۫డవ۪ऐ  ࣋ए छ ए࣋ ࠉ ࠑ ࡛ छ  y ړ ࡛
సࠪనం ࢣ ߖ޵ ࡮ࠒࡌߦర लం.
ऒߕࣆ    మ࠾ࡍ అࣾం అࣾం అ޴ߝ చޔరऴసం ޳छ  y y bx b b ޴ߝబܽद అం݄ అڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ࡌ
ఉనऒ ڴలంږߘࣃ ం޶న ऴపږޒలంڴ ఉం݄ అࡹ࢑ ޴మం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇڒ ࡮ࠒࡌߦ ޴బܽद b y x 

ऱߦ ߖసࠪనం అ ړ भ޳ۯ ݋ ం ࣋ए छ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ࠉ న࣒࠳ ߖߖ޵ ࡛ , మనం ߄ࣃరణం ڕࣆޓం݄ minu sbx 
మనڕ ࣋ए छ మనం పऱ࣒ ߖߖ޵ ,޴फంࣆవ ࠉ ࠑ న࣒࠳ ࡛  వ࠳ ࠑ ߤన࣒ వࠉ ࡛ࠂ ࠑ ߤ ࣋ए छ ࡛ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  x x 
పऱ࣒ ߖߖ޵ బܽदڒ  వڒ ࠉ ࡛ࠂ ࠑ ߤబܽद ࢙ ࠳న࣒ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ   ఒకܽ ࠳ ࠉ ڷࡱߕన࣒ ࠳న࣒ వࠑ ߤ ݀ px 
 మం bࡹ࢑ ࡮ࠒࡌߦ బܽद ఈڒ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ న࠳బܽद ఈ సࠬకరణం ఈ రకڒ సࠪనం ړࠉ
రࢣ ߖ޵ ,޴ంݟయబۯ लం ఒకܽࡓ ړంࠪڒ ࠉ ݡ ఒకܽڴࠉ ڷࡱߕ ړ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అڷ ޴ంޔࢂࢗ ݞం޴ x 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ సࠪనం ړ అࣾం y x x 1 x ߖ޵ ,࡮ࠒࡌߦ మࡹ࢑ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ0 ࠑ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ
రࢣ ࠾ࡍమ ࠉ ࠑ ݡంࡓ लం ఒకܽࡓ ړంࠉ ݡ ఒకܽࠉ ڷࡱߕ ړ అߖ ఇߩओ भ޳۫ ݡ ం  ࡓ ࠭࠲ం࡮ࠒࡌߦ ݡలߘ 
ఒࡎڒ ښ दࣄయߤ ߮ऱߦ ࡹ ߤऱ फࣃۯ ݋ ࠭, ఇ޴ ࠬ ࣋ए छ మధङ ࢐ܽ బܽदڒ ޴కܽ ఇࡖమ ࠾ࡍసࠪనం మ ړࠉ ࠑ ࡛  y x 
ఉనऒ  ࠬ ऴߦంతం ఇ޻ 
एڝߘక ߘ࢓޶ంࠉ ంܽ ఖండనݟంࡓ ఈ ࠭࠲ బܽदڒ .࡯࢐
షएࡍప ߘలހసࠬకర ݡంࡓ  भ޳ࡍ ం ڒబܽद మనڕ వࣆफంڒ ޴బܽद అం݄ ࠬߖߖ޵ ࡏ పࡍషए  फ, x x zer  o࣋ࡍ
ऒߕࣆ ࡏࠬ ప  ࠉ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ x x 1 ޜ ࡛
సࠪనం కߘక ఇࠉ ޴ వߤ పऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ  బܽद xڒ ంతంߦథࠫక ऴߦంతం ऴߦన ऴ࠳బܽद అవసరڒ సࠪనం ޜ ࡛
ऴߦథࠫక ऴߦంతం ࠳న࣒ ࠉఎڡझ  ࣋ए छ న࣒  ࣋ए࠳ ࡛ छ ప  ࠉ ݟంߘ  ࠉ ࠑ ࡛ ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ x x dxx 0 ޴ంޔࢂࢗ ړ ࡛ 1
ऒߖ޵ బܽद మనంڒ  ఇంܽऴ޳ۯ ݋ڼभ ం ڒబܽद అవసర࠳న ऴߦంతం ࣋ए छ ङږ ޓऴ ࠑ ࠉ న࣒࠳ ݀ ࠑ ࡛ ࠗ x x 
ङږ న࣒࠳ ప 1 ࠉ ݟంߘ 0 ࠉ 3 ࠑ ࠗ ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ ࠬద ఇࠉ ޴ చޔరऴړߖࣃ సࠪనం 2 ࠳న࣒ ࠴తफం ږङ ࠗ x 
ङږ ࠉ న࣒࠳ పऱ࣒ ߤవ ࠉ 3 ࠗ ए࣋ ࠉ  छ ङږ ࡛ ए࣋ ࠉ న࣒ ఈ࠳ ࠗ छ పऱ࣒ ߤమڒ బܽद మనంڒ ࡛ ए࣋ ࠉ  छ ङږ ࡛ ࠗ 
ए࣋ ࠉ ం݄ڕࣆޓ छ ࡛ ߯  వࠑ ߤ ऴޓ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ङږ ࡛ ए࣋ ࠉ ࠗ छ ࡛ వߤ పऱ࣒ ए࣋ ࠉ   छ పऱ࣒ ߤవ ࠑ ޓऴ ࠑ ࡛ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ 
ङږ పऱ࣒ ߤవ ڕబܽद మనڒ రణం߄ࣃ ࠗ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ వࣆफంڒ ޴బܽद ࡱ࢑ ߖ޵వ అవసర࠳న ऴߦంతం ࠉ ࣋ए छ  2 ࠑ ࡛
ఇܿ 1 ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ङږ న࣒ ఈ࠳ న࣒࠳ ࡛ छ޳ ߖ޵ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡయబۯ भ޶ర ڡࠉ ఇకए ࡏࠬ  ࡌ డ 
చޔరऴߖࣃऒ  ߰ంڒ ࡏޑ޶బܽद  ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ ߯ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ ఇړ ޴ సࠪనం ࠳న࣒  ࠉ  ࠑ ࣋ए छ ࡛ 3 3 2 6
ࠬద 1 ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ ࣋ए छ ए࣋ ࠉ ంతంߦన ऴ࠳బܽद అవసరڒ ࡛ छ ࡛ ఆࡏ వߤ పऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ  రऴసంޔతफం చ࠴ ࡛
ऒߖޑంߦన ऴ࠳అవసర ࠭࠲ బܽदڒ  గށంۧ࠭ ڒబܽद ఇߩओ  ݟనంھߘక ޾ఉం ڴషदంࡍవ గࡱ࢑ ࠻ࡍఏ ࠉ ݡ
అߖ ऴపశऒ ంతం ࣋एߦబܽद ࠬ ऴڒ ޴ంޔࠋۮ  छ పऱ࣒ ߤవ ߖ ࡛ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ వڡࣄ ࠑ ߤझ  అߖ గ޳ށभ ం, ah b 
ఇవछ ڴ ࢟ܽ܊ߦ ޴ߝబܽद అڒ బݟంڒ ޴బܽद ऴߦంతం ࡅకए  ఏ ࡱ࢑వ b b 
గࡍషदంڴ ఉంܿం޳ۯ ࡏ࢘ ߖߖ޳ ޾भ ం.
 ࠡదం ڒబܽद వߤ పऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ ఇకए డ సరछ పऱ࣒ ࠉ ݀ ޴ۯంࠚల ڕబܽद మనڒ రణం߄ࣃ ङږ ࠉ ݀   న࣒࠳ ࠗ
ङږ ࠉ ࡛ࠂ ङږ ࠉ ࡏఆ ڕబܽद మనڒ ࠗ ࠗ ఒకܽ పऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ పవ࡛ ࠳ ࠉ 2 ڷࡱߕన࣒ 2 ږࠉङ  వࣆफంڒ ޴బܽद 
ۨవరڕ మన3 ࠑ 1 ڕ వࣆफం޴ ఒక ࠳న࣒ ࣋ए छ పऱ࣒ ߤవ ࠑ ࡛  ࣋ए छ ࡛ ఇ޴ ర޶भ ఇږ ޴ङ  p b p ࡛ࠂ ޶ڒ ڡࠉ
ङږ వۨऐ ڕబܽद మనڒ ࠗ ం޳ ޴छ న࣒ ࣋ए࠳ ఒకܽ ݡ࠮ ఒకܽ ࡌ छ ࡛ ࠬద ఒకܽ పऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ba db b b b 
ङږ ओߩఇ ڡࠉ ऒߕࣆ ࠑ ݡ నऒۨ ޳ࡶ ڴషदంࡍగ ޴ఇ  ޴फంࣆసࠪనం ఇ ړ  న da db࠳అవసర ݦఉం ڴ޴
ం࠼ߦ ऱܿ  అమघ छڙఈ ࠉ ڕబܽद మనڒ  झࡽ ఈకछ ࠉ ࡗ܋ ܿ  ఈకछ ࠉ ߤన࣒ వ࠳ ࡽ పऱ࣒ ܿ ࡽ  వڒ ߤబܽद ఈ ࡓంݡ 
ङࡲ࢐ ࣒ మనం ࢑సघ झ࡯ంۧࡍ  ఉంܿం޴ ఎం޶కం݄ ڒ ࢟ܽ܊ߦ ࠉబܽद అߘమޒంచబݦ ఒښ ఒకए ధङࣃ   న࠳
నऒڕߘవ మనం అࡱ࢑ ङߪకం  ࠲ऴతࠪ ޴ ڵࠪ ݋ णమ࠹ కࢴߖदకࡍం۪ ఒకړߖ޳ సࠪనం ఇߩओ ऒߖदࢲࡍగ ݡ  b b 
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ఎ࡮ కڝߘए  x b ޳ఉం ڴషदంࡍంతం వదभ గߦబܽद ऴڒ ޶ࡶ నడంھߘక ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ࡽࠋబܽद మనం డڒ ࡯࢐
छ޳ ޾ࡶ ޾ఉం ڴషदంߖక ޳ࡶ ఎకए ݞ ࣎ సࠪనం ړߖ޳ఒక ࡌ డ క޳۫ ࡹߕھߘभ ం.dbda 

छ޳ ए࣋ ࠉ న࣒࠳ ߤవ ࠉ ޓऴ ࠑ ߤవ ࡌ छ పऱ࣒ ߤవ ࠑ ࡛ ए࣋ ࠉ  छ ङږ ࡛  ఒకܽ కం݄   db ࠉ ࠾ࡍబܽद మڒ ڡࠉ
ఎڕए వ ఉం݄ ࢟ܽڻߜ ࠉݟ ࠑ ݞ అߖ మ࠾ࡍ ఒకߕࣆ ࠉ ࡍࣃऒ  మ޳ ࠉݟ ࠾ࡍछ మధङ ݞ ఒక ࡌ  ఒకܽ కం݄ 
తڕए వڴ ఉంܿందࡏࠬ ߖ ۫డవ۪ऐ .
 బܽदڒ ࢟ܽ܊ߦ 

ओߩనڵࡍ߭ एڕఒకܽ కం݄ ఎ ࠾ࡍమ ޴ంޔڷࡏ߭ ݡ వ ࡱ࢑వ ڕࣆޓనऒ ओߩ  b a ࡏࠬ బܽदڒ ޴ంޔठڷత ݡ
ऒߖ޵  ۪ द݀ ऱߦ  ऒߖޑంߦऴ ࡏࠬ फ࣋ۯ ݋ ऱߦ  ऒߖޑంߦऴ ࡏࠬ फ࣋ۯ ݋ ऱߦ  फࣃۯ ݋  బܽद b b b dbڒ ޵బܽद ఇڒ ࡏ
छ޳ एڕఒక కం݄ ఎ ࡌ వ ఉనऒ ओߩ ऒߕࣆ ޴ంޔ࢓అ ޴ఇ ݡ  కం݄ తڕए వڴ ఉంڒ ޴బܽद ఇ޴ b da b 
తڷठޜం޴ మ࠾ࡍ ఎߩओ एڕఒకܽ కం݄ త ޴ߝఅ  ݡ వڴ ఉంڒ ,޴బܽद వదभ ఒకړߖ޳ సࠪనం ఒక b b 
ऴߦంړߖޑ గࡍషदంڴ ఉంܿంࣅ࢑ ࠭࠲ ޜߖ޵ ,޴फర पంߖڜ ࡹऒ  ఉ޳హరణలࡍߪ ߘफ ࣃۯफ ࠭, ࢑࢑ధ గణన పࣾࡎల 
ఇతర ఖۨऐ ݟంߘ త࠳న సమऴڴల߯ మߖڜࡍऒ  ఉ޳హరణల޳۫ ߘभ ం 
, ఇ޴ సమసङ ߧߖక ڴ फ࣎ ం݋ߖ߸ݥ ޴ ఇం݃ऴగࡽझ  ߯ ړసం ࡮ۧ  ऱషद࠳న సమసङ ࡍߖ ࡏࠬ ߗڒ  भషद సమऴగత ࡅకए  
ࡍߖ भషद లࣾހలߘ వࡍ फంపܑ࣋फ అࣆ ࡮ۧ ޴లభం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद పవ࡛ ۃ࡮ అڕࠪ ߖ x log n n n m 
ऒߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ ࣆࡱޘ  ఇకए డ ߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद ࠬߖ޵ ࡏऒ  x ߖరऴసం అޔతफం చ࠴ న࣒࠳ 6 
ऴ࢐యవ۪ऐ .
ఇవछ ڕࠪ  ంݟ మ2 ࠾ࡍ రదभޔ࢓ంڒ ޴బܽद ۨవరڴ మనం ఈ సమऴగతߘ ߰ం࠭޳ మ࠾ࡍ ఈ ࡱ࢑వ ఒక 
 ప ऱ࣒ ओ߮ۮ ߖసࠪనం అ ړ న࣒࠳ ࠉ   ఖۨऐ త࠳న సమऴగం ࡅకए  ఈ ఆࣄफߖ మనం x dx
ఉపڵࡆంచߕޔࠓऒ మߖ ۫డంݟ.
 ఈ సమऴగ ࡱ࢑వ ఇࡱ࢑  ޻వ ఇߩओ ऒߖ޵ ݡ  వࡍ फంపܑయంݟ, త޳छ కएࡅ ࡏࠬ ࡌ a 2 ࠉ  ߘ ۃ࡮  ݟంߘ   4 2 4 
߰ంڒ ࡏޑ޶బܽद ࠬ࠳ 6 ࡏన࣒ ࠳న࣒ ޳ ۃ࡮ ߖछ న࣒  ప࠳ ࡏޑ޶ం߰ ࡌ ऱ࣒  x 6 x dx x 6 x 6 ۃ࡮ 
ࡎభ ޜ న࣒࠳ న࣒ 6࠳ फ ۯయబޔݡంڒ ޴బܽद ࡓ ߘߝంۃ࡮ ڷࡱߕ  ݡ ఆ࠳ ࡏన࣒ ޳छ झڡࣄ ۃ࡮ ࡌ  x xd  x 
న࣒  ప࠳ ऱ࣒ డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ ޴ఇ ޙࠉۮ ߖఅ 2 ޴ఇ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ߖఅ 1 ޴ఇ ࡏࠬ బܽदڒ ۃ࡮   బܽद x xڒ 
फࣃۨࣇ ߘరంభ సమऴగతߦమన ऴ ݢంࡓ  కం݄޶ఎం ޴ంޔ࢓फ సమऴగత 1 అ࣋ݟܔ ߖߖ޳ మనం ࠾ࡍమ ࠼
లవం ۃ࡮ అޔ࢓ం޴  ప ऱ࣒ ప  ۃ࡮ రంࣔ ࠾ࡍన࣒ మ࠳ 6 ۃ࡮  ऱ࣒  బܽद x x x xڒ ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ 6 ۃ࡮ 
फࣃݟܔ ߖߖ޳ ࠭࠲ బܽदڒ ࠼ޑ࢓రదभ ݢంࡓ ࠭ మ࠾ࡍ మన2 ڕ ఈకछ झࡽ ప  ۃ࡮ 4 ݟంߘ 2  ऱ࣒  झi xڡࣄ ۃ࡮ 
ప  ۃ࡮ ࠑ న࣒࠳ ऱ࣒ झڡࣄ ۃ࡮  x x xdx dx ڕబܽद మనڒ ޴ంޔݡయబۯ भ޶ర ޴ఇ ࠾ࡍమ  ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ 
వࣆफం޴ అం݄ ࠳ ڷࡱߕన࣒ ࡓంݡ ఈ ࡓంڒ ݡబܽद ࡱ࢑వ ఒకړߖ޳ ఉం޴ ఇߩओ  హరణ i޳క ఉࡖమనం మ ݡ
ం ࣋ए޳ంڕࣆޓ छ ࡛ ప ऱ࣒ ప  ࠑ న࣒࠳ ۃ࡮  ऱ࣒ भ޳ۯ ڡࠐబܽद మనం ऴڒ  ం  ఇࡓ ޴ంݡ x pi x pi x cos x dx 
ప  ࠑ న࣒࠳ ۃ࡮ ࡹలڴ࠙ ऱ࣒  సࠪనం ڒబܽद ఈ సమऴగం ࠳న࣒ ߘంݟ pi x pi x in cos x dx a afxdx 
వరڕ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ఇ޴ సࣄࠐ ޳ࡶ ࡍ ఫంࣾ޳ڒ  ߤ అߖ కڝߘए .࡯࢐
 ఎం޶కం݄ ࠬ࠳ ߖ ࡏన࣒ ޜ భࡎ फ ࣋ۯफ ࠬڕ ࣋ए छ ࡛ వࣆफం޴ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࡅకए  x x x x cos cos x 
ए࣋ ࠑ ݟంߘ  ࡏޑ޶ం߰ ࡏࠬ బܽदڒ छ 0ࡏࠬ ,ޙ࠼నటऱࣄ۫ ߖ ߤఈ ఫంࣾ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࣒ڒ ࡛ pi 2 x x dx 
ఇకए డ ࠳న࣒ ߖ ఉంۨనటऱڕࠬ ޙ࠼  ప ऱ࣒ కएࡅ న࣒࠳ న࣒࠳ ࠑ  బܽद xڒ ޴ంޔ࢓అ ࣒ڒ  pi x pi x x 
కएࡅ న࣒࠳ ఇకए ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ࣒ڒ  డ ࠬࡏࠬ  ࡏ ఉంۨనటऱޙ࠼ పऱ࣒  మ࠳ ࠾ࡍన࣒ x cos x 
߰ందంݟ మࡅ ۃ࡮ ࠾ࡍకए  ऴߦపࡎ दߖ ఉపڵࡆంచడం ޳छ  ࡏࠬ అంతܼ ݭఇంܽऴగం ࡽఈ ఇంܽऴగ ࡏࠬ ࡌ

ࡎభ ޜ న࣒࠳ ߖ फ ࣋ۯफ ࠬ࠳ ڕన࣒ ࡏڷफ వࣆफంڒ ޴బܽद ࠬڕ బయట ࠳న࣒ ࡏڷफ వࣆफంڒ ޴బܽद ఇࣄࠐ ޴ x x
ఫంࣾڒ ߤబܽद ߖߖ޵ ఉపڵࡆంచడం ޳छ ఖۨऐ  ࡌ త࠳న ఇంܽऴగࡽझ కएࡅ   ఆࣄफ ࠬߕࣆ ڕऒ  వࣆफంڒ ޴బܽद 
भ޳ۯ ߖߖ޳ ࠭࠲ ړߖడܼ۫ ڴऴగతफ܉ ߖߖ޳ ం ڒబܽद ࠬࡏ ఇ޴ స޳ڒ ࣄࠐ ޳ࡶ ࡍ అߖ కڝߘए  ޴బܽद ఇڒ ࡯࢐
కएࡅ న࣒࠳  అޙ࠼  ప ऱ࣒ కएࡅ న࣒࠳ ࠑ  కएࡅ ۃ࡮ ࠾ࡍమ  ۃ࡮   x hxh pi x pi x cos cos x 
ऴߦపࡎ दߖ ఉపڵࡆంచడం ޳छ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ߖ న࣒࠳ ࡌ న࣒ x࠳ బܽदڒ ߤఫంࣾ ࣄࠐ ޴బܽद ఇڒ  cos x pi 
వۨऐ ڕࠬ ڕవరۨ ࡽబܽद ࠬ ఇంܽऴగڒ ޴ంޔ࢓అ 2 ࠑ ݟంߘ 2 ࠑ ం޴  ఈ వङ ڔ फకరణ ఇ޴ pi hx dx 0 x 
࣋ए छ ࡓ ݡంࡓ ړ ࡽ࢑ ఈ ࣒ڒ ࡛ ऱܿ అసࡷన సమऴగం ࡅకए  బܽद xdxڒ ߘఉంܼ ڴసࠪనం ړߖ޵ ߘߝ  వࡱ࢑ ࠬ 
ऒߖ޵ ࡏࠬ ࡛ߦ  दझ  ఫ࣒द ఫంࣾ޳ ߤछ కएࡅ ݭకం࣊ ߤఈ ఫంࣾ ߤఫంࣾ ݭకం࣊ ޴ఇ ࡯࠻ۯ ݋ڼఇంܽऴ ࡌ  ఇంܽऴగࡽ 
ఈߤ࣌ ܘ ఇߕࣆ ޴ऒ ऒߕࣆ ऱࡏࣃݡంࡓ బܽदڒ   ండవ xࡓ ߘ ߤదܽ ఫంࣾ࠴ ࠭࠲ ऱࡏࣃݡంࡓ ߯ ݟంߘ 
ऒߕࣆ .࠭޳ం߰ ڴసమऴగం ړ

ऒߕࣆ న࣒࠳ ݡంࡓ छ޳ ݡంࡓ ݟంߘ  ऒߕࣆ న࣒࠳ ڷࡱߕ ݟంߘ ߤ࣌ ݡంࡓ ࡌ    pi pi x x dx pi 
కएࡅ ండవࡓ ߤదܽ ఫంࣾ࠴ న࣒࠳  ఇంܽऴగ࠳ ړࡹ ࡽన࣒  ߘం࠳  ࠑ ݟన࣒ ࠳న࣒ పऱ࣒ cos x 0ݟంߘ   pi 2 0

 pi cos x dx pi cos pi 0 ޴వదभ 0 ఇ 0 2 ࠑ 2 ࠑ వదभ 0 ޴బܽद ఇڒ న࣒࠳ ࠾ࡍమ 2 ޴దܽ࠴ దంࠡ 2 ࠑ
అޔ࢓ంڒ ߖ޵ ,޴రణంߘ 2 ࡏࠬ ڴం࠳ ڷࡱߕ ݟన࣒ ࡓంࡅ ݡకए  సమऴగతߘ ߰ందంߤࣄ ݟ pi cos x x 

ऒߕࣆ ࡏࠬ బܽदڒ ఇకए ߘߝ నం߄సࠪ ࡍబܽद ۨవڒ న࣒ 2࠳ 4 ࠑ 2 ޴ఇ ޴फంࣆవ ݡంࡓ ړ ݟంߘ  డ x pi pi 
ఒక ఐ ࣋ए छ ङ࠻అ ࣒ࠫ ߖ ࡛ ए࣋ ڕࠬ బܽदڒ ߘ छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ వࣆफంڒ ޴బܽद ۨవࡍ సࠪ߄నం ࣋ए छ  pi pi pi ࠑ ࡛
छ޳ న࣒ 4࠳ ݀ ంద 3ړ ۃ࡮ ݋ࡐ  ం޳ంڕࣆޓ హరణ޳క ఉࡖంద మړ 2 ࠑ 2 ۃ࡮ ݋ࡐ ందړ ۃ࡮ ۃ࡮ ݋ࡐ ࡌ

ए࣋ ߤ࣌ छ ए࣋ ߤࣄ ࡛ छ ए࣋ ߤ࣌ ࠑ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒ झڡࣄ ۃ࡮ ߤ࣌  న࣒ ࣋ए࠳  छ ए࣋ ࡏࠬ బܽदڒ ࡛ छ ࡛ x x x x x dx x 
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అకए డ ఉందߖ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఇం݃ऴగంࡹ ݭ ఉందࣄ۫ ࡏࠬ ߖనం޶న ࠬࡏ ࣋ए छ  సࠪనం x x t ړ ࡛
ए࣋ ࡱޔࠫࡍప ࠾ࡍమ ޴फంࣆۯ లభతరంࣆ ߘమన గణన ޴ం݄ అڕࣆޓ छ ړ࢑࠭ ݟంߘ ࡛ फ ߰ం࠼ޑ޶ 
x ڼ࡮అ ࡏޑ޶ం߰ ߖ2 ۃ࡮ ࡏࠬ 2 ۃ࡮ ݋ࡐ  ޴फంࣆవ ڕࠬ ߝంటࢗ ޙ࠼ఉంۨనటऱ ߖ ࡏࠬ బܽदڒ x t 
మ࠾ࡍ ఎڷవ పۃ࡮ ޒࠫࡍ ऴړޓ సࠪనం ࡓంݡ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఈ ࠬޜ ࡏ కలపవ۪ऐ , t xdx dt x dx
ఇ޴ సగం ߤࣄ ࣋ए छ ప  ߤࣄ ࠑ ߤࣄ ࡛ ऱ࣒ छ޳  ࡎభ ࡌ फ ۯయబޔݡంߤ࣌  ޴ ఆڡࣄ ۃ࡮ ࠆझ  న࣒ dt x t t t࠳ 
ऒߕफߩۮ ߘߝ ߖఅ 2 ࠑ 1 ࡽబܽद ࠬ ఇంܽऴగڒ ప  ߤ࣌ ࠑ ܽݟ ܽ ߤ࣌ 3 ۃ࡮ 2 ۃ࡮ ޴ఇ ,ߘ ऱ࣒  ii t 6 ۃ࡮ ߤ࣌ 
ओߩన࣒ ܽ ఇ࠳ 6 ۃ࡮ ܽ న࣒࠳ ఖۨऐ ݡ త࠳న ఇంܽऴగࡽ లࣾހలߘ వࡍ फంపܑయడం ޳छ  a to bfxdx a ࡌ

 ప ऱ࣒ ప  ࠆఆ ߤ࣌ 3 ۃ࡮ ߖ2 ۃ࡮ ࠭࠲ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴ࡮ న࣒࠳  ऱ࣒  అޔ࢓ం޴to bfa b xdx ln 2 ln 3 
ప 2 ۃ࡮ ۃ࡮ బܽदڒ ऱ࣒ छ޳ ߤ࣌ బܽदڒ ޴ంޔ࢓అ 6 ۃ࡮ 3 ۃ࡮   ln 6 tt ߤ࣌ ࡏఆ ޴ంޔ࢓అ ۃ࡮ న࣒࠳ 6 ࡌ

झڡࣄ ۃ࡮ న࣒  ప࠳  ऱ࣒  ఇకए డ ڡࣄ ۃ࡮झ ࡎభ ޜ న࣒࠳  फ ۯయబݟంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఈ పదం ߘంݟ t t t sin t 
߰ంڒ ࡏޑ޶బܽद ࠬࡏ ۫డవ۪ऐ  ࠼ఉంܼ ࡮ښరం ఒࣔ ࠾ࡍफ, లవం మ࣋ݟܔ ߘలڴసమऴ ݡంࡓ ఈ ࡏࠬ  
పऱ࣒ ܽ ߤ࣌ ࡏࠬ బܽदڒ ࠼ޑ࢓రదभ బܽद అ࢑ڒ झڡࣄ ۃ࡮ ߤ࣌  झڡࣄ ۃ࡮ ߤ࣌ ࠑ ܽ న࣒࠳  న࣒ ܽ పऱ࣒࠳   ߤࣄ 
 ۃ࡮ ݡంࡓ ࡏޑ޶ం߰ ݡంࡓ న࠳సࠪన ړߖ޳ఒక ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓రదभ ޴బܽद ఇڒ ࡏޑ޶ం߰ ܽݟܽ
छ޳ ओߧత ݡంࡓ ࡌ ఇకए ࠼࠻߱ డ ۃ࡮ ऴޓ ఇ࠳ 3 ۃ࡮ 2 ࠑ 1 ޴న࣒ ړ 2 ۃ࡮ సࠪనం ڒబܽद వ࡛ࠂ ࠑ ߤ dt i 
फరࣅ࢑ ࠭࠲ ߖఅ ݀ ࠑ ޓऴ ۃ࡮ पం߯ ఖۨऐ త࠳న సమऴڴల߯ ߖڜऒ  ఇతర ఉ޳హరణల࠭ࢡ۫ ߘ మ࠾ࡍ 
ఖۨऐ త࠳న ఆࣣ ఇతర రڒల ఖۨऐ త࠳న సమऴగతڒ ࡱబܽद ࠪ త޶పࡍ తరగ࠭࠲ ࡹޒ ఇతర ah 
ఉ޳హరణలڜ ޜనࣃڵࣃफ ࠭ మ࠾ࡍ అܿవంܽ సంړ ऱషद సమసङ లߘ ఎ࡮ పࡍషए भ޳۫ ࡹంۧࡍ ం ధనङ  ࡱ޳࢐
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