
ఈ ఉపߕङ సం޳࢑ ࡹङ छࣃ ߘबలࡏ గޒంచంݟ  ధߕతघ కం మ࢟ܽ܊ߦ ࠾ࡍ అߖ ఊࣕంచంݟ, త޳छ  m ࠭࠲ ࡌ
ఇۨऐ న వऴకࡔఖలߖऒ ంܽߦ ߖऱ యవ۪ऐۯ ݋
ఇ޴ ࠬ అࣾం మ࠾ࡍ ఇ޴ ࠬ అࣾం ڒబܽद ࣋ए छ x y y x࡮ࠒࡌߦ సࠪనం ఒక ړ 4 ࡛
రࢣ ߖ޵ लం 0 0 మ࠾ࡍ సࠪనం పంړ फ   పంړ फ  ࠮లం ڷంޔࢂࢗ ݞంڒ ޴బܽद y mx a
తघߕధ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ݞऴ ࡮ఇ ࡮ࠒࡌߦ ޙ࠼అ ࢟ܽ܊ߦ కంڴ ఉం݄ ړ సࠪనం ࠬ࢐ܽ ࡏ మధङy m mx
సࡍహ޶भڴ ఉనऒ  ऴߦంߖޑऒ  ఇߦ ࡮ऱ ݋
యవ۪ऐۯ   ఈ ऴߦంߖޑऒ  ऴߦథࠫక ऴߦంࡱޑ సనऒ दߵࣄव ࢓ࡱߖ ߖ झ भ޳܊࢑భ ڴ  ం ڒబܽद ఒకܽ  అܿవంܽ वߵࣄद  
ओࡱడࢗ బܽद dxڒ ޴ంޔ࢓అ ݟంߘ న࣒࠳ ݟంߘ ߖ޵ ంతంߦథࠫక ऴߦబܽद ऴڒ ޴ఉం ڵ࡯క ߖ ڴ y y 
ఇ޴ ࠪ ऴߦథࠫక ऴߦంతం ڒబܽद అవసర࠳న ऴߦంతం ړ ڷࡱߕంద ఉంܿంھ ڷࡱߕ  ޴డन࠳ ࡯న࣒ r oot 

ఇకए డ మనం ࡱ࢑వలߘ ఉంۧ࡯mxdx, x 
కएࡅ ࢓޶ంࠉ ఈ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓దల࠴ ݟంߘ లం࠮ వࡱ࢑ బܽदڒ ࡍఆڝ  नߖ ݋ߝ ߰ందړߖݞ ఇ޴ ఈ x x 
కएࡅ ݋ం࠼ߦ ఈ  ޴ంޔࢂࢗ ړ ݋ం࠼ߦ ࡍఆڝ  नߘ ݋ߝ ߰ందړߖݞx 
షएࡍప ߘలހసࠬకర ݡంࡓ ࠭࠲ సࠪనంy ޙఉంۨ ߖ ࡏࠬ బܽदڒ ࡯ంۧࡍ

ఇకए డ ࠬڕ చޔరऴసం చޔరऴసం 4 ھడनړ࡯ సࠪనం ڒబܽद చޔరऴసం ࠳న࣒ ڷࡱߕmx m x m x 
ऒߕࣆ ړࡹ  1a x x a by m x 0 x ړసࠪనం 0 2 ڕࠬ ޴బܽद ఇڒ ߩచదర ڷࡱߕ బܽदڒ 

ए࣋ ࠑ 4 ݟంߘ సࠪనం ࠾ࡍలం మ࠮  ޴फంࣆఇ ߘఖండన ݋ం࠼ߦ छ కएࡅ ఖండన ڕࠬ ࡛  మࡖక x a m 
޴फంࣆఇ ߘ࢓޶ంࠉ
, అం݄ ఇ޳ ڷࡱߕ ࠬ ޴छ  బܽदx a mڒ సࠪనం ړߖࣃరऴޔచ ࡌ
ఏڔకరణ పߕࣆ ࡱޔࠫࡍऒ  ంతం  x x x a by mߦన ऴ࠳అవసర ڕࠬ బܽदڒ ߩచదర ڷࡱߕ సࠪనం ړ
झڡ࠻ ࡛ࠂ ݋ࡐ  ందmxdxړ న࣒࠳ 
ऒߕࣆ ओߩఇ , ޴ఉంܿం ߩచదర ڕڷࡱߕ ݟంߘ  ऒߖ޵ ࡏࠬ ݡ  ఏڔకృతం ۯయవ۪ऐ , ఇ࢑m 
ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ ࡱ ݭంڼరణ  ఇంܽऴ߄ࣃ నࣄ࡯ޘ ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻ నࣄ࡯ޘ ڕࠬ 0 ݟంߘ   4 a by m 
చదర࠳ ߩన࣒ ߘం2 ݟm 

వరڕ ߰ంࡏޑ޶  చޔరऴసం 0 ߘంڷࡱߕ ݟ ఎ ࠑ ࠬ ࣋ए छ ࡛ వరࡓ ࡏࠬ ڕంࠑ ݡ ऴ࡛ࠂ ޓ ఎ ࠑ ࠬ ࣋ए छ ࡛ x 
ందړ
ړశ ړߖࣃరऴޔచ ࡏపదࣔ ݡంࡓ ݟంߘ ࠬ న࣒࠳ రऴసంޔచ  ࠬ ࠑ ఎ ࡛ࠂ ݋ࡐ फ ڒ ڷࡱߕబܽद మనڕ ࠭߯ओm 
ࠬ ݡ࠮ ړߖࣃరऴޔచ ݡంࡓ
ङږ छ޳ రऴసంޔఒక చ ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳ ࠗ ङږ ࠬ ݡంࡓ ࡌ ङږ ࠬ ߩచదర ޴ࠫߖఎ ݡ࠮ ࠗ బܽदڒ ࠗ
మనڕ ఎ޴ࠫߖ చదరږ ࠬ ߩङ ࠗ ఎړ޴ࠫߖ వࣆफంږ  ޴ङ छ޳ ࠗ  మmޒరऴసం అంޔఒక చ ࡌ
సࠪߖߕ߄ऒ  మనం మࡖక ఉ޳హరణ ڕࣆޓం޳ం అࣾం మధङ ङږ 2  న࣒ ࣋ए࠳ ࠗ छ  న࣒ 2 x y x x x࠳ ࡛
మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 1 ߘంݟ సࠪనం 2 మధङ  సࡍహ޶भڴ ఉనऒ  గణన ࢙ࢡలङ ం.x x 
 ఇߩओ ఉనऒ ޴అ ݡ ऱܿ అࣆߧߖफం޴
ఈ వऴకࡔఖ ߦ ߖऱ ङږ యడం కషदం  2ۯ ݋ న࣒ ࣋ए࠳ ࠗ छ ࡛y x x 
ऱߦ ߖ ࡏࠬ ߗڒ సࠪనం ړ న࣒ 2࠳ फ తపओ࣋ۯ ݋ ऒߖޑంߦऴ ࡱఅస ࡏࠬ   కھߘనࡏࡶx u  
ఎం޶కం݄ ࠬߖ޵ ࡏऒ ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ ݋ڼఇంܽऴ ڴࡏߝ  ࣋फ ఇڕࠬ ޴ సࡕన ࡱ࢑వߘ ఇవछ ޶
అవసర࠳న ऴߦంతం ఎం޶కం݄ -1 మ2 ࠾ࡍ మధङ  ఎకए డ ږߘࣃలంڴ మ࠾ࡍ ऴపږޒలంڴ ఉంڕࠬ ޾ y 
బܽदڒ ޶య࡯ޘ
ఇ޴ సࡕన ߄࢑నం ڒ ޶ڒబܽद అ޴ ఎకए డ ږߘࣃలంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఎకए డ ऴపږޒలంڴ ఉంܿందߝ 
వऴకࡔఖ ࡍڷంۨ ࠬڜ ڕంత   ఆࡹచన ఉం࡯ݞ
ࡓ ݡంࡓ ړ న࣒ 2࠳ ߩన࣒  చదర࠳ ߖ రకంڒ ݟయܑయం࡯ޘ ڕࠪ బܽदڒ ऱܿ సࠪనం ۯయړߖݞ y xq x x
ऴపయޒऒ ంచంݟ,
త޳छ యవ۪ऐۯ ࡏࠬ ࡌ ऒߖ޵ ࡏࠬ   ఇ࡮ ऴ࢐యంݟ, త޳छ ऒߕࣆ సࠪనం ࡏࠬ ࡌ  w x x
ऒߖఖ అࣿࡔఈ వऴక ࡏడగల۫ ࡏࠬ ߖసࠪనం అ ݡంࡓ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳  x x޴ంޜܿ޳ 
ऒߖ޵ బܽदڒ बࣇ  లంߦ ڴऱ ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ ݋ भ޳ ం.

అࣾం ߯న ఉనऒ  ऴߦంతం ఎకए డ ఉం޴ మ࠾ࡍ x 
అࣾం ऴړంద ఈ ऴߦంతం ఎకए డ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఈ ऴߦంతం ఎకए డ ఉం޴ అߦ ޴ߝऱ भ޳ۯ ݋ ం, త޳छ  ఈ x ࡌ

ऴߦంతం
అࣾం ߯న ఎకए డ ఉం޾ మ࠾ࡍ ఈ ऴߦంతం   అࣾం ڷ޴వన ఎకए డ ఉంڝࣆࡱޘ ޾వ۪ऐ  x x x ޴బܽद ఇڒ 

సࠪనం
న࣒ వదभ అదృశङ࠳ ࠾ࡍమ 0 ݟంߘ మޔ࢓ం1  ޴ మڒ 2 ࠾ࡍబܽद మనం ఈ ࠼ߦంటऱ࠳ ߘన࣒ ఒకܽ ߕࣆऒ  
మ࠾ࡍ
भ޳ڶ ݡంࡓ ం ڒబܽद ఈ ࠼ߦం݋ ల వదभ వऴకࡔఖ ߕࣆऒ అం݄ ޴ం݇ంڕࣆޓ ߘవࡱ࢑ 

ప  0 ࠾ࡍన࣒ 1 మ࠳ ऱ࣒  1 మధङ  ఉనऒ ओߩ ऒߖఅࣿ ޴అ ݡ అర ߖఅ ޴ంޜܿ޳  बం x x x x
ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴ మ࠳  ࠾ࡍన࣒ ࡓంݡ ऴపږޒలంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ږߘࣃలంڴ ఉంܿం޴ x y 
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ऒߕࣆ ࡍࣃబܽद ఒకܽ ఒకڒ  కం݄ తڕए వ మ࠾ࡍ
एڕన࣒ ఒకܽ కం݄ ఎ࠳ వ ఈ పదం ږߘࣃలం ఈ పదం   ږߘࣃలం ఇ޴ ऴపږޒలం ఇ޴ ऴపږޒలం
బܽद  పڒ ޴ఉం ڴలంږߘࣃ  ޙ࠼అ   ޴ఉంܿం ڼ࡮ఇ ޴బܽद ఇڒ లంږߘࣃ తफం࠴ బܽदڒ ऱ࣒  1x x 
ప  ߗڒ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ऱ࣒ एڕకం݄ త ޴ఉంܿం ڴలంږޒన࣒ 2 ऴప࠳  వ ఉనऒ ओߩ  x x e   x 2.ݡ
బܽदڒ 

ऒߕࣆ  మࡓ ࠾ࡍంݡ మధङ  ఉనऒ ओߩ  ఖx yࡔబܽद వऴకڒ ޴ఉంܿం ڴలంږޒऴప ݡ
ओߩంతం ఇߦతफం ऴ࠴ బܽदڒ ޴ఉంܿం ࡮ఇ ڴࡏࠪࣆ పచऐڕఆ ڼ࡯డగ۫ ࡏࠬ ݡ  రంۯ ݭࢺ ޜڷయబݟం޴
एړࡵ ߗంܽݟంࡓ ࠭࠲ బܽदڒ ంۨ ݟܔంۧ࢐  ࡯సफవ ࢙࡮ࢡङ ऒߖ  ߰ందߖ࢐ܽ ړߖݞ కࣄ࡯
ऒߖ޳  మࢁऱ ࣃڶफ కएࡅ ఖࡔఈ వऴక ࠬ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡮ఇ ޴క ఇߘక ߘ  సࠬకరణం

ङږ న࣒ ࣋ए࠳ ࠗ छ ङږ ݡంࡓ బܽदڒ ݡంࡓ న࣒࠳ ࡛ న࣒ ࣋ए࠳ ࠗ छ లङࢡ࢙ బܽदڒ న࣒ 2࠳ ࡛ ం x x x x x x 
పओۮ ంݟ  ఇ1 ޴ ఇ2 ޴
ङږ 2 0 ݟంߘ న࣒ 1࠳ బܽद  1ڒ  బܽदa 1 x x xڒ ݡంࡓ న࣒࠳ ߩన࣒ చదర࠳ ࠗ
ऴߦథࠫక ऴߦంతం ڒబܽद ఇ޴ ఒక ఎ࠱࡯ంటࡎ ఏ࠻ࡍ
ఇڴ  ޴ ఉంܿం޴ మߖ޵ ࠾ࡍऒ  ఏڔకృతం ޳ۯभ ం  ࠬߕࣆ ࡏऒ dx ,޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ ړڷࡱߕ ݟంߘ న࣒࠳ ړ
ऒߕࣆ  వదभ ࠳న࣒ సࡔ అߕࣆ ޴ऒ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࠳ ߘߝన࣒
ओߩఅ ߖ ߭ ߖఅ ޴ߕ ݡ दܼ వ పऱ࣒ࡱ࢑ బܽद ఈڒ ࡯  అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ తࡌछ త ఇ޴ ఒకܽݡ࠮ ړ అޔ࢓ం޴ 
ఆ߯
ఇ࠳  ޴న࣒ ఒకܽ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ࠳  ޴న࣒ ࡓంࠑ ݡ ఏݡ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఏߘ ݡంݟ పߜऒ ం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ 
ࣾࠫంచం࠳ ݟన࣒ 2 7 ࠳ 12 ࠑన࣒ 1
.  ޴फంࣆవ 12 ࠑ న࣒ 5࠳ న࣒ 2࠳ ڕబܽद మనڒ
 సڒ ࡔబܽद మన6 ࠑ 5 ڕ వࣆफం޴, ఇ޴ సࡕనڒ ޴బܽद 

ङږ న࣒ ࣋ए࠳ ࠗ छ న࣒ 2 x x x dx 0࠳ ࡛
ङږ న࣒࠳ 4 ࠑ పవ࡛ 4 2 ޴సࠪనం 2 ఇ ړ2 ݟంߘ న࣒ ࣋ए࠳ 3  ࠑ ࠗ छ  x x x޴వదभ 0 అ 2 ݟంߘ 0 ࡛
0 అޔ࢓ంڒ ޴బܽद 2 16 ࠳ 4 4 ࠑన࣒ 8 ࠳ 3 ࠑన࣒ 4 ڒబܽद
మన࠳ ڕన࣒ 16 3 ࠑ వࣆफంڒ ޴బܽद ࠴తफం ࢙ࢡలङ ం ఒకܽ పऱ࣒ छ޳ ޶ఐ  ݡంࡓ ࠾ࡍమ ݭ࠵  ࠾ࡍమ ࡏఆ ࡌ
పదࣔ޳ ࡏछ ओ߯࠭ ޴ఇ ,ݡ࠮ ࡌ  ఏݡ ఆړࡏ సࠪనం  
ऴߦంతం ࡍڷంۨ ڜంత ఆࡹచన కڵ࡯ ఉం࡯ݞ అږߘࣃ ޴ల ࢙ߩ
ఉం޳ࡶ ޳ ऴపږޒల ࢙ߩ ఉం޳ అࡍڷ ߖ޳ ߝంۨ ڜంత ఆࡹచన కڵ࡯ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ߦऱ  యడంۯ ݋
తపओ మࡹ࢑ ࡮ࠒࡌߦ ޴బܽद ఇڒ ڴࡍసߖ
పరవలߖ࠻ऒ రࢣ ߖ޵ ,޴फంࣆۨࣇ  लం 0 2 ࠪڒ మ࠾ࡍ అࣾం అࣾం ڒబܽद ࠬࡏ ߰ంࡏޑ޶ ఈ ࡮ࠒࡌߦ y 
ఇߩओ సࠪనంy x ړ న࣒࠳ ݡ
అ࠳ ޴ߝన࣒  ऴݟڼయంޜ ݋ సరళ ࡔఖ ڒబܽद ࠬࡏ ఈ ࠳న࣒ ړ సࠪనం మ࠾ࡍ ఇ1 ޴ y x y eq  uals 
 బܽदxڒ రऴసంޔన࣒ చ࠳ ݡంࡓ ݟంߘ
࢐ܽ మధङ  ఉనऒ  ऴߦంతం మࢁऱ ఇڼ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद
गࡌపܽ సందߘ࠭ ల ࠪߝڴࡍ޴ ఈ ऴߦంߖޑऒ సనऒ ݦఉం ڴ࢓ࡱߖ  दߵࣄव ࢓ࡱߖ ߖ झ ర޵ ޳ࡶ ڴ  डచޔరऴࡹࣃऱ  ړ
࢑భ܊ంۨ
ఎ࠱࡯ంటࡎ ఏ࠻ࡍ అࣃࡱߧ ߖफ  x.޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ ݡంࡓ ంతంߦథࠫక ऴߦబܽद ఈ ऴڒ ࡏ
  చޔరऴసం
నऒڕࣆޓ ࠭࠲ ړ ړࡹ ߖ న࣒࠳ ݟంߘ న࣒࠳ घࡏ߷  x dxfx gx޴फంࡏڷ ڕࠬ ࡮ dx dx  

߯ ఆ߅పతङ ం ࣆ࠼࡮ۮफం޴ మ࢐ܽ ࠾ࡍ మధङ  ఉనऒ  ऴߦంతం ۯ ࡽڒࡎయړߖݞ fxgx fx g x 
ऴపయޒऒ ޴फంࣆ
ऒߕڕࣆޓ ړࡹ ߖ న࣒࠳ ࠭࠲ బܽदڒ ए࣋  ࡱࢲࠫߖ బܽदڒ ࠭ छ బܽद fx gxڒ న࣒࠳ ࡛ dx fx 2 x gx x 
࠭࠲
߰ం࠭޳  ఇ޴ ࠬ ऴߦథࠫక ऴߦంతం ఇߩओ  వxࡱ࢑ ఒక ࠻ࡍఏ ݭݥࢺ తफం࠴ సంڝ ߖ޵ ,వࡱ࢑ ݡ
అޔ࢓ం޴  ఇ޴ కߖషदం మ࠾ࡍ ఇ޴ గࡍషदం   మనం ࡓంࡱ࢑ ݡవలߘ క࡯ߕھߘx x 
ఆ߯ ߖߖ޳ ࠭࠲ ఇకए డ కߖషद గࡍషदంڴ ఉం۪ڒ ࠭ޑబܽद ఈ కߖషद మ࠾ࡍ గࡍషद  ࡱ࢑వలߘ x x x x 
కھߘనړߖݞ
ऒߖހఖల సࠬకరࡔవऴక ݡంࡓ ࠭࠲  పࡍషए  బܽदx 2 xڒ సࠪనం ړߖࣃరऴޔన࣒ చ࠳ న࣒࠳ ࡯ంۧࡍ
మనڕ చదర࠳ ߩన࣒ ࠳న࣒ ࡓంݡ వࣆफం޴  సࠪనం  ߕࣆऒ  x x x ߖన࣒ 1࠳ ࠪڒ 2 ڕࠬ ࡱవࡱ࢑ బܽदڒ 
అంࣃ޴फ  బܽद ఈxڒ ݡంࡓ ޴ఇ ࠾ࡍన࣒ 1 మ࠳   షदంߖబܽद ఈ కڒ ࠼
ఈకछ ࠾ࡍమ ߤన࣒ వ࠳ ࠻ࡍఏ ݭݥࢺ తफం࠴ పऱ࣒ ܿ ࡽ  ݀ మధङ  ఉంܿం޴x x 
ఇకए  ࡯ఉంۧ ߖܽ࢒ బܽद మనంڒ డ పࡱޔࠫࡍ ఉߕऒ న࣒ ࣋ए࠳ ݡంࡓ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࠼ छ ࡛ ప ऱ࣒  x xdx 
ఇంܽऴݭ݃ڼ ߰ం࠳ 2 ࠭࠲ ࠭ޑ޶న࣒ ږङ ప 3 ࠑ ࠗ ऱ࣒  ࣋ए छ  x x x ,࠭ޑ޶ం߰ 2 ݟంߘ న࣒ 1࠳ 2 ࠑ ࡛
࠲ బܽदڒ
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ఎڷవ పࡹޒࠫࡍ ఉనऒ పऱ࣒ ڷࡱߕ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻  న࣒࠳ ݡంࡓ  ࠭ޑ޶ం߰ ߘవࡱ࢑ న࣒࠳ న࣒࠳ ݡంࡓ 
 పऱ࣒  వࠑ ߤ ऴޓ ప ऱ࣒  వڒ ݀ ࠑ ߤబܽद ఇ޴ సࠪనం ڒబܽद ఇ4 ޴ ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇ࠳ 8 ޴న࣒ 8 ࠳ 3 ࠑన࣒ 5 ߖ޵ 
छ޳ घࣣ ޴ࠫߖఎ ࡌ घ నం߄సࠪ ࡍవۨ ࠬ ޻బܽद ఇڒ 
࢑࢑ధ సమసङ  ࠭࠲ బܽदڒ లߘ పࡍషए ऒߕफࣆࡍ ऱߦ ߘఖࡔవऴక  ࡏࠬ బܽदڒ ࠭ ݋
ऒߖޑంߦఆ߯ ऴ ࡏయగలۯ ࡍڷ  फంచగలࡏ, ఆ߯ ࠬࡏ పޔࠫࡍలߘ సڴࡍठ ఉంచగలڒ ࡏబܽद ړ సࠪనం y x 4 
మధङ ࠾ࡍమ ݡంࡓ న࣒࠳ ࠾ࡍఅࣾం మ ߩన࣒ చదర࠳  సࡍహ޶भڴࡱ ఉంڙࣅ ݦछ झߤ  ఏࡹ࠻ࡍ x x x x 
మࡖక ఉ޳హరణڕࣆޓ ߘం޳ం.
  ప ऱ࣒ దܽ సందరग࠴ బܽदڒ సࠪనం ړ݀  ంࡹ
ऴߦంతం ߘం࠳  ݟన࣒ ࡓంݡ మࡓ ࠾ࡍంݡ మధङ  పࠫࡍత࠳ంڒ ޴బܽद ࠬ࠳ ࡏన࣒ ࡓంࡓ ݡంߘ ݡంݟ n x 
న࣒ ࣋ए࠳ ڷࡱߕ छ  సమऴగంx dx   ࡏࠬ ,फ࣋ۯ కృతంڔఏ ߖ ࡛
కएࡅ ߗڒ ,ࡏޑ޶ం߰ ߘవࡱ࢑ 
ऒߖ޳ ࡏࠬ  సంऴప޴ంۨ ߦऱ ऱܿ ࣄۯ ఇంܽऴۯ ݋ڼయړߖݞ ऴపయޒऒ ࣋फ ߦऱ  फ ఏࠫ࣋ۯ ࡮అ  ݞంڕయۯ ݋
జޔڷࡏం࠳ ޴న࣒ ߘంࡓ ݟంݡ వరڕ
ఫంࣾڒ ߤబܽद  ఇࣄࠐ ޴ ఫంࣾڒ ߤబܽद ࢗంటࡱ࢑ ߝవ ߕࣆऒ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद
ంత సమసङڜ ࡹనం߄࢑ ࠪ  ఉంڒ ޴బܽद ߦऱ बࣇ ڕబܽद మనڒ ࠭ࡶళऱࢗ ڕ޶ం࠭ ݞంڕయۯ ݋ ల  ఆࡹచన 
ఉం࡯ݞ
ऒߖ޳ ڴ޶బܽद ࠭ంڒ ఏࠫటం݄ ޴ڼ࡯డగ۫ ࡏࠬ ݟయంڶ 

అ࠼నߩओ ओߩన࠼అ ࠾ࡍమ ݡ ప  ݡ ऱ࣒ ओߩన࣒ 2 ఇ࠳  మధङ 2 ࠾ࡍమ 0 ݡ  , x 0 y  0 x   y 0, y 
 మధङy 0 ࠾ࡍన࣒ 2 మ࠳ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ
ऴపږޒలంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ2 0 ޴ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 2 వదभ అదృశङ మޔ࢓ం޴  ఇకए డ వऴకࡔఖ 
ࠪయమޔ࢓ం޴
మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 2 ߘం0 ݟ వరڕ అ޴ ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴ మߘ 0 ࠾ࡍంݟ
2 వరږߘࣃ ڕలంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ వऴకࡔఖ ఇకए డ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఎ࡮ ఉంܿం޾ క߭ߖటदݞږ ړߖݞ 
ఉండవ۪ऐ ڵ࡯క ߖޒన ఆకృ࠳ఈ రక ڴరంతరంߖ  
ړఆస ߝ࢐లڝࣆࡱޘ ంతࡍంۨ మࡍڷ फ ࠬڕ ఉం޴  a
వऴకࡔఖ ࠬࡏ ఉతओ ऒߕ ऒߖ  కߖھߘ, ఉతओ నऒ ం ࡅకए న࣒࠳ 0 ߘవࡱ࢑ 

 పऱ࣒  2 వదभ క࡯ߕھߘ, త޳छ ऒߕࣆ ݡంࡓ న࣒࠳   ఖࡔవऴక ࡌ  మࡓ ࠾ࡍంݡ వదभ ఎޔܿ޳ ࡮ం2 ڕࠬ ޾ n 
޴फంࣆࡱޘ
నऒޔڕޔࢗ ࠭࠲ బܽदڒ  ऴߦంతం ఇ޴ వऴకࡔఖ అࣾం మ࠾ࡍ x 
ఖల మధङࡔ  ఉం޴  అదనంࡓ ڴంڒ ݡబܽद ࠭࠲
࠭ంࡓ ڴ޶ంݟంܽߖ గࣃށफ కएࡅ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴషदంࣆ ఖࡔబܽद ఈ వऴకڒ ࠭ ఉనऒ ߤఫంࣾ ࣄࠐ  ం޶నx 
ऒߕࣆ ݡంࡓ ందړ ߩన࣒ చదర࠳ ࡛ࠂ ݋ࡐ ఇవछ ڕవర ݡంࡓ ݟంߘ  బޔݡం޴.x dx x 
ࡹంܽݟంࡓ 
 ంద xړ ࡛ࠂ ݋ࡐ 2 ݟంߘ 0 ޴ߝఅ 2 ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓న࣒ 2 అ࠳ బܽद 1ڒ ޴తం ఉంܿంښల సంږޒऴప ߗڒ
న࣒ ࣋ए࠳ छ ࡛ ఇߩओ ए࣋ ݡ छ ऒߕࣆ బܽदڒ ݡంࡓ బܽदڒ ࡛ ऒߕࣆ   అߖ అڝߘంݟ  x dx x t xdx dt x t 
ऒߕࣆ x ࠾ࡍసࠪనం మ ړ
 t xdx dt ړఒకܽ ࡏࠬ బܽदڒ ݡంࡓ ఒకܽ ޴ߝఅ ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ࡮ఇ ࡱޔࠫࡍబܽद పڒ ڷࡱߕ  ݡంࡓ
ऒߕࣆ ߤషڼఇంܽऴ ݀ ࠑ ߤవ ࡏޑ޶ం߰ ࡱࢲࠫߖ ڷࡱߕ ݡంࡓ  stdt ݡ࠮ ڷࡱߕ ڷࡱߕ ݟంߘ 
ڷࡱߕ
వదभ ߕࣆऒ  అޔ࢓ం޴  మߕࣆ ࠾ࡍऒ  వదभ అߕࣆ ޴ऒ  అޔ࢓ం࠳ ޴న࣒ అࣣ ࠳న࣒ ࡏڷफ కࣆߧߖफంڕࠬ   ޴ 
ఇకए డ ࠳న࣒ ఉనऒ ం޶న ڷࡱߕ వదभ అ޴t 
ऒߕࣆ  అޔ࢓ం޴ ఆ߯ ߕࣆऒ  వదभ ఉంܿం޴ పవ࡛ ऴ࠳ ݀ ࠑ ޓన࣒ ఐ ڒబܽद
న࣒ పऱ࣒࠳ న࣒࠳  ࡏࠬ ఇకए ݟంచంࠫࣾ , ࡏޑ޶ం߰ ڴ ݋࠼ఎ ߖޓऴ ޓऴ ࡛ࠂ  డ ఒక ߰రܿߦ జڵࡍం޴ ఇకए డ 
࠭ޑ޶ం߰ ࠭࠲
ఇకए డ ݡ࠮ ࠭࠲ ߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद ࠬࡏ ఒకߖ޳ తࡌछ త ݡ࠮ ߰ంڒ   ࡏޑ޶బܽद ۨవర8 ࠭࠲ ڕ 
छ޳  న࣒a2 8࠳ ఒక 3 ࠑ బܽदڒ 3  ࠭ޑ޶ం߰ ࡌ
ఎݡ࠮  ޴ࠫߖ అޔ࢓ం޴ ఎం޶కం݄ ఫంࣾڒ ࣄࠐ ߤబܽद ࠴తफం ࢙ࢡలङ ం పదࣔݟ࠮ ࡏంܽړ అవసరం ڒబܽद

ए࣋ ࣒࡮ࠒࡌߦ ݡంࡓ छ y x y ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࡛
ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ࣋ए छ  ం.x޳ంڕࣆޓ హరణ޳ఉ ࡗమ ߝసࠪనం అ ڕ ࡛
ऱߦ ߖ࢐ܽ బܽद మనంڒ  भ޳ۯ ݋ ం అࣾం అࣾం చޔరऴసంy x y x 
రࢣ ࡮ࠒࡌߦ लం 0 0 మ࠾ࡍ అࣾం అࣾం మనం ߖߖ޵ ߰ం࠭ޑ޶ మ࠾ࡍ అం݄ 8 ࠳న࣒ y y x
చޔరऴసం  ࢣ ߖ޵ ,࡮ࠒࡌߦర लం 0 ࠪڒ ఎ޴ࠫߖ వదभ ࡹ࢑మం ۯయబݟ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ࣃۯफ ࠭ ఈ 
ఆߖࡌڒऒ  ߰ందంڒ ݟబܽद మనం ఈ
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పచऐڕఆ  ࡯ߕھߘక ߖ న࠳అవసర ࠾ࡍమ ߘంటऱ࠼ߦ ఖండన ݡంࡓ  రంۯ ݭࢺ ޜڷయబݟ ar ea 
ఉంܿంڒ ޴బܽद మࢁऱ ࠭࠲ ఆ ऴߦంߖޑऒ  సనऒ दߵࣄव ڴ झ ర޵ ޳ࡶ  ड 
చޔరऴ࢑ ڴࡱࣃభࣃ܊फ ࠭.
షएࡍప ߘలހసࠬకర ݡంࡓ సం మనంڝ ߖ޳  0 ࠪڒ 2 ޴ఇ ࠾ࡍన࣒ 2 0 మ࠳ ޴బܽद ఇڒ ࡯ంۧࡍ
కएࡅ బܽदڒ  ప࠳ ޒࠫࡍన࣒ ࡓంߘ ݡంࡓ ݟంݡ వరڕ ఉంܿం޴ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࡓంߘ ݡంࡓ ݟంݡ x 
ࡎభ ߖ ࡏࠬ కం݄޶ఎం ,޴ఉంܿం ߩచదర ݡంࡓ న࣒࠳ ޴ࠫߖఎ ݟంߘ फ ࣋ۯफ ఇ޴ జޔڷࡏం޴.x dx x
छ޳ న࣒࠳    xࡏࠬ ࡌ
ఈ సమऴగత ࡅకए కएࡅ న࣒࠳ ࠾ࡍమ ࡏడగల۫ ߖफ ࠪరదࡏڷ  బܽदx f fxڒ సࠪనం ړ 
ఇ޴ సࡍ ఫంࣾڒ ߤబܽद ࠬࡏ 
ࡓ ݡంࡓ ړ0 ڕవర ݟంߘ న࣒࠳ ऱܿ ఉంݦ ఖۨऐ త࠳న సమऴగం ࡅకए  లࣾߖހऒ  ఉపڵࡆంచవ۪ऐ .a afxdx 

ऒߖ޵ బܽद మనంڒ    afxdx 8 2 ݟంߘ 0 2 
ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ߩచదర ݡంࡓ న࣒࠳ , ఇࡓ ޴ంݡ ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ࡓంږ ݡ࠮ ݡङ  x dx x xړ2 ݟంߘ 0 ࠗ
సࠪనం ڒబܽद
మనڕ అవసర࠳న ऴߦంతం 2 16 ࠳న࣒ అర࢙ ݡ࠮  ڷࡱߕ మనం మࡖక ఉ޳హరణ ڕࣆޓం޳ం మధङ  y 
లङࢡ࢙ ం ఒక ࠳న࣒ ڕ సࠪనం  ߘంߤ࣌ ݟ అࣾం ړ సࠪనం మړ ࠾ࡍ సࠪనం ڒబܽद cos x xx x 0 x pi
ఇړ ࡮ۧ ޴ ऱషदంڴ కࣆߧߖफం޴ మ࠾ࡍ
ऒߖ޵ ऱߦ   ࡯࢐ڝࣆࡱޘ ࡏࠬ ߖలࠪ అږޒऴప ޳ࡶ లࠪږߘࣃ ޴ఇ ޙ࠼అ ,޶ڒ లభంࣆ యడంۯ ݋
మࡏࠬ ࠾ࡍ
వऴకࡔఖ ࡍڷంۨ ڜంత ࣇब ల ఆࡹచన కڵ࡯ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఇ޴ అࣾం అޙ࠼ ఇ޴ అࣾం ڒబܽद ߕࣆऒ  x y 
మ࠾ࡍ మధङ  వऴకࡔఖ ࡅకए  సछ ࠙వం ఏࠫܽ ࠳న࣒ ࣒ڒpi 

 x  x, pi x y  ڴరణంڒ ంܽݟంࡓ బܽद ఈڒ సࠪనం ړబܽद వదभ 0 0ڒ ޴ఇ ޙࠉۮ ߖఅ 0 ޴బܽद ఇڒ పంߦ
x ࡱڒరڒ
అߕࣆ ݞږ ړ ޴ߝऒ ओߩకం݄ ఇ޶సࠪనం ఎం ړ ऒߕࣆ ݡ  మ࠾ࡍ మధङ ऒߕࣆ   pi y pi sin pi 
మࢁऱ ఫంࣾߘ ߤ ࠪయమࡃङ  అవڒశం ఉం޳ࡶ   ޴ ऴపږޒల  ࡱ࢑వߝڕࣆޓ ߘ అవڒశం ఉం޳ࡶ ޳y 

మధङ ߤ࣌ 1 ࠾ࡍన࣒ 1 మ࠳  ఉంܿంڒ ޴బܽद  ఎలऱߩओ తघߕధ ݢ కం 0 ޳ࡶcos x x 
ऒߕࣆ  మ࠾ࡍ మధङ  మ࠾ࡍ ఒక ࠳న࣒ ఎలऱߩओ ऒߕࣆ ݢ  మ࠾ࡍ మధङ  ఉంܿంڒ ޴బܽदpi cos x pi 
ఈ వऴకࡔఖ ఎలऱߩओ  ڕࠬ బܽदڒ ࡏఉంܼ ڵ࡯క ߘఖࡔన వऴక࠳ఈ రక ࡏࠬ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ݢ
అవసర࠳న ऴߦంతం ఇ޴ మ࠾ࡍ ऴߦథࠫక ࢗడࡱओ  అޙ࠼  ऴߦంతం ఆ߯ ऴߦథࠫక ऴߦథࠫకdx 
ऴߦంతం 1 ࠳న࣒ ړࡹ ߤ࣌ ࣒ڒ ఉంܿం޴  మ࠾ࡍ ఇ޴ ࠬ ऴߦథࠫక ऴߦంతంx x dx 
మ࠴ ࠾ࡍతफం ࢙ࢡలङ ం 0 ߘం࠳ ݟన࣒ ߘంݟ వరڕ ఉంܿం0 ߖߖ޳ ࠭࠲ ,޴ pi 1 cos x sine xtx 
 న࣒pi x࠳ ߤ࣌ ݟంߘ
ङ࡮࠮ ڕవర ߤ࣌ ంకనం ޳ۯभ ం, ࠬߕࣆ ࡏऒ  x cos xdx pi sin x ڴࡱߦߦ ݡంࡓ ړఒకܽ ݟంߘ 
ऴ࢐యవ۪ऐ xd ݡంࡓ  

అం݄ ࠳న࣒ ࣒ڒ  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ ڷࡱߕ ݡంࡓ ࣒ڒ   న࣒ ఒకܽ x x x pi࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ ڕࠬ ޴బܽद ఇڒ ݟంߘ 
ఇࣆफం޴ మࡓ ࠾ࡍంߕࣆ ݡऒpi n 
వదभ ࠬڕ ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ ڒబܽद ప ऱ࣒  ఒకܽ ߘంڷࡱߕ ݟ ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ ڒబܽद ۨవరࡓ ࡏࠬ ڕంݡ 
߰ందంݟ   ఈ సమసङ ߗڒ ,లభంࣆ ࡮ۧ 
ఖࡔవऴక , ࡯࢐ڝफం۪ࡏڷ ࡏࠬ

అࣿړߖ ఇ࡮ߩ࢙ࡏ ఉంߖ޳ ޳ࡶ ޳ ۨ ऒࣔ ऒߖ  x ,ޙక߱ࡶ చనࡹంత ఆڜ ڕࠬ ంۨࡍڷ ߖ޳ ߝఅ ޳फంࣆࡏࠪ 
ऒߖޑంߦన ऴࡕస ࡏࠬ  కھߘనࡏࡶ
మࡖక ఉ޳హరణ ऴߦంߖޑऒ  ప޳࡯ࢣࡍभ ం మధङ  సࠪనం ࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ ఒకܽړy cos x y 
సࠪనం ߕࣆऒ ऒߖޑంߦబܽद ఈ ऴڒ సࠪనం ړ ࠾ࡍమ ړ  ఎߦ ࡮ऱ x x pi  ࣒ڒ ࣆࡱޘ ڕࠬ ࡹ࠻ۯ ݋ x 
కएࡅ  ऴࠆڴ
ऒߕࣆ  మ࠾ࡍ మధङ  ఎ࡮ ఉంܿం޾ కߘక ߕࣆऒ  వదभ అ޴ ఒకܽ తࡌछ త ࡓం޳ ݡछ ऒߕࣆ ޴అ ࡌ    pi pi  
ఆ߯ మࢁऱ ఇ޴ వదभ pi pi
అڒ  ޴బܽद ఇ޴ పऱ࣒  వߤ ఇ࠳ ޴న࣒ ఇߩओ ए࣋ ߖ ࠆڴऴ ࡏࠬ ݡ छ  फcos x࣋ۯ ࡛

ऴࠆڴ ఎ࡮ ఉంܿం޴ cos x 
ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ  వࡎ ठకࣆࡍफనऒ ం޶న ఈ ࠙గం ߭ޔڷࡏంڒ   ޴బܽद ఇ࣒ڒ ޴ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  కݎన࠳న ࣊ए ۶ x 
ఒకܽ మధङ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳ ࡱవࡱ࢑ ࠾ࡍబܽद మڒ  ఉంܿంڒ ޴బܽद అ޴
ऒߕࣆ  మ࠾ࡍ ߯ మధङ  ఒక޳ ߖߖ޳టڒ ޶బܽद అ޴  మࡓ ߯ ࠾ࡍం޳ ݡछ ࡌ
ऒߕࣆ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఇ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬޔڕޔࢗ ࡏనऒ  ࠬ ऴߦంతం

వऴకࡔఖڕ మధङ  ఉంܿం޴.y 
  ఒకܽ ఇ࣒ڒ ࠬ ޴ ࣋ए छ ࡛ ఇ޴ ࠬ ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽदx y 
అవసర࠳న ऴߦంతం ఆڕపచऐ  రంۯ ݭࢺ ޜڷయబݟం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఇߩओ ޴ంతం ఇߦన ऴ࠳అవసర ڕࠬ ݡ
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ఇకए డ ఎంߖࣆ ڕ޶ऒ తంڴ ఉంڒ ޴బܽद
ఈ ࣒ڒ ࣋ए छ ࡛ ఎంڕ޶ ఉంܿం޾ కھߘనడం ۧࣆ ࡮లభం వదभ 2 ޳छ  x pi.޴ఉంܿం ڴ࢓޶మృ ࡌ
బܽदڒ 
వలం ఉతओښ ࡏࠬ ऒߕ ऒߖ  కڝߘए y cos x sin x޴అ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴ న࣒࠳ 2   ࣁݞ ࠾ࡍమ ࡯࢐

వదभ 2 2 ࠑ అޔ࢓ం޴.pi 
ऒߖࣆ ݋ంܐఖ వదभ ܼంࡔబܽद వऴకڒ  తంڴ ఉంܿం2 ࠑ  ޴ అࣾం ڒబܽद అవసర࠳నpi x 
ऴߦంతం  ڒబܽद  ߘంݟ ऴߦథࠫక ऴߦంతం ऴߦంతం ࢓ࡱߖ वߵࣄद झ ం݄0ڕࣆޓ ߖ ࢓ఉం݄  మనం ߰డ ڴ  pi dx
, మనڕ   మ࠾ࡍ అࡓ ߝంݡ ఫంࣾࡱ ߤ ఉనऒ ࡍऱ వࢁమ ߖࡎయޣ  फంపܑ࡯࠻ మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ fx gx a b 
మధङ  ऴగࣕంచంڒ ݟబܽद ࠬࡏ

అߖ ऴ࢐యంߖ޵ ࡏࠬ ݟऒ फࣃऴ࢐ ߖన࣒ అ࠳   fx a to bfx gx dx fx gx ޴ߝఅ ࠾ࡍబܽद ఒకܽ మڒ ࡏ
cos square x
ऒߕࣆ ޴ఇ ࡏࠬ బܽदڒ ए࣋ ݟంߘ  छ సࠪనం, అం݄pi   sin xdx ړ ࡛
ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంࡓ ݡంߕࣆ ݡऒ లङࢡ࢙ ݟంߘ  ం  ڒబܽदx pi dx 
ఒకܽࡓ ړం࠳ ݡన࣒ ߕࣆ ڷࡱߕऒ x v piݡంࡓ ߖ߯ ࡏࠬ బܽदڒ సࠪనం ړ ݟంߘ 
ऒߕࣆ న࣒࠳ ऒߕࣆ న࣒࠳  ࡏޑ޶ం߰ ړ छ޳ ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ  బܽद ఇపओڒ ࡌ ܽ వర࠭࠲ ڕ ఖۨऐ త࠳న pi 
సమऴڴల అߧऱښషߤ ల߯ ۧ࡮ ఉ޳హరణలߘ పࡍషए ంۧ࠭   ఇపओࡍ ܽ వరڕ మనం కవ࡛ ۯయߖڜ ߖऒ   
లࣾࡱހ ఉߕऒ भ޳۫ ߖఅ ࠼ ం మ࠾ࡍ
ऱపڕ ߖ࢐ܽ फంڴ చࡍऐ भ޳ ం  ڒబܽद ఏࠫ ఉండవ۲ऐ भ޳۫  ం ߪర फ࠼ంړߖ޵   ޴ సంబం߅ంۨ
ఈ ߷రࡹ ࠹ ఖۨऐ త࠳న సమऴగత ऴ࢐యబݟం޴, ఇకए డ ڝ ࠭࠲ऱܘन  ఇంటࡓछ ab ߖ ࡮ݦఉం ڴరంతరంߖ ࡹ ࡽ fx
ऒߕڕࣆޓ ࠭ మ࠾ࡍ ࠪ
కएࡅ మంࡌ࢑ ం࠼ߦ ߩంڵ࠭ ݡంࡓ  ऱܿ పࠫࡍత࠳నڒ ࢑బܽद ߖ ࠭࠲ పࡍషए సమసङ ߕంۨన ఏ࢙ࡍ fx ࡱ
ߤరంతర ఫంࣾߖ
మ࠾ࡍ మࡓ ࠾ࡍంݢ ఉంܼ࠼.a b 
  పࠫࡍత࠳నڒ ࢑బܽद ࡓంݡ ఉߕऒ q abࡹ  ࠼
ఎࠆఎڡझ యవ۪ऐۯ ఉం݄ ఏࠫ ڴయంࡌరంతߖ   
మ࠾ࡍ మࡖక ऴపశऒ  ఏࠫటం݄, ࠬ ࡌ࢑మం అనంతం ࠳న࣒
అనంతం ߘం࠳ ݟన࣒ అనంతం ߘంݟ అనంతం వరڕ అ࡮ంܽ పࣄࡍबޔలߘ ఎ࡮ ఎࡗ޶ए भ޳۫ ࡹ࢐ ం.ar 

అం݄  ࡌ࢑మంߖ ࡹరంతࡌయంڴ ఉనऒ  సందࡌग ऒߖ ࢙ ࣒ߨ ޴ߝఅ ޙ࠼ం, అ޳ంڕࣆޓ  ࣒ ab fx fx 
కంܽߙङ ࢙ ࣒ߨ ࣒ ࣒ కంܽߙङ బܽद అరڒ ޴ఉంܿం ڴ ࣒ बం ڝࣆۯవߝ޵  ړߖݞऒ పओھ  पࡌߪ  ంక
ఫంࣾߤ అߧ ߖలవబݦ ఇంܽऴగ࠳ ࡽన࣒ ݀ ݀ ڕࣆޓం޳ం 
మߦ ߖ޵ ࠾ࡍऱ ऱܿ  ఈ ऴړం࢑ ޴ధంۯ ڴయవ۪ऐ పओھ బܽदڒ  पࡌߪ  ంకం ఫంࣾߤ
రछߖ ۨంచబݟంߕࣆ  ޴ऒ  మ࠾ࡍ ఒకܽ మధङ  అࡱ࢑   ޴వ ߕࣆऒ ޴ంܿంڕࣆޓ ఒకܽ వదभ ߘ
మ࠾ࡍ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ మధङ  ࠾ࡍఒకܽ మ ޴ఇ ޶కం݄ ࠭ం ݡంࡓ  ޴ంܿంڕࣆޓ వ ఒకܽࡱ࢑ 
ऒߕࣆ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳  మధङ  ఉంܿం࠳ ޴న࣒ ఒకܽ వదभ ࠳న࣒ ఒకܽ పޔݡం޴ మ࠾ࡍ
మధङ ݡంࡓ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳  ఇ࠳ ޴న࣒ ࡓంݡ అޔ࢓ం޴ ࣾࠫంచంݟ ఇߗڒ ޶ڒ ޴ ఇకए డ ఎకए ݩ
ఇ࠳ ޴న࣒ ఒకܽ ఇ࠳ ޴న࣒ ࡓంڒ ݡబܽद ࠬࡍߪ ࡏफ ࠻ۯలڕߘం݄  ఈ ࡌ࢑మంߖ޵ ࡹऒ  ఎऴۯ ݋ڼయంݟ, 
న࣒ 1࠳ ݟంߘ న࣒ 2࠳ ߕ ݟంߘ న࣒ 1࠳ ߘఈ సమऴగత ࡏࠬ
ऴ࢐యవ۪ऐ ڴసࠪనం ړ  ܿ 2 ఫంࣾߖ޵ ࡏࠬ 1 ߤऒ  ఇంܽऴ࣋ۯ ݋ڼफ ࠬ࠳ ࡏన࣒ 2 ࠳న࣒ 2 ߘం࠳ ݟన࣒dx x 
1 ప ऱ࣒ ࡏޑ޶ం߰ ࡽఇం݃ऴగ ߤన࣒ వ࠳ 

ऒߕࣆ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳ ऒߕࣆ ܿߦ ޜ  బܽद x xڒ ݡంࡓ ݟంߘ ఒకܽ ݟంచంࠫࣾ ݡంࡓ ఒకܽ ܿߦ ޜ
వ పऱ࣒ࡱ࢑ ङڕ࡯ڒ  న࣒ ఒకܽ మనం࠳ ݡంࡓ  ల࣒ ࡓంݡ
కएࡅ  ఖۨऐ త࠳న సమऴగ ऴߦథࠫక ޳ࣄम ంతం ࡅకए ऒߖޑऴࣇ   వࡍ फంపܑ࣋फ, ఇకए డ మన࠳ ڕన࣒ ࡓంݡ 
వࣆफంڒ ޴బܽद మనڕ
ओߩబܽद ఇڒ ݡంࡓ న࣒࠳ ఆ߯ ఒకܽ ,޴फంࣆన࣒ ఒకܽ వ࠳ అర ݡ बం ڝࣆۯవړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం.

ఫంࣾߤ అంతܼ ڜనࣃగ࠳ ߗڒ ޶న࣒ ࡓంݡ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మధङ  ఉంܿం޴
ఇ࠳  ޴న࣒ ఒకܽ మߕࣆ ࠾ࡍऒ    మధङ ऒߕࣆ  ڴయంࡌరంతߖ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴయంࡌరంతߖ ړఒకܽ ݟంߘ 
ఉంܿం޴
మ࠾ࡍ ఒకܽ ߘంࡓ ݟంݡ వరڕ ఇߖ ޴రంతరంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬࡏ   ఆࣣ ߖࡹ ఉࣣ ఇంܽऴగߘ ࡽ 
࢑ۨऑ నऒ ం ۯయవ۪ऐ ࡏࠬ ,
ఆ ఉప ࡹࠪࡌ࢑ऱ ࢑ۨऑ ߘసమऴగత  ߖ నऒ ం ۯయవ۪ऐ  మࡏࠬ ࠾ࡍ ఆ߯ ߖ޳ऒ ङ࡮࠮  ంకనం ۯయవ۪ऐ .
  ఆړࡹ ߤ ఆࣣ ఆ࠳ ߤన࣒ 2 ߘం2 ݟ వరڕ ఇవछ బݟన వऴకࡔఖࡹ ఉనऒ  ऴߦంߖޑऒ  కڝߘए మߘߝ ߖ ࠫమघ ऒ࡯  
అޙڵݟ ఇߩओ వङ ݡ ړ फగత ࠪࡌ࢑ల߯ వङ ړ फగత ࡌߪप ంకం 2 ߘం2 ݟ వరڕ ఉనऒ
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ऴߦంతం ޳ ߖ޵छ छࡌఆ త ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబۨࣇ ࡌ త ߖ޵ ࠭࠲
లङࢡ࢙ ం ࠳న࣒ ࡓం࡮ࢡ࢙ ݡङ ऒߖ కएࡅ ݀ న࣒࠳ ࡯࢐ڝࣆޓ  फరࣅ࢑ ࠾ࡍమ ݡంࡓ న࣒࠳  पం
ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఇ޴ ఒకܽ ڒబܽद ߘߝ ऴߦంߖޑऒ  కھߘనమߖ ࠫమघ ऒ࡯  అޙڵݟ,
ఇకए ࡏࠬ డ ߖ ݭ࠵ ఉంۧ࡯ ఎం޶కం݄
ఇ޴ ఇࣆफనऒ ంద ఉనऒړఖ అࣾం ऴࡔవऴక   ࡱవࡱ࢑ లږޒऴప ࡏࠬ  ޴ ం޶నx 
కएࡅ ంతంߦఉంۨ, ఆ߯ ऴ ߘ ݭ࠵ ऒߖ޳ ړߖݞంద߰ ߘవࡱ࢑     కݟܔ ߧ࡯ంచంڒ ,ݟబܽद ࠭࠲
࢙ ࣒ߨ ङ࡮࠮ ࡮ఎ ߘ ߤరంతర ఫంࣾߖ ࣒ ంకనం ࠭ࢡ۫ ࡹ࠻ۯ ఇߩओ  ఏࠫ ޙక߱ࡶ మంࡌ࢑ ࠬ ݡ
జޔڷࡏం޳۫ ޾भ ం
ప޳ࡶ ࡱޔࠫࡍ అ޴ కڵ࡯ ఉంܿం޴ అనంతం ࠳ ޳ࡶన࣒ అనంతం ڒబܽद ఇంࡹ޶
అߝక సందࡌग ऒߕఉ ࡱ వछߖఉండ ڴరంతరంߖ బܽदڒ ࠼ ంߗڒ ݟ ఏڔకరణ ࡅకए  fx ޶ڒ తంࠫࡍమం పࡌ࢑ 
దܽ వర࠴ బܽदڒ ठం ఉ޳హరణۮ ڕపओ బݟంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఈ
ఫంࣾߤ ऴపߖ ۲ܼޒరంతరంڴ ఉనऒ ऱܿ ۫డవ۪ऐ కएࡅ కరణڔఏ  ߗڒ   అంతరం అనంతంi  
క సందరगࡖఆ߯ మ ,޴ఉంܿం ڕఅనంతం వర ݟంߘ 0 ం ࠳న࣒ ߘంݟ అనంతం వరڕ అనంతం వరڕ ఒకߖ޳
తࡌछ త ఒకܽ పऱ࣒

చదరߩ ఆ߯ మࡖక సందరग ం ఫంࣾࣆ࢘ߧ࡯ߖ ߖ ߤफం޴, అࡌ࢑ ޙ࠼మం పࠫࡍతంڴ ఉంܿం޴, ఇకए డ x dx a 
మࡓ ࠾ࡍంݢb 
పࠫࡍతం అޙ࠼ ఇకए డ ࢘ߧ࡯ߖయడం.
࢙ ࣒ߨ  ܽ ߤక ࣒ݟ ࣒ ङߙ ࢙ ࣒ߨ ޳ࡶ ܾ ࣒ కంܽߙङ ܾ  అߖ అర बం ޶ڒ,
కరణ వङڔఏ ޴అం݄ ఇ ߤరంతర ఫంࣾߖ బܽद ఈڒ వࡹ߅ ఎకए  బܽदڒ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘవలࡱ࢑ న࠳అనంత ݩ
ఉ޳హరణ޳ ݋ࡐ ڕछ छ޳ ݋ࡐ ࡏࠬ ڕవర ݟంߘ  ࡌ కएࡅ  ࡌ  ऴߖ ࠆڴ ۫࣋फ x 0 1 dx x 1 x

ओߩనߧ۫ ठڷ࠴  ठ x xڷ࠴ ߩ࢙ అనంతం ࠾ࡍమ ڕవర 0 ݟంߘ  ޴ఉంܿం ڴఅనంతం ޴అ ݡ
ओߩనߧ۫ ړ0 ޴అ ݡ
छ޳ ݋ࡐ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔࡏࠪ కएࡅ 1 ޴ఇ ࡌ  ऴࠆڴ, ఇ޴ అࣾం ఇ޴ అࣾం ڒబܽद ߘߝx   y x 
ఈ ऴߦంతం ࡅకए ङ࡮ࢡ࢙  ऒߖ  గށంۧలڕߘంܿߕऒ డవ సందరग࠮ ఆ߯ ,ߘ ం ఫంࣾߤ ఎకए డ ఉం޴  అڼ࡮
బܽद సందరगڒ ޶ڒ అంతం ݞږ మంࡌ࢑ ࠾ࡍమ ڴయంࡌరంతߖ ం ߖ ݡ࠮రంతࡌయంߖࡶ ڴ ఫంࣾߤ 
కएࡅ కరణڔఏ ڼ࡮అ ,޴ఉంܿం ڴయంࡌరంతߖ  ݟంߘ న࣒ అనంతం࠳ ڕహరణ޳మం అనంతం, ఉࡌ࢑ 
అనంతం ߘంݟ చదరڒ ߩబܽद ఇకए డ చޔరऴసం ߕࣆऒ  x dx x x ޶ఉండ ڴయంࡌరంతߖ సࠪనం వదभ ړ
మ࠾ࡍ
ఏڔకరణ ࡅకए ऒߖڜ బܽद మనంڒ ,޴ఉంܿం ڴఅనంతం ޳ࡶ ڴతంࠫࡍఅప ݞږ మంࡌ࢑ లࠪࡌ࢑ 
ఉ޳హరణలߘ పࡍషए फࣃۯ ࡽݠ ࡮ఎ ࡏࠬ ߘలࣆښ   అܿవంܽ ࠾ࡍమ ݟంచంࡍ भ޳۫ ࡗ ం ڒబܽद ఒక ߕࣆऒ  
छࡌత ߖ޳ఒక ڕఅనంతం వర ݟంߘ త
ఒకܽ పऱ࣒   చޔరऴసం ڒబܽद ࠬࡏ ఈ వऴకࡔఖ0 ߘ వదभ ߦऱ  అనంతంx dx ࠾ࡍమ 1 ޴फ అ࣋ۯ ݋
అ0 ޴ ఇ޴ ఇ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴
ఈ సమऴగం ޳छ ࡏࠬ फ࣋۫ ࡏࠬ బܽदڒ ంతంߦऴ ݦంచబޒయంऴߖ ࡌ
పࠫࡍత ޑ࠴फ ల పߖޒࠫࡍ వࡍ फంపܑయࡏࡶ ఎం޶కం݄ ఇࡏࠬ ޴ 
ऴߦథࠫక ޵ర डచޔరऴࡹࣃऱ బܽद ఇపओڒ ,࡯ంۧݟܔ ߘలޑంߦక ऴߝన అ࠳అనంత ߖ ܽవరڕ అࠚవృ޴म ۯయబݟన 
म޳ࣄ ంతం
పࠫࡍత ࡌ࢑మం ڝసం ڒబܽद మనం ࣆ ࡮ۧ ޴࣋ۯలభ࠳న
ఉߦయం ڒబܽद మనం ߘ 0 ޴࣋ۯం1 ړ1 ݟ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ అߖ ऴࣃ࢐फ ࠭.x 

ఆ߯ ఇߩओ  dx a  ࠭࠲ బܽदڒ ޴న࠳తࠫࡍప ݡ
ఇకए డ ڜంత ࡱ࢑వߦۮ ߘओ ࠭ ఆ߯ ࠭࠲ ఈ ऴߦంߖޑऒ  ఏڔకృతం ࣆۯफߕऒ ࠭, ۨవర࠭࠲ ڕa 
అనంతం ࢙ڷ࠴ ߩठ ۫߮ పڕࣆޓ ߖޒࠫࡍంܼ࠭, ఆ߯ సమऴగం ࡅకए एړࡵ వࡱ࢑ ޴ޔ  ంచబޔݡం޴
మڝ ߖ޵ ࠾ࡍసం ޳ࣄम ంతం ڴࠈ అࠚవృ޴म ۯయబݟంڒ ޴బܽद ఇంట࡛ అޙ࠼  పࠫࡍత࠳న޴val 
మ࠾ࡍ ఈ ఫంࣾߖ ߤరంతࡌయంڴ ఉంܿం޴   ఆ߯ ڕ࡯ڒङ ల࣒ ࡓంࡅ ݡకए  ऴߦథࠫక ޳ࣄम ంతం ޳छ ࡌ
మనం సమऴగ ࡱ࢑వߘ ऴ࢐యవ۪ऐ ఇనछ ߤܼ బܽदڒ  ࡛झ  అ࠻ ޴ߝంܾ-ڒ ࢟ܽ࢘ࡍݥబܽद మనం ܼߤ ఇనछ ࡛झ  x 
ఇߖऔ छ޳ ݡంࡓ ޴అ ,࠭ޑ޶ం߰ ߖܾߖ ࠭ࣃۯ బܽद మనం ఏࠫڒ ޴ంޔ࢓అ ߯ ࡌ
అనంతం ఈ సమऴగతߘ ఈ సమऴగం ࡅకए  పڴޒࠫࡍ ࠪరऐ డం ޳छ షएࡍప ࡌ ޴ంޔݡంచబࡍ
ఇ޴ పࠫࡍత ࡌ࢑మంߖ ࡹరछ ۨంచబݟంڒ ޴బܽद అపࠫࡍత ࠪࡌ࢑ల సమసङ ߘ
ఈ పదमࡹޒ పࡍషए ంచవ۪ऐࡍ   ఈ పదमߕࣆ ࡹޒऒ ऒߕࣆ ݟంߘ   dx x߯ ݋ࡐ ڕఒక వర ݟంߘ 
ऱߦ ߘఖࡔఈ వऴక ࡏࠬ .फ࣋ۯ ݋
छ޳ ݋ࡐ  ऒߕࣆ ࡌ  ఒకܽ x x
అనంతం ఈ అࣾం ఇ޴ అࣾం ڒబܽद ࠬߖ޵ ࡏऒ  గށంۧలڕߘంܿߕऒ  బܽदy xڒ ࡏ
ఇߕࣆ ޴ऒ ऒߖޑంߦఈ ऴ ࡏࠬ బܽदڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ޴సࠪనం ఇ ړ  గށంۧలڕߘంܿߕऒ  బܽद x xڒ ࡏ
ऒߖ޵  ࡏࠬ
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۫డవ۪ऐ .
నऒۨ ࡮ۧ ߖߖ޳ ࡏࠬ   ర޵  डచޔరऴࡹࣃऱ ओߩऱనࢀࢗ ߩ࢙ 0  ࡏࠬ ,ޙ࠼నటऱࣄڶ  ర޵ ݡ डచޔరऴࣃల
ङ࡮ࢡ࢙ ऒߖ ޴ఉంܿం ڴవ అనంతంࡱ࢑ ߤకం݄ ఫంࣾ޶ఎం ࡏࡶऴ࢐య ࡏࠬ 
झߧఎ ޴ߝం  వ  అ޳ంڕߘఅ ߖఅ ࡔస ࠭࠲ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴ࢑ధం ޻చన అࡹఆ ࣋ۯ బܽद మనంڒ  ࠪڒ ߤ࡮
0 మ࠾ࡍ  ఆ
తࡌछ త ࠭࠲ ఈ ऴߦంߖޑऒ ङ࡮࠮  ంకనం ࣃۯफ ࠭ మ࠾ࡍ తࡌछ త ࠭࠲ ఎߧझ కएࡅ ߤ࡮  ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮  ړ
పڕࣆޓ ߖޒࠫࡍంܼ࠭ ڝ ߖ޳సం మనం ఈ
సమऴగతߘ ఎߧझ झߧఎ ݋ࡐ ݟంߘ 1 ݟంߘ ߤ࡮  dx xx޴బܽद ఇڒ ࡯࠻ࡌ ڕకం݄ 0 వర 0 ߤ࡮
పړޒࠫࡍ సࠪనం  ߖశज బभం ఇߩओ छ޳ ݋ࡐ ݡ  ఒకܽx ࡌ
ఎߧझ ఒక దగ ݡంࡓ ,޴ఉంܿం ڴయంࡌరంతߖ ࡹ ߤ࡮ ठࡌ࢑ ࡍమం ఒకߖ ړߖ޳శज బभం ڒబܽद ࠬࡏ
ङڕ࡯ڒ ల࣒ ࡅకए  ऴߦథࠫక ޳ࣄम ంߖޑऒ  వࡍ फంపܑయవ۪ऐ , ఆ߯ ࠬࡵ࣌ ࡏంߘ ݋ంݟ ఒకࡱ࢑ ړߖ޳వߘ 
ऴ࢐యవ۪ऐ , ఇࡓ ڕࠬ ޴ం࠳ ݡన࣒ ࡓంݡ ఎߧझ ݋ࡐ ࡽఇంܽऴగ ࡽవ  ఇంܽऴగࡱ࢑ ߖ޵ బܽदڒ ޴फంࣆఇ ߘల ߤ࡮

झߧఎ ݋ࡐ  న࣒࠳  ࡏࠬ బܽदڒ ݡంࡓ ందړ నऒڕࣆޓ ߖޒࠫࡍప ࠾ࡍమ ࡏޑ޶ం߰ ߘ ߤ࡮  తࡌछ తx 2 2
కएࡅ ࡽఇంܽऴగ ࡏࠬ फࣃ۫ ࡏࠬ ߖఅ 2 ࢑ࠈ  फࣃࡱߧ ߖఅ ࡱڴసమऴ ߖڒࡍస ߘలڴఅܿవంܽ సమऴ ࡏ  ࡏ
అܿవంܽ సమऴڴలࡏࠬ ߘ సమऴగతߖ ߘరछ ۨంచడం
छ޳ రछߖ ࡌ ۨంచవ۪ऐ  పࠫࡍత ࡌ࢑మం కం݄   సమऴగత ࡅకए  పࡍߖ ࠭࠲ ڴޒࠫࡍ भషद 
फరࣅ࢑ पం߯ మࡍߖ ࠾ࡍ भషद ఇతర రڒల
ࡍߖ भషद సమऴڴల߯ ࡍߖ भషद ఇతర ఉ޳హరణలڒ ࠭ࢡ۫ ߘబܽद ࠪ త޶పࡍ తరగ࠭࠲ ࡹޒ ఇతర 
ఉ޳హరణలڜ ޜన࠭ޑڷࣃ  మ࠾ࡍes 
అܿవంܽ సంړ ऱషद సమసङ లߘ ఎ࡮ పࡍషए .ݟడం۫ ࡹంۧࡍ
 ధనङ  ࡱ޳࢐
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