
या ʩाƥानात िवȨाȚाōचे ˢागत आहे,
आʉी िविवध ʩायामांचा िवचार कŝ आिण
िविवध सम˟ा सोडवू आिण सोɗा आिण İƑʼ आकारांǉा Ɨेũाची गणना कŝया
, आपण येथे शेवटǉा वगाŊत पािहलेʞा उदाहरणाचा िवचार कŝया, तर चांगले होईल.

धन आिण धन असे गृहीत धरा जेणेकŝन आपण िदलेले दोɎी वŢ ɘॉट कŝ शकतो,m 
जर हा तुमचा अƗ असेल आिण हा तुमचा अƗ असेल तर चौरस 4 एक पॅराबोला आहेx y y x 
Ǜाचा िशरोिबंदू 0 0 आहे आिण बरोबर आहे रेषा  उȋȅीतून जातोy mx 
 ȑामुळे a
सकाराȏक असʞास पॅराबोला असा काढला जाईल आिण पॉिझिटʬ असʞास ǉा बरोबरीचे असेल तर तुʉी अशा Ůकारे m mx 
ɘॉट कŝ शकता ȑांǉा दरʄान बांधलेले Ɨेũ आहे
हे आपण हे Ɨेũ Ůाथिमक भागात पातळ उɷा पǦांमȯे िवभागू या ʉणजे एक असʞास  अशा पǥीची Ŝंदी आहेdx 
 ȑामुळे Ůाथिमक Ɨेũफळ यातून वजा असेलy y 
 ȑामुळे आपʞाला मूळ चार अƗ वजा मुळाखाली चार अƗ वजा िमळतो mx mx 
कारण हे आमचे Ůाथिमक Ɨेũ आहे
 ȑामुळे आवʴक Ɨेũफळ खाली चार आहे  चार अƗ वजा िजथे आपण ची ʬॅʞू ठेवायचीr oot mxdx x 
ȑामुळे ची ʬॅʞू मूळपासून सुŝ होते आिण ती या िबंदूपयōत जाते या िबंदूचा समɋय िमळवǻासाठीx x 
आपʞाला दोɎी समीकरणे सोडवावी लागतील 

येथे तुʉाला ˍेअर चौरस 4 ǉा बरोबरीचा िमळतोmx m x ax 
 ȑामुळे ˍेअर वजा चारm x 

मȯे शूɊ आहे ʉणून चार बाय ˍेअर आहेa x x a m x 0 
 ȑामुळे हे तुʉाला 2 ǉा बरोबरीचे 1x 0 
िबंदू देते  मूळ आहे आिण बरोबर 4 बाय चौरस हा तुʉाला छेदनिबंदूचा आणखी एक िबंदू देतोx a m 
ʉणजे हा तुमचा चार बाय चौरस इतका आहे ȑामुळेx a m 
एकũीकरणाची मयाŊदा बरोबर शूɊ ते चार बाय चौरस असेलx x a m 
 ȑामुळे तुमचे आवʴक Ɨेũफळ
शूɊ ते चार बाय ˍेअर ŝट फोर अॅƛ वजा अंतगŊत आहे  चौरस 0 ते चार बाय वगŊ तुʉाला ŝट चार बाय a m mxdx a m a m 
अंतगŊत दोन बाय तीन चार बाय वगŊ िमळेलa m 
चौरस वजा बाय दोन सोळा एक चौरस बाय ते घात चार ʉणजे बȅीस एक चौरस बाय तीन मीटरm m 
घन वजा आठ एक चौरस बाय दोन मीटर घन तीन आठ एक चौरस बाय मी घन ȑामुळे
आपʞाला आठ एक चौरस बाय मीटर घन आठ िमळेल  चौरस बाय घन हे अंितमm 
उȅर आहे, चला दुसरे उदाहरण घेऊया अƗ Ɛूब वजा चौरस वजा 2 आिण बरोबर वजा 1 ते बरोबर 2 x y 2 x x x x x 
दरʄान बांधलेले Ɨेũ मोजू.
 आता असे िदसते की ते आहे
हा वŢ ɘॉट करणे किठण आहे 2 Ɛूब उणे चौरसy x x 
वजा 2 ǉा दुɔट पण जोपयōत तुʉी ɘॉट करत नाही तोपयōत तुʉी वाˑिवक Ɨेũ शोधू शकत नाहीx u  
कारण तुʉी ते थेट एकिũत करǻाचा Ůयȉ केʞास हे तुʉाला योƶ मूʞ देणार नाही
आवʴक Ɨेũ कारण तुʉाला मािहत नाही की -  आिण  म̡ ये कुठे धन आिण ऋण आहे,1 2 y 
 ȑामुळे हा
योƶ ̊ʼीकोन नाही ʉणून तु̱ हाला वŢ बȞल थोडी कʙना असायला हवी की ते कुठे धन आहे
आिण कुठे ते ऋण आहे, तर ȑासाठी चला चला वजा चौरस वजा 2 ǉा दुɔट बरोबरीचा घटक बनवǻाचा Ůयȉ कराxq x x y 
ʉणजे तुʉी हे असे िलहा जे तुʉी िलš शकता ʉणजे तुʉी पाš शकता की बरोबर शूɊ w  x x
बरोबर उणे एक आिण बरोबर दोन हा वŢ अƗ ओलांडत आहे ʉणून आपणx x 
ȑाचे ̾थूलपणे ɘॉट करǻाचा Ůयȉ कŝया जेणेकŝन आपʞाला काही कʙना येईल की हे कुठे आहे  अƗाǉा वरचे Ɨेũफळ x 
कोठे आहे आिण
हे Ɨेũ अƗाǉा खाली कोठे आहे हे ɘॉट कŝया जेणेकŝन हे Ɨेũx 

अƗाǉा वर कोठे आहे आिण हे Ɨेũ अƗाǉा खाली कुठे आहे हे कळू शकेल कारण ते x x x
बरोबर ० आिण वजा येथे नाहीसे होते  1 आिण 2 तर आपण हे िबंदू वजा एक शूɊ आिण दोन काढू या
ȑामुळे या िबंदंूवर वŢ शूɊ मूʞ घेत आहे याचा अथŊ
आता तो अƗ ओलांडत आहे जेʬा उणे 1 आिण 0 अिधक 1 ǉा दरʄान असेल तेʬा सकाराȏक असेल x x x x x
ऋण असेल आिण  उणे दोन ऋण असेलx 
 ȑामुळे धन आहेy 
 ȑामुळे एक एकदा शूɊापेƗा कमी आिणx 
वजा एक पेƗा मोठा आहे ही संǒा सकाराȏक आहे हे ऋण आहे हे ऋण आहे
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ȑामुळे एकूण सकाराȏक आहे तर ते असेच असेल जर सकाराȏक आहे ʉणून अिधक 1x  x 
सकाराȏक आहे पण अिधक उणे 2 नकाराȏक असेल  जेʬा पेƗा कमी असतो.x x e x 2 
 ȑामुळे

शूɊ आिण दोन मधील असताना ऋण असतेx y  
 ȑामुळे वŢ
अंदाजे असे काहीतरी असेल 
 ȑामुळे आवʴक एकूण Ɨेũफळ आता िहरʩा रंगाने छायांिकत केले आहे आपण पाš शकता ʉणून आपʞाला दोɎीची गणना करावी 
लागेल आिण जोडावे लागेल  वाˑिवक Ɨेũफळ िमळिवǻासाठी ते एकũ
कŝन मी ते पुɎा काढतो ʉणजे ते असे होते आिण हे तुमचे वŢ समीकरण

घन वजा चौरस वजा दोन दोन घन वजा चौरस वजा 2 ʉणून Ɨेũफळ ʉणा  हे 1 आहे हे 2 आहे ʉणूनx x x x x x 
आपण 1 आहे वजा 1 ते 0 2 Ɛूब वजा चौरस वजा दोन अशी गणना कŝया ȑामुळेa 1 x x x 
Ůाथिमक Ɨेũफळ असेल ʉणजे हे एक आहे Ůाथिमक Ɨेũ हे

मȯे असेल आिण ते समाकिलत कŝ.dx 
  तुʉाला शूɊ वजा एक बाय चार िमळेल मग शूɊावर उणे ठीक आहे ते शूɊ होईल ʉणून मला उणे टाकावे लागतील
मग माझे ʉणजे हे मूʞ ʉणजे हे अिधक आहे आिण मग हे तीन बाय तीन होईल आिण मग हे
वजा एक होईल, ʉणजे हे  वजा दोन बाय सात आहे आिण हे सात बाय बारा वजा एक आहे माफ करा वजा 2 7 बाय 12 वजा 1
ȑामुळे आʉाला वजा 2 वजा 5 बाय 12 िमळेल  .
 ठीक आहे
 ȑामुळे आʉाला 5 बाय 6 िमळाले हे बरोबर आहे ʉणून
मग हे घनाǉा 0 ते 2 दुɔट आहे वजा चौरस वजा 2 a 2 x x x dx
हा 2 घात 4 बाय 4 वजा Ɛूब बाय  3 वजा चौरस 0 ते 2 0 वर तेx x x 
0 असेल
 ȑामुळे ȑाचे मूʞ िमळेल 2 16 बाय 4 ʉणजे 4 वजा 8 बाय 3 वजा 4 ȑामुळे
आपʞाला वजा 16 बाय 3 िमळेल
 ȑामुळे एकूण Ɨेũफळ एक अिधक मोड आिण दोन आहे.
 पाच बाय सहा अिधक सोळा बाय तीन जे सदतीस बाय सहा ǉा बरोबरीचे आहे , आपण आणखी एक उदाहरण घेऊ या 

बरोबर दोन वजा y x
चौरस आिण समान वजा मधील Ɨेũफळ काढूया, तर तुमǉा Ɨेũावरील Ůȑेक सम˟ेसाठी पिहʞा ट̪ɗावरy x 
ȑा Ůदेशािवषयी काही कʙना असणे आवʴक आहे जेथे ते आहे की ते सकाराȏक बाजूने आहे
िकंवा ते नकाराȏक बाजू आहे की नाही ʉणून ɘॉिटंग करणे आवʴक आहे ʉणून हे पॅराबोला उलटे
पॅराबोला दशŊवते Ǜाचा िशरोिबंदू 0 ˢʙिवराम 2 आिण अƗ अƗ आहेy 
 ȑामुळे तुʉाला िमळेल हा पॅराबोला आता उणे y x
बरोबर आहे ही Ťेिडयंट वजा 1 असलेली सरळ रेषा आहे
 ȑामुळे तुʉाला हे वजा बरोबर िमळेल आिण हे आहे  ते दोन वजा चौरस ʉणूनy x y eq uals x 
ȑांǉा दरʄान बांधलेले Ɨेũफळ पुɎा इतके असेल ʉणून
मागील ŮकरणांŮमाणेच ŮिŢयेȪारे हे Ɨेũ उɷा पातळ उɷा पǦा िकंवा आयतामȯे िवभािजत करा जे
Ůाथिमक Ɨेũ ʉणून ओळखले जाते ʉणून हे Ůाथिमक Ɨेũ दोन वजा असेल x 
चौरस वजा                                                                                                                                                                        
                                                                                
                                                                                

चौरस हा उणे आहे ʉणून आʉांला समजले        x gx x 
हे तुमचे Ůाथिमक Ɨेũ आहे आता चे मूʞ Ǜासाठी संपूणŊ छायांिकत Ɨेũ काढले जाईल ते एक मूʞx 
असेल  हे िकमान आहे आिण हे कमाल आहे आʉाला दोɎी मूʞे शोधǻाची आवʴकता आहेx x 
आिण मग आपण येथे िकमान जाˑीत जाˑ ठेवू ʉणजे िकमान आिण कमालx x x x 
मूʞे शोधǻासाठी आपʞाला दोɎी वŢ वजा हे 2 वजा चौरस बरोबरीचे समीकरण सोडवावे लागेल ʉणूनx x 
आपʞाला चौरस वजा वजा दोन िमळेल  ǉा बरोबरीचे  शूɊ आहे ʉणून ची मूʞे तुʉाला 2 ˢʙिवराम वजा 1 देईलx x x 
 ȑामुळे हे िकमान आहे उणे 1 आिण हे दोन आहे ʉणून हेx 
संपूणŊ छायांिकत Ɨेũ ǉा बरोबरीने वजा एक आिण ǉा बरोबरीचे ɘस दोन ǉा दरʄान आहेx x 
ʉणून आपʞाला ठेवǻाची आवʴकता आहे  येथे मयाŊदा आहेत आिण आʉाला दोन वजा चौरस अिधक एकिũत िमळतात x xdx 
आʉाला 2 उणे Ɛूब बाय 3 अिधक चौरस बाय 2 वजा 1 ते 2 िमळतातx x x 
 ȑामुळे आपʞाला वरǉा मयाŊदेवर
अँटी डेįरʬेिटʬचे वरǉा मयाŊदा मूʞ चार अिधक दोन वजा वजा िमळते  दोन वजा अिधक एक बाय तीन अिधक एक कŝन दोन 
ʉणजे हे 4 हे आिण हे 8 वजा 8 बाय 3 वजा 5 हे आठ आहेhmm 
 ȑामुळे हे तुमचे अंितम उȅर आहे आʉी
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िविवध सम˟ा सोडवत आहोत जेणेकŝन तुʉी  वŢ ɘॉट करǻास सƗम मग
Ůदेश ओळखणे आिण नंतर तुʉी मयाŊदा योƶįरȑा घालǻास सƗम असाल ʉणून समान वजा चौरस अƗ आिण y x 4 x x x 
समान वजा दोन आिण मधील सीमा असलेʞा अनुŢम Ɨेũामȯे दुसरे उदाहरण घेऊ.x 
  ɘस दोन ǉा बरोबरी आहे
 ȑामुळे पिहʞाच उदाहरणावर असे िदसते
की  Ɨेũापासून  उणे दोन आिण दोन मȯे बांधलेले आहे ʉणून जर तुʉी उणे दोन एन दोन वŝन चार वजा चौरस x x dx  
समाकिलत केले तर तुʉाला 
अिवभाǛ मूʞ िमळेल परंतु तुʉी
जर ते ɘॉट न करता केले तर काय होईल जर तुʉी जवळ जाǻाचा आिण ɘॉट करǻाचा Ůयȉ केला आिण हे समाकिलत केले  वजा ते 
दोन
फंƕन हे िवषम फंƕन आहे
 ȑामुळे लगेचच ʬॅʞू शूɊ होईल
ȑामुळे आपʞा ̊िʼकोनात काही सम˟ा आहे ʉणून ɘॉट न करता आपण पुढे जाऊ शकत नाही ʉणून आपʞाला वŢ कʙना थोडी 
असली पािहजे
ʉणून आपण Ůथम ते काढू या तुʉी जे पाš शकता ते ʉणजे

असताना आहे 0 आिण आहे तेʬा उणे 2 आहे आता 0 आिण 2 दरʄान सकाराȏक आहे आिण उणे 2 x 0 y y 0 x plus y 
आिण 0 दरʄानy 
ऋण आहे
 ȑामुळे ते 0 2 आिण उणे 2 वर नाहीसे होते  वŢ
येथे नाहीसे होते येथे आिण उणे 2 ते 0 पयōत ते ऋण आहे आिण 0 ते
2 पयōत ते सकाराȏक आहे ʉणून आपʞाला या Ůकारचा आकार िमळू शकतो कारण
हा वŢ येथे आिण येथे कसा िदसेल हे शोधǻासाठी ते सतत चालू असते.
  तुʉाला याबȞल अिधक जाणून घेǻात ˢार˟ आहे
वŢ तुʉाला ʩुȋɄ शोधावे लागेल आिण ʩुȋɄाचे मूʞ 0 वजा

अिधक 2 वर शोधून काढावे लागेल जेणेकŝन तुʉाला कळेल की वŢ उणे दोन शूɊ आिण दोन इतके वाˑिवक Ɨेũ कसे 2 n 
ओलांडत आहे
जे आʉी शोधत आहोत वŢ अƗ आिण रेषा x x
बरोबर  उणे दोन आिण बरोबर दोनǉा दरʄान İ̾थत आहे ʉणून एकूण Ɨेũफळ आवʴक आहे असे ʉटले जाईल की हेx 
एक आहे आिण हे दोन आहे ʉणून एकूण Ɨेũफळ एक ɘस मोडचे मोड आहे  अिधक एक दोन ʉणून आपण
Ůथम दोनची गणना कŝ
 ȑामुळे दोन ही वŢ समिमतीय असʞामुळे शूɊ ते दोन मुळाखाली चार वजा चौरस िदले जातील आिण चे िवषमx x dx x 
फंƕन या एकाचे पįरमाण िततकेच असेल
दोनचे पण ऋण िचɎ असेल
 ȑामुळे 1 वजा 2 असेल आिण 2 हे 0 ते 2 मुळाखाली चार वजा चौरस आता गृहीत धरा की चौरस आहे ʉणजे दोन x x dx x t 

ʉणजे ʉणजे शूɊ शूɊ शूɊाǉा बरोबरीचे आिण xdx dt x t  x
दोन  ʉणजे चार ʉणजे मयाŊदा ही असेल आिण एक बाय दोन असेलt xdx dt 
 ȑामुळे तुʉाला एक बाय दोन चार िमिनटे िमळतील  वन बाय टू इंिटŤेशन शूɊ ते चार चार बाय तीन असेल चार वाजता ते शूɊ stdt 
असेल
आिण शूɊावर शूɊ असेल उणे अह वजा िचɎ िदसेल जसे तुमǉा येथे उणे आहेt 
 ȑामुळे चार वाजता ते
शूɊ असेल आिण नंतर शूɊ असेल चार ते घात तीन बाय दोन वजा असेल ȑामुळेi 
तुʉाला उणे उणे अिधक चार बाय तीन गुणा आठ िमळतील ȑाबȞल Ɨमˢ आहे आमची येथे एक चूक आहे आʉी
येथे िमळवतो येथे आʉाला तीन बाय तीन िमळतात
 ȑामुळे तुʉाला तीन बाय तीन िमळतात
 ȑामुळे शेवटी आʉाला 8 बाय तीन िमळतील  3 तर बाय 3 आहे एक वजा आठa2 8 
बाय तीन असेल कारण फंƕन िवषम आहे ʉणून एकूण Ɨेũफळ सोळा बाय तीन आवʴक आहे, आपण आणखी एक उदाहरण घेऊ या
दोन पॅराबोलास बरोबर ˍेअर आिण y x y
आठ वजा ˍेअरमȯे बांधलेले Ɨेũफळ तर आपण ȑांना ɘॉट कŝ या अƗ अƗ बरोबर चौरस आहेx y x y x 
पॅराबोला िशरोिबंदू 0 0 आिण अƗ अƗ आहे आपʞाला हे िमळते आिण बरोबर 8 वजा चौरसy y x 
आहे पॅराबोला जो उलट आहे Ǜाǉा िशरोिबंदूवर 0 ˢʙिवराम आठ आहे ʉणून आपण कŝ हा आकार िमळवा ʉणून आपʞाला हे
दोन छेदनिबंदू आिण आवʴक शोधणे आवʴक आहे  िहरʩा रंगाने छायांिकत केला जातो ʉणून पुɎा आपण Ɨेũफळाचे ar ea 
Ůाथिमक भाग पातळ पǦा िकंवा आयतामȯे िवभागतो जर एकदा अशा
पǥीची Ŝंदी असेल तर Ůाथिमक Ɨेũफळ आठ वजा चौरस वजा चौरस असेल यासाठी आपʞाला ही दोन मूʞे शोधǻाची dx x dx 
आवʴकता आहे
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ȑासाठी आपʞाला दोɎी समीकरणे सोडवावी लागतील ʉणजे हे उणे २ ० आहे आिण हे २ ˢʙिवराम ० आहे
ȑामुळे ची मयाŊदा उणे दोन ते दोन आिण उणे दोन ते दोन आठ वजा दोन चौरस असेल कारण आपण ची जागा घेतʞास  x x dx x 
वजा Ȫारे तुʉी पाš शकता कीx 
या इंिटŤँडचे िचɎ बदलणार नाही.
 आिण उणे चे ǉा बरोबरीचे आहे ʉणूनx f fx 
ते एक सम फंƕन आहे ʉणून तुʉी िनिʮत इंिटŤलचा गुणधमŊ वापŝ शकता जे
उणे ते ǉा दुɔट आहे  ʉणून आपण हे 2 0 ते 2 8a afxdx 0 afxdx 
वजा दोन चौरस असे िलš शकतो हे दोन आठ वजा दोन बाय तीन Ɛूब 0 ते 2 इतके आहे ʉणूनx dx x x 
आपʞाला आवʴक Ɨेũफळ 2 16 वजा चौसʼ आहे  तीन 
एक वजा बरोबर मधील Ɨेũफळ शोधǻासाठी दुसरे उदाहरण घेऊ  ते अƗ बरोबर 0 आिण बरोबर y cos x sine xx x x 

ǉा बरोबरी आहेpi 
 ȑामुळे हे खूप गंुतागंुतीचे वŢ िदसते आिण
ते ɘॉट करणे सोपे होणार नाही परंतु तुʉाला हे मािहत असले पािहजे की ते सकाराȏक आहे की नकाराȏक आिण तुʉाला
वŢ बȞल थोडीशी कʙना असली पािहजे जर हा अƗ असेल तर हा अƗ असेल तर शूɊ आिण मधला वŢ एक वजा x y pi cos 
x
मȯे पाप मȯे काय ˢŝप आहे, ʉणून जर हे ० आहे असे ʉटले तर हा आहे तर बरोबर 0 आहे कारण दोɎी  घटक x pi x y 0 
x
हे देखील शूɊाǉा बरोबरीचे आहे कारण शूɊ आता शूɊ आिण मधील फंƕन पुɎा गायब होǻाची शƐता pi y sin pi pi 
आहे.
 
िकंवा ने ऋण मूʞ घेǻाची काही शƐताy 
आहे कारण उणे 1 आिण 1 मȯे आहे  नेहमी पॉिझिटʬ िकंवाcos x sine x 
शूɊ आिण पाई म̡ ये  आिण एक उणे नेहमी शुɊ आिण पाईम̡ ये असतो ʉणून0 cos x 
हा वŢ नेहमी धन असतो.

 ȑामुळे तु̱ हाला वŢ आकाराचा असा Ůकार असेल तर तुमचे आव̻ यक Ɨेũफळ हे असेल आिण जर Ůाथिमक Ŝंदी असेल तर  dx 
Ɨेũफळ नंतर Ůाथिमक Ůाथिमक
Ɨेũ 1 वजा इंच असेल  आिण हे तुमचे Ůाथिमक Ɨेũ आहेcos x sine x dx 
आिण एकूण Ɨेũफळ 0 ते उणे मȯे असेल ȑाचे मूʞमापन 0 ते उणेpi 1 cos x sine xtx pi sine x 

जे तुʉी शूɊ ते एक बाय दोन असे िलš शकता  दोन sine x cos xdx pi sin x sin xd
जे उणे अिधक दोन बाय चार शूɊ ते x cos x cos x pi,

 ȑामुळे हे तुʉाला वजा एक वजा एक देईल आिण नंतर दोन शूɊावरpi n 
तुʉाला एक वजा एक िमळेल ʉणजे अिधक एक बाय चार एक वजा एक ʉणजे शेवटी तुʉी िमळवा दोन ही सम˟ा अगदी सोपी आहे 
परंतु तुʉी
हे लƗात ठेवले पािहजे की जोपयōत तुʉाला वŢ

अƗाǉा दोɎी बाजूला आहे िकंवा ते ȑाचे िचɎ बदलत आहे याबȞल काही कʙना येत नाही तोपयōत तुʉी योƶ Ɨेũ शोधू शकत x 
नाही.

बरोबर ˍेअर आिण बरोबर एक  y cos x y x x
शूɊाǉा बरोबरी आिण बरोबर ǉा बरोबरी आहे,x pi 
 ȑामुळे हा Ůदेश कसा ɘॉट करायचा हे तुʉाला कळेल cos

चा आलेख शूɊ आिण मȯे कसा िदसतो ʉणून शूɊावर तो एक नंतर आहे  दोन ने ते शूɊ आहे आिण नंतर ते पुɎा x pi pi pi 
आहे ते pi
आहे ʉणून हे अिधक एक आहे हे उणे आहे  एक हा चा आलेख आहे आता तुʉी ȑाचा वगŊ केला तर चाcos x cos x 
आलेख कसा िदसेल
 ȑामुळे हा भाग वर जाईल
कारण तुʉी ȑाचे वगŊ करत आहात.

 ȑामुळे हे वगŊ चे रफ ˋेच आहे आिण कारण मूʞे वजा एक आिण एक यांǉा मȯे आहे ȑामुळेcos x 
ते शूɊ आिण पाई मधील एक ओलांडणार नाही ʉणून ते होईल आिण पाई दोनने ते
शूɊ असेल
 ȑामुळे ते असे काहीतरी असेल ʉणून तुमचे Ɨेũ जे तुʉी शोधत आहात
ते वŢ ǉा बरोबरीǉा दरʄान आहे  एक हा तुमचा ˍेअर आहे हा तुमचा बरोबर आहे ʉणूनy cos x y 
आवʴक Ɨेũ िहरʩा रंगाने शेड केलेले आहे आिण हे तुमचे आवʴक Ɨेũ आहे आता हे येथे गुळगुळीत का आहे
जेणेकŝन हे वगŊ का असेल हे शोधणे खूप सोपे आहे cos x pi at 2 by smooth.
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 ȑामुळे तुʉाला फƅ ʩुȋɄ शोधणे आवʴक आहे
आिण तुʉी पाš शकता की डॅश 2 मȯे वजा असेल आिणy cos x sin x 
ते वर 0 असेल.pi by 2 

 ȑामुळे वŢ ˙िशŊका येथे गुळगुळीत आहे  बाय 2 हा अƗ आहेpi x 
 ȑामुळे आवʴक Ɨेũ
0 ते Ůाथिमक Ɨेũफळ असेल तर उɷा पǦा असतील  जर आपण लांबी घेतली तर आपʞालाpi dx 
तो िसȠांत पुɎा लागू करावा लागेल िजथे आपʞाकडे दोन फंƕन आहेत आिण आिण आिण मȯे लƗात येते ʉणून fx gx a b 
तुʉी

िलहा तुʉी हे ला वजा िलहा ʉणजे एक आहे आिण वगŊ आहेfx a bfx gx dx fx gx cos x 
ȑामुळे तुʉाला हे िमळेल शूɊ ते चौरस जेpi sin xdx 
एक वजा दोन दोन शूɊ ते Ɨेũफळ आहे ʉणूनcos x pi dx 
एक बाय दोन वजा चार शूɊ ते इतके आहेx v pi 
 ȑामुळे तुʉाला बाय दोनpi 
वजा शूɊ िमळेल  शूɊ शूɊ ʉणजे हे पाई बाय दोन आहे ʉणून आȅापयōत आपण
िनिʮत पूणाōकांǉा अनुŮयोगांवर बरीच उदाहरणे सोडवली आहेत चला असे काही
गुणधमŊ आहेत जे आपण आȅापयōत कʬर केलेले नाहीत ते पाš आिण आपण
ȑांची थोडƐात चचाŊ कŝया
 ȑामुळे काय असू शकते ते पाšया या संदभाŊत एक िनिʮत अिवभाǛ िलहीले
आहे  या फॉमŊमȯे िजथे आपण बंद अंतराल वर सतत असणे घेतले आहे आिण आपलेab fx 
मȯांतराचे दोɎी टोकाचे िबंदू मयाŊिदत आहेत ʉणून आपण Ǜा काही सम˟ांचे िनराकरण केले आहे ते हे सतत कायŊ होतेfx 
आिण आिण दोɎी  मयाŊिदत आहेत ʉणून दोन आहेत  उːेशɌ जे उपİ̾थत केलेa b q 
जाऊ शकतात जर वर खंिडत असेल तर काय होईल fx ab 
आिण दुसरा Ůʲ असा आहे की जर इंिटŤेशनचे मȯांतर बंधनकारक नसेल तर तुमचे मȯांतर ʉणजे
अनंत ते अनंत ते अर वजा अनंत ते अनंत ते अशा पįरİ̾थतीनंा कसे सामोरे जायचे ते पाš या  की
जेʬा इंटरʬल वर खंिडत आहे परंतु हा तुकडावार अखंड खंडानुसार सतत आहेfx ab fx 
हे समजǻासाठी आपण अिवभाǛ वजा दोन ते दोन घेऊ या जेथे हे सवाŊत मोठे पूणाōक कायŊ ʉणून ओळखले जाते
आिण याǉा ɘॉटचा ɘॉट  खालीलŮमाणे केले जाऊ शकते ʉणून सवाŊत मोठे पूणाōक फंƕन पįरभािषत केले जाते
जसे की शूɊ आिण एक मȯे शूɊ मूʞ लागते ते एक मूʞ घेते
आिण दोनǉा आधी एक आिण दोन मȯे एक मूʞ घेते या संपूणŊ मȯे एक आिण वजा एक आिण शूɊ दरʄान उणे एक ला उणे एक 
लागतो तो उणे एक आिण
उणे एक आिण दोन ǉा दरʄान उणे दोन आहे Ɨमˢ हे नाही पण इथे कुठेतरी
हे उणे एक आहे हे उणे दोन आहे ʉणून जर तुʉाला इंट करायचे असेल तर  या इंटरʬलमȯे तुʉी हे इंिटŤल िलš शकता वजा 1 ते 
माझे वजा 2 ते उणे 1
जेथे फंƕन ʬॅʞू वजा 2 ɘस वजा 1 ते 0 फंƕन ʬॅʞू वजा 1 अिधक 0 ते 1 फंƕन ʬॅʞू
0 अिधक 1 आहे  टू 2 फंƕन 1 आहे जर तुʉी हे समाकिलत केले तर तुʉाला उणे 2 वजा 2 ते वजा 1 अिधक वजा एक dx x 
अिवभाǛ िमळेल

वजा एक ते शूɊ अिधक शूɊ अिधक एक दोन दोन Ɨमˢ एक ते दोन ʉणून मूʞ अिधक दोन वजा एक आहे आʉी आहोत  x x 
कॅʌुलस दोनǉा
िनिʮत अिवभाǛ मूलभूत Ůमेयचे सूũ लागू केʞाने आपʞाला येथे उणे दोन िमळतात
वजा एक आिण नंतर एक ʉणजे मूʞ उणे दोन आहे ʉणून आता आपण समजून घेǻाचा Ůयȉ कŝया की
फंƕन संपूणŊपणे चालू नाही तर उणे दोन आिण वजा एक दरʄान आहे  ते
वजा एक आिण शूɊ दरʄान िनरंतर आहे शूɊ ते एक पयōत खंिडत आहे ते सतत आहे
आिण एक ते दोन ते सतत आहे ʉणून तुʉी अह मȯे अिवभाǛ खंड खंिडत कŝ शकता तुʉी
ȑा उप अंतरालांवर अिवभाǛ खंिडत कŝ शकता आिण तुʉी ȑाचे मूʞमापन कŝ शकता  वर आह वर
वैयİƅक अंतरावर वैयİƅक पूणाōक आता जर मी तुʉाला िदलेʞा वŢ अंतगŊत उणे २ ते २ पयōतचे Ɨेũफळ शोधǻास सांिगतले
तर Ɨेũफळ हे याȪारे दशŊिवले जाईल आिण हे आह मग आपʞाला इतके Ɨेũ ƽावे लागेल
हे याचे उणे दोन Ɨेũफळ होते उणे दोनचा आह मोड असेल ʉणजे दोन आिण याचे Ɨेũफळ
उणे एकचे मोड असेल जे एक असेल आिण येथे ते एक असेल तर मी तुʉाला
Ɨेũ शोधǻास सांिगतले तर तुʉाला येथे मोड लावावे लागतील कारण
हे देत आहे  तुमची नकाराȏक मूʞे कारण अƗाǉा खाली वŢ आहेx 
ʉणून मोड घालǻासाठी आिण नंतर Ɨेũाचे मूʞ िमळवǻासाठी ते एकũ जोडू , ʉणून आʉी तुकǰानुसार सतत कायाŊचे मूʞमापन 
कसे करायचे ते पािहले 
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आता तुमचा मȯांतर नसʞास काय होईल
ते पाš या  बाउंडेड िकंवा ȑात आहे ɘस इİɈिनटी िकंवा मायनस इİɈिनटी
 ȑामुळे ȑात
अनेक केसेस आहेत
 ȑामुळे सतत असू Ȩा पण इंिटŤेशनचा इंटरʬल बाउंड नाही ʉणून पिहली कॅटेगरी उदाहरणाथŊ ʉटली जातेfx 
 ȑामुळे तुʉी पाš शकता की हे
फंƕन सवŊũ सतत चालू आहे पण  इंिटŤेशनचे मȯांतर हे अनंतi  
आहे  0 ते अनंतापयōत तर दुसरी केस आहे वजा ते अनंत ते अनंत एक एक कŝन एक अिधक

चौरस नंतर दुसरी केस जेथे फंƕन खंिडत आहे परंतु मȯांतर मयाŊिदत आहे ते ʉणा जेथे आिण दोɎीx dx a b a b 
येथे िवǅेदन मयाŊिदत आहेत तुकǰानुसार खंिडतता िकंवा तुकǰानुसार सातȑ याचा अथŊ असा नाही
ʉणून या खंिडत कायाŊचा अथŊ एकीकरणाǉा मȯांतरामȯे कुठेतरी अनंत मूʞे आहेत, उदाहरणाथŊ 0 ते 1 Ȫारे ŝट जर तुʉी 1dx x 
चा आलेख मूळ Ȫारे पािहʞासx 
ते अनंततेकडे झुकते जेʬा झुकते ते ० ला घेते आिण जेʬा अनंताकडे झुकतो तेʬा ० कडे झुकतोx x 
ʉणून हा 1 चा आलेख मूळ हा अƗ आहे हा अƗ आहे ʉणूनx y x 
मला या Ɨेũाचे Ɨेũफळ मोजायचे आहे तर ितसरे केस जेथे फंƕन आहे  तसेच
अखंड आिण मȯांतर देखील मयाŊिदत नाही ʉणून केस तीन जेथे फंƕन खंिडत आहे जे िनरंतर नसतात तसेच समाकलनाचे मȯांतर 
अनंत असते उदाहरणाथŊ वजा अनंत ते अनंत एक बाय वगŊ ʉणून येथे चौरस एक शूɊाǉा बरोबरीने सतत नसतो x dx x x x 
आिण
समाकलनाचे अंतराल देखील अमयाŊिदत असीम िकंवा अनंत असते, ʉणून आपण काही
उदाहरणे सोडवू आिण अशा Ůकरणांना आपण कसे सामोरे जाल ते पाšया, उदाहरणाथŊ एक शूɊ ते अनंत एक कŝन
एक अिधक  चौरस ʉणून जर तुʉी हा वŢ 0 वर ɘॉट केला तर ते 1 आहे आिण अनंतावरx dx 
ते 0 असेल तर ते असे जाईल ʉणून हे Ɨेũ आहे जे
या अिवभाǛतेȪारे शािसत आहे, ʉणून जर तुʉाला िदसत असेल तर तुʉी मयाŊिदत रकमेची मयाŊदा लागू कŝ शकत नाही
कारण हे तुʉी 
Ůाथिमक आयतांची अमयाŊदपणे बरीच Ɨेũे जोडावी लागतील आिण ʉणून आतापयōत िवकिसत केलेला िसȠांत
मयाŊिदत अंतरासाठी आहे ʉणून आपण काय करतो ते एक अितशय सोपी
युƅी आहे आपण जे करतो ते फƅ 0 ते 1 बाय 1 अिधक वगŊ िलहा  आिण नंतर आता पासून हे मयाŊिदत आहे ʉणून आʉीx dx a 
येथे काही मूʞ घेतले आहे आिण नंतर आʉी हे Ɨेũ एकिũत करत आहोत शेवटी आʉीa 
अनंततेकडे झुकत असलेली मयाŊदा घेतो आिण नंतर इंिटŤलचे अंितम मूʞ मोजले जाते
आिण ȑासाठी िसȠांत चांगला िवकिसत झाला आहे
 ȑामुळे इंटर तर  हे मयाŊिदत आहेval 
आिण हे फंƕन अखंड असते मग कॅʌुलस दोनǉा मूलभूत ŮमेयाȪारे
आपण इंिटŤलचे मूʞ िलš शकतो ʉणून टॅन ʩुȋɄ हे अँटी-डेįरʬेिटʬ आहे ʉणून आपʞाला टॅन इनʬसŊ इİɈिनटी िमळते जी x 
पाई बाय दोन आहे ʉणून आपण हे काय केले आहे 
या इंिटŤलला या इंिटŤलǉा मयाŊदेत ŝपांतįरत कŝन अनंत हाताळले
जाते जे मयाŊिदत मȯांतरावर पįरभािषत केले जाते ʉणून अमयाŊद मȯांतरांची सम˟ा
या पȠतीने हाताळली जाऊ शकते  आणखी एक उदाहरण ƽा शूɊ ते शूɊ ते एक ŝट वरdx x 
जर तुʉी हा वŢ ɘॉट केला तर तुʉाला िमळेल शूɊ एक मूळ हा अनंताकडे झुकतो x x x
हा अƗ हा अƗ आहे ʉणून तुʉाला याची गणना करायची आहे ʉणूनy x 
हे शूɊाǉा बरोबरीचे आहे बरोबर एक आहे ʉणून तुʉाला या Ɨेũाची गणना करायची आहे जेणेकŝन तुʉी तेx x 
पाš शकाल तेʬापासून  जर तुʉी ते अगदी लहान आयतांमȯे काढले तर तुʉी पाš शकता की जेʬा तुʉी 0 कडे जाता तेʬा
तुʉी आयताचे Ɨेũफळ िलš शकणार नाही कारण फंƕन ʬॅʞू अनंताकडे झुकते
ʉणून आʉी काय करतो ती कʙना पुɎा तीच आहे असे आʉी गृिहत धŝ की ठीक आहे  ʩा  एİɛलॉन ˢʙिवराम 0 आहे आिण
मग आʉी या Ɨेũाचे मूʞमापन करतो आिण नंतर आʉी एİɛलॉनची मयाŊदा घेतो एİɛलॉन शूɊाकडे झुकतो, ʉणून आपʞाला हेs 
इंिटŤल एİɛलॉन 1 वर ŝट एİɛलॉन 0 कडे असते ʉणून िलहावे लागेल ʉणून हेdx xx 
मयाŊदेǉा समान आहे  सायलŐट हे आता 0 कडे झुकत आहे ŝट Ȫारे एकx 
एİɛलॉन मȯे सतत आहे दोन एक बंद अंतराल एक ला सायलŐट ʉणून तुʉी कॅʌुलसचे मूलभूत Ůमेय लागू कŝ शकता
आिण नंतर तुʉी सायलŐट वŝन एक असे ʬॅʞू िलš शकता जे तुʉाला दोन वजा दोन एİɛलॉन देते
 ȑामुळे ȑाचे मूʞ  इंिटŤल इंिटŤल हे ŝट अंतगŊत दोन आहेx 
 ȑामुळे तुʉाला २ वजा २ ŝट एİɛलॉन िमळेल आिण िलिमट घेतʞावर
तुʉाला िदसेल की इंिटŤलची िवहीर २ आहे अशा इंिटŤलला अयोƶ इंिटŤल ʉणून ओळखले जाते अशा इंिटŤलला तुʉी इंिटŤल 
पįरभािषत
कŝन पįरभािषत कŝ शकता  मयाŊिदत अंतरावर अिवभाǛतेची मयाŊदा ʉणून आʉी Ɨेũावरील
िनिʮत अिवभाǛांवर काही संकीणŊ उदाहरणे पािहली आहेत आिण िनिʮत इतर Ůकारचे
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िनिʮत पूणाōक आहेत ʉणून आपʞा पुढील वगाŊत आपण संकीणŊ उदाहरणांसह पुढे जाऊ  आिणes 
अशा İƑʼ सम˟ांकडे कसे जायचे ते पहा.
 धɊवाद 
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