
ഈ ْപഭാഷണ؋ിൽ വിദّാർ،ികെള സٔാഗതം െചുإക, ഞ׹ൾ വിവിധ വّായാമ׹െള കൃതّമായ 
ഇന്റْഗലുകളുെട ഒരു ْപേയാഗമായി പരിഗണിുׯം, ഞ׹ൾ വിവിധ ْപٍ׹٠ൾ പരിഹരി്׺ ലളിതവും 
സ׸ീർ؉വുമായ ആകൃതികളുെട ഏരിയ കണׯാുׯം, കഴിױ ؁ാشിൽ ഞ׹ൾ ക؇ ഉദാഹരണം 
ഇവിെട പരിഗണിׯാം, നി׹ൾ എ׸ിൽ അത് നؗായിരിുׯം ഒരു േപാസിئീവ്, േപാസിئീവ് എؗിവ m 
അനുമാനിുׯക, അ׹െന നൽകിയിരിؗുׯ ര؇് വളവുകളും നമു്ׯ േ؛ാ؂് െചإാം, അതിനാൽ ഇത് 
നി׹ളുെട അײവും ഇത് നി׹ളുെട അײവും ആെണ׸ിൽ ചതുരം 4 ന് തുലّമായ ഒരു x y y x 
പരവലയമാണ്, അതിന്െറ ശീർഷകം 0 0 ഉം ന് തുലّവും േരഖയുമാണ് ഉ؍വ؋ിലൂെട y mx 
കടؗുേപാകുؗു, അതിനാൽ േപാസിئീവ് ആെണ׸ിൽ പരാേബാള ഇതുേപാെല വരയ് ുׯം , a m 
േപാസിئീവ് ആെണ׸ിൽ ന് തുലّമാണ്, അവയ് ׯിടയിലുت വിُീٝർ؉ം നി׹ൾ്ׯ ഇതുേപാെല y mx 
േ؛ാ؂് െചإാം , ഇതാണ് നമു്ׯ ഈ ْപേദശെ؋ ْപാഥമിക േമഖലകളായി വിഭജിׯാം േനർ؋ ലംബ 
സ്ْടിؚുകൾ അ׹െന ഒ്ؗ അ؋രം സ്ْടിؚിന് വീതി ഉتതിനാൽ ْപാഥമിക വിُീٝർ؉ം ഇതിൽ dx 
നി്ؗ ൈമനസ് ആയിരിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ റൂ؂് േഫാർ േകാടാലി ൈമനസ് ന് കീഴിൽ y mx 
ലഭിുؗുׯ നأൾ ന്െറ മൂലّ׹ൾ നൽകണം, അതിനാൽ ന്െറ മൂലّം ഉ؍വ؋ിൽ നി്ؗ mxdx wh x x 
ആരംഭിുؗുׯ, ഈ േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേന്ئ ലഭിׯാൻ ഇത് ഈ േപായിന്റിേല്ׯ േപാകുؗു, x 
അതിനാൽ ര؇് സമവാകّ׹ളും പരിഹരിേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ നി׹ൾ ഇവിെട ന് തുലّം mx 
നൽകിയാൽ നി׹ൾ്ׯ ലഭിുׯം ചതുരം ചതുരം 4 േകാടാലി്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ചതുരം m x m x 
ൈമനസ് നാല് േല്ׯ എؗത് പൂജّമാണ്, അതിനാൽ നാല് സ്കٔയർ ആണ്, അതിനാൽ a x x a m x 0 
ഇത് നി׹ൾ്2 ׯ നൽകുؗു 0 ന് തുലّം 0 ന് 1 േപായിന്റ് വിഭജനം നൽകുؗു, അത് ഉ؍വവും x x 
തുലّവുമാണ് 4 ചതുരം നി׹ൾ്ׯ മെئാരു വിഭജന േപായിന്റ് നൽകുؗു, അതിനാൽ ഇത് a by m 
നി׹ളുെട ആണ് നാല് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഏകീകരണ؋ിന്െറ പരിധി x a x m x 
ആയിരിുׯം പൂജّം മുതൽ വെര തുലّം നാല് ചതുരം, അതിനാൽ നി׹ളുെട ആവശّമായ x x a by m 
ഏരിയ റൂ؂് േഫാർ േകാടാലി ൈമനസ് എؗതിന് കീഴിൽ പൂജّം മുതൽ നാല് വെര ചതുരം വെര mxdx m 
ഇേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ ഇത് സംേയാജിؚിׯാൻ കഴിയും, ആന്റി െഡറിേവئീവ് നി׹ൾ്ׯ അറിയാവുؗ 
ലളിതമായ ഇന്റْഗാൻഡുകളാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഇത് 0 മുതൽ 4 വെര ചതുരْശ ൈമനസ് a m m 
മുതൽ 2 ചതുരْശ 0 മുതൽ നാല് വെര ലഭിുׯം സ്കٔയർ ഉപേയാഗി്׺ നി׹ൾ്ׯ ര؇് മൂ്ؗ നാല് x m a 

ചതുരം റൂ؂ിന് കീഴിൽ നാല് സ്കٔയർ ൈമനസ് െകാ؇് ര؇് പതിനാറ് ഒരു ചതുരْശ മീ by m a by m m 
ൈബ പവർ വെര ലഭിുׯം അതിനാൽ നമു്ׯ മുؚ؋ി ര؇് ഒരു ചതുരം മൂ്ؗ മീئർ കّൂബ് ൈമനസ് f 
എ؂് ഒരു ചതുരം ര؇് മീئർ കّൂബ് മൂ്ؗ എ؂് ഒരു ചതുരം കّൂബ്, അതിനാൽ നമു്ׯ എ؂് ഒരു ചതുരം m m 
കّൂബ് എ؂് ഒരു ചതുരം കّൂബ് എؗത് അؓിമ ഉ؋രമാണ്, നമു്ׯ മെئാ്ؗ എടുׯാം ഉദാഹരണം m x 
അײം കّൂബ് ൈമനസ് ചതുരം ൈമനസ് 2 നും നും ൈമനസ് 1 മുതൽ നും തുലّം 2 y 2 x x x x x 2 
നും ഇടയിലുت ക؂്ൂّآ ഏരിയ . ൈമനസ് സ്കٔയർ ൈമനസ് 2 എؗാൽ നി׹ൾ േ؛ാ؂് x x 
െചؗുإിെ׸بിൽ നി׹ൾ്ׯ യഥാർ، ഏരിയ കെ؇؋ാൻ കഴിയിب, കാരണം നി׹ൾ ഇത് േനരി؂് 
സംേയാജിؚിׯാൻ ْശമി׺ാൽ ഇത് ആവശّമുت ഏരിയയുെട ശരിയായ മൂലّം നൽകിب, കാരണം y 
എവിെടയാണ് േപാസിئീവ്, െനഗئീവ് എ്ؗ നി׹ൾׯറിയി1- .ب നും 2 നും ഇടയിൽ ഇത് ശരിയായ 
സമീപനമب, അതിനാൽ എവിെടയാണ് േപാസിئീവ്, എവിെട െനഗئീവ് എؗി׹െനയുت 
വْകെുׯ؋റി്׺ നി׹ൾ്ׯ കുറ്׺ ധാരണ ഉ؇ായിരിׯണം, അതിനായി നമു്ׯ ൈമനസ് x x x 
ചതുരْശ ൈമനസിന്െറ ഇര؂ി തുലّമായ ഘടകം േനാׯാം. 2 അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഇത് എഴുതാൻ y x 
കഴിയുؗ രീതിയിൽ എഴുതാം, അ׹െന പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് തുലّം എ്ؗ നി׹ൾ്ׯ കാണാൻx x t 
കഴിയും ൈമനസ് ഒ്ؗ, എؗിവ ര؇ിന് തുലّമാണ് ഈ വْകം അײം കടുؗുׯ, അതിനാൽ o x x 
നമു്ׯ ഇത് ഏകേദശം േ؛ാ؂് െചإാൻ ْശമിׯാം, അതിനാൽ ഇത് അ؋ײിന് മുകളിലുت ْപേദശം x 
എവിെടയാെണؗും അ؋ײിന് താെഴയുت ഈ ഏരിയ എവിെടയാെണؗും നമു്ׯ കുറ്׺ x 
ധാരണയു؇ാകും. േ؛ാ؂്, ഈ ْപേദശം അ؋ײിന് മുകളിൽ എവിെടയാെണؗും ഈ ْപേദശം x x 
അ؋ײിന് താെഴ എവിെടയാെണؗും നമു്ׯ അറിയാൻ കഴിയും, കാരണം ഇത് ൽ 0, ൈമനസ് 1, 2 x-
എؗിവയിൽ അْപതّײമാകുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ േപായിന്റുകൾ ൈമനസ് ഒ്ؗ പൂജّവും ര؇ും
വരയ്ׯാം. പൂജّം മൂലّം എടുുؗുׯ അതിനർ،ം ൈമനസ് 1 നും 0 ؛സ് 1 നും x x 
ഇടയിലായിരിുׯേآാൾ അത് ഇേؚാൾ അײം കടുؗുׯ എؗാണ് അർ،മാؗുׯത് െനഗئീവും x x x
ൈമനസ് ര؇് െനഗئീവും ആകും, അതിനാൽ േപാസിئീവ് ആകും അ׹െന ഒ്ؗ പൂജّേׯ؋ാൾ y x 
കുറവാെണ׸ിൽ ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒؗിേനׯാൾ വലുത് ഈ പദം േപാസിئീവ് ആണ് ഈ പദം േപാസിئീവ് 
ആണ് ഇത് െനഗئീവ് ആണ് അതിനാൽ െമാ؋ം േപാസിئീവ് ആണ് അതിനാൽ േപാസിئീവ് x 
ആെണ׸ിൽ ഇതുേപാെല ആയിരിുׯം, അതിനാൽ ؛സ് 1 േപാസിئീവ് ആെണ׸ിലും ؛സ് x x x 
ൈമനസ് 2 െനഗئീവ് ആയിരിുׯം 2-ൽ കുറവാണ്. അതിനാൽ പൂജّ؋ിനും ര؇ിനും x 
ഇടയിലായിരിുׯേآാൾ െനഗئീവ് ആയതിനാൽ വْകം എെؓ׸ിലും ആയിരിുׯം ഇത് ഏകേദശം,y li 
അതിനാൽ ആവശّമുت െമാ؋ം വിُീٝർ؉ം ഇേؚാൾ പ׺ നിറ؋ിൽ നിഴലി׺ിരിുؗുׯ, അതിനാൽ 
ഞ׹ൾ ര؇ും കണׯാുׯകയും യഥാർ، ْപേദശം ലഭിؗുׯതിന് അവെയ ഒരുമി്׺ േചർുׯകയും 
േവണം, അതിനാൽ ഞാൻ ഇത് വീ؇ും വരയ്ׯെ؂, അതിനാൽ ഇത് ഇതുേപാെല േപാകുؗു നി׹ളുെട 
ഈ സമവാകّം വْകം കّൂബ് ൈമനസ് സ്കٔയർ ൈമനസ് ര؇് ആയതിനാൽ ര؇് കّൂബ് x x x x 
ൈമനസ് സ്കٔയർ ൈമനസ് 2 ആയതിനാൽ വിُീٝർ؉ം ഇെതാരു 1 ആെണ്ؗ പറയുക, ഇത് ഒരു 2 x x 
ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ എؗത് ൈമനസ് 1 മുതൽ 0 2 കّൂബ് ൈമനസ് എ്ؗ കണׯാׯാം a 1 a 1 x x
സ്കٔയർ ൈമനസ് ര؇് അ׹െന ْപാഥമിക വിُീٝർ؉ം ആയിരിുׯം, അതിനാൽ ഇത് ഒരു ْപാഥമിക x 
ഏരിയയാണ്, ഇത് ആയി സംേയാജിؚിുׯം, അ׹െന നി׹ൾ്ׯ പൂജّം ൈമനസ് ഒؗിന് നാലായി dx 
ലഭിുׯം , തുടർ്ؗ പൂജّ؋ിൽ ൈമനസ് ശരി അത് പൂജّമാകും, അതിനാൽ ഞാൻ അതിന്െറ ൈമനസ് 
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ഇേട؇തു؇്. എന്േറത് അതിനാൽ ഈ മൂലّം ؛സ് ആണ്, തുടർ്ؗ ഇത് ഒؗിൽ മൂ്ؗ ആയിരിുׯം, 
തുടർ്ؗ ഇത് ൈമനസ് ഒ്ؗ ആയിരിുׯം, ഇത് ൈമനസ് ര؇് ൈബ ഏഴ് ആണ്, ഇത് ഏഴ് ൈബ പْؓ؇് 
ൈമനസ് ഒ്ؗ, ൈമനസ് 2 7 ൈബ 12 ൈമനസ് 1, അതിനാൽ നമു്ׯ ൈമനസ് ലഭിുׯം 2 ൈമനസ് 5 ൈബ 
12. ശരി, അതിനാൽ നമു്5 ׯ ൈബ 6 ലഭിുؗുׯ, ഇത് ശരിയാണ്, അേؚാൾ ഇത് 0 മുതൽ 2 ഇര؂ി a 2 x 
കّൂബ് ൈമനസ് സ്കٔയർ ൈമനസ് 2 ഇത് പവർ 4 ൈമനസ് കّൂബ് 4 ൈമനസ് കّൂബ് 3 x x dx x x 
ൈമനസ് സ്കٔയർ 0 മുതൽ 2 വെര ഇത് 0 ആകും, അതിനാൽ ലഭിؗുׯ മൂലّം 2 16 ൈബ 4 ആണ് 4 x 
ൈമനസ് 8 ൈബ 3 ൈമനസ് 4 അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിുׯം ൈമനസ് 16 ൈബ 3 ആകയാൽ ആെക ഏരിയ 
ഒ്ؗ ؛സ് േമാഡ് എ ര؇് , അ؀് ആറ് ؛സ് പതിനാറ് മൂ്ؗ , ഇത് മുؚ؋ിേയഴിന് ആറിന് തുലّമാണ്, 
നമു്ׯ മെئാരു ഉദാഹരണം എടുׯാം , സമം ര؇് ൈമനസ് ചതുര؋ിനും തുലّ؋ിനും y x y 
ഇടയിലുت വിُീٝർ؉ം കെ؇ു؋ക. ൈമനസ് േല്ׯ , അതിനാൽ ഏരിയയിെല ഓേരാ ْപٍ؋٠ിനും x 
ആദّ ഘ؋؂ിൽ തെؗ അത് رിതിെചؗുإ ْപേദശെുׯ؋റി്׺ നി׹ൾ്ׯ കുറ്׺ ധാരണ 
ഉ؇ായിരിׯണം, അത് േപാസിئീവ് ൈസഡാേണാ െനഗئീവ് ൈസഡാേണാ എ്ؗ േ؛ാ؂് െചإണം, 
അതിനാൽ ഇത് ഒരു പരവലയ വിപരീത പരാേബാളെയ ْപതിനിധീകരിുؗുׯ. ആരുെട ശീർഷകം 0 
േകാമ 2 ഉം അײം അײവും ആയതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഇേؚാൾ ഈ പരാേബാള ലഭിുׯം ൈമനസ് y y x
േْഗഡിയന്റുت ഒരു േനർേരഖയാണ് ൈമനസ് 1, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഈ ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, y x 
ഇത് ര؇് ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്. ചതുരാകൃതിയിലുتതിനാൽ അവയ്ׯിടയിൽ y x 
പരിമിതെؚടു؋ിയിരിؗുׯ വിُീٝർ؉ം അ׹െനയായിരിുׯം , അതിനാൽ മുآെ؋ േകസുകൾ്ׯ 
സമാനമായ ْപْകിയയിലൂെട ഈ ْപേദശെ؋ പൂർ؉മായി വിഭജിുׯക ഓ എലിെമന്ററി ഏരിയ 
എؗറിയെؚടുؗ ലംബമായ േനർ؋ ലംബമായ സ്ْ ടിؚുകൾ അെ׸بിൽ ദീർഘചതുര׹ൾ, അതിനാൽ 
ഈ ْപാഥമിക വിُീٝർ؉ം ര؇് ൈമനസ് ചതുരْശ ൈമനസ് ൈമനസ് ആയി ൈമനസ് x x dxfx gx 
േല്ׯ ആകും , ഞ׹ൾ ര؇് വളവുകൾ എടു؋ േഫാർമുല പറയുؗു ആധിപതّം dx fxgx fx g x 
fx ׯൾ്׹ക, അതിനാൽ ഞുׯാൻ ْശമിׯവിളിു׺വിُീٝർ؉ം തിരി تിടയിലുׯഅവയ് ുؗുׯാപിر
ൈമനസ് ആയി ലഭിു׺, അതിനാൽ ൈമനസ് സ്കٔയർ ൈമനസ് ആണ്, അതിനാൽ gx dx fx 2 x gx x 
ഞ׹ൾ്ׯ ഇത് ലഭിു׺, ഇതാണ് നി׹ളുെട ْപാഥമിക ഏരിയ ഇേؚാൾ ന്െറ മൂലّം, ഇതിനായി മുഴുവൻ x 
േഷഡുت ഏരിയയും വരയ്ുؗുׯ. ഒരു മൂലّം ആകുക, ഇത് മിനിമം ആണ്, ഇത് ആണ്, നമു്ׯ ര؇് x x 
മൂലّ׹ളും കെ؇േ؋؇തു؇്, തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ അത് ഇവിെട മിനിമം പരമാവധി എ്ؗ ഇടും, x x 
അതിനാൽ ഈ മിനിമം, പരമാവധി മൂലّ׹ൾ കെ؇ؗു؋തിന് നമു്ׯ സമവാകّം x x 
പരിഹരിേׯ؇തു؇് ര؇് വളവുകളുെടയും ൈമനസ് ൈമനസ് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, x 2 x 
അതിനാൽ നമു്ׯ സ്കٔയർ ൈമനസ് ൈമനസ് ര؇് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ന്െറ x x x 
മൂലّ׹ൾ നി׹ൾ്2 ׯ േകാമ ൈമനസ് 1 നൽകും, അതിനാൽ ഈ മിനിമം ൈമനസ് 1 ആണ്, ഇത് ര؇് x 
ആണ് അതിനാൽ ഈ മുഴുവൻ േഷഡുت ْപേദശവും സമം ൈമനസ് ഒؗിനും തുലّം നും x x t 
ഇടയിലാണ് ഒ ؛സ് ടു, അതിനാൽ നമു്ׯ പരിധികൾ ഇവിെട നൽേക؇തു؇്, നമു്ׯ ര؇് ൈമനസ് x 
സ്കٔയർ ؛സ് ഇന്റേْഗئഡ് ലഭിുׯം, നമു്2 ׯ ൈമനസ് കّൂബ് 3 ؛സ് സ്കٔയർ 2 ൈമനസ് 1 xdx x x x 
മുതൽ 2 വെര ലഭിുׯം, അ׹െന നമു്ׯ ആന്റി െഡറിേവئീവിന്െറ ഉയർؗ പരിധി മൂലّം ലഭിുׯം. 
മുകളിെല പരിധിയിൽ നാല് ؛സ് ടു ൈമനസ് ൈമനസ് ര؇് ൈമനസ് ؛സ് വൺ ൈബ ْതീ ؛സ് വൺ 
ൈബ ടു ആണ് അതിനാൽ ഇത് 4 ഇതും ഇത് 8 ൈമനസ് 8 ൈബ 3 ൈമനസ് 5 ന് ഇത് എ؂് ഹംഎം ആണ് 
അതിനാൽ ഇതാണ് നി׹ളുെട അവസാന ഉ؋രം ഞ׹ൾ വിവിധ ْപശ് ന׹ൾ പരിഹരിുؗുׯ, 
അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഒരു വْകം േ؛ാ؂് െചإാൻ കഴിയും, തുടർ്ؗ ْപേദശം തിരി׺റിയാൻ കഴിയും, 
തുടർ്ؗ നി׹ൾ്ׯ പരിധികൾ ശരിയായി رാപിׯാൻ കഴിയണം, അതിനാൽ സമം ൈമനസ് y x 4 x 
ചതുരം ന് ഇടയിലുت സീകٔൻസ് ഏരിയയിൽ നമു്ׯ മെئാരു ഉദാഹരണം എടുׯാം. അു׺ത؇ും x x 
യും ൈമനസ് ര؇ിനും തുലّം ؛സ് ടു നും തുലّമാണ്, അതിനാൽ ൈമനസ് ര؇ിനും ര؇ിനും x 
ഇടയിൽ വിُീٝർ؉ം പരിമിതെؚടു؋ിയിരിؗുׯതിനാൽ ൈമനസ് ര؇് ര؇ിൽ നി്ؗ നാല് n x 
ൈമനസ് ചതുരം സമനٔയിؚി׺ാൽ നി׹ൾ്ׯ ലഭിുׯം. അവിഭാജّ മൂലّം എؗാൽ നി׹ൾ തْؓംx dx 
െചإാെത അത് െചᅃٝാൽ എ്ؓ സംഭവിുׯം ഈ ഫംഗ് ഷെന ൈമനസിൽ നി്ؗ ര؇ിേല്ׯ y 
സമീപിׯാനും േ؛ാ؂് െചإാനും സംേയാജിؚിׯാനും ഇത് ഒരു വിചിْതമായ ഫംഗ് ഷനാണ്, അതിനാൽ 
ഉടനടി മൂലّം പൂജّമാകും, അതിനാൽ ഞ׹ളുെട സമീപന؋ിൽ ചില ْപശ് ന׹ളു؇്, േ؛ാ؂് െചإാെത 
ഞ׹ൾ്ׯ മുേؗാ؂് േപാകാൻ കഴിയിب, അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ കുറ്׺ ഏകേദശ ആശയം 
ഉ؇ായിരിׯണം കർവ് അതിനാൽ നമു്ׯ ആദّം അത് വരയ്ׯാം, അേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ 
കഴിയുؗത് ആകുേآാൾ ആെണؗും ؛സ് ൈമനസ് 2 ആകുേآാൾ ആെണؗും x 0 y 0 x y 0 
ഇേؚാൾ 0 നും 2 നും ഇടയിൽ േപാസിئീവ് ആണ് , ൈമനസ് 2 നും 0 നും ഇടയിൽ െനഗئീവ് ആണ് ഇത് y y 
0 2 -ലും ൈമനസ് 2-ലും ഇവിെട അْപതّײമാകുؗു, ൈമനസ് 2 മുതൽ 0 വെര അത് െനഗئീവും 0 മുതൽ 
2 വെര േപാസിئീവും ആയതിനാൽ നമു്ׯ ഇ؋ര؋ിലുت ആകൃതി ഉ؇ായിരിׯാം, കാരണം ഈ 
വْകം എ׹െനെയ്ؗ കെ؇؋ാനും ഇത് തുടർ׺യായാണ്. ഒരു വْകെുׯ؋റി്׺ കൂടുതൽ അറിയാൻ 
നി׹ൾ്ׯ താൽؚരّമുെ؇׸ിൽ, 0 ൈമനസ് 2 ؛സ് 2-ൽ െഡറിേവئീവിന്െറ മൂലّം കെ؇ു؋കയും n 
െഡറിേവئീവിന്െറ മൂലّം കെ؇ു؋കയും േവണം, അതിനാൽ വْകം എ׹െന കടؗുേപാകുؗുെവ്ؗ 
നി׹ൾׯറിയാം. ൈമനസ് ര؇് പൂജّ؋ിലും ര؇ിലും നأൾ തിരയുؗ യഥാർ، ഏരിയ അതാണ് i 
വْകം അു׺ത؇ിനും ൈലനുകൾുׯമിടയിൽ കിടؗുׯത് ൈമനസ് ര؇ിനും ؛സ് ടു നും x x x 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ആവശّമുت െമാ؋ം വിُീٝർ؉ം ഇത് ഒؗാെണؗും ഇത് ര؇് ആെണؗും 
പറയും, അതിനാൽ െമാ؋ം ഏരിയ ആവശّമുتത് വൺ ؛സ് േമാഡ് ؛സ് ആണ് അതിനാൽ a two, 
നأൾ ആദّം രെ؇؉ം കണׯാുׯം, അതിനാൽ ഈ വْകം സമമിതിയും ന്െറ വിചിْതമായ x 
ഫംഗ്ഷനും ആയതിനാൽ ഈ വْകം സമമിതിയും ന്െറ വിചിْതമായ ഫംഗ്ഷനും ആയതിനാൽ ര؇് x 
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പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ര؇് എؗ റൂ؂ിന് കീഴിൽ ര؇് നൽകും . ര؇് എؗാൽ െനഗئീവ് ചിصം x x 
ഉ؇ായിരിുׯം, അതിനാൽ 1 എؗത് ഒരു 2-ന്െറ ൈമനസ് ആയിരിുׯം, ഒരു 2 എؗത് 0 മുതൽ 2 വെര x 
ആയിരിുׯം, നാല് ൈമനസ് സ്കٔയർ എؗതിന് താെഴ ചതുരം ആണ്, അതിനാൽ ര؇് x dx x t xdx dt
ആണ് അതിനാൽ പൂജّം പൂജّം തുലّമാണ് പൂജّ؋ിേല്ׯ, ര؇് എؗത് നാല് ആണ്, x t x t 
അതിനാൽ പരിധികൾ ഇതായിരിുׯം , ഒ്ؗ ര؇് ആണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഒ്ؗ ര؇് നാല് xdx dt 
ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈബ ടു ഇന്റേْഗഷൻ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ നാല് നാലിൽ മൂ്ؗ ആകും, അത് പൂജّവും tdt at
പൂജّം പൂജّമായിരിുׯം ൈമനസ് ആഹ് ൈമനസ് ചിصം നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട ൈമനസ് ടി ഉتതിനാൽ 
ദൃശّമാകും , അതിനാൽ നാലിൽ അത് പൂജّമാകും, തുടർ്ؗ പൂജّ؋ിൽ ഇത് നാലിൽ നി്ؗ പവർ ൈബ 
ടു ടു ഓ ൈമനസ് ഐ അേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് ൈമനസ് ؛സ് േഫാർ ْതീ മൂ്ؗ ആׯി എ؂ായി 
കി؂ും, ײമിׯണം ഇവിെട ഒരു െത്ئ ഞ׹ൾ ഇവിെടെയുؗു؋, ഞ׹ൾ ഇവിെടെയുؗു؋, 
അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഒؗായി മൂ്ؗ ലഭിുׯം, ഒടുവിൽ ഞ׹ൾ്8 ׯ ൈബ 3 ലഭിുׯം, അതിനാൽ a2 8 
ൈബ  എ ഒ്ؗ ൈമനസ് എ؂ിൽ മൂ്ؗ ആയിരിുׯം, കാരണം ഫംഗ് ഷൻ വിചിْതമായതിനാൽ ആെക 3
വിُീٝർ؉ം പതിനാറ് െകാ؇് മൂ്ؗ ആയിരിുׯം, നമു്ׯ മെئാരു ഉദാഹരണം എടുׯാം ര؇് 
പരാേബാളകൾׯിടയിൽ പരിമിതെؚടു؋ിയിരിؗുׯ ഏരിയ ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, എ؂് x y 
ൈമനസ് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ അവെയ അײം എ്ؗ േ؛ാ؂് െചإാം. x y x axis 

സമം ചതുരം പരവലയ ശീർഷം 0 0, അײം അײം നമു്ׯ ഇത് ലഭിുׯം, എؗത് 8 ൈമനസ് y x y y x 
ചതുരം പരവലയമാണ്, അതിന്െറ ശീർഷകം 0 േകാമ എ؂് ആയിരിുׯേآാൾ വിപരീതമായി വരുؗ 
പരവലയമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ രൂപം ലഭിുׯം , അതിനാൽ നأൾ കെ؇േ؋؇തു؇് ഈ ര؇് 
കവലകളിൽ നി്ؗ, ആവശّമുت ْപേദശം പ׺ നിറ؋ിൽ േഷഡുتതിനാൽ , ഒരിׯൽ അ؋രം 
സ്ْടിؚിന് വീതി ഉെ؇׸ിൽ, ْപാഥമിക വിُീٝർ؉ം എ؂് ൈമനസ് ചതുരം ൈമനസ് ചതുരം dx x x dx 
ആയിരിുׯം, ഞ׹ൾ ആ ْപേദശെ؋ ْപാഥമിക ْപേദശ׹ൾ േനർ؋ സ്ْ ടിؚുകേളാ 
ദീർഘചതുര׹േളാ ആയി തിരി׺ിരിുؗുׯ. ഈ ര؇് മൂലّ׹ളും കെ؇േ؋؇തു؇്, അതിനായി 
നമു്ׯ അത് ആവശّമാണ് ര؇് സമവാകّ׹ളും ഉപേയാഗിുׯക, അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് 2 0 ആണ്, 
ഇത് 2 േകാമ 0 ആണ് അതിനാൽ ന്െറ പരിധി ൈമനസ് ര؇് മുതൽ ര؇് വെരയും ൈമനസ് ര؇് മുതൽx 
ര؇് എ؂് വെര ൈമനസ് ര؇് ചതുരْശ വെരയും ആയിരിുׯം, കാരണം നി׹ൾ െന ൈമനസ് x dx x x 
െകാ؇് മാئിرാപിുׯകയാെണ׸ിൽ നി׹ൾ്ׯ കഴിയും ഈ ഇന്റْഗാൻഡിന്െറ ചിصം മാറിെുؗبം 
ൈമനസ് ന്െറ എؗത് ന് തുലّമാെണؗും അതിനാൽ ഇത് ഒരു ഇര؂ ഫംഗ് ഷനാണ്, അതിനാൽ x f fx 
നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് മുതൽ വെര 0-ൽ നി്ؗ ന്െറ ഇര؂ി വരുؗ നിحിത ഇന്റْഗലിന്െറ a afxdx afxdx-
േْപാؚർ؂ി ഉപേയാഗിׯാം. ഇത് 2 0 മുതൽ 2 8 ൈമനസ് ര؇് ചതുരം എ്ؗ എഴുതുക, ഇത് ര؇് എ؂് x dx x
ൈമനസ് ര؇് മൂ്ؗ കّൂബ് 0 മുതൽ 2 വെര തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ആവശّമുت ഏരിയയുെട x 
ഈ കിണർ ലഭിؗുׯത് 2 16 ൈമനസ് അറുപ؋ിനാല് മൂ്ؗ മൂ്ؗ നമു്ׯ മെئാ്ؗ എടുׯാം 
ഉദാഹരണ؋ിന് , ഒരു ൈമനസ് മുതൽ നും നും ഇടയിലുت y cos x sine x x axis x 0 x pi 
വിُീٝർ؉ം കെ؇ു؋ക , അതിനാൽ ഇത് വളെര സ׸ീർ؉മായ വْകമാെണ്ؗ േതാؗുؗു, ഇത് േ؛ാ؂് 
െചؗുإത് എളുؚമب, പേײ ഇത് േപാസിئീവ് ആേണാ അെ׸بിൽ നി׹ൾ അറി؁ിരിׯണം 
െനഗئീവാണ്, നി׹ൾ്ׯ വْകെുׯ؋റി്׺ കുറ്׺ ഏകേദശ ധാരണ ഉ؇ായിരിׯണം, അതിനാൽ ഇത് x
അײമാെണ׸ിൽ ഇത് അײമാണ് , അതിനാൽ പൂജّ؋ിനും ൈപയ്ുׯം ഇടയിൽ എؓാണ് y i 
വْക؋ിന്െറ സٔഭാവം ഒ്ؗ ൈമനസ് േകാസ് ആׯി അതിനാൽ ഇത് 0 ആെണ്ؗ പറ؁ാൽ x sin x, 
ഇത് ആണ് അതിനാൽ ന് 0 ന് തുലّമാണ് ര؇് ഘടക׹ളും കാരണം ന് തുലّമാണ് pi x y 0 x pi y 
പൂജّം കാരണം പൂജّം ഇേؚാൾ പൂജّ؋ിന് ഇടയിലാണ് ഒؚം ഫംഗ് ഷൻ വീ؇ും sin pi pi 
അْപതّײമാകാനുت സാധّതയുേ؇ാ അെ׸بിൽ ൈമനസ് 1 നും 1 നും cos x sine x 
ഇടയിലായതിനാൽ െനഗئീവ് മൂലّം എടുׯാൻ എെؓ׸ിലും സാധّതയുേ؇ാ അെ׸بിൽ y 
പൂജّ؋ിനും യ് ുׯം ഇടയിൽ  ഉം ഒരു ൈമനസ് എേؚാഴും തأിലുتതുമാണ് പൂജّവും pi 0 cos x 
ൈപയും ആയതിനാൽ ഈ വْകം എبായ്േؚാഴും േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഇ؋ര؋ിലുت 
വْക؋ിന്െറ ആകൃതി ഉ؇ായിരിുׯം, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ആവശّമുت ഏരിയ ഇതാണ് , dx 
ْപാഥമിക ഏരിയയുെട വീതിയാെണ׸ിൽ, ْപാഥമിക ْപാഥമിക ഏരിയ 1 ൈമനസ് േകാസ് ൈസൻ x x 
ആയി ആകും. ഇതാണ് നി׹ളുെട ْപാഥമിക വിُീٝർ؉ം, െമാ؋ം വിُീٝർ؉ം 0 മുതൽ dx pi 1 
ൈമനസ് ൽ നി്ؗ ആയിരിുׯം അതായത് ൈമനസ് േകാസ് ؛സ് ര؇് നാല് cos x- sine xtx x x x 
പൂജّം മുതൽ ൈപ വെര, അതിനാൽ ഇത് നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ നൽകും ര؇് pi n 
പൂജّ؋ിൽ നി׹ൾ്ׯ ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ ലഭിുׯം, അ׹െന ؛സ് വൺ ൈബ േഫാർ വൺ ൈമനസ് 
ഒ്ؗ, അതിനാൽ ഒടുവിൽ നി׹ൾ്ׯ ര؇് ലഭിുׯം ഈ ْപٍ٠ം വളെര ലളിതമാണ്, എؗാൽ 
വْകെുׯ؋റി്׺ നി׹ൾ്ׯ എെؓ׸ിലും ധാരണയിെ׸بിൽ അത് ഇരുവശു؋ം ആേണാ എ്ؗ നി׹ൾ
ഓർׯണം അײം അെ׸بിൽ അതിന്െറ അടയാളം മാറുകയാണ് നി׹ൾ്ׯ ശരിയായ ഏരിയ x 
കെ؇؋ാൻ കഴിയിب പൂജّ؋ിനും നും ഇടയിൽ ന്െറ ْഗാഫ് എ׹െന കാണെؚടുؗുെവ്ؗ pi cos x 
അറിയുക, അതിനാൽ പൂജّ؋ിൽ അത് ഒ്ؗ, പിെؗ ര؇്, പൂജّം , പിെؗ വീ؇ും ഇത് pi pi, pi, 
അ׹െന ഇതാണ് ؛സ് വൺ ഇതാണ് ൈമനസ് ഒ്ؗ ന്െറ ഒരു ْഗാഫ് ഇേؚാൾ നി׹ൾ സ്കٔയർ cos x 
െചᅃٝാൽ ന്െറ ْഗാഫ് എ׹െനയിരിുׯം, അതിനാൽ ഈ ഭാഗം ഉയരും , കാരണം നി׹ൾ അതിെനcos x 
ചതുരാകൃതിയിലാുؗുׯ . ഒ്ؗ, ഒ്ؗ അ׹െന അത് പൂജّ؋ിനും ൈപുׯം ഇടയിൽ ഒؗിെന കടׯിب, 
അ׹െന അത് െചുإം, ൈപ ര؇ായി അത് പൂജّമായിരിുׯം, അ׹െന അത് െചുإം ഇതുേപാെലയുت 
ഒؗായിരിുׯക, അതിനാൽ നി׹ൾ തിരയുؗ നി׹ളുെട ഏരിയ എؗ വْക؋ിന് ഇടയിലാണ് y 
 ളുെട എؗത് ഒؗിന് x y׹ളുെട േകാസ് സ്കٔയർ ഇതാണ് നി׹ത്, ഇതാണ് നിؗുإിതിെചر
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ആവശّമുت ْപേദശം പ׺ നിറ؋ിൽ േഷഡുتതാണ് , ഇതാണ് ഇേؚാൾ 
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നി׹ൾ്ׯ ആവശّമുت ഏരിയ എؓുെകാ؇ാണ് ഇത് ഇവിെട സുഗമമായത്, എؓുെകാ؇ാണ് ഈ 
േകാസ് സ്കٔയർ ൈപയിൽ 2 െകാ؇് മിനുസമാർؗെത്ؗ കെ؇ؗു؋ത് വളെര എളുؚമാണ്. x 
അതിനാൽ നി׹ൾ െഡറിേവئീവ് കെ؇േ؋؇തു؇്, കൂടാെത ഡാഷ് ൈമനസ് പാപ؋ിേല്2 ׯ y cos

ആകുെമ്ؗ നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും അത് ൽ 2-ൽ 0 ആയിരിുׯം. അതിനാൽ വْകം x x, pi-
മിനുസമാർؗതാണ് ൽ 2 ന്െറ ടാൻെജന്റ് അു׺ത؇്, അതിനാൽ ആവശّമുت വിُീٝർ؉ം 0 മുതൽpi- x 

വെരയുت ْപാഥമിക വിُീٝർ؉ം ലംബമായ സ്ْടിؚുകളായിരിുׯം , നأൾ നീളം pi dx 
എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, നമു്ׯ അത് ആവശّമാണ് . ആ സിؑാؓം വീ؇ും ْപേയാഗിؗുׯതിന്, നമു്ׯ 

എؗീ ര؇് ഫംഗ്ഷനുകൾ ഉتിട്؋ യ്ുׯം യ്ുׯം ഇടയിൽ മനشിലാുؗുׯ, അതിനാൽ fx, gx a b
നി׹ൾ എഴുതുؗു, നി׹ൾ ഇത് ൈമനസ് എ്ؗ എഴുതുؗു, അതിനാൽ ഒ്ؗ, fx a to bfx gx dx fx gx 
എؗത് ചതുരْശ ആണ്, അതിനാൽ ഇത് നി׹ൾ്ׯ തുലّമാണ്. പൂജّം മുതൽ ചതുരം cos x pi sin xdx,
അതായത് ഒ്ؗ ൈമനസ് േകാസ് ര؇് ര؇് പൂജّം മുതൽ വിُീٝർ؉ം, അതിനാൽ ഒ്ؗ ൈബ ടു x pi dx x
എؗതിന് തുലّമാണ് ൈമനസ് വി നാല് പൂജّം മുതൽ ൈപ വെര, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ൈപ ര؇് 
ൈമനസ് പൂജّം ൈമനസ് പൂജّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ര؇് െകാ؇് ൈപ ആണ്, അതിനാൽ ഇത് വെര 
നിحിത ഇന്റْഗലുകളുെട ْപേയാഗ׹ളിൽ ഞ׹ൾ ധാരാളം ഉദാഹരണ׹ൾ പരിഹരി׺ിരിുؗുׯ, 
ഞ׹ൾ ഇതുവെര ഉൾെؚടു؋ാ؋ ചില േْപാؚർ؂ികൾ ഉെ؇്ؗ േനാׯാം. നമു്ׯ അവ സംײിلമٝായി 
ചർ׺ െചإാം, അതിനാൽ ഈ േഫാമിൽ ഒരു നിحിത ഇന്റْഗൽ എഴുതിയിരിുؗുׯ, അവിെട ഞ׹ൾ 
അട׺ ഇടേവള എബിയിൽ തുടർ׺യായി എഫ്എ٧്ع എടു؋ി؂ു؇് , ഇടേവളയുെട ര؇് അവസാന 
േപായിന്റുകളും പരിമിതമാണ്, അതിനാൽ എؓായാലും ഞ׹ൾ പരിഹരി׺ ْപٍ׹٠ൾ ഒരു fx 
തുടർ׺യായ ഫംഗ് ഷനായിരുؗു, കൂടാെത എؗിവയും പരിമിതമാണ്, അതിനാൽ ൽ a, b ab- fx 
നിർ؋ലാുׯകയാെണ׸ിൽ ര؇് േചാദّ׹ൾ ഉؗയിׯാനാകും , മെئാരു േചാദّം ഇന്റേْഗഷന്െറ 
ഇടേവള പരിമിതെؚടു؋ിയി؂ിെ׸بിൽ അത് നി׹ളുെട ഇടേവളയാണ് a to infinity minus 

ൈമനസ് എؗതിന് അ؋രം സാഹചരّ׹െള എ׹െന infinity to ar infinity to infinity 
ൈകകാരّം െചإണെമ്ؗ നമു്ׯ േനാׯാം, എؗ ഇടേവളയിൽ തുടർ׺യായി നിലയ്ׯാ؋ ab fx 
സാഹചരّം എടുׯാം, എؗാൽ എؗത് ഖ׹؈ളായി തുടർ׺യായി തുടരുؗു, അ׹െന fx 
മനشിലാׯാൻ ഇത് നമു്ׯ ഇന്റْഗൽ ൈമനസ് ര؇് മുതൽ ര؇് വെര എടുׯാം, ഇവിെട ഇത് ഏئവും d 
വലിയ പൂർ؉സംഖّ ഫംഗ്ഷൻ എؗറിയെؚടുؗു, ഇതിന്െറ േ؛ാ؂് ഇനിؚറയുؗ രീതിയിൽ െചإാം, 
അതിനാൽ ഏئവും വലിയ പൂർ؉സംഖّ ഫംഗ്ഷൻ പൂജّ؋ിനും ഒؗിനും ഇടയിൽ പൂജّ؋ിന്െറ മൂലّം
എടുുׯം. ഒ്ؗ അത് ഒؗിനും ര؇ിനും ഇടയിൽ മൂലّം എടുുؗുׯ, ര؇ിന് െതാ؂ുമു്آ ഒؗിന് ഒ്ؗ 
മൂലّെമടുുؗുׯ, ഇതിലുടനീളം ഒ്ؗ, ൈമനസ് ഒؗിനും പൂജّ؋ിനും ഇടയിൽ ൈമനസ് ഒ്ؗ, ൈമനസ് 
ഒؗിൽ ൈമനസ് ഒ്ؗ, ൈമനസ് ഒؗിനും ര؇ിനും ഇടയിൽ ൈമനസ് ര؇്, ײമിׯരുത് ഇത് ഇവിെട 
എവിെടേയാ ഇത് ൈമനസ് ഒ്ؗ ആണ്, ഇത് ൈമനസ് ര؇് ആണ് , അതിനാൽ ഈ ഇടേവളയിൽ ഇത് 
സംേയാജിؚിׯണെമ׸ിൽ ൈമനസ് 1 മുതൽ ൈമനസ് 2 മുതൽ ൈമനസ് 1 വെര ൈമനസ് 1-ൽ നി്ؗ 
ൈമനസ്  ؛സ് ആകുؗിട്؋ നി׹ൾ്ׯ ഈ ഇന്റْഗൽ എഴുതാം. ഫംഗ് ഷൻ മൂലّം ൈമനസ്  ؛സ് 2 1 0 
മുതൽ  വെരയുت ഫംഗ് ഷൻ മൂലّം  ؛സ്  മുതൽ  ഫംഗ് ഷൻ ആണ് , നി׹ൾ ഇത് 1 0 1 2 1 dx 
സംേയാജിؚി׺ാൽ നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് 2 ൈമനസ് 2 മുതൽ ൈമനസ് 1 ؛സ് ൈമനസ് ഒരു ഇന്റْഗൽ x 
ലഭിുׯം ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ പൂജّം ؛സ് പൂജّം ؛സ് ഒ്ؗ ര؇് ര؇് ײമിׯണം ഒ്ؗ മുതൽ ര؇് x x 
വെര അതിനാൽ മൂലّം ؛സ് ടു ൈമനസ് ആണ് ഒ്ؗ നأൾ കാൽുׯലസ് ര؇ിന്െറ നിحിത അവിഭാജّ 
അടിرാന സിؑാؓ؋ിന്െറ േഫാർമുല ْപേയാഗിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ൈമനസ് ര؇് ഇവിെട 
ലഭിുؗുׯ, ഇവിെട നമു്ׯ ൈമനസ് ഒ്ؗ ലഭിുׯം, തുടർ്ؗ ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് ആണ്, അതിനാൽ 
ഇേؚാൾ നമു്ׯ മനസിലാׯാൻ ْശമിׯാം, അതിനാൽ ഫംഗ്ഷൻ മുഴുവൻ തുടർ׺യായി അب, ൈമനസ് 
ര؇ിന് ഇടയിലാണ് . കൂടാെത ൈമനസ് ഒ്ؗ, ൈമനസ് ഒؗിനും പൂജّ؋ിനും ഇടയിൽ 
തുടർ׺യായതാണ്, പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ഒؗിേല്ׯ തുടർ׺യായതും ഒ്ؗ മുതൽ ര؇് വെര 
തുടർ׺യായതുമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഇൻ ഇന്റْഗൽ തകർׯാൻ കഴിയും, ആ ഉപ uh 
ഇടേവളകളിെല ഇന്റْഗൽ നി׹ൾ്ׯ തകർׯാൻ കഴിയും . ൈമനസ് 2 മുതൽ 2 വെര നൽകിയിരിؗുׯ 
വْക؋ിന് കീഴിലുت വിُീٝർ؉ം കെ؇؋ാൻ ഞാൻ നി׹േളാട് ആവശّെؚടുകയാെണ׸ിൽ, ഇേؚാൾ 
വّװിഗത ഇടേവളകളിൽ വّװിഗത ഇന്റഗ് എؗതിേല്ׯ അത് മൂലّനിർ؉യം നടു؋ക, അതിനാൽ 
ഏരിയ ഇത് ْപതിനിധീകരിുׯം , അേؚാൾ ഞ׹ൾ ഇതിന്െറ വിُീٝർ؉ം എടുׯണം. ഇതിന്െറ 
ൈമനസ് ര؇് ഏരിയ ഏരിയ ഏരിയ ൈമനസ് ര؇ിന്െറ ആഹ് േമാഡ് ആയിരിുׯം, അത് ര؇ാണ്, 
ഇതിന്െറ ഏരിയ ൈമനസ് ഒ്ؗ എؗതിന്െറ േമാഡ് ആയിരിുׯം, ഇത് ഒ്ؗ, ഇവിെട ഇത് ഒ്ؗ, അതിനാൽ
ഞാൻ നി׹േളാട് ഏരിയ കെ؇؋ാൻ ആവശّെؚ؂ാൽ നി׹ൾ േമാഡ് ഇടണം ഇത് നി׹ൾ്ׯ 
നൽകുؗതിനാൽ ഇവിെട ഇവിെടയു؇് കർവ് അ؋ײിന് താെഴയായതിനാൽ െനഗئീവ് മൂലّ׹ൾ x 
േമാഡ് ഇടുക, തുടർ്ؗ ْപേദശ؋ിന്െറ മൂലّം ലഭിؗുׯതിന് അത് ഒരുമി്׺ േചർുׯക, അതിനാൽ ഒരു 
തുടർ׺യായ തുടർ׺യായ ْപവർ؋നം എ׹െന വിലയിരു؋ാെമ്ؗ ഞ׹ൾ ക؇ു , നി׹ളുെട ഇടേവള
പരിധിയിെ׸بിൽ എ്ؓ സംഭവിുׯെമ്ؗ നമു്ׯ നിരീײിׯാം. അെ׸بിൽ അതിൽ ؛സ് ഇൻഫിനിئി 
അെ׸بിൽ ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി അട׹ിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ അതിൽ നിരവധി േകസുകൾ ഉ؇്, 
അതിനാൽ തുടർ׺യായിരിׯെ؂ , എؗാൽ ഇന്റേْഗഷന്െറ ഇടേവള പരിമിതെؚടു؋ിയി؂ിب, fx 
അതിനാൽ ആദّ വിഭാഗം ഉദാഹരണമായി പറയുؗു, അതിനാൽ ഈ ْപവർ؋നം എبായിടു؋ം 
തുടർ׺യായി എؗാൽ ഇടേവളയാെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും. സംേയാജനം 0 മുതൽ അനؓത 
വെര അനؓമാണ്, പിെؗ മെئാരു േകസ് ൈമനസിൽ നി്ؗ അനؓതയിേലتുׯ 
അനؓതയിേലتുׯതാണ്, തുടർ്ؗ മെئാരു േകസ് ചതുരം ഫംഗ് ഷൻ തുടർ׺യിبാ؋താണ് , x dx, 
എؗാൽ ഇടേവള പരിമിതമാണ് , എؗാൽ മുതൽ വെര പരിമിതമായിരിുׯേآാൾ ഇവിെട a b 
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വിച്േഛദനം സംഭവിുؗുׯ പീസ് ൈവസ് ഡിസ് േകാൺئിനّൂئി അഥവാ കഷ് ണം തുടർ׺യായി 
അർ،മാؗുׯിب , അതിനാൽ ഈ തുടർ׺യായ ഫംഗ് ഷൻ അർ،മാؗുׯത് സംേയാജന؋ിന്െറ 
ഇടേവളയിൽ എവിെടെയ׸ിലും ഇതിന് അനؓമായ മൂലّ׹ളു؇് , ഉദാഹരണ؋ിന് 0 മുതൽ 1 വെര dx 
റൂ؂് വഴി നി׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ റൂ؂് ന്െറ 1 ന്െറ ْഗാഫ്, േല്ׯ ْപവണത x th x e x 0 
കാണിുׯേآാൾ അത് അനؓതയിേലുׯം അനؓതയിേല്ׯ ْപവണത കാണിുׯേآാൾ അത് 0 x 
േല്ׯ ചായുؗു, അതിനാൽ ഇത് റൂ؂് ْപകാരമു1 ت ന്െറ ْഗാഫ് ആണ് ഇതാണ് അײം ഇതാണ് x x y x 
അײം അതിനാൽ ഞാൻ ആْഗഹിുؗുׯ ഈ ْപേദശ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം കണׯാുׯക, തുടർ്ؗ 
മൂؗാമേ؋ത് ഫംഗ് ഷനും നിർ؋ലാؗുׯതും ഇടേവളയും പരിമിതമب, അതിനാൽ ْപവർ؋നം 
നിർ؋ലാׯാ؋ത് തുടർ׺യായി അبാ؋ സؕർഭ׹ളിൽ മൂ്ؗ സംേയാജന؋ിന്െറ ഇടേവള 
അനؓമാണ് , ഉദാഹരണ؋ിന് ൈമനസ് അനؓതയിൽ നി്ؗ അനؓതയിേല്ׯ ഒ്ؗ ചതുരം x dx 
അതിനാൽ ഇവിെട ഒ്ؗ ചതുരം പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ന് തുടർ׺യായി അب, ഇന്റേْഗഷന്െറ x x 
ഇടേവളകളുെട ഇടേവളയും പരിധിയിبാ؋താണ് അെ׸بിൽ അനؓമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ചില 
ഉദാഹരണ׹ൾ പരിഹരി്׺ അ؋രം സؕർഭ׹ളിൽ നി׹ൾ എ׹െന ഇടെപടുെമ്ؗ േനാׯാം, 
ഉദാഹരണ؋ിന് ഒ്ؗ പൂജّം മുതൽ അനؓം ഒ്ؗ വൺ ؛സ് സ്കٔയർ ഉപേയാഗി്׺ നി׹ൾ ഈ x dx 
വْകം -ൽ േ؛ാ؂് െചയ് താൽ അത്  ഉം അനؓതയിൽ  ഉം ഇതുേപാെല േപാകും, ​​അതിനാൽ ഇത് ഈ 0 1 0
അവിഭാജّ؋ാൽ നിയْؓിׯെؚടുؗ േമഖലയാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ പരിമിതമായ തുകകളുെട 
പരിധി ْപേയാഗിׯാൻ കഴിയിب കാരണം ഇത് നി׹ൾ അനؓമായി േചർേׯ؇തു؇് ْപാഥമിക 
ദീർഘചതുര׹ളുെട പല േമഖലകളും , അതിനാൽ ഇതുവെര വികസിؚിെ׺ടു؋ സിؑാؓം 
പരിമിതമായ ഇടേവളയ്്ׯ േവ؇ിയുتതാണ്, അതിനാൽ നأൾ െചؗുإത് വളെര ലളിതമായ ഒരു 
തْؓമാണ്, നأൾ എؓാണ് െചؗുإത്, ഞ׹ൾ 0 മുതൽ 1 ൈബ 1 ؛സ് ചതുരം എ്ؗ എഴുതുؗു . x dx 
ഇേؚാൾ പരിമിതമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇവിെട കുറ്׺ മൂലّം പറ؁ു തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ ഈ a a 
േമഖലെയ സമനٔയിؚിുؗുׯ, ഒടുവിൽ ഞ׹ൾ അനؓതയിേലتുׯ ْപവണതയുെട പരിധി 
എടുുؗുׯ, തുടർ്ؗ ഇന്റْഗലിന്െറ അؓിമ മൂലّം കണׯാുׯകയും അതിനുت സിؑാؓം നؗായി 
വികസിؚിെ׺ടുുׯകയും െചുؗുإ. ഇടേവള പരിമിതമാണ്, ഈ ഫംഗ് ഷൻ തുടർ׺യായതാണ്, തുടർ്ؗ 
കാൽുׯലസ് ര؇ിന്െറ അടിرാന സിؑാؓം ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ ഇന്റْഗലിന്െറ മൂലّം എഴുതാം, 
അതിനാൽ ടാൻ വിപരീത ആന്റി-െഡറിേവئീവ് ആയതിനാൽ നമു്ׯ ടാൻ വിപരീത അനؓത x 
ലഭിുؗുׯ, അതായത് ൈപ ര؇ായി, അതിനാൽ നأൾ എؓാണ് െചᅃٝത് പരിമിതമായ ഇടേവളയിൽ 
നിർവചി׺ിരിؗുׯ ഈ അവിഭാജّ؋ിന്െറ പരിധിയിേല്ׯ പരിവർ؋നം െചؗുإതിലൂെട അനؓത 
ൈകകാരّം െചإെؚടുؗു , അതിനാൽ പരിധിയിبാ؋ ഇടേവളകളുെട ْപٍ٠ം ഈ രീതിയിൽ 
ൈകകാരّം െചإാൻ കഴിയും , റൂ؂് ന് മുകളിൽ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ഒരു േല്ׯ ഒരുx- dx-
ഉദാഹരണം കൂടി എടുുׯക. പൂജّം റൂ؂് ഈ അײം അനؓതയിേല്ׯ ْപവണത കാണിുؗുׯ, x x y 
ഇത് അײമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ ഇത് കണׯാׯണം, അതിനാൽ ഇത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, x x 
ഇത് ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ ഈ ഏരിയ കണׯാׯാൻ ആْഗഹിുؗുׯ, അതിനാൽ x 
നി׹ൾ്ׯ ഇത് കാണാൻ കഴിയും. നി׹ൾ അത് വളെര െചറിയ ദീർഘചതുര׹ളിൽ വരയ്ുׯേآാൾ, 
നി׹ൾ 0 േല്ׯ നീു׹േآാൾ നി׹ൾ്ׯ ദീർഘചതുര׹ളുെട വിُീٝർ؉ം എഴുതാൻ കഴിയിെ്ؗب 
നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും, കാരണം ഫംഗ്ഷൻ മൂലّം അനؓതയിേലׯാണ് നയിؗുׯത്, അതിനാൽ
ഞ׹ൾ െചؗുإ ആശയം ഒؗുതെؗയാണ് , ശരി ഇത് ഇതാണ് എ്ؗ ഞ׹ൾ അനുമാനിുؗുׯ. 
എ٧لിേലാൺ േകാമ 0 തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ ഈ ْപേദശം വിലയിരുുؗു؋, തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ എ٧لിേലാണിന്െറ 
എ٧لിേലാണിന്െറ പരിധി പൂജّ؋ിേല്ׯ എടുുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ ഇന്റْഗൽ എ٧لിേലാണിേല്1 ׯ dx
േല്ׯ റൂ؂് എ٧لിേലാൺ ْപവണത 0 ആയി എഴുേത؇തു؇്, അതിനാൽ ഇത് ൈസലൻറ് പരിധി്ׯ x x 
തുലّമാണ്. ഇേؚാൾ 0 േല്ׯ ْപവണത റൂ؂് എ٧لിേലാണിൽ തുടർ׺യായി ര؇് ഒരു അടു؋ ഇടേവള x x 
ഒ്ؗ നിശ؝മാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ കാൽുׯലസിന്െറ അടിرാന സിؑാؓം ْപേയാഗിׯാൻ 
കഴിയും, തുടർ്ؗ നി׹ൾ്ׯ ൈസലന്റ് എؗതിൽ നി്ؗ ഒؗിേല്ׯ മൂലّം എഴുതാം , അത് നി׹ൾ്ׯ 
ര؇് ൈമനസ് ര؇് എ٧لിേലാൺ നൽകുؗു, അതിനാൽ മൂലّം ഇന്റْഗൽ ഇന്റْഗൽ എؗത് റൂ؂് ന് x-
കീഴിൽ ര؇് ആയതിനാൽ നി׹ൾ്2 ׯ ൈമനസ് 2 േറാ ലഭിുׯം ഓ؂് എ٧لിേലാൺ, പരിധി എടു؋തിന് 
േശഷം, അവിഭാജّ؋ിന്െറ കിണർ 2 ആെണ്ؗ നി׹ൾ കാണുؗു, അ؋രം ഇന്റْഗലുകൾ 
അനുചിതമായ ഇന്റْഗലുകൾ എ്ؗ അറിയെؚടുؗു, അ؋രം ഇന്റْഗലുകൾ നി׹ൾ്ׯ 
നിർവചിׯാനാകും, പരിമിതമായ ഇടേവളയ്്ׯ മുകളിലുت ഇന്റْഗലിന്െറ പരിധിയായി നി׹ൾ്ׯ 
നിർവചിׯാനാകും. വിُീٝർ؉؋ിലും മ്ئ തര؋ിലുت കൃതّമായ ഇന്റْഗലുകളിലും, അതിനാൽ 
ഞ׹ളുെട അടുױ ؋ാസിൽ ഞ׹ൾ വിവിധ ഉദാഹരണ׹ളുമായി തുടരുകയും അ؋രം 
സ׸ീർ؉മായ ْപٍ׹٠െള എ׹െന സമീപിׯാെമ്ؗ േനാുׯകയും െചുإം നؕി Pru
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