
ఖۨऐ ࠭࠲ త࠳న సమऴڴలࡏߝ ߘऐ ऒߕంܿڕ ࠭ మ࠾ࡍ ఇపओ ܽ వరڕ  ఖۨऐ త࠳న సమऴగ࠳న
ऒߕఉ ࡱޔపదम ݡంࡓ ړߖݞనھߘక ߘవࡱ࢑ యࡏߝ ࠭࠲ ߖऐ నऒڕ  ޴
फޑ࠴ ల ప޳ ޒࠫࡍछ छ޳ ంచడంڵࡆఉప ߘల ࢟ܽ࢘ࡍݥ ఒకܽ ࠾ࡍమ ࡌ  nt ࡱసమऴగ సమऴగత ࢐ܽ ࡌ
ఉߕऒ య࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖ.
 ۨనऒ కएࡅ   లభంfxࣆ ࡮ۧ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻ 
ऴ࢐యవ۪ऐ ߘవࡱ࢑ ࡹ ࠹ఈ ߷ర ࡏࠬ బܽदڒ , అړ ࡮ۧ  ޙ࠼ ऱషदంڴ ఉనऒ  అߝక సమऴగతࡱ ఉߕऒ  fx ࠼
ړసం ࡮ۧ ޴బܽद ఇڒ ऱషद࠳న ఫంࣾߤ అۮ ߖపओ ం࠻ ߖ޵ ,ݟంܾ ࢟ܽ࢘ࡍݥ కంߪङ .నడం కషदంھߘక ߖంܾ࠻ ݋
 -ఉతओ నऒ ం ߘߝ కߕھߘऒ నऒۨ ޴ఇ ߘ  ఎࠆ ఎڡझ  f dash x޴నࣄ۫ ఆ߯ మనం ,޴ంޔࠋۮ ߖసࠪనం అ ړ 
गࡌఈ సంద ࠭࠲ ల࠭࠲ ࡹ ऴపޑङ ࠪऒ య ऴపޑङ ࠪऒ య పదमߖޒ వࡍ फంపܑࣃफ ࠭ 
మࡹߖ޵ ࠾ࡍ మనం ఏࠫ ࣃۯफ ࠭, త޳छ फࣃࡏࠪ ߘమనం సమऴగత ࡌ ఉం݄ ఈ ڵ࡯క ߘలޔࠫࡍతफ పڜ  ࠭
పࠚ ࡱޔࠫࡍనऒ ంڴ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ 
గణన ࠻ంܾ ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ గށంచగڼ࡯ంత ࣆలభ࠳న మࡖక ఫంࣾ࠭࠲ ߖ ߤ
߰ం࠭ޑ޶  ఇړ   ޴ సࠪనం ڒబܽद  ࠬࡍߖ ࡏ भషद సమऴڴల ࡅకए  ఈ లࣾހలߘ small gt
ఉపڵࡆంۨనటऱޙ࠼
మ࠾ࡍ సమऴగ   ߖޑ࢑܋ऒ ङ࡮࠮  ంకనం ࣋ۯफ ࡎߖ पత సమऴగం ࡅకए  లࣾހలࡹ ఏݡ ఎ޴ࠫߖ లࣾࡱހ 
ఉߕऒ య࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ݞږ ߖ మ࠾ࡍ
ంచవ۪ऐށగ ߘసమऴగత ࡏࠬ ࡏࠬ 
ऴߦపࡎ द࣒ అర ߖఅ ࡯࠻ۯ ࢓܌ࡏ ߖ  बం ࡯࢐ڝࣆۯ ఆ߯   సంړ ऱషद࠳న ఖۨऐ త࠳న సమऴڴల࡮࠮ ߘङ ంకనం 
ఖۨऐ  ړߖݞయۯ త࠳న సమऴڴల߯ ߖߖ޳ వࡍ फంపܑయړߖݞ ऴపయޒऒ ంచంݟ, 
అߩओ ఖۨऐ ࡮ۧ ݡ త࠳న సమऴڴల అߧऱښషࡱ ߤ
ఉߕऒ ࠭࠲ ڴ ߤషښऱߧఅ ࠾ࡍమ ࠼
ऒߖޑంߦల ऴޔभషद ఆకృࡍߖ  ऴߦరంࠚంۧ࠭ మޜ  ࠭࠲ ࠾ࡍ ऴߦరంࠚంۧ࠭.
࠭࠲ 
వృޑफ ల ޵ర डవృޑफ ङ࡮ࢡ࢙ రڒ ऒߖ  కంߪङ ఇۨऐ ࠾ࡍమ ڕఖࡔవऴక ࠾ࡍమ ࠭ࣃۯ ݋ న ࡔఖڕ మధङ  
పࠫࡍత࠳న వऴకࡔఖ ࡅకए ङ࡮ࢡ࢙  ऒߖ .ంۧ࠭ށగ  ࠭࠲ ݞږ 
ర޵ బܽदڒ ంܼ࠭ڕࣆޓ ߘహరణ޳క ఉࡖమ ࠭࠲   डవృޑफ ఖ మధङࡔ ࢓ࡱߖ ࠾ࡍరం మڒ  సࡍహ޶भڴࡱ x 
ఉనऒ  ۨనऒ  ऴߦంߖޑऒ  కھߘనంړ ݟ సࠪనం కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद ఇ޴ ࠬ అࣾం మ࠾ࡍ ae whe re a b x 
ఇ޴ ࠬ అࣾం అ޵ ޙ࠼ర डవృޑफ ऱߦ ߘఖࡔ ఈ ࠾ࡍరం మڒ भ޳ۯ ݋ ం, అߩओ एڕకం݄ ఎ ݡ వ ڒబܽद ఈ y a b 
ऒߕࣆ ࠪڒ ݋ం࠼ߦ పओۮ ߖన࣒ అ࠳  ంݟ మ࠾ࡍ ఈ ࠼ߦం݋  a
ऒߕࣆ ࠪڒ  మ࠾ࡍ ఇߕࣆ ޴ऒ ऒߕࣆ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࠪڒ   b pࡏࠬ ޙ࠼న࣒ అ࠳ ࠪڒ 
ర޵ डవృޑफ ऒߖࡌڒ  ఇߦ ࡮ऱ యవ۪ऐۯ ݋  మ޵ ࠾ࡍర डవృޑफ ࡍఆڝ ޴ߝఅ ړߖ޳ఒక ࡹ క࣒ࠂ రڒ न݋ߝ అڕࠬ ߖ a 
 ࣆࡱޘ
ऒߕࣆ ࠪڒ ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ  అۮ ߖపओ ం޵  ݟర डవృޑफ మధङ ڕఖࡔ ఈ ࠾ࡍమ ړߖࡌڒ  సࡍహ޶भڴࡱ ae 
ఉనऒ  ۨనऒ  ऴߦంతం ڝసం ߕޔڕޔࢗ ࠭࠲ऒ ఇవछ ڕࠬ బܽदڒ ࠭ బݟన ࡔ ࢓ࡱߖఖ ఇڒ ޴బܽद 
అవసర࠳న ऴߦంతం ఇڒ ޻బܽद ޵ర डవృతफం

మ࠾ࡍ అࣾం ࡓంݟంܽࣆ ߙࡹషदంڴ ఉంܿందࣆࡱޘ ڕࠬ ߖ, ఎం޶కం݄ శڕफࡱ సࠪనంڴ ఉంܼ࠼x y 
 ఇ޴ మ࠾ࡍ  అࣾం ࡍڷంۨ ࣆషदంڴ ఉంܿం޴x y 
పచऐڕంతం ఆߦన ऴ࠳బܽद అవసరڒ ޴ఉంܿం ڴషदంࣆ ంۨࡍڷ ంతం అࣾంߦబܽद ఈ ऴڒ  రంݭࢺ ޜڷ x   
ߖంతం అߦన ऴ࠳అవసర ޴బܽद ఇڒ ంతంߦన ऴݟయబۯ
పओۮ ంڒ ݟబܽद ఇ޴ ఆڕపచऐ  రంۯ ݭࢺ ޜڷయబݟన ࢙࡮ࢡङ ࡓ ݡంࡓ ړߖ ऱܿ సࠪనం ఇ޴
ओߩసࠪనం ఇ ړݡంࡓ दߵࣄव  ޙ࠼ంۨనటऱށగࡍప ڴ࢓ࡱߖ ࡏࠬ ݡ
ఇకए డ ࢗడࡱओ  మ࠾ࡍ ఎޔफ ޵ర डవృޑफ छ޳ ర సࠬకరణంڒ రछߖ ࡌ ࣕంచబޔݡం޴dx 
 फydx   x࣋ۯ కృతంڔఏ ڴషदంߖక ڴషदంࡍగ ݟంߘ ߖߖ޳ ࡏࠬ ࠾ࡍంతం మߦథࠫక ऴߦబܽद ऴڒ

అం݄ సࠪనం ߘంݟ సࠪనం వరڕ ऴߦంతం ڒబܽद ࠬࡏ, x x ae x a   
ऒߖހసం సࠬకరڝ  పࡍషए కएࡅ ࡏࠬ ,फ࣋ࡍ  న࣒ y y x࠳ ంద ఒకړ ݋ࡐ ޴అ ,ࡏޑ޶ం߰ ߘవలࡱ࢑ ݡంࡓ 

࣋ए छ ߧ࡯క ޜࠉ న࣒࠳ ܿߦ ޜ ࡛
ऒߖڴ࠙ వڷఎ ࠭࠲  ఉపࣆڵࡆफߕऒ ࠭ 
బܽद  అࣾం ߯న ఉనऒڒ ऒߖڴ࠙ ߖࡹ दࠆ࡯   ఉపࣃڵࡆफ ࠭.x 
  ఈ సࠬకరణం చޔరऴసం ڒబܽद అ޴ߝ ఒక అండ࡛ ޳ ݋ࡐछ ए࣋ ࡌ छ ࡛y 
న࣒ ࣋ए࠳ छ छ޳ ݋ࡐ అండ࡛ ݟంߘ ంతం 2ߦన ऴ࠳బܽद అవసరڒ ࡛ ए࣋ ࡌ छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ ࡛ x a ab x dx  
ఈ సమऴగతߘ పࡍషए ంۨࡍ
, మనࡓ ڕంࠉ ݡ వۯऐ छ޳ ݟందం߰ ߘవࡱ࢑   చదరంaae a under root a ࡌ
ऒߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ ߩన࣒ చదర࠳ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ݭంڴన ఇంܽऴࣄ࡯ޘ ڴࠈ   మࡱ࢑ ߖ޳ ࠾ࡍవ  ࠬڕx dx 
ऴ࢐యవ۪ऐ ߘవࡱ࢑ ڴࡏߝ ࡏࠬ బܽदڒ ࣆࡱޘ  aݟంߘ ޒࠫࡍవ పࡱ࢑ బܽद ఈ సమऴగڒ 
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వరڕ ఉంܿం޴  వదभ ࡓంࠑ ݡ  so a b a
అߕࣆ ڕࠬ ޴ऒ కएࡅ ߤఈ ఫంࣾ ޴फంࣆఇ ߘవࡱ࢑ బܽदڒ   వ వదभࡱ࢑ న࣒࠳ 
ఈ ఫంࣾࡅ ߤకए ఇనछ ߤ࣌   వࡱ࢑  ࡛झ ఇనछ ߤ࣌ బܽद మనం ఒకڒ  ࡛झ छ޳   ఒకܽu e ,࠭ޑ޶ం߰ ߖࠉ ݡంࡓ ࡌ

ఒక ࣋ए ࠭࠲ బܽदڒ ޴फంࣆవ ݀ ࠑ छ pi pi ae ߘవࡱ࢑ ఈ ,࠭ޑ޶ం߰ ߖ ݀ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ ڷࡱߕ ߖ ࡛
ࡏࠬ

ࡎభ ޜ फ ۯయవ۪ऐ  ఎం޶కం݄ ࣋ए छ ࡛ ఒక ࣋ए छ b.ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖసࠪనం అ ړ న࣒࠳ ࡛ b 

ర޵ डవృޑफ ఇకए ݟరऴసం ࣾࠫంచంޔఇ చ ړߖࡌڒ డ ऴపږޒల ۨహऒ ం ఉంܿం޴, దయߖ޳ ࣄۯऒ  స޴ࡍదभంݟ, 
న࣒࠳ ڕబܽद మనڒ
ए࣋ 2 ࠑ 1 छ ఇనछ ߤ࣌ ࡛ ࡛झ  ఇ   వࣆफంڒ ޴బܽद ఇڕࠬ ޴ అం޴ంచబݟన సమసङ ,నం߄సࠪ ڕ
సంڝ ߖ޳  ࡮ం   ఎ޳ంڕࣆޓ ߘహరణ޳క ఉࡖబܽद మనం మڒ
ఖల మధङࡔవऴక ݡంࡓ  సࡍహ޶भڴ ఉనऒ  ऴߦంߖޑऒ  గށంచࡌ࢑ ,ړߖݞమంࡹ ab 
అߖऒ एڕసం కం݄ ఎڝ  వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అ࢑ మ࠼ߦ ࠾ࡍంޜ ݋ సࠪనంڴ x   fx gx a b 
ఉంܼڒ ࠼బܽद
ఇ޴ ࠬ అࣾం అޙ࠼ ఇ޴ ࠬ అߖ అڕߘం޳ం.y x 
  అࣾం ڒబܽद ࠬࡏ మ࠾ࡍ లߘ ఇߦ ࡮ऱ యవ۪ऐۯ ݋ , ఇకए డx gx 
ఈ ࠼ߦం݋ అ మޣ ࠾ࡍ అۮ ߖపओ వ۪ऐ  s b fx gxࡱ ࠾ࡍమ ࡏࠬ బܽदڒ ݋ం࠼ߦ  

మ࠾ࡍ వదभ ఒࡱ࢑  ښవߘ కڵ࡯ ఉంܼڡߕࠫݨ ߗڒ ࠼झ  ఆ߅పతङ ం ࣆ࠼࡮ۮफంߘ ߗڒ ޴ంݟ a b fx fx a 
పతङ߅ఆ ࡹమంࡌ࢑ ం ࣆ࠼࡮ۮफంڒ ޴బܽदb gx 

ఈ ࡓంݡ వऴకతల మధङ  ఉనऒ  ऴߦంతం  ఈ ऴߦంߖޑऒ  ఎ࡮ గށంۧ࡯
ऒߖޑంߦబܽद  ఈ ऴڒ సనऒ ࡮ۧ  ర޵ ߖ डచޔరऴ࢑ ڴࡱࣃభ܊ంۨ
ఎ࠱࡯ంటࡎ ఏ࠻ࡍ అݞږ ߖ అంܼࡏ మߖ޵ ࡏࠬ ࠾ࡍऒ  అࣾం ࠬద ఇకए फࣃంపܑࡍ࢑సफ ړݟ  x ޾ࡶ ࡗ
۫డంݟ
ఇ޴ అۮ ߖపओ ంڒ ݟబܽद ఈ ऴߦథࠫక वߵࣄद కएࡅ   ऴߦంతం ఈ ఎޔफ ڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈdx dx
ఎޔफ ఉంܿం޴  ఈ ఎޔफ ࠳న࣒ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఎޔफ ڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬߖ޵ ࡏऒ  ఏڔకృతం ࣋ۯफfx gx dx
ఇߩओ दߵࣄఈ व ڕࠬ ݡ కएࡅ   ऴߦంߖޑऒ  ఇࣆफం޴
 fx g x ݟంߘ ߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ ޴ఇ ޴ంతం ఇߦథࠫక ऴߦऴ ࠬ ޴సం ఇڝ ంతంߦన ऴ࠳బܽद ఈ అవసరڒ
ఇంܽऴ࣋ۯ ݋ڼफ  x
సࠪనం  ࠬڕࠬ ࡏ అవసర࠳న ऴߦంߖޑऒ  ߰ం޴నటऱ࠭࠲ ,ޙ࠼ ఈa to b 
ఉ޳హరణ࢑ ࡔ࢘ ߘధంݞږ ڴ అర बం ڝࣆۯవ۪ऐ  మڝ ߖ޳ ࠾ࡍసం ఈ ࣇऴߖޑऒ  ߰ందగల࠭
మనం ࠒమघ ऒߖ޵ ڴ޶బܽद ࠭ంڒ అࣾం అࣾం ޴ఇ ޴ఇ ࠾ࡍమ ݟయంڶ ऱࢁమ ߘ  గ޳ށभ ం  fx gx x y 
ऴߦంతం ڒబܽद ఈ ऴߦంతం ࡱ࢑వ ఉంܿం޴
అࡏࠬ  ޙ࠼ ఈ ࢓ࡱߖ वߵࣄद  fxdx a b ,ࡏޑ޶ం߰ ࡏࠬ ߖఅ ࠾ࡍమ ޴ఇ ,޴फంࣆవ ڕࠬ ం݄ڕࣆޓ ߖ 
ऒߕࣆ ࡏࠬ బܽदڒ ङࡃరంభమߦऴ ݟంߘ   
ఈ ࢓ࡱߖ वߵࣄद ऒߖޑంߦఈ ऴ ࣋ڵ࠭ ޜ ࡎࣃޒం݄, ऴపڕࣆޓ ߘ   ఆڕపచऐ  రంࣆۯ ݭࢺ ޜڷफంڒ ޴బܽद ࠬࡏ gx
ऒߖ޵
ఏڔకృతం ࣋ۯफ  ࠬࡏ ఈ ऴߦంߖޑऒ  ߰ంڒ ࡏޑ޶బܽद ࠬࡏ ఈ वߵࣄद కएࡅ  లङࢡ࢙  ం ڕࣆޓం݄,gxdxdxdx 
ఇ޴ वߵࣄद  మߘ ࡏࠬ ࠾ࡍంݟ వరڕ ఏڔకృతం ࣋ۯफ, ఈ ఎߩࡏ ऴߦంతం ఎߩࡏ రంޜڷ మ࠾ࡍ a b a
పచऐڕఆ ڕవర ݟంߘ  రంۯ ݭࢺ ޜڷయబݟన ऴߦంతం ڒబܽद ࠬ࣋࢘ࣄޓ ߖ࢐ܽ ࡏफ ࠬࡏ bfxddx 
అవసర࠳న ߷ࡏघ छ޳ ఈ సమऴగ ࠭࠲ బܽदڒ ,ݟందం߰ ߖ࡮ ఇవछ ࡌ బݟన ࠴దܽ ఆڕపచऐ ऒߖޑంߦऴ ݭݥࢺ   
గށంۧ࠭ మ޳ ߖ޵ ࠾ࡍछ ఇవछ ࡌ బݟన
 ࠾ࡍంۧ࠭ మށగ ߖ࠻ࡍఏ ݭݥࢺ ݭࡓ
మనం  ࣋࢘ࣄޓफ అవసర࠳న ऴߦంߖޑऒ छ޳త ࠾ࡍమ ࠭ޑ޶ం߰ ޜڷరం࡯ߗ   ఈ  ޴फంࣆࠚల ڕమన ࡌ
घࡏ߷ ڴవరۨ ࡮
మࡖక సందࡌग ऒߖ ం, ఇకए޳ంڕࣆޓ  డ  ڝऱܘ ఇంటࡓछ  x a to cacړ ࡽ
ओߩన޴ంۮ పతङ߅ఆ ݡ ం   మۮ ړ ࠾ࡍం޴నߩओ పతङ߅ఆ ݡ ం ࣆ࠼࡮ۮफం޴ మ࠾ࡍ fx gx x cb gx fx 
పࣄࡍबߖޒ ऴڴ߸కڴ ࡽ ఈ ऴړం࢑ ޴ధంۨࣇ ڴంచవ۪ऐ  fx a dgx c ݋ం࠼ߦ ޴ఇ  ޴ఉంܿం ڕబܽद మనڒ 
ఇ޴ మ࠾ࡍa 
ఇ޴ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ ऴߦంతం ڝసం ߕޔڕޔࢗऒ ࠭ ఈ వऴకࡔఖ ఇڒ ޴బܽद ߖ޵ ߘߝऒ నऒࠚ࢑   b fx gx 
రంڷలޜ
వछߖయڶ ంݟ, త޳छ సओ ڕࠬ ޴ఇ ࡌ షदంڴ కࣆߧߖफంڒ ޴బܽद ߘంݟ ఆ߅పతङ ం మߘ࠭ ࠾ࡍపܽ a cfx c  
घࡏ߷ ࡍవ ߖ࡮ फంపܑయడం ޳छ ఈ సందరग ࡌ ంࡹ  ఆ߅పతङ ం ࣆ࠼࡮ۮफం޴ bgx 
ర޵ डచޔరऴసం ࠳న࣒ ڴ ߖfx gx dx
మ࠾ࡍ  ऴݭݥࢺ ߤڶ ఏڝ ࠻ࡍసం ఎ࠱࡯ంటࡎ वߵࣄद  ఇ޴ మ࠾ࡍ ऴߦథࠫక ऴߦంతం gx
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छ޳ న࣒࠳ ఇవछ ړ ࡌ బޔݡం޴ ఇߩओ घࡏ߷ మనం ఈ ݡ ࡍవ ߖ࡮ फంపܑ޳भ ం మߖڜ ࠾ࡍऒ  సమసङ లߘ fx dx
పࡍషए भ޳ࡍ ం ڒబܽद ࣋ए छ ࡛ మధङ ऒߖޑంߦన ऴ࠳సࠪన ړ 2   కھߘనంݟ  మ࠾ࡍy x

भ޳ڶ ߘఖలࡔసࠪనం అం݄ వऴక ړߖࣃరऴޔచ ڷࡱߕ ం ڒబܽद మనం ఏ ऴߦంߖޑऒ  ߰ంߕޔ޶ऒ  y x ࠵
भ޳۫ ం

࣋ए छ రࢣ ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖసࠪనం అ ړ 2 ࡛ लం 0 0 మ࠾ࡍ అࣾం, y x
అࣾం.fx 

y x  ߖ޵ ,࡮ࠒࡌߦ ޴ߝరऴసం అޔసࠪనం  చ ړ ڷࡱߕ
రࢣ लం ߕࣆऒ ऒߕࣆ   మ࠾ࡍ అࣾం అࣾం ڒబܽद ఇ޴ ఇࣃڶ ࡮फ  బܽदyڒ ࡏ
ఈ ࡮ࠒࡌߦల మధङ  ఉనऒ  ऴߦంతం ఇతర ۲టऱ అ࢑ ఒకڜߖ޳కܽ కࣃࡱफ ࠼
ల మధङ࡮ࠒࡌߦ బܽद ఈڒ  ఉనऒ  ऴߦంతం ఇߩओ ऒߖޑంߦమనం ఈ ऴ ݡ  ࢑భࣃ܊फ ࠭
ఎ࠱࡯ంటࡎ ఏڒ ړࡹ࠻ࡍబܽद ࠬࡏ అ࡮ంܽ ఒక ऴߦథࠫక ޵ర डచޔరऴసం ࡅకए ओࡱడࢗ   dx
అߖ అڕߘం݄, ఈ ऴߦంతం ࡅకए  ऴߦథࠫక ऴߦంతం ఇ޴ ࠬ చదరࡓ ߩంړ ݡ సࠪనంy x
మ࠾ࡍ ఇڷࡱߕ ࠬ ޴ వࡌठ y x xy  y xړ  ݡంࡓ రऴసంޔచ ޴రऴసం ఇޔచ ݡంࡓ ݋ࡐ బܽदڒ సࠪనం ړߖ
సࠪనం
 ంతంx xߦథࠫక ऴߦబܽद ऴڒ రऴసంޔచ ڷࡱߕ ޴ఇ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ݋ࡐ ړߖ࢐సफ࢐ ޴బܽद ఇڒ
x x dxڕమన ړߖݞనھߘక ߘబܽद ఈ సమऴగతڒ ޴फంࣆవ ړࡹ రऴసంޔచ ڷࡱߕ న࣒࠳ ݡంࡓ ݋ࡐ
भ޳ށగ ߘఖండనల ݡంࡓ బܽदڒ   ల ఖండన࡮ࠒࡌߦ ݡంࡓ నడం అవసరంھߘక ߖ ݋ం࠼ߦ ం 
ఇకए ࡏࠬ బܽदڒ డ ߖ ऴపޑङ ࠪऒ యంy
छ޳త ,޴फంࣆపవ࡛ 4 సࠪనం 2 వ ࡏపదࣔ ڕࠬ  फ࣋ۯ ङږ 8 ڕࠬ ࡌ ࠗx x x 

ङږ ऒߕࣆ న࣒࠳ ࠗ షएࡍప ߖߖ޵  ࠉ  ݋ం࠼ߦ బܽद ఖండనڒ సࠪనం ړ  फx x y࣋ࡍ
ऒߕࣆ ࡏࠬ ङږ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࡏޑ޶సࠪనం ߰ం ړ ङږ ڕࠬ ,ࡏޑ޶ం߰ ߖన࣒ 1࠳ ࠗ ࠗx x x x 
ఎږ ޴ࠫߖङ ऒߕࣆ ࡏࠬ బܽदڒ ޴फంࣆవ ړࡹ ఒకܽ ࡹ ݋ڙࠈన࣒ ఒక ऴ࠳ ࠗ  x x x xړߖڴస ࠾ࡍసࠪనం మ ړ
సࠪనం
కएࡅ ఖండన  ݋ం࠼ߦ బܽद ఒకڒ ݋ం࠼ߦ బܽद ఒకڒ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ ࠪڒ   ఖండన ࡅకए  మࡖక ࠉం࢓޶ 
సగం అޙ࠼
సగం ఇకए ࡏࠬ డ ఉంۨనటऱڕࠬ ޙ࠼ ఒకܽ వࣆफంڒ ޴బܽद   ࡅ ߖ޵కए  మࡖక ࠼ߦం݋ సగం ߕࣆ ࠪڒऒ
ఖండన ࠉం࢓޶ సగం ڴࠪڒ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఏڔకరణ ࡅకए  పࡱޔࠫࡍ
కߖషद ࣃब ऒߕࣆ అం݄ అం݄ ڴషदంࡍగ  ࠼ఉంܼ ڴషदంߖక ݟంߘ ࠼ ओߩసࠪనం ఇ ړߖڴస ړ  మనంx x ݡ
ऒߖ޳  ఏకం ޳ۯभ ం, త޳छ ङږ ڷࡱߕ న࣒࠳ సగం ݟంߘ  ݋ࡐ ࡏࠬ ࡌ ऒߕࣆ ݡ࠮ ߘ ࠗ 0 2 ݟంߘ  x 
సړߖڴ ߰ంڒ ࡏޑ޶బܽद మనࡓ ڕంࡓ ࡱ࡮࠮ ݡంݡ࠮ ݡ ఒకܽ ࡓం࠳ ݡన࣒ ࡓ ݋ࡐం࠳ ݡన࣒ 
నڴݡ࠮ ޜࡍڷࡱ ఒకܽړ ఎړ޴ࠫߖ
సࠪనం ఇ޴  ఒకܽ࠳ ݡ࠮ ړన࣒ ఒకܽ ఆړࡏ సࠪనం, ఇ޴ వڡࣄ ࠑ ߤझ న࠳బܽद అవసరڒ సࠪనం ړ 
ऴߦంతం  ఒకܽ ޳छ ए࣋ ࢙ ࡮ࠒࡌߦ ࡏఆ ࡌ छ పల ఉనऒࡱࢗ ࡛  ऴߦంతం ࡅకए ङ࡮ࢡ࢙  ऒߖ  కھߘనړߖݞ మࡖక 
ఉ޳హరణ ڕࣆޓం޳ం.
एࡍస ࠾ࡍమ ڷࡱߕ   పల ࣋एࡹ ࡽ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ఎړ޴ࠫߖ సࠪనం  ڒబܽद వృతफం ࡅకए  ఈ x x y x 
సࠬకరߖހऒ

ए࣋ ߧ࡯క ࡱࣃరऴޔతफం చ࠴ ڷࡱߕ న࣒࠳ छ  సࠪనంx y ړ ࡛
పదࣔࡏ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ ऒߖఅࣿ ࠾ࡍబܽद మڒ  ఈ  సమసङ ݟయంڶ  లߖऒ ంܽߗ పࡍషए  x yࡹంచడంࡍ
ऱߦ ࡏࠬ ంऴదంښ  ఒక వృతफం ޴బܽद ఇڒ ࡯ݞఉం ڴࠈ ࡮ۧ ࡹయడంۯ ݋

࢐ङ ࠾ࡍమ  ࠪڒ  రࣃ बం  ڒబܽद ࠬࡏ సࡍए एࡍస ࡮ࠒࡌߦ ఈ ࠾ࡍమ ࡏޑ޶ం߰ ߘ ࡽ 4ߘ ࡽ 0 4
కࣆࡱफంڒ ޴బܽद చޔరऴసం పऱ࣒ ए࣋ ޴ࠫߖఎ ڷࡱߕ  छ ࡎభ ޜ ڷࡱߕ ߖ ࡛ फ ࣋ۯफ ఇకए డ మనڕ ఎ޴ࠫߖx y x

 x x xxx.޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ ڷࡱߕ రऴసంޔబܽद చڒ
ऒߕࣆ ڷࡱߕ   ऒߕࣆ బܽदڒ   సࠪనంx x ړڷࡱߕ సࠪనం ړ
फޑవృ ࡮ࠒࡌߦ బܽदڒ ऒߖ  కࣆࡱफం޴ వదभ ߕࣆऒ x x ࠾ࡍసࠪనం మ ړ
फࣃڶ ࡮ఇ ࡮ࠒࡌߦ బܽदڒ సࠪనం ړڷࡱߕ బయట ఉనऒ ࡏࠬ బܽदڒ ࡏ  ऴߦంతం ࡅకए ङ࡮ࢡ࢙  ऒߖ  
కھߘనవలࣄ ఉంܿం޴
एࡍస ࠾ࡍమ ࡮ࠒࡌߦ ओߩబܽद  ఇڒ పలࡹ ࡽ ݡ
एࡍకం݄ ఈ స޶ఎం ޴ంతం ఇߦన ऴ࠳అవసర ڕࠬ  x ࡮ࠒࡌߦ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴషदంࣆ ంۨࡍڷ అࣾం   ࡽ

అࣾం ࡍڷంۨ ࣆషदంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍx 
ఈ అవసర࠳న ऴߦంతం అవసర࠳న ऴߦంతం అࣾం ࡍڷంۨ ࣆ ݞږషदంڴ ఉంܿం޴ x 
పओۮ ߖంతం ఒక అߦఈ ऴ  ޴ంޔ࢓ంతం ఐ అߦన ऴ࠳బܽद అవసరڒ ంڒ ݟబܽद ఈ ऴߦంతం ݞږ అవసర࠳న 
ऴߦంతం అࡏࠬ ߖ అڕߘం݄, ఇ޴ ऴߦథࠫక वߵࣄद  అࡏࠬ ߖ అڕߘం݄, సࡍए  పలࡹ ࡽ
పల ఉనऒࡱࢗ ࡮ࠒࡌߦ  అࣾం ߯ ఉనऒ  ఈ ऴߦంߖޑऒ  గ޳ށभ ంx 
.
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  ఇ޴ ߰డ࢓ గల ఒక वߵࣄद    ఎ࠱࡯ంటࡎ ఏ࠻ࡍ అޙ࠼ ఎޔफ అߘ ࡮ࠒࡌߦ ޴ߝంࡅ ݟకए  సࡍए  dx phi ࡽ
 y޴ంޔ࢓వ అࡱ࢑ ݟంߘ వࡱ࢑  న࣒࠳
एࡍంతం సߦథࠫక ऴߦబܽद ࠬ ऴڒ  yࡏࠬ బܽदڒ ޴ంޔ࢓అ ݟంߘ ࡽ

ऒߖ޳ సంڝ  పࡍషए ऒߖࣃరऴޔన࣒ 4 చ࠳ న࣒࠳ 16 ࡏࠬ బܽदڒ ࡯ంۧࡍ  ߰ంࡏޑ޶ మࡏࠬ ࠾ࡍ పऱ࣒  y x 
సࠪనం పऱ࣒ ࠾ࡍన࣒ మ࠳  y xࡏࠬ ంతంߦథࠫక ऴߦబܽद ऴڒ ڷࡱߕ ݋ࡐ న࣒࠳ 

అࣾం ߯న వऴకతలߘ ఉపࣆڵࡆफనऒ ం޶న   ࠬࡏ x 
ऒߕफࣆڵࡆఉప ߖ న࣒࠳ ߩచదర  ڷࡱߕ న࣒࠳ న࣒࠳ ࡏంద పదࣔړ ڷࡱߕ ݋ࡐ  x x ࠬ ޴బܽद ఇڒ ࡏ
ऴߦథࠫక ऴߦంతం  మ࠾ࡍ పޒࠫࡍ

ऒߕࣆ ݟంߘ भ޳ށంత గࡍమనం మ ߖߖ޳ ,޴ఉంܿం ڕవర ڷࡱߕ ݟంߘ సࠪనం ړ ం ڒబܽद ఈ సమऴగం x x 
కएࡅ  ఈ ࠙గం࠳ ࡹన࣒ ڷࡱߕ సࠪనం ߖ ऴపޑङ ࠪऒ యం ۯయంࡏࠬ ,ݟ పߖޒࠫࡍ ߰ంࡏޑ޶ వదभ x t x 
ऒߕࣆ  పړޒࠫࡍ సࠪనం
ఉంܿం޴ పޒࠫࡍ ఉంܿం࠳  ޴న࣒ ڷࡱߕ మړ ڷࡱߕ ࠾ࡍ సࠪనం  ߕࣆऒ  అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍt x tl
ఇకए ࡏࠬ డ పదࣔ࠳ ࡏన࣒ ࣋ए छ ऴ࢐యవ۪ऐ ڼ࡮అ ࠭࠲ ߘఈ సమऴగత ࠾ࡍమ ࡏޑ޶ం߰ ߖܽݟ ࡛  t 
కएࡅ ఈ  సమऴగం ޴బܽद ఇڒ  ఒక ࡓంړ࢑ࠈ ݡ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ పదࣔߦ ࡏప ࡹ࢑మం ߘంڷࡱߕ ݟ t 
న࣒ ఇకए࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ డ ߘంݟ ఈ ప࠳ ޒࠫࡍన࣒ ڷࡱߕ
ऒߕࣆ ݟంߘ  మ࠾ࡍ ఇకए డ పߕࣆ ޒࠫࡍऒ ఇకए ڕࠬ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڕవర ڷࡱߕ ݟంߘ  డ 0 వࣆफం޴ ఆ߯
0 ఆ߯
ߤ࣌ ޴ࠫߖఎ  ࡏఅࣣ పదࣔ ݀ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ ऱ 0 ఆ߯ࢁన࣒ 4 వదभ మ࠳
న࣒࠳ న࣒࠳ ݀ ࠑ ޓపవ࡛ ऴ ڷࡱߕ ݟంߘ ݡ࠮ ڷࡱߕ న࣒࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ మంࡹ࢑
పऱ࣒ ݞږ పంߦ న࣒࠳ ߘవࡱ࢑ ߖ޵ ࡏࠬ ڕబܽद ۨవరڒ ࡗ܋ 
छ޳ ݡంࡓ ߯ వ 4 pi piࡱ࢑ మޒఅం  ࡏޑ޶ం߰ ڕవర 8 ݟంߘ 3 ࠑ న࣒ 4࠳ 4 ࡏࠬ బܽदڒ ࡏޑ޶ం߰ ࡌ
అࣾం ߯న ఉనऒ ޴బܽद ఇڒ నం߄సࠪ ࡍన࣒ 32 ࠬ ۨవ࠳  ऴߦంతంby 3 x 
 బܽदpi by  3ڒ ࡏޑ޶న࣒ 64 ߰ం࠳ 8 ࡏࠬ బܽदڒ ޴ఉంܿం ࡱంతݟంࡓ ړߖ޵ ంతంߦన ऴ࠳బܽद అవసరڒ
సࡍए ల మధङ ࡽ  ఉనऒ  ऴߦంߖޑऒ  కھߘనړߖݞ
మࡖక ఉ޳హరణڕࣆޓ ߘం޳ం 

࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ న࣒ 2 ࣋ए࠳ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ4 ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ  x y x y ࠭࠲ సࠪనం ڕటऱࡵ ڷࡱߕ ࡛
ࡎڒ ߗంܽݟంࡓ दࣄయߤ ߮ऱߤ ߯ फࣃڶ  దܽ ఒకܽ ࣋ए࠴ బܽद ఈڒ ࠭ छ ࡛x 
 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࢐ङ ంܿ࣊ ޴ߝసࠪనం అ ړڷࡱߕ ࡛ రࣃ बం ࡓంݡ మߕࣆ ࠾ࡍऒ  మధङ ఉనऒ ࡹ  వృతफం ڒబܽद y 
ऒߖ޵ ࡏࠬ  ߰ంࡏޑ޶ మ࠾ࡍ ఇ࠼ߦ ޴ం0 ࠪڒ 2 ݋ మ࠾ࡍ ఇݞږ ޴
మధङ ఉనऒ ࡹ  వృతफం  ࡓంߕࣆ ࠪڒ ݡऒ  మ࢐ ࠾ࡍङ రࣃ बం ࡓంڒ ݡబܽद ࠬࡏ ఈ సࡍए  బܽदڒ ࡏޑ޶ం߰ ߘ ࡽ
ఈ ࡓంݡ సࡍए ల మధङ ࡽ  ఉనऒ  ఉమघ एڝߘక ޴ంతం ఇߦऴ ݟ వړߖݞ
ఈ ऴߦంߖޑऒ  ఇޒऀ ࡮జ సࠪంతరం࡮ۧ ڴ సనऒ ర޵ జ సࠪంతరޒऀ ߖ डచޔరऴ࢑ ڴࡱࣃభ܊ంۨ , ఇ޴ ఒక  
दߵࣄజ సࠪంతర वޒऀ కएࡅ  ओࡱడࢗ   అۮ ߖపओ ంݟdy 

ఇకए ࠻ࡍఏ ࠻ࡍఏ ࡎంట࠱࡯బܽद ఎڒ డ ߘంݟ ఇకए  బܽदdy  xڒ ޴ంޔࢂࢗ ړݟ
మనం సࡍए కएࡅ ఈ ࠙గం ߖࡹ ࡽ  సࠬకరߖހऒ  కڝߘए .࡯࢐
 ࠙గం ڒబܽद ఈ ࠙ߖڴऒ  సࠬకరణం ࣋ۯफ
ऒߖ޳ ࡏࠬ  పࡍషए फ ࣋ए࣋ࡍ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ࠂ ݋ࡐ ڕࠬ సࠪనం ڕڷࡱߕ ࡛ छ ంద  పړ ࡛ ऱ࣒x y y x 
޴फంࣆన࣒ వ࠳
న࣒ ࣋ए࠳ ڷࡱߕ సࠬకరణం ߖ޵ బܽदڒ छ ࡛ అޔ࢓ం޴, అ࢑ ޻ధంڝ ࠬ ࡏࠬ ڴసం ఈ సࠬకరߖހऒ  y x 
పࡍషए పऱ࣒ ݡంࡓ న࣒࠳ ݟందం߰  ݟంచంࡍ న࣒ ࣋ए࠳ న࣒ 4࠳  छ బܽद  పڒ ࡛ ऱ࣒x y x 2 
న࣒ ࣋ए࠳ 4 ݋ࡐ ందړ న࣒࠳ छ ࡛ ఇߩओ ऒߖ޵ ࡏࠬ ݡ షएࡍసం పڝ  फࣃࠚల ࡱఖࢡ ݡంࡓ ڕࠬ फ࣋ࡍ  y x࠼
మࡏࠬ ࠾ࡍ ఈ ڶ ࢓ࡱߖత࣋ڶ ߘफ ࡓంݡ పऱ࣒ న࣒ ࣋ए࠳ ڷࡱߕ ందړ ݋ࡐ  छ ࡛y 
వऴకࡔఖߖࡹ ఈ ࠙ߖڴऒ ప 2   ݋ߨࡍ ందړ రऴసంޔన࣒ 5 చ࠳ 4 ݋ࡐ ߘߝ ,޴फంࣆۨࣇ  ऱ࣒
వృతफం ࡅకए  ఆڕపచऐ  రంߖڴ࠙ ڷऒ న࣒ y࠳ న࣒࠳ న࣒࠳ న࣒ 2࠳ ంద 2ړ 4 ݋ࡐ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ 
࣋ए छ ࡛ వృతफంߖࡹ ఈ ఎߩࡏ ࠙గం ޳छ గం࠙ ߩࡏబܽद సࠬకరణం  ఈ ఎڒ ޴ంޔݡంచబۨࣇ ࡌ
న࣒ ࣋ए࠳ ڷࡱߕ ݋ࡐ छ  న࣒y࠳ ంతం ఈߦథࠫక ऴߦబܽद ऴڒ ࡱ న࣒࠳ ݡంࡓ ందړ ࡛
ఇڴ ޴ ఉంܿంڒ ޴బܽद 4 ࠳న࣒ ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ న࣒ 4࠳ న࣒ 2࠳ ࡛ छ ࡛dy y y 
న࣒ ࣋ए࠳ ڷࡱߕ  సࠪనం ړ న࣒ݧ छ फరࣅ࢑ థࠫకߦబܽद ऴڒ ݡంࡓ  న࣒࠳ ࡛ पం సࠬకృతం ۯయబݟ y dy 
ఉం݄  ࠬࡏ 
న࣒ ࣋ए࠳ ڷࡱߕ ݋ࡐ छ ఉనऒ ڴషदంࡍగ ڴషदంߖక ݟంߘ న࣒࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ ࡛  ࢐సफవ ࢙࡮ࢡङ  ऒy dyyߖ
߰ంࡏޑ޶, ఈ పߖޒࠫࡍ ߰ందࡓ ࠭࠲ ړߖݞంݡ సࡍए ऒߖހల సࠬకర ࡽ  పࡍషए  y ࡏࠬ బܽदڒ ࡯ంۧࡍ
࣋ए छ ߖ ࡛
ఇకए డ ࠳ ڷࡱߕన࣒ ࣋ए छ  x x ߖసࠪనం అ ړڷࡱߕ రऴసంޔన࣒ చ࠳ ڷࡱߕ फ࣋ۯ సమం ړ ࡛
పࡍషए సࠪనం పऱ࣒ ړ బܽद వదभ ఒకڒ బܽद ఒకܽڒ ࠭ޑ޶ం߰ ߘ࢓޶ంࠉ ఖండన ࠭࠲ ړߖݞంచࡍ  x x y
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సࠪనం  1 ఇకए ݋ߩ 3 ݋ࡐ న࣒࠳ డx 
ఈښछ షߤ లߖ ߕߞࡹߖ޻ ࡹ ఈښछ షړ ࡹ ߤ సࠪనం అۮ ߖపओ ంߖ ࡏࠬ ,ݟ పऱ࣒ x ݡ࠮ ݋ࡐ న࣒࠳  1 y
߰ంڒ ࡏޑ޶బܽद ఇ࠳ ޴న࣒ ݋ࡐ ऴޓ ,
 y y.ޒࠫࡍప ޴బܽद ఇڒ ,సࠪనం ړޓऴ ݋ࡐ న࣒࠳ ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړޓऴ ݋ࡐ న࣒࠳

ఇంܽऴڼష࠳  ߤన࣒ ݋ࡐ ऴߘ ޓంݟ పऱ࣒ షएࡍప ߘఈ సమऴగత ޴ఉంܿం ڕవర ޓऴ ݋ࡐ  भ޳ࡍ ం
అం݄  ఈ సమऴగత ࠳న࣒ ߘంݟ   రకం వరڕ ఉంܿందࡏࠬ ߖ ۫డవ۪ऐ , ఇకए డ ఈ ఇంܽऴగంݭa fxdx 

కएࡅ  ఫంࣾڒ  ݞږ ߤబܽद ࠬߖ޵ ࡏऒ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴ3 ݋ࡐ ݟంߘ 0   yݡంࡓ ݡ࠮ ݋ࡐ ऱࡏࣃݡంࡓ ړ0 
న࣒ ࣋ए࠳ ڷࡱߕ छ ऒߕࣆ ڷࡱߕ ޴బܽद ఇڒ ݡంࡓ న࣒࠳ ࡛  సమऴగ y dy ޴సࠪనం , ఇ ړޓऴ ݋ࡐ ݟంߘ 
ऒߕࣆ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ࢑ࠈ ݡంࡓ ړఒకܽ ࡹ
న࣒ ࣋ए࠳ ందړ ڷࡱߕ ݋ࡐ छ ఇనछ ߤ࣌ ڷࡱߕ రऴసంޔచ ݡంࡓ ఒకܽ ޴ంޔ࢓అ ݧ ࡛ ࡛झ  y y ݡంࡓ ࠑ 
ߖ޵  రपంߪ న࣒࠳
కएࡅ  ऴߕࣆ  ࡽڴऒ ङ࡮࠮ ߖߖ޵ మనం ړޓऴ ݋ࡐ ݟంߘ  ంకనం ޴ޔ ,ࣄۯy 
సࠪߖߕ߄ऒ  ߰ం࠭ޑ޶, కߘక ఇړ3 ݋ࡐ 2 ࠑ 1 4 ޴ సࠪనం అޔ࢓ం޴, ఇ࠳ 4 ޴న࣒ ࣋ए छ  బܽदyڒ 3 ࡛
పऱ࣒  ࡏࠬ వ࡛झ ߤఇ ߤࣄ ݀  ऒߕࣆ ࡏޑ޶ం߰ ݡ࠮ ݋ࡐ   వదभ ࡓం࠳ ݡన࣒ ޳छ ऒߕࣆ ޴అ ࡌ  వదभ ߕࣆऒ  1
అޔ࢓ం޴, ఇ޴
ऒߕࣆ  అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఇߕࣆ ݞږ ޴ऒ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद మనం ߖ޵ऒ  ߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद ࡓంڝ ݡసం ఇ޴
݋ࡐ న࣒࠳ ݡ࠮ ߯
 ࡍఆఖ ޻ఇ ݡ࠮  ޴फంࣆవ ݋ࡐ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡ࠮ ߯ ޴ࠫߖఎ ݡ࠮ ߯ ޴ࠫߖఎ ڕబܽद మనڒ ݡ࠮
సࠪ߄నం.
   మ࠾ࡍ సࠪనం ࠳న࣒ ߯ ߘ 2 ࠑంݟ x x
ऴࡓ ߯ ޓంޜݡ సࠪనం ڒబܽद మనం వऴకࡔఖల޳ڶ ߘभ ం ఇ࠳ ޴న࣒ ߯ 2 ࠑ ఇ2 ߯ ޴ ఇ޴ ߯ ఇڒ 2 ࠑ ߯ 3 ޴బܽद 
ऒߖ޵ ڴࡏࠪࣆ ߤࣄ  ऴపదࡍज  x ޴फంࣆ
కएࡅ పంߦ  ంతం xߦన ऴ࠳బܽद అవసరڒ ࡏޑ޶ం߰ ߘఈ వऴకత ࡏࠬ బܽदڒ फ రకంࣄన ఆ࠼फ అࣄరణ ఆ߄ࣃ 
ఒకܽ ࡓంݡ మ࠾ࡍ ఒక వంݟ࠮  ޔంܽ స࠲घ షߤee 
फࣃڶ ڕߕ ంతంߦన ऴ࠳అవసర ڕࠬ బܽदڒ వछߖయۯ ݭࢺ ߘ ంڒ ݟబܽद అవసర࠳న ऴߦంతం ఇ޴ పऱ࣒  ఇ޴
ఇ޴ మ࠾ࡍ అࣾం కం݄ ڷ޴వన ఉߕऒ  బܽद అ࢑a1 a3 xڒ ࠼
ऴపږޒల ࡱ࢑వߘ కڵ࡯ ఉంܼڒ ࠼బܽद అవసర࠳న ऴߦంతం సࠪనంڴ ఉంܿంࡅ 1  ޴కए ङݡࠪ  ల࣒ పऱ࣒  
ఎ ݀ పऱ࣒
ङݡࠪ ల࣒   ڒ ݡ࠮బܽद ఒకܽ ࠳న࣒ ߤ࣌ ࡗ܋ ܿ ݀ ࠑ ఏڔకరణ pi xdx x
ऒߕࣆ ݟంߘ ݡంࡓ ߯ న࣒࠳ ࣒ڒ న࣒࠳ ࠑ ݡంࡓ ߯ న࣒࠳ ࣒ڒ న࣒࠳ ऒߕࣆ ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳   x xݟంߘ 
xdx ߤࣄ ߯
ఇ࠳  ޴న࣒ ߕࣆ ࣒ڒऒ  x pi pi ݡ࠮ ݡంࡓ అం݄ ޴फంࣆన࣒ ఒకܽ వ࠳ న࣒࠳ ఒకܽ ڕࠬ ڕవర ݟంߘ 
 pi xdx x pi݀ ࠑ ߯ ޓऴ ݟంߘ ࣒ڒ న࣒࠳ ޴ఇ ߤࣄ ݀ ࠑ ޓऴ ݟంߘ
 సࠪనం అం݄ be ޴ߝంతం  అߦన ऴ࠳బܽद అవసరڒ సࠪనం ړన࣒ ఒకܽ࠳ ޴సࠪనం ఇ ړ

 ప ऱ࣒  ఒకړߖ޳ సࠪనం  ޜ సࡍహ޶भ ۯయబݟన ऴߦంߖޑऒ  కھߘనړߖݞ మࡖక ఉ޳హరణߘ , mod x mod y 
फ, ఈ࣋࡯ࢣࡍప ڴऴగతफ܉ ࡏࠬ బܽदڒ ,ం޳ంڕࣆޓ
సࠬకరణం ڷࡱߕ వऴకతలࣆۨࣇ ߘफం޴  ప ऱ࣒  ఒక ࠳న࣒  ప ऱ࣒  సࠪనం ఒక ࠳న࣒  ప ऱ࣒  సࠪనంx y x y x y 

 న࣒x࠳
సࠪనం  ఒకܽړ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࠳న࣒ ఒకړߖ޳ సࠪనం కߘక ఇ࠴ ޴దܽ ڒछ ऴడం࠳ ݋న࣒ ࡹ y x y 

ఉందߦ ߖ࢐ܽ ߖऱ भ޳ۯ ݋ ం  ప ऱ࣒  బܽदx y x yڒ ݢంࡓ లږޒబܽद ऴపڒ 
ఇ޴  ఈ పంڕफలࡹ ఉం࠳ ޴న࣒  ప ऱ࣒ ప    ޴సࠪనం ఇ ړ  ऱ࣒ ړన࣒ ఈ పం࠳  फ x y 1 x y 1 x y x
ऒߖޑంߦబܽद ఈ ऴڒ అవసరࠪ ޴సࠪనం  ఇ ړన࣒ 5 1࠳ న࣒࠳ న࣒࠳  ఇ࡮ సనऒ  y 1 x࢓ࡱߖ ߖ
वߵࣄद झ भ޳܊࢑భ ڴ  ం ڒబܽद ࠬࡏ ۫డగ޴ڼ࡯   అࣾం ࡅకए  ऴపږޒల ࢙ߩన ఉనऒ  ఈ ࠙ړߖڴ సంబం߅ంۨన x 
ऴߦథࠫక ޵ర डచޔరऴࡱࣃ
ఈ ࡔఖ ߘంݟ ऴߦరంభ࠳ ఈ ࡔఖ߯ ࡍߪफ ࣃۯफ కएࡅ అࣾం  ࠼ ఉనऒ ߩ࢙ లږߘࣃ   ఈ ࠙గం x 
ఈ ࡔఖ ߘంݟ ऴߦరంభ࠳ ఈ పంړ फࣆڷ࠭ ࡹफంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ఈ ࠴తफం ఏڔకరణࡓ ߘంڴࡱڴ࠙ ݡ 
࢑భ܊ంۧ࡯
ఉనऒ ݭࢺ ߩࡱబܽद  నڒ  ऴߦంߖޑऒ    మ࠾ࡍ ఎߩࡏ రంޜڷ ఉనऒ  ऴߦంߖޑऒ फࣃށగ ڴݟ࢑  ࠭
ఆ߯ ࠈ ࠭࠲ऱ ऒߖ޵ సంڝ ࠻ࡍఏ ݭݥࢺ ڡ బܽदڒ ޴फంࣆݟܔ 
दߵࣄव ࡏࠬ ओࡱడࢗ  న࣒ dx࠳ ఒక ޴ంޔ࢓బܽद అڒ ޴ఉంܿం ࠻ࡍఏ ࡎంట࠱࡯ం݄ ఎڕࣆޓ ڴ ߖ ڴ dx dx y x
న࣒ ఇకए࠳ డ ࠳న࣒ ఒకܽ ړࡹ పޒࠫࡍ ఇకए డy x dx x 
ఇకए  ޴ఉంܿం ڕవర  ݟంߘ డ గమߖంచడం ޳छ ऒߕࣆ ࠪڒ ఒక ޴ఇ ࡌ  అࡏࠬ ߖ ۫డవ۪ऐ న࣒࠳  
ఒక ߕࣆ ࠪڒऒ  అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఎపओ  బܽदڒ లం࠮ ڼ࡮ܽ
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दߵࣄव ࡎంట࠱࡯ఎ ࡏࠬ   ఎ࠱࡯ంట޵ ࡎర ड చޔరऴసం ఎ࠱࡯ంటࡎ ఏࡅ ࠻ࡍకए ओࡱడࢗ  dx ڴ ߖ   ڴ dx
కएࡅ కరణڔం݄, ఈ ఏڕࣆޓ  
పޒࠫࡍ ఎݭݥࢺ ߩࡏ ऴߦంߕࣆ ړߖޑऒ ఒకܽ  ప ړ ऱ࣒  అޔ࢓ం޴.
ऒߕࣆ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳    వరڕ మ࠾ࡍ
ఎ࠱࡯ంటࡎ ఏ࠻ࡍ ఒకܽ పऱ࣒ న࣒ y x y x dxfx gxfx࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ న࣒࠳ న࣒࠳ 
ऐࡍచ ڴ޶ం࠭ ࠭࠲ న࣒࠳ న࣒࠳ న࣒࠳ ంۨన ߷ࡏघ ऐ۪ޘ ڕफࡏڷ ߖ࡮  gx gxfx  gx ړߖݞవڝ
ऴపయޒऒ ంచంڒ ,ݟబܽद ߕࣆ ࠭࠲ऒ ఒకܽ ݡంࡓ ݟంߘ 
న࣒  ప࠳ ऱ࣒ ऒߕࣆ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳   వరڕ ߰ం࠭ޑ޶ వߤ పऱ࣒ సࠪనంxdx x dx ޴ఇ ړ ړࡹ 
న࣒ ࣋ए࠳ 1 2 छ ప 1 ݟంߘ న࣒ 0࠳ 2 ࠑ ࡛ ऱ࣒  2 1 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ऒߕࣆ ܿ ߤన࣒ వ࠳ ܿ ࠑ ࡛  x x ߘలޔࠫࡍప ړ
߭టदడం ޳छ ڕమన ࡌ
ఎڷవ పڝ ޒࠫࡍసం లࠚంۯ ఈ ࡱ࢑వ ߕࣆऒ  అޔ࢓ం޴.
एڕన࣒ త࠳   వ ڷ޴వ ప࠳ ߖ2 ڕࠬ ޒࠫࡍన࣒
సగం ప ऱ࣒  ఎڷవ పޒࠫࡍ మࢁऱ ఇࣆफంࡱ࢑   ޴వ తڕए వ పߕࣆ ڕࠬ ޒࠫࡍऒ బܽदڒ ޴फంࣆఇ ߖ
ఒక ప ࠭࠲ బܽदڒ ࠭ޑ޶ऱ ߰ంࢁమ ړߖڴస ݡంࡓ  ࠭࠲ ऱ࣒  వߖ ߤ ߰ం࠭ޑ޶, ఇࡓ ޴ం࠴ ݡతफం 
అవసర࠳న
ऴߦంతంޜ సࠪనం  ࡓంڕࣆޓ ݡం޳ం ఉ޳హరణڕ, చޔరऴసం ھ ڷࡱߕడनړ࡯ సࠪనం మ࠾ࡍ a y y 

ఖల మధङࡔవऴక ߝసࠪనం అ ړ  ఉనऒ ङ࡮ࢡ࢙  ऒߖ  కھߘనడం ఉ޳హరణڕ, మనڕ మߖڜ ߯ ࠾ࡍऒ  mx a m
షరࡱޔ అవసరం
ऱߦ ठڴࡍస ߘసం ఈ వऴకతలߗబܽद మనం కڒ ऒߕࣆ ޴ߝబܽद అڒ యగల࠭ۯ ݋  మ࠾ࡍ అߖ ఊࣕࣃफ ࠭.a m 

ఈ సమసङ ࠭࠲ బܽदڒ ޴ఉం ڴలంږߘࣃ ݞږ ङߕఉప ࡍప޶త ࠪ ߘ సంࡹ ఈ ఐ ࣃद షएࡍప ޜ ߵ फࣃࡍ ࠭ 
మ࠾ࡍ తࡌछ త ࠭࠲
మߖڜࡍऒ  సంړ ऱషद࠳న సమసङ లߘ పࣃ࡯ࢣࡍफ ࠭ మ࠾ࡍ ఖۨऐ త࠳న సమऴڴల ࡍڷంۨ మࡍంత అߝछ फࣃࢳ ࠭ 
ధనङ  ࡱ޳࢐
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