
ङ޳࢑ छࣃ ߘबలࡏ గޒంచంڒ ,ݟబܽद ఇపओ ܽ వర࠭࠲ ڕ
ङޑసం ऴపڝ లڴभషद సమऴࡍߖ ࠪऒ య పదमߖޒ మ࠾ࡍ   ఈ లࣾހలߘ ఉపڵࡆంచడం ޳छ ࡍߖ ࡌ भషद సమऴڴల 
కएࡅ  అߝక లࣾހలߘ 
.࠭ࢡ۫
  సంړ ऱషद࠳న
సమసङ లࣆ ࡮ۧ ߘలభ࠳న ࠪరठంࡹ పࡍషए  ఈ ߘߝ బܽदڒ ,ం޳ంڕࣆޓ ߘహరణ޳ంచగల࠭  ఒక ఉࡍ
సమऴగతߘ గށంచమߖ ࠫమघ ऒ࡯ ࠾ࡍమ ޙࡍڝ 
छ޳ లޔ࢑࢑ధ పదम ࡏࠬ ऒߖ޳ ࡌ  ఏڔకృతం ۯయడం ऴߦరంࠚంۨనటऱࡏࠬ ޙ࠼ సమసङ పడవ۪ऐ ࡹ   ߗڒ 
ఖۨऐ త࠳న సమऴగత ࡅకए  లࣾހలߘ ఉప࣋ڵࡆफ
అࣆ ࡮ۧ ޴లభం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद  ࠬࡏ ఈ ࢑ధంڴ ఆۨࡹంచړߖݞ ऴపయޒऒ ంచవ۪ऐ
ऒߕఉ ࡱޔࠫࡍప ڕవర ݡంࡓ ݟంߘ ݡంࡓ న࣒࠳ ڕࠬ ߘన సమऴగత࠳ఈ రక ࡏࠬ బܽदڒ ࠼
కڵ࡯ ఉం݄  మ࠾ࡍ ఫంࣾߤ సࠪనంڴ ఉం݄   అߕࣆ ޴ऒ ऱࡏࣃݡంࡓ ړ
ऒߕࣆ ऒߕࣆ ړ ߤఫంࣾ ࣄࠐ ޴ఇ  ࠾ࡍమ ߖందޔࡏࠪ ڕ ߤసࠪన ఫంࣾ ړ  ړ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद మనం afxdx
࠭ంڴ޶
ఈ 
ఇంܽऴڴంڴࣄࠐ ݭ ఉం޳ࡶ ޳ అߖ కڝߘए ఇకए ࠭࠲ బܽदڒ ࡍస ޳ࡶ ࣄࠐ  ࡯࢐ డڕ వ ऐۧ ࠭ ఎం޶కం݄
ఇ޴ సమ శړ फ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࡅకए ऒߕޔ޶ం߰ ࠭࠲ బܽदڒ ࣒ڒ ࣒ڒ  ࠭x x 
కएࡅ న࣒࠳ झڡఎࠆన࣒ ఎ࠳ న࣒࠳  కएࡅ బܽद సమऴగంڒ ߤఫంࣾ ࣄࠐ ݭబܽद ఇంܽऴగంڒ   x x  ޴వ అࡱ࢑ 
ऒߕࣆ ߘߝ ޴ߝఅ ߕఉంܼ ڴ
ఖۨऐ  ࡏࠬ త࠳న సమऴڴల లࣾހలߘ ఉపڵࡆంచడం ޳छ  ࡌ
డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ ߖఅ ࡏయగలۯ                కరణڔఏ ڴ࢓ࡱࣆ  మ࡮ۧ ࠾ࡍ                                               
నऒߘ     సమసङ నవ۪ऐھߘక ߘవࡱ࢑ ߖఅ 0 ࡹ  .
  సంబం߅త   సంߖڴࡆऒ छ޳ ంచడంށڷ  ऒߖ޳ ࡌ छ޳ ంచడంށڷ  న࣒ x x࠳ 1 ݋ࡐ ߖన࣒ అ࠳ ݋ࡐ ࡌ
షएࡍంద పړ ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ ంచంߘߝ ߗڒ ,ݟ   ఆ ߖߕ߄࢑ऒ  ఉపڵࡆంచ࠭࠲ ߘ ఖۨऐ త࠳న సమऴగత 
లࣾހలߘ ఉపڵࡆంచగల޾ࡶ ࠵ ۫డܼړߖ ऴపయޒऒ फࣃ ߘ
పओۮ ߖఅ   ߘߝ ޴బܽद ఇڒ ంߘ 0 ݟంݟ af

ऒߕࣆ ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ړ న࣒࠳ ݟంߘ ऒߕࣆ ړ న࣒ xdx 0 afa xdx x x࠳ ఒక ړߖ࡮࠮ సࠪనం ఒక ړ
న࣒ x xdx࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ ఒకܽ ݋ࡐ ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ఒకܽ ݋ࡐ
అం݄ ߕࣆऒ న࣒  ప࠳ ߤవ ݋ࡐ న࣒࠳ ఒకܽ ړߖ޳ంద ఒకړ ݋ࡐ   ऱ࣒  బܽदx u  x x dxڒ ݋ࡐ ందړ 
ఇ1 ޴ మ࠾ࡍ ఇ2 ޴ అ࠭࠲ ,ޙࠉۮ ߖ ఈ ࡓంݡ సࠬకరހల࣋ݟܔ ߘफ మనߩ࢙ ݟڕ ڕ ఎడమ
ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ ޴फంࣆవ ڕన మనߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍమ ޴फంࣆన వߩ࢙  ۫డవ۪ऐ ङߙ   మࡔట࡛ మ࠾ࡍdx 
ࣔరం ఒ࡮ښ ఉంܼڒ ࠼బܽद ర޶भ ۯయబడ࠼ޑ   అం޶వలऱ ర޶भ ۯయబడڒ ࠭ޑబܽद ࠭࠲ ఒకܽ 
߰ం࠭ޑ޶ మ࠾ࡍ
అంࡓ ߘߝ ښ޶ంڴݡ ఉߕऒ సమసङ ࡏࠬ బܽदڒ ߘ ړ ࡮ۧ  ऱషदంڴ ఉనऒ ऱܿ అࣆߧߖफం޴
ࡍߖ   ࡏࠬ ߗڒ भషद లࣾހలߘ ఉపڵࡆంచడం ޳छ ऒߖ޵ ࡌ షएࡍప ڴలభంࣆ ࡮ۧ  ంచవ۪ऐࡍ  
ఇంܽऴగࡽझ  మనం మࡖక సమసङ  ఉ޳హరణڕࣆޓ ߘం޳ం ڒబܽद ఈ సమసङ షएࡍప ߘ  ఒక ࡏࠬ ړߖݞంచࡍ
ࡏࠬ ,ం޳ంڕࣆޓ ߖޒరణ పదम߄ࣃ

࣋ए छ ऱ࣒߮ࡎ ݀ ࠑ ݀ ࣒ڒ న࣒࠳ ఒకܽ ߖ ࡛ ऒߖߕ߄࢑ ఈ ߘߝ ݟయంۯ   ఉపڵࡆంచࠓవడం ޶ࡶ sin x x 
బߘߝ ڴࡱ޶
ఖۨऐ త࠳న సమऴڴల ऴߦపࡎ दߖ ఉపࣃڵࡆफ भ޳۫ ޾ࡶ ߠ ం  ఈ ఫంࣾߤ
సڒ ࣄࠐ ޳ࡶ ࡍబܽद ࠳న࣒ ࡅకए ए࣋ ߤ࣌  छ ए࣋ ߤ࣌ ࡛ छ  x xݞږ ߤబܽद ఈ ఫంࣾڒ ࡛
ऒߕࣆ ߘఈ సమऴగత ࡏࠬ బܽदڒ ऒߕࣆ ऱࡏࣃݡంࡓ ړ ߯ ݟంߘ  ए࣋ ߤ࣌ ऱࡏࣃݡంࡓ ߯ ݟంߘ  छ ࡛

అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ ओߦۮ ߖఅ ݟంߘ 0   సࠪనంxd  x a   f xdx x  dx ړ న࣒࠳ ߷అ ݟంߘ 0 ޴ߝఅ ࡏ
ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ ए࣋ ߤ࣌ 2 ࠑ ݟంߘ 0  छ ࡛ ߯pi 
छ޳ ంచడంڵࡆఉప ߖ న࣒࠳ 2 ऒߖ޵ ࡌ  ऴ࢐యవ۪ऐ  x dx

ओߩఇ ࡏࠬ బܽदڒ ए࣋ ࣒ڒ ݡ छ cos x xdx࠾ࡍఒకܽ మ ޴బܽद ఇڒ ߘߝ ޴ఇ ࡏޑ޶ం߰ ߖ ࡛
ఇࡓ  ޴ంڒ ݡబܽद మࢁऱ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݟܔ ݡంచడం ޳छ  ݡంࡓ ࡏࠬ   ࡏޑ޶ం߰ ݡంࡓ ࡏࠬ ࡌ
߰ంࡏޑ޶ 

అం݄ మనڕxdx 
छ޳ ݡంࡓ ڕబܽद మనڒ  ࣆࡱޘ  బܽदpiڒ వࡱ࢑ బܽद సమऴగڒ ޴फంࣆవ ࡌ
ఈకछ ݡంࡓ ڕబܽद మనڒ छ޳ ݡంࡓ వࡱ࢑ ࡽబܽद ఇంܽऴగڒ ࡱ ࡽ  బܽदi pi piڒ ࡌ
మࡖకܽ ۧ࡮ అంద࠳న ఉపࡆగం అࡏࠬ ߖ ۫డవ۪ऐ ړ ࡮ۧ  ऱషदంڴ ఉనऒ  సమసङ షएࡍప ߘ         ړߖݞంచࡍ
                      పڵࡆంచబݦ                            స࠭ࡱ࠻޳
మࡖక ఉ޳హరణڕࣆޓ ߘం޳ం మࡏࠬ   ࠾ࡍ 
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ఖۨऐ త࠳న సమऴڴల ڝసం ߷ࡏघ ޴అ ޙڵ࡯ంచగڵࡆठ ఉపڴࡍస ߘ࡮
ړ ࡮ۧ ऱషदంڴ కࣆߧߖफం޴ సమసङ    ఎపओ ऒߕࣆ ऱࢁమ ߗڒ ڼ࡮ܽ ంచడంڵࡆఉప ߖफࣄఆ ఆ  ړ
छ޳ ऒߕࣆ ޴ߝఅ  ࡌ afxdx xdxړ న࣒࠳ ߷అ ݟంߘ 
సࠪనం, ఇߘߝ ޴ ఈښछ ష4 1 ߤ ప ऱ࣒ పओۮ ߖఅ ߯ ߤ࣌ 3  ړߖݞ
సࠪనంڴ ఉంܿం޴ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ కएࡅ ۃ࡮   4 ప ऱ࣒ పऱ࣒ ࡛ࠂ ࠑ 3   ऴޓcos x 

ఇߩओ छ޳ ంచడంݟܔ ݡంࡓ ࠾ࡍऱ ఒకܽ మࢁమ ݡ sin xdx lhs ࠾ࡍమ ޴फంࣆవ ݡంࡓ   ࡹ ڕమన ࡌ i 
ప 4 ڕన మనߩ࢙ ݟڕ ऱ࣒  3  ప ऱ࣒  3  ప ऱ࣒ పऱ࣒ ڷࡱߕ ۃ࡮   sin x 4 cos xݡ࠮  ޴फంࣆవ ۃ࡮ 
పऱ࣒ ࡛ࠂ ࠑ ࣒ڒ  ऴۃ࡮ ߤ࣌ ޓ  ప ऱ࣒  ऒx xdx   m nߖ޳  బܽदڒ ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖఅ ࠹ఎ ۃ࡮ ۃ࡮ 
ఉపڵࡆంచడం ޳छ పऱ࣒ ڷࡱߕ ࡏࠬ ࡌ  ऴߤࣄ ޓ ߯x 
పऱ࣒ ڷࡱߕ  ऴڷࡱߕ ߖ ࣒ڒ ޓ పऱ࣒  ऴ࡛ࠂ ࠑ ࣒ڒ ޓ అࢗ ࡏࠬ ߖంటߝ ۫డవ۪ऐ   అదనంߤ࣌ ݡ࠮ ڴ x x x 
రదभޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఒక ࡅకए छ޳ ల ۃ࡮ ݡంࡓ  ऒߕࣆ ݡంࡓ ࡌ dx i pi ݡంࡓ బܽदڒ సࠪనం ړ ݟంߘ 
ߘߝ
ऒߕࣆ ऒߕࣆ ߘߝ బܽदڒ  న࠳బܽद ఈ అందڒ 
ఖۨऐ త࠳న సమऴڴల ࣇऴޑలߘ ఎ࡮ ఉపڵࡆంۧࡹ మ࡮࠮ ࠾ࡍङ ంకనం ࡏࠬ ࡹ࠻ۯ తపओ క 
ऐࡏߝ ऒߕంܿڕ రߖ ఆࣆࢢफߕऒ झࡽఇం݃ऴగ ݭ݃ښऱߧంڒ  ߘ
మࡖక ఉ޳హరణ ڕࣆޓం޳ం ఇ޴ ࠪ ۨవࡍ ఉ޳హరణ, ఆ߯ ࠭࠲ అߧऱښషߩ࢙ ߤ ࠭ంࡿࢗ ڕ޶फ ࠭  n 
ఖ మధङࡔవऴక ࠾ࡍమ ߤࡷ  ऴߦంߖޑऒ  కھߘనడంࡹ ఖۨऐ త࠳న సమऴڴల ࡅకए   బܽदnڒ 
ఈ ߖ పవ࡛ ࡿڙࣆޓ ړभ ం, ڒబܽद మనంxe x
ఈ   ఖۨऐ త࠳న సమऴగతߘ కھߘనڴ࠙ ړߖݞల ڴࡎ࢐ ఇంܽऴڼషࡹ ߤ ఉపڵࡆంచవ۪ऐ , కߘక ఇ޴ మన
ఫంࣾߤ అߖ ࠭ంߧۮ ڴ޶ओ నటऱޙ࠼ మ࠾ࡍ ఇ޴ࠪ ޴  ఫంࣾߤ ࣊కంڒ ݭబܽद ࡛ߦ द ఇంܽऴڼష޳ ߤछ  మనం ࡌ
ఫ࣒द
ఫంࣾߖ ߤ ࣊కంࡅ ݭకए  ఇంܽऴڼషڴ ߤ ߰ంڒ ,࠭ޑ޶బܽद మనڕ సࠪనం ߕࣆऒ న࣒x x࠳ సࠪనం ړ ړ
ऒߕࣆ కएࡅ దܽ࠴ ړ  ఒక ࠡదం ࠬڕ ఒకܽ ఇࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఏڔకరణ

పవ࡛ ڒబܽद మనڕ ఒక ࠳న࣒ వࣆफంߕࣆ  ޴ऒ  e xdx xߤషڼపవ࡛ ఇంܽऴ ݟంߘ న࣒ ఇ࠳ 
ఇ޴ పవ࡛ అߕࣆ ޴ߝऒ ऒߕࣆ న࣒࠳ ఇ ڕబܽद మనڒ ఒకܽ ݟంߘ  ऒߕࣆ న࣒ ఇ పవ࡛࠳ న࣒ ఇ࠳   e x ړ
వࣆफం޴
ఇ޴ ఇ ࠳న࣒ ఇ ప ऱ࣒  వڒ ߤబܽद సࠪ߄నం ఒకܽ ڒబܽद ఇ޴ అంతం ޶ڒ
ऒߖలހఈ లࣾ ࠭࠲ ంܽߗ మࢁऱ ఉపڵࡆం۪۲ ߝڕట మࡍంత సంړ ऱషद࠳న సమసङ లߘ ఇతర ࢐ङ  ࡱࠪ࠻
फࣃۯ ం 
మ࡮ۧ ࠾ࡍ సంړ ऱషद࠳న ఖۨऐ త࠳న సమऴڴలߘ
పࡍషए फࣃࡍ ࠭  ऴపࣆफ࠴ ࠪ ړߖޑదܽ ఉపߕङ సంࡹ ఖۨऐ త࠳న సమऴڴలߘ వࡍ फంపܑయడం ऴߦరం޳ࠚभ ం.
క సమసङߝఅ ࠭࠲   లߘ చࡍऐ ంۧ࠭,
ఇకए డ 
ఒక ࡔఖ మࡓ ࠾ࡍంݡ వऴకࡔఖల మధङ  సࡍహ޶भࡱ గల ࡓంݡ వऴకࡔఖల ऴߦంతం
వऴకతల మధङ ݡ࠮  సࡍహ޶भࡱ మ࠾ࡍ వऴకࡔఖల మధङ  సࡍహ޶भڴࡱ ఉనऒ  అߝక ࣆښల࠭࠲ ߘ 
చࡍऐ ంۧ࠭ మ࠾ࡍ ఇకए డ ߘంݟ ఈ ࣆښలߖऒ ంܽߗ ఒڜए కए ڴܽ
.ంܼ࠭ڕࣆޓ
క࡛झ ࡽߩంࣄ  కएࡅ ޴ఇ ࠾ࡍఅࣾం మ ޴అࣾం ఇ ࠬ ޴బܽद ఇڒ ఒకܽ ࣒ښ   y x x ߖఅ ߤంత ఫంࣾڜ 
ఊࣕం۪ڝంݟ, 
ఇ޴ ఎలऱߩओ ړపం ޴ఇ   ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ݢ फ సࠪనం x n
ఇࠫޛ ޴घ ړపం ޴సࠪనం ఇ ړ సࠪనం ޴ फ సࠪనం  ߕࣆऒ  మ࠾ࡍ ఈx b y 
వऴకࡔఖ అړ ޴ߝ సࠪనం అڒ ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖబܽद ఆ ऴߦంߖޑऒ  ఎ࡮ కڝߘए ఏࠫy fx ࠭࠲ బܽदڒ ࡯࢐
సనऒ ࡮ۧ ߖߖ޳ ࠭࠲ బܽदڒ ࣆࡱޘ ڕࠬ ࠵ࣃۯ ర޵ ߖ डచޔరऴ࢑ ڴࡱࣃభ܊ంۧ࠭ ڒబܽद ࠭࠲ ఒక
ర޵ ड చޔరऴసం ࢗడࡱओ వ۪ऐڝࣆޓ ࡹ ߘ   ఈ ޵ర डచޔరऴసం ࡅకए  ఈ సందరग ం మ࠾ࡍ ఎޔफ ఈ ޵ర ड dx 
చޔరऴసం ࡅకए  ఎޔफ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ऴߦథࠫక वߵࣄद ర޵ ޳ࡶ  डచޔరऴసం ࡅకए లङࢡ࢙  ం ߘంړ ݟ y y dxy
ఎޔफ మࢗ ࠾ࡍడࡱओ  ఇߩओ  ఉం݄dx ڵ࡯క ࡏࠬ ݡ
ఈ ऴߦథࠫక ऴߦంతం ޳ݞ ऴߦథࠫక࠳న޴ ऴߦంతం ڒబܽद  ࠬࡏ ఈ ߘݞ x
ఈకछ ݟంߘ ݟంߘ  సࠬకృతం a x ړࠉ ړ ࡽ
ऒߖޑంߦన ऴ࠳అవసర   ڕࠬ ޴फ, అ࣋ۯ  ఇࣆफంڒ ޴బܽद అవసర࠳న  ऴߦంߖޑऒ  ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆ޴అం ڕࠬ 
ऒߖޑంߦన ऴ࠳అవసర ڕࠬ  ఇࣆफం޴ 
ऒߕࣆ న࠳అవసర ڕࠬ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ
ऴߦంߖޑऒ  ఇࣆफంڒ ޴బܽद ߷ࡏघ ओߩఇ ࡮ गࡌసంద ݡ ऒߕఉ ࡱ  a to bydx ,࠼
ఉ޳హరణڕࠬ ڕ మ࠾ࡍ పరంڴ ఇవछ బݟన వऴకࡔఖ ఇ࡮ ఉం݄ ఈ ऴܽڡ పۯ ߖయߖ సందࡌग  y x ࡱ
ఉߕऒ ࠼
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.
  ऴߦంతం ࡓంޒऀ ݡజ సࠪంతర ࡔఖల మధङ  పࠫࡍత࠳ం޴ అߦۮ ߖओ లం݄, y
ओߦۮ ߖసࠪనం అ ړ ݟంߘ ڕ లం݄, ࠬࡏ సమऴగతߘ ఎ࡮࠮ ࡮ङ ంకనం ࣃۯफ c yࡏ d 
ऒߖޑంߦబܽद ऴڒ दߵࣄव ࢓ࡱߖ  झ ࡱ޶బ ۯం܊࢑భ ޜ 
ऒߖޑంߦऴ ࠭࠲ दߵࣄజ సࠪంతర वޒऀ   झ फࣃڵ࠙ ޜ  ࠭ మ࠾ࡍ ఈ ޵ర डచޔరऴసం ࡅకए  ఈ ࢗడࡱओ  
ऴߦథࠫకం࠭ޑࠋۮ ڴ
दߵࣄव ࡎంట࠱࡯ర ఎڒࣃరऴޔరडచ޵  మ࠾ࡍ ఈ वߵࣄद కएࡅ   ఎޔफ dy x
ఈ సࠬకరణం ޳छ ओߩఇ ޴ంతం ఇߦథࠫక ऴߦబܽद ऴڒ ޴ంޔݡంచబޒయంऴߖ ࡌ  ,థࠫక xdyߦమన ऴ ݡ
ऴߦంతం,
ఇ޴ సࠪనం ߘంߘ ݟంړ ݟ సࠪనం ړ సࠪనం ړ సࠪనం ڒబܽद ఈy c y d d  
సందరग ంࡏ߷ ࡹघ సందరग ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ సࠪనం ړ ݟంߘ సࠪనం ړ ࡮ ం ࡓంݡ ࠬ ఫంࣾߤ y c y dxdy
ంద ఉనऒړతफం అࣾం ऴ࠴  సందరग ం ޳۫ ߖݡ࠮भ ంx 
 fx, a b.޴ఉంܿం ڴలంږޒऴప ڕవర ݟంߘ ޴ఇ ࠬ ޴బܽद ఇڒ

పంړ फ  x  
ङ࡮ ޴సࠪనం ఇ ړ ంߤࡷ ݭ సࠪనం మ࠾ࡍ ఇ޴ అవసర࠳న ऴߦంతం ڒబܽद మࢁऱa x b 

అ޻ తరए ం ޳छ घࡏ߷  ࡌ ఉనऒ ڴలంږޒవ అంతܼ ऴపࡱ࢑ ޙ࠼అ ,޴ంޔ࢓అ ࡮ ం޶నa to b fxdx fx 
 వ aࡱ࢑  మޒఅం  ࡏఉంܼ ڵ࡯క ࡏࠬ సంڝ ంతంߦన ऴ࠳అవసర ڕࠬ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴలంږޒవ ऴపࡱ࢑

కएࡅ ङݡࠪ  ల࣒ ڝࣆޓ ߖవړߖݞ
అవసర࠳న ऴߦంతం ఒక ڴ ݭ࠵ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇߩओ गࡌక సందࡖమనం మ ݡ ऒߖ  ߤం, ఫంࣾ޳ంڕࣆޓ 
అంతܼ ڴ ࢟ܽڵߜ ఉండ޳ࡶ ޶
ۨ ߖ޳ ޴అ   ߖ޳ అం݄ ޶ఉండ ڴలంږߘࣃ ऒࣔ ऒߖ బܽदڒ ޴फంࣆࡏࠪ 
ఉనऒ ࡏࠬ  ۲ట ڕࣆޓ ߖ4 ࣒ښం޳ం.
  ఫంࣾߖ ߤ కڵ࡯ ఉండంݟ   ఇ޴ ࠬ అࣾం ఇ޴ ࠬ అࣾం మ࠾ࡍ  ఇ޴ࠬ ޴ అࣾం మ࠾ࡍy x x 
పओۮ ߖఅ ޴ఇ ޴ఇ ,޴ఉం ߤఒక ఫంࣾ ڕࠬ ంݟ మ࠾ࡍ ఫంࣾࡅ ߤకए  ఈ ఖండన ࣃब నం a this is b fx x 
అࣾంޜ అߖ కߘకc 
ऒߕంܿڕߘ࢐లڝࣆࡱޘ ࡏࠬ కएࡅ ߤన ఫంࣾ࠼అ ߤࠔ  ࡏ  ऴߦంతం ఈړछ  झxࡽ
ఈకछ ࠾ࡍమ ݟంߘ బܽद ఈ సందరगڒ అࣾం ࠾ࡍమ ࠉ ܿ ࡽ ం࠴ ࡹతफం ࢙ࢡలङ ం ࠬࡏa x x 

छ޳ యడంۯ ݋ڼఇంܽऴ ڴࡏߝ ړ ݟంߘ  a b,ࣄۯ కృతంڔఏ ࡏࠬ బܽदڒ ࡏࡶంద߰ ࡌ
ओߦۮ ߖంతం అߦఒక ऴ ݟంߘ పओۮ ߖఒకܽ   అ ޴ఇ  ࡯ ంݟ మ࠾ࡍ ఈ ऴߦంతం ࡓంݡ అߖ మࡏࠬ ࠾ࡍa c 

छ޳ యడంۯ కృతంڔఏ ړ ݟంߘ ߖߖ޳ పओۮ ߖరޑ޶ం߰ ߖ  ంతంߦऴ ࡌ ంڒ ݟబܽद అవసర࠳న c d a two
ంతం ఒకܽߦతफం ऴ࠴
fx c d   c b ݟంߘ ݟంచంࠫࣾ ,޴ఉంܿం ڴలంږޒऴప ڕవర ݟంߘ కం݄޶ఎం ,޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ
వరߘ  ڕంݟ వరڕc b 
ఫంࣾ࠴ ߤతफంߘ ࡹంݟ వరڕ ऴపږޒలంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡓంݡ ऴపږޒలంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद c b   
తफం࠴
ऴߦంతం ࡓంݟంܽړ ఒకܽ పऱ࣒ ओߩబܽद ఇڒ ޴ంޔ࢓అ ݭ࠵  ऒߖ࢐సफ࢐ల మనం ఈ ݡ ంܽߗ ఉపڵࡆంۨ a 
మ࠾ࡍ ऴߦరంభంߖڜ ࡹऒ న సమసङ࠳లభࣆ ࡮ۧ  లߘ పࡍషए भ޳ࡍ ం
ఉ޳హరణڕ  వృతफం ࡅకए లङࢡ࢙  ం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ఒక చޔరऴړߖࣃ సࠪనం అڕࣆࡱޘ ߖం޳ంx y 
, కߘక ఇ޴ ࠬ అࣾం అޙ࠼ ࣾࠫంచంݟ ఇ޴ ࠬ అࣾం మ࠾ࡍx y 
ఇ޴ ࠬ అࣾం మ࠾ࡍ వృతफం ఇڒ ޻బܽद సࡍए  x޴फంࣆࡱޘ ڕࠬ ߖఉంద ڴషदంࣆ ࡽ

మ࠾ࡍ అࣾం ࡓంڒ ݢబܽद   వృతफం ࡅకए లङࢡ࢙ తफం࠴  ం ࣆ ݞږషदంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనంx y 
ఈ ऴߦంߖޑऒ ङ࡮࠮  ంకనం ࣋ۯफ, మనం ށڷ ޜڷࡱߕ ߖߖ޳ంచంڒ ݟబܽद ఈ ऴߦంతం ڒబܽद ࠴తफం c  
లङࢡ࢙ ం ࠴తफం ࢙ࢡలङ ం అ࠴ ޙ࠼దܽ ڒछ ऴడంࡹ ݋ ఉనऒ  ఈ సࡍए కएࡅ ࡽ లङࢡ࢙  ం  ࡓ ऱܿ ఉంܿం4޴
दߵࣄव ࢓ࡱߖ గల ࢓డ߰ ࡹ޳ం߰ ࡮బܽद  ఎڒ 4,ݟయంڶ ߘ  dx 
ఇకए ޴ంޔ࢓బܽद అڒ फޔఎ ߖ޵ ఇకए ݟంߘ ݟ  బܽदy  a ydx xڒ ޴ంޔࢂࢗ ړݟ
వృతफం ࡅకए  x ޴ంޔ࢓రంభమߦऴ ݟంߘ వ 0ࡱ࢑ బܽदڒ ޴ంޔ࢓అ 0 ࠪڒ ݋ం࠼ߦ ఈ ࠾ࡍంऴదం 0 0 మښ 
మ࠾ࡍ అ޴

a.޴ంޔݡంచబށగ ݟంߘ వ సࠬకరణంࡱ࢑ ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ړ y 
 వృతफం ࡅకए
కएࡅ బܽदڒ ߩన࣒ చదర࠳ న࣒࠳ న࣒࠳ ంద సమంړ లం࠮  ऴపࡱ࢑ ޒవࡅ ࡏࠬ ڕకए  y x x y ݡంࡓ 
బܽदڒ ࡏޑ޶ం߰ ߘవలࡱ࢑

కएࡅ అࣾం ߯న ఉనऒ ڕࠬ వࡱ࢑ లږߘࣃ   వృతफం ࡅకए  ఎڷవ ࢡఖߘ ఇࣆफం޴ మ࠾ࡍy x 
ऴపږޒల ࡱ࢑వ ࠬڷ޴ ڕవ ࢡఖߘ ఇࣆफంڒ ޴బܽद ఇࡓ 4 ޴ ऱܿ 0 ߘంݟ ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ aa x dx ړ ࡛
సࠪనం, ఇߩओ ߤషڼఇంܽऴ ߖ޵ ݡ
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ఉంచవ۪ऐ ڴࡏߝ ߘవࡱ࢑ ࡏࠬ బܽदڒ  ࣆࡱޘ ڕࠬ  ఇڒ ޴బܽद ߕࣆऒ ओߩఇ ݟంߘ   x x޴ంޔࢂࢗ ړݡ
ఎڷవ మڷ޴ ࠾ࡍవ పޔࠫࡍల ࡱ࢑వలߘ ఉంచంࡏࠬ ݟ ఈ పదం ڒరణంڴ ఇ0 ޴ అޔ࢓ం޴
మ࠾ࡍ  ఈ పదం ࠬ2 ࠑ 1 ڕ చޔరऴߖࣃऒ  ఇࣆफంߤ࣌ ޴ ఇనछ ࡛झ  1 ఇ޳ ޴छ  pi x ޴న࣒ 0 వదभ ఇ࠳ 2 ࡌ
సࡕనڒ ޴బܽद 0 వదभ ఇ޴
0 అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఇకए డ ߕࣆऒ ऒߕࣆ ఆ߯ ࡏޑ޶ం߰ ߖ ऒߕࣆ మࡹ࢑ పం వదभߦ   అޔ࢓ంߕࣆ  ޴ऒ ڴ
ఉండంݟ
ऒߕࣆ ڕࠬ బܽदڒ  వࣆफంڒ ޴బܽद ۨవࡍ సࠪ߄నం ఒక చޔరऴసం ఇߩओ  piߘఈ గణన ࠭࠲ ݡ
दߵࣄव ࢓ࡱߖ छ޳ వడంڝࣆޓ  दߵࣄజ సࠪంతర वޒऀ ߖߖప ޻అ   ࠭ࣃۯ ࡌ छ޳ వడంڝࣆޓ  యవ۪ऐۯ ݞږ ࡌ
एࡍబܽद సڒ ऒߖ޵ సంڝ ࡽ  ఎ޳۫ ࡹ࠻ۯ ࡮भ ం ڒబܽद మనం ڶయంݟ  మࢁऱ సࡍए  ࠾ࡍమ ݟయంۯ ࡽ
दߵࣄజ సࠪంతర वޒऀ छ޳  ంచడంڵࡆఉప ߖ  ऒߖ޵ ࡌ  ఎ޳۫ ࡹ࠻ۯ ࡮भ ం  ࠭࠲
ఈ ऴࠈం۶ ߖ ఉపࣆڵࡆफߕऒ కएࡅ బܽदڒ ࠭  ధߕతघ క ࡱ࢑వ ڝࣆޓబޔݡం޴ ऴపږޒల ࡱ࢑వx 
వృతफం ࡅకए  ఈ ऴࠈం۶ ڕ ఇవछ బޔݡంڒ ޴బܽद సࡍए కएࡅ ࡽ లङࢡ࢙ తफం࠴  ం ࡓ ڷࡱߕ ړ ऱܿ సࠪనం xdy 
ओߩబܽद ఇڒ కएࡅ ݡ  పࡱޔࠫࡍ ఏࠫܽ ڒబܽद ఈy 
ऒߕࣆ ޴फంࢂࢗ బܽदڒ ࠪڒ 0 ݋ం࠼ߦ ఈ ࠾ࡍమ 0 ࠪڒ 0  ݋ం࠼ߦ  మ࠾ࡍ అߕࣆ ޴ऒ  a y f  rom 
ऒߕࣆ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ ڕࠪڒ తघߕవ ధࡱ࢑ ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ړ ݟంߘ  కంڝࣆޓ ڴబޔݡం޴y a x 
ఉనऒ ߩ࢙ లږߘࣃ ࡏࠬ ం޶న ఈ ऴࠈం۶ ߘ  ڕంݟ అండ࡛ ݋ࡐ ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ ࡛0 y 

छ޳ ంచడంڵࡆఉప ޻ऱ అࢁమ ߖ घࡏ߷  ࡌ న࣒ dy࠳ ݋ࡐ ందړ 2 ࠑ 1 ࡮ y y
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ఒక ࣋ए 2 ࠑ 1  छ ఇనछ ߤ࣌ ࡛ ࡛झ  y a޴ऱ వదभ అࢁబܽद మڒ ޴ంޔࢂࢗ ړఎ ݟంߘ 0 ࠑ 
0 అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఇ2 ࠑ 1 ڕࠬ ޴   చదరߖ߯ ߩ ఇࣆफం2  ޴ మ0 ࠾ࡍ వదभ అ0 ޴ అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ 
ऒߕࣆ  వదभ
మࢁऱ ߕࣆऒ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࠬࡏ మࢁऱ ఒక చޔరऴߖࣃऒ  ߰ంڒ ࡏޑ޶బܽद మనం మࡖక ఉ޳హరణ pi 
ం޳ంڕࣆޓ
మ޵ ࠾ࡍర डవృޑफ ङ࡮ࢡ࢙ ߩర చదరڒ ऒߖ  ఒక చޔరऴసంܿߦ ޜ ࣋ए छ छ޳ ࡛ x y b ࡌ
చޔరऴసం ఒకړߖ޳ సࠪనం అߖ కھߘనంݟ  కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद ఈ ޵ర डవృతफం  మ࠾ࡍ అࣾం a b x y 
ఉనऒ ڴషदంࣆ ంۨ߅సంబం ړంܽݟంࡓ ం޶న ఈ ޵ర डవృతफం మࢁऱ ఇڼ࡮ కࣆߧߖफం࠴  ޴తफం ࢙ࢡలङ ం 
ఈ ऴߦంతం  ࡓ ऱܿ మ࢓ࡱߖ ࡏࠬ ࠾ࡍ वߵࣄद छ޳ ऱࢁంతం మߦफ ఈ ऴ࣋ڵࡆఉప ߖ  ఇవछ ࡌ బޔݡం޴ a 4 a ydx 
ఇకए డ అޔ࢓ంࡱ࢑  ޴వࡱ ఇకए ఇకए ݟంߘ ݟ  x ta keړݟ
ర޵ బܽद ఈڒ डవృޑफ ऒߕࣆ ޴ఇ ړߖ  మధङ ऒߕࣆ ࠪڒ ޴ఇ ޴ఉంܿం ࡹ  ఇߕࣆ ࠪڒ ޴ऒ  ఇ࠳ ޴న࣒ ࠪڒ 
ऒߕࣆ
ఇߕࣆ  ޴ऒ ऒߕࣆ ޴ఇ ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ࠪڒ   షदం b b x aࡍగ ࠾ࡍషदం 0 మߖక ړߖޑంߦబܽद   ఈ ऴڒ ࠪڒ 
ay ݟంߘ 0 ݟంߘ ల సࠬకరణం࢓ద߭ ࠭࠲ బܽदڒ
ऒߖ޳ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࠭ޑ޶ం߰ ߘవࡱ࢑  పࡍషए అర ߖఅ  ࡯ంۧࡍ बం ڝࣆۯవړ ࡏࠬ ړߖݞ సࠪనం పऱ࣒  y
ందړ ࠉ న࣒࠳
న࣒ ࣋ए࠳ 1 ݋ࡐ छ छ޳ ࡛ న࣒ x y b࠳ బܽद అం݄ڒ సࠪనం ړߖࣃరऴޔఒక చ ࡌ
ంద ఒక ࣋एړ ݋ࡐ छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ కएࡅ బܽदڒ ࡛  ऴపࡱ࢑ ޒవࡏࠬ ڕx x 

కएࡅ ऒߕޔ޶ం߰ ߘవలࡱ࢑ ݡంࡓ   yࡏࠬ ߗڒ ࡏ
అࣾం ߯న ఉనऒ ऒߖڴ࠙ ߖࡹ द࣒࡯   ఉపࣆڵࡆफߕऒ  బܽद xڒ ࡏంܼڕࣆޓ తంښల సంږߘࣃ ࡏࠬ బܽदڒ ࡏ

ందbړ ݋ࡐ  ࠭ޑ޶ం߰ ߖ ࠭࠲
ఒక చޔరऴసం ࠳న࣒ ࣋ए छ ऒߕࣆ బܽद మనంڒ ࡛  ంద x dx xړ ݡంࡓ ړఒకܽ ړࠉ ڷࡱߕ ޴ఇ ,࠭ޑ޶ం߰ ߖ
ంద ࣋एړ ݋ࡐ छ న࣒ x࠳ ࡛
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ 2 ࠑ 1  छ ఇనछ ߤ࣌ ࡛ ࡛झ లङࢡ࢙ తफం࠴  ం ޳छ छ޳ ఒక  ࠉ ڷࡱߕ ࡌ  ఒక x x ݋ࡐ ందړ ݡంࡓ ࡌ
࣋ए छ ࡛
న࣒ ࣋ए࠳ छ ࡛ ప ऱ࣒  వࠑ ߤ ݀ ࣋ए छ ఇనछ ߤ࣌ ࡛ ࡛झ छ޳  छ޳ ڷࡱߕ ࡌ రߪ ఒక ࡌ पం  ఎړ޴ࠫߖ అ޴x x b o 
ऒߕࣆ  అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఇڕࠬ ޴ ఒకܽࡓ ړంݡ ఒక చదరࡓ ߖ߯ ߩం࠳ ݡన࣒ ߕࣆऒ ऒߕࣆ న࣒࠳   ఇࣆफం޴
ఎం޶కం݄
ऒߕࣆ  వదभ ఇߕࣆ ޴ऒ  మ࠾ࡍ ఇߕࣆ ݞږ ޴ऒ छ޳ ߩచదర ڷࡱߕ ڕబܽद మనڒ   b a pi pi ڷࡱߕ ࡌ

వࣆफం޴ అ࢑ ޻ధంڴ మనం ࢓ࡱߖ वߵࣄद छ޳   జabޒऀ ,࠭ࣃۯ ࡌ
సࠪంతర वߵࣄद दߵࣄజ సࠪంతర वޒऀ  छ޳ ంచడంڵࡆఉప ߖ  ऒߖ޵ ࡌ भ޳ۯ  ం, ڒబܽद మనం మࢁऱ 
ర޵ डవృޑफ ऒߖࡌڒ भ޳ڶ  ం, ఈޒऀ ࡍࣃజ సࠪంతర దశڕࣆޓ ߘంܼ࠭, ߖ޵
ओࡱడࢗ ऒߕࣆ ݋ం࠼ߦ ఈ ࢓డ߰ ࠾ࡍమ ݧ   ఈ ࠼ߦంߕࣆ ݋ऒ న࣒  x b b࠳ 
ఇߕࣆ ࠪڒ ޴ऒ  ఇߕࣆ ࠪڒ ޴ऒ ऒߕࣆ ࠪڒ న࣒࠳  ర޵  डవృޑफ ర సࠬకరణంڒ
ఇߩओ షएࡍసం పڝ ࡏࠬ ݡ బܽद ࣋एڒ ࡯ంۧࡍ छ ए࣋ ࠑ ࡛ छ ࡛ ఒక ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛x   x y 
ए࣋ ࠉ ࠑ छ న࣒ ࣋ए࠳ ంద ఒకܽړ ݋ࡐ బܽदڒ ࡛ छ ర޵ బܽद మనంڒ రऴసంޔచ ࠑ ࡛ डవృޑफ   ఈ x y v ࡹరంڒ
ऒߖڴ࠙
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ऒߕంܿڕࣆޓ  నx࠳అవసర ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ందړ ݋ࡐ బܽदڒ ࠭
లङࢡ࢙ ం  ޵ర डవృޑफ లङࢡ࢙ రڒ ం ࡓ ڷࡱߕ ऱܿ ఎڕए వ, అం݄ అߘ 0 ޴ߝంޔࢂࢗ ړ ݟంڒ ޴బܽद మనڕ y bxdy
ంద ࣋एړऴ ݋ࡐ  ޴फంࣆవ ݟంߘ ऱ 0ࡏࣃ 4 छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ  వ  bx a by b b y dyࡱ࢑ బܽद ఈ సమऴగڒ ࡛
ए࣋ ࠉ ݋ࡐ ందړ ݀ ࠑ ߤవ ࠉ ࠑ ڷࡱߕ छ న࣒ a y y࠳ ࡛
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  వࠑ ߤ ݀ ࣋ए छ ఇనछ ߤ࣌ ࡛ ࡛झ వదभ  ప ࠉ ࡏࠬ బܽदڒ ࠉ ݟంߘ  ࠉ ࠑ  ऱ࣒ v y 0  ޴అ ,ࡏޑ޶ం߰ ߖ  0
ऒߕࣆ వదभ ࠉ , ఆ߯
ऒߕࣆ న࣒࠳ ݡంࡓ రऴసంޔచ  ݡంࡓ ࠑ ఒకܽ ޴వదभ ఇ ࠉ  ఆ߯ మࢁऱ ߕࣆऒ  b pi ࠾ࡍమ ࢓ࡱߖ ࡏࠬ బܽदڒ 
दߵࣄజ సࠪంతర वޒऀ झ छ޳ ంచడంڵࡆఉప ߗంܽݟంࡓ  एࡍస ࠾ࡍంతం మߦऴ ࡌ కएࡅ ల ࡽ  ఈ ࡓంݡ 
ఉ޳హరణలߖ ޜ ߰ంࡏޑ޶,pi ab
ऒߖޑంߦఖల ऴࡔరణ వऴక߄ࣃ ࡏࠬ  ఎ࡮ గށంۧࡹ ۫డగలࡏ
.
 పࣄࡍबړ ߖޒ ऱషदతరం ޳ۯभ ం.
  ఒక పంړ फ మధङ  సࡍహ޶भ ఉనऒ  ऴߦంతం కڝߘए ంݟ మ࠾ࡍ సంభࣆ࢑फంڒ ޴బܽद ఈ ऴࡹށࢩ y
మధङ  ఉనऒ  ऴߦంతం ఒకړߖ޳ సࠪనం మ࠾ࡍ చޔరऴړߖࣃ సࠪనం ڒబܽद మనం ࡓంݟంܽߗ ࠭ంڴ޶ y x 
ऱߦ  भ޳ۯ ݋ ం ڒబܽद ఒకړߖ޳ సࠪనంy 
సࠪంతర ࡔఖ సࠪంతరంڴ ఉంܿం޴  అࣾం మ࠾ࡍ సࠪనం చޔరऴసం ࢣ ߖ޵ ࡮ࠒࡌߦర लం ߕࣆऒx y x 
మ࠾ࡍ
అࣾం  అࣾం ڒబܽद ఇ޴ అవసర࠳న ऴߦంతం ڒబܽद ࠭࠲ ఇకए డ ऀޒజ సࠪంతర वߵࣄद  y ߘ 
ఉపڵࡆంచవ۪ऐ  y xړߖࣃరऴޔఈ చ ࡏࠬ బܽदڒ 
సࠪనం  ࡍڷంۨ ࣆషदంڴ ఉందߖ ۫డవ۪ऐ   అࣾం ڒబܽद అవసర࠳న ࠴తफం ࢙ࢡలङ ం ఆڕపచऐ  రంޜڷ y 
ఉనऒ  ऴߦంతం ࡅకए ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ 
 జసࠪంతరt  aޒऀ ߘߝ బܽदڒ ࠻ࡍఏ ࠆబܽद ࢙࣒ ఆڒ
वߵࣄद फࣃڵࡆఉప ߖ  दߵࣄव   ࠾ࡍమ ߖఅ ޴క ఇߘక ߘ కएࡅ   ఈ ఎޔफ అ࠭࠲ ߖ ߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद ࠭࠲dy x 
ఈ  ऀޒజ సࠪంతర वߵࣄद కएࡅ  లङࢡ࢙  ం ߖ ߰ం࠭ޑ޶xty
మࡱ࢑ ࡏࠬ ࠾ࡍవలߘ ఉంۨనటऱ࠴ ޙ࠼తफం ࢙ࢡలङ ం అޔ࢓ం޴ y 
ఇకए డ  ఇకए ऒߕࣆ ړݟ ऒߕࣆ ޴ఇ ݟంߘ   మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒకޔࢂࢗ ړߖ޳ంڒ ޴బܽद ఇߩओ  y y ړߖ޳ఒక ݡ
సࠪనం ڒ ݋ࡐబܽद ࡱ࢑వx y x 
కएࡅ ࡮ࠒࡌߦ  సࠬకరణం ޳छ జ సࠪంతర దశޒऀ కం݄޶ఎం ޴ంޔݡంచబޒయంऴߖ ࡌ
दߵࣄబܽद  ఈ वڒ ޴फంࣆڷ࠭ వదभ ࡮ࠒࡌߦ కएࡅ   ఎޔफ  ߘ ࡮ࠒࡌߦంݟ
ఫంࣾࡱ࢑ ߤవߖ ޜరछ ࣕంచబޔݡంڒ ޴బܽद ڒబܽदx 
 y  ydy yࠑ 3 ࠑ 2 ࠑ బܽद 2 పవ࡛ 3ڒ ݋ࡐ 1 ݟంߘ 0 ࡏࠬ బܽदڒ ݋ࡐ
ओߩఇ ࡏࠬ బܽदڒ 1 ݟంߘ 0 2 छ޳ ڷࡱߕ ݡ दߵࣄव ࢓ࡱߖ ࡏޑ޶ం߰ ݡ࠮ ࡌ झ छ޳  ऒߖ޵ ࡌ  బܽदڒ ݟయంۯ 
दߵࣄव ࢓ࡱߖ झ ࡍవ ޳ࡶ  दకࡽ ఎ࠱࡯ంటࡎ ఏ࠻ࡍ
ఎ࠱࡯ంటࡎ ఎ࠱࡯ంట޵ ࡎర डచޔరऴࣃలߘ ఉపڵࡆంచడం ޳छ ऒߖ޵ ࡌ  మࢁऱ ࣃڶफ ޴ఇ ߘ
ࠬ అࣾం ఇ޴ ࠬ అࣾం ఇ޴ ఒకړߖ޳ సࠪనం ఇ޴ చޔరऴړߖࣃ సࠪనం ڒబܽद ࠬڕࣆޓ ࡏం݄  y x y y x 
దశ ఏ సమసङ ࢓ࡱߖ ࡱ
వࣃफ दߵࣄव ࢓ࡱߖ ࡏࠬ బܽदڒ ࠼ छ޳ ం݄ڕࣆޓ   giv޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ࡌ

ఇకए ߖ ఇకए ݟంߘ ݟ छ޳ యడంۯ కృతంڔఏ ړݟ ऒߖ޳ ޳ࡶ ࡌ छ޳ ంచడంށڷ ޜ2  y dx ࡱంతݟంࡓ ࡌ
छ޳ యడంۯ ࡌ
ऒߖޑంߦన ऴ࠳అవసర ࡏࠬ  ߰ందࡏࡶ ఎం޶కం݄ ࠬࡏ ఈ ڡ࡯ࠒࡌߦ ऴߦంతం ڝసం దరࣆڣफ ࣋ۯफ y dx 
ڕࠬ
అవసర࠳న ऴߦంతం ߖڒ ఈ ऴߦంߖޑऒ  ߰ంڒ ࡏޑ޶బܽद ఈ ڴ࢓ࡱߖ ఎ࡮ ఉపڵࡆంۧ࡯
ऴߦంߖޑऒ  గށంచړߖݞ वߵࣄद మघࠒ మనం ,ݟయంۯ  भ޳ڶ ऱࢁమ ߘ ం ڒబܽद మనం ఏࠫ ۯయగలం అం݄ మనڕ 
అవసర࠳న ऴߦంతం ఈ ऴߦంతం ࠳న࣒ ڒబܽद అవసర࠳న ऴߦంతం ఎߩࡏ
రంۯ ݭࢺ ޜڷయబݟన ऴߦంతం మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ऴߦంతం ఆڕపచऐ  రం࠳ ޜڷన࣒ ۯయబݟన ऴߦంతం ڒబܽद 
छ޳ ڷరం ߩࡏంతం  ఎߦన ऴݟయబۯ ݭࢺ ࡌ

एڝߘక ߘవࡱ࢑ ఈ ࡏࠬ ݟంߘ   ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ydxxߖ޳ ࠾ࡍమ ࡯࢐
ए࣋ ࠾ࡍసࠪనం   మ ړߖ޳ఒక ޴ߝఅ ࡏࠬ సంڝ छ  y y x޴సࠪనం, అ ړ ࡛
సࠪనం పऱ࣒ ڕࠬ x x x ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం  ఒకܽ మ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆన࣒ ఒకܽ ఇ࠳ 
ర޵ బܽदڒ న࣒ ఒకܽ࠳ डచޔరऴసం ࡅకए లङࢡ࢙  ం ࠳న࣒ ఒకܽ ߘంݟ ఒకܽ వరڕ ఉంܿం޴, ఈ అ޴ߝy y 
 y dx x޴फంࣆవ ݟంߘ ఖࡔ న࣒࠳ న࣒࠳ 1
ړన࣒ ఒకܽ  ఒకܽ࠳ ంతంߦన ऴ࠳అవసర ڕࠬ బܽदڒ ޴ంޜݡంచబށగ ݟంߘ ࡮ࠒࡌߦ

ङږ న࣒࠳ ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ ߩఒకܽ చదర ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳ న࣒࠳  న࣒ ఒకܽ dx x dx x࠳ ݡ࠮ ړ ࠗ
ݟంߘ
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ఒకܽ ڒబܽद ࡓం࠳ ݡన࣒ ࡓంࠑ ݡ ऴړ ޓ సࠪనం, ఇߘ࠭ ޴పܽ గణన వࡵ మࢁऱ ݡ࠮ ړڷࡱߕ  సࠪనం 
ऒߖ޵ బܽदڒ  గށంచ޵  ړߖݞర डచޔరऴڒࣃర ऴߦంతంah 
ఈ ޵ర डచޔరऴߖࣃऒ दߵࣄఈ व ࠭࠲  ऒߕڕࣆޓ ߖ  ࠭ మ࡮ࠒࡌߦ ࠾ࡍ ऴړంద ఉనऒ  ऴߦంߖޑऒ  గށంచړߖݞ
ర޵ ఈ ࠭࠲ डచޔరऴߖࣃऒ दߵࣄव ࢓ࡱߖ  झ ऒߕڕࣆޓ ߖ  ࠭ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࢐ ࠭࠲సफవ
ऴߦంߖޑऒ  ߰ందࡓ ړߖݞంݡ ऴߦంޑల࡯࠻࢘ࣄޓ ߘ .
दߵࣄव ࢓ࡱߖ   झ  పదमߖޒ ఉపڵࡆంۨ మనం
మࡖక ఉ޳హరణ ڕࣆޓం޳ం, ఆ߯ సࠪనం ࣋ए छ ࡛ మధङ  సࡍహ޶भڴ ఉనऒ  ऴߦంతం ࡓం࠳ ݡన࣒ y xy x 
మ࠾ࡍ సࠪనం ړ సࠪనం, ఇ࠴ ޴దܽ ڒछ ऴడంࡹ ݋ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ړ ߖߖ޳ సࠪనం అߖ y 0 y x
.ݟయంڶ
 మ࠾ࡍ చޔరऴసం ࡓం࠳ ݡన࣒ అ޴ߝ ఒకy x 
రࢣ ߖ޵ ,࡮ࠒࡌߦ लం ࡓంߕࣆ ࠪڒ ݡऒ ޴ఉంܿం ޒबࣄࡍన ప࠳ఈ రక ڕబܽद మనڒ 
మ࠾ࡍ అవసర࠳న ऴߦంతం ఇࡔ   ޴ఖڕ మధङ  ఉనऒ  ऴߦంతం
పࡌవలయం ߕࣆऒ छڒ  ޴ఉంܿం ࡹ ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ऴడంڒ ݋బܽद ఈ సమऴగతߘ y fir  st 
పࡍషए ړߖݞంచࡍ
ఇࡓ ޴ంࣆ ࠪڒ ݡనऒ  అߖ మనం క࡯ߕھߘ ఇߕࣆ ޴ऒ ऒߕࣆ 
ఈ ࡓం࠼ߦ ݡంటऱ సమనछ ऒߖ࠻  మనం కڒ ࡯ߕھߘబܽद మనం ߖ޳ऒ  పࡍషए  సࠪనం x ࠾ࡍంۧ࠭ మࡍ
ऒߕࣆ ࠪڒ ఒక ޴బܽद ఇڒ  మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒక ࠪڒ ఒకܽ ڒబܽद ࠴తफం ࢙ࢡలङ ం

ఒకܽ పऱ࣒  aݡంࡓ ంతంߦఒకܽ ఈ ऴ ݡంࡓ 
ఈ ऴߦంతం ڒబܽद ޳छ ఇవछ ࡌ బݟనߘ 0 ޴ం1 ݟ ప ऱ࣒ ఈ ydxx ydx ړంܽݟంࡓ ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ړ  x
పޒࠫࡍ ఉంܿం޴  ఒకܽ ߘంࡓ ݟంݡ వరڕ ఈ ړ సࠪనం మ࠾ࡍ ఈ y x y
లङࢡ࢙ తफం࠴ బܽदڒ సࠪనం ړ న࣒࠳ ందړ ల࡮࠮ ݡంࡓ ం ఒకܽ పऱ࣒ xݡంࡓ 
ఒక ߕࣆऒ  సࠪనంxdx xdx ޴ంద ఇړ న࣒࠳ ݡంࡓ ݋ࡐ ݡంࡓ ݟంߘ ఒకܽ ߧ࡯ఒకܽ క ݟంߘ 
ఒకܽ  ࡓంݡ ࣋ए छ ऒߕࣆ ࡛ ఒకܽ పऱ࣒ ݟంߘ   x xݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳ ݀ ݀ ࠑ ޓన࣒ ऴ࠳ ݡంࡓ 
ऒߕࣆ న࣒࠳ ݡంࡓ ఒకܽ ڕబܽद మనڒ ݡంࡓ  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ ړܽݟంࡓ   అޔ࢓ంڒ ޴బܽद
ఒకܽ వదभ ߕࣆऒ లङࢡ࢙ తफం࠴ బܽदڒ ݡ࠮ ݡంࡓ ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ బܽदڒ ఒకܽ ޴అ ޙ࠼న࣒ అ࠳   ం
ఒకܽ ࡓంݡ పऱ࣒ ङ࡮ࢡ࢙ ఖలࡔరణ వऴక߄ࣃ మనం ܌ࡗ ఈ ࡏఆ ࡏఆ ݡబܽद ఏڒ ݡ࠮ ݡంࡓ  ऒߖ  ఎ࡮ 
క࠭ࣃ۫ ࡹߕھߘ మ࠭࠲ ࠾ࡍ h
వృޑफ ర޵ ࡱ डవృޑफ నऒۨ ࠭࠲ ంతం ఆ߯ߦన ऴݟంచబށగ ࡹరంڒ  సంړ ऱషद࠳న సందࡌग ల ࢙ࡿࢗ ڕߩफ ࠭
ఇకए డ ࠭࠲ ఒక వऴకࡔఖ మࡔ ࠾ࡍఖ మధङ  సࡍహ޶भڴ ఉనऒ  ऴߦంతం ࡅకए ङ࡮ࢡ࢙  ऒߖ  ఎ࡮ గށంۧࡹ 
ఈ వర  ࠭ࢡ۫ ठంࡹ  మߖڜࡍऒ  సమసङ ऒߕఉ ࡯ڵࠫ ࡱ ఇకए ,࠼ డ ࠭࠲ ऴߦంతం   మధङ  సࡍహ޶भ ऴߦంతం 
ऒߕޔڕޔࢗ సంڝ ࠭.

ఒక వంߩ మࡔ ࠾ࡍఖ మ࠾ࡍ మࡍంత సంړ ऱషद࠳న ఉ޳హరణࡱ
త޶పࡍ తరగࡹޔऱ ధనङ  ࠼ޑబడڝࣆޓ   ࡱ޳࢐
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