
ఇపओ ܽ వర࠭࠲ ڕ ఖۨऐ త࠳న సమऴగత అం݄ ఏࠫ݇ ۫࠭ࣃ
మߖߖ޳ ࠾ࡍ ఎ࡮࠮ ࡮ङ ంకనం ࡹ࠻ۯ  కۨऐ త࠳న సమऴగత࡮࠮ ߘङ ంకనం ۯయࡓ ړߖݞంݡ పదमࡱޔ
ఉߕऒ  ࠼
ఒకܽ ޑ࠴फ ల పޒࠫࡍ పదम޳ ޒछ కܽࡖమ ࠾ࡍమ ࡌ
ఒక ఖۨऐ ࠭࠲ బܽदڒ ޴ఉంܿం ࡹޒల పదम ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻ త࠳న
సమऴగత  అ࠳ ޴ߝన࣒ ړ సࠪనం, ఇకए డ ڒङ bfxdx fb FAࡽటߧ

అࣃ ޴ߝघ కएࡅ ࡽ ఇకए ,޴ఉంܿం ڴ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻  డ ఒక ࢐ङ ఖङ  ఉం࠻ , ޴ంܾ ࡱ ࢟ܽ࢘ࡍݥfx fx 
ऴపޙङ క࠳న࢓ڒ ࢑ మ࠾ࡍ  పऱ࣒  బܽदfx c xڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖफందࣆఅందܑ ߖ ߤఫంࣾ ڕࠬ ݞږ   ࣁݞ 
ङ࡮࠮ ߖ ߤఫంࣾ ࠭࠲ ంకనం ۯయవ۪ऐ   ఈ ࣄबࡌంకం ࢘ࣄޓయబݟందߖ మనం ۫࣋ړߖ޳ సࠪన࠳న c fx
 ప ऱ࣒  సࠪనం, మనం c ړ 
ङڒ ప  ޳ࡶ ڴ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻ ߖ ࡽటߧ ऱ࣒ నऒۨ ߖ  ऒߕफࣆڵࡆఉప ڴ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻ బܽदڒ   అ޻ fx fx c x 
.࠭ޑ޶ం߰ ߘవࡱ࢑
 
ఖۨऐ త࠳న సమऴగ సమయంࣄ ࡹबࡌంకం ߖc
࢑సघ ంచవ۪ऐࡍ   ఇ޴ సమऴగ ࡱ࢑వߘ ऴప࠙࢑తం ۯయڒ ޶బܽद మన మనࣆझ  ࡗమ ړߖݞయۯ ࣁ߾ऴࡍ ߘ
ఉ޳హరణߘ పࡍషए भ޳ࡍ ం, ڒబܽद
సమऴగ సమऴగతڕࣆޓ ߘం޳ం, ڒబܽद ఖۨऐ త࠳న సమऴڴలߘ ऴߦంతంڴ అర बం ڝࣆۯవచऐ ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖ

ࠬ అࣾం ఇ޴ ࠬ అࣾం మ࠾ࡍ ఇ޴ పంړ फ s x y x
ऒߕࣆ ړపం ޴సࠪనం ఇ ړ फ ఒకܽړ సࠪనం అߩओ ऱߦ ߘ ߤఈ ఫంࣾ ࡏࠬ ݡ యవ۪ऐۯ ݋  సగం x ޴బܽद ఇڒ 
అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ
ఇ޴ ఒక ߕࣆऒ ऒߕࣆ ఒకܽ ࠪڒ  ऒߖޑంߦఈ సమऴగత ఈ ऴ  ޴సగం ఉంܿం ࠪڒ  ޴ఇ , ޴फంࣆۨࣇ 
छ޳ ޒల పదम ࢟ܽ࢘ࡍݥ-ంܾ࠻ ߘߝ एڝߘక ߘఈ   సమऴగత ࡌ ࢐లڕߘం݄ ఇߩओ ఒకܽ పऱ࣒ ߯ߖ޳ఒక ݡ

࣋ए छ కएࡅ ࡛  ऴڒ ,ࠆڴబܽद ߘߝ ఉతओ నऒ ం ఒకߖ޳ తࡌछ త ఒకܽ ࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ  ࠬx x 
అందڔࡍ   ఒకߖ޳ ࠬద ఒకܽ పऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వङ క ఉతओࡔޒ నऒ ం ఏࠫ݇ ࡏڷफంܿందߘߝ ߖ ఆࣆࢢफߕऒ  x ,ߘ
ఇనछ ߤܼ బܽदڒ ࡛झ   కएxࡅ 
ఉతओ నऒ ం ఒక߯ߖ޳ ఒకܽ పऱ࣒  ࣋ए छ ࡛   అڒ ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖబܽद ఈ  ఖۨऐ త࠳న సమऴగత ࡅకए  వ xࡱ࢑ 
घࡏ߷ छ޳ ࡮ छ޳ మం ఒకܽࡹ࢑ ߤܼ ޴ప ޴ంۨనࡍ࢑వ ޶ం࠭ ڕఇంత  ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ࡌ  piࡌ
ऒߕࣆ మࡹ࢑ ߤܼ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ ऒߕࣆ  छ޳ ڷࡱߕ బܽद ఈ సమऴగతڒ  pi ࡌ
ఈ రక࠳న ఏߕ޼ ఖۨऐ త࠳న సమऴߖڴऒ  ఇۨऐ నటऱޙ࠼ మనం ఈ ࡐపంࡹ ࠪऴత࠲ ఈ సమऴగ ࡱ࢑వߘ 
ऴ࢐యగల࠭
నऒۨ ޳ࡶ ࢟ܽ࢘ࡍలభం  ఎࣆ నడంھߘక ߖݟ-ంܾ࠻  అం݄ ఫంࣾڒ ߤङ లభం,fxi fxࣆ నడంھߘక ߖ ࡽటߧ
అం݄ ߖ޵ ఉతओ నऒ ం ۨనऒ  అޙ࠼ అߖऒ ङ޳࢑   సం ఇకएڝ बలࡏ డ గమߖంۧ࡯झ న ࢑షయంfx 
ఏࠫటం݄, ࡅకए ओߩఎలऱ ߘ ࢟ܽ࢘ࡍݥ-ంܾ࠻  ओߩఅ ޶ڒ లభంࣆ ంచడం అంతށగ ݢ  fx  ࡯࠻ۯ ఏࠫ ݡ
ఈ ࠭࠲
ऴపశऒ ऒߖڜ ࡍప޶త ڕ  సమసङ లࡹ సࠪ߄నం ఇࣃफ  ࠾ࡍం మ޳ంڕࣆޓ ߘహరణ޳ఉ ࡗబܽद మనం మڒ ߘ
ఏࠫ  ޙక߱ࡶనھߘక ڴలభంࣆ ߘ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻
జޔڷࡏం޳۫ ޾भ ం  మ࠾ࡍ ఈ ఖۨऐ త࠳న సమऴగతߘ ఇߩओ ޶ڒ లభంࣆ నడంھߘక ݡ
ఈ ఫంࣾߤ ఇంܽऴڼంࡅ ݭకए  సంڝ యంߦఒక ఉ ࠭࠲ బܽदڒ ,޴फంࣆవ ڕబయట ݟంߘ ࢟ܽ࢘ࡍݥంܾ࠻ 
ऴపయޒऒ फࣃ ࠭ మ࠾ࡍ
ऴܽڡ ఏࠫటం݄, ܼڒ ߤబܽद ࣊కߘ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఇߩओ  బܽद సమऴగంx t xdx dt dtڒ ࠬ ݡ
ఈ సమऴగంڴ కࣆߧߖफం޴  ఇߩओ కएࡅ కరణڔఏ ࡏࠬ ݡ ऐࡍࠪ ߖ ࡽࠋయࡍ࢘  నం޶న  ܼߤ మ2 ࠾ࡍ x t 
࣊కڴ࡮ ߘ ఉం޴ x dx dt   
ओߩన࠼అ 0 ߤܼ బܽदڒ ࠼ޑࡏࠪ ࡱޔࠫࡍబܽद పڒ एڕబܽद తڒ ޴ంޔ࢓అ 0 ݞږ ݡ వ పޒࠫࡍ x 0 t x
ऒߕࣆ ओߩన࠼అ ޜ ڷࡱߕ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ऒߕࣆ సࠪనం ړݡంࡓ ݡ    x ta pi t n pi by four
ఒకܽ ڒబܽद ఎڷవ పࡅ ޒࠫࡍకए ओߩవ ఒకܽ ఇࡱ࢑ తफڜ  కएࡅ ࡏࠬ ݡ  t ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻ 
ऒߕڕࣆࡱޘ छ޳ ݡంࡓ ޴అ ,ࡏ వర ࡌ ठంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद సమऴగ ࡱ࢑వ ఒకܽ ࠳న࣒ ߕࣆऒ  అޔ࢓ం޴, 
ࡍవ ࠭࠲ फంపܑࣄన ऴܽړ ڡ సࠪనం  ऴపޑङ ࠪऒ య పదम߄ࣃ ޒరణంࡏࠬ ڴ ఈ రక࠳న సమసङ  ړࡹగణࡍప ߘ
పओۮ ߖఅ ߤంۨన ఫంࣾ߅సంబం ڕ ߤక ఫంࣾࡖమ ߤం݄ , ఈ ఫంࣾڕࣆޓ ంڜ ࠬ ݟతफ ࢘ࡍయࡽࠋ

తࡌछ త ࣁݞ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद సమऴగ࠳న ړ ࣁݞ సࠪనంڴu g xdx du i ugxg  xdx d
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ప࠼ޑࡏࠪ ࡱޔࠫࡍ ఎం޶కం݄ ࠬࡏ ఇߩओ ऒߕफࣆۯ ݋ڼంۨ ఇంܽऴ߅సంబం ړ ݡ uࡏ
ओߩన࠼బܽद అڒ  x au ga x a   g ړ ޒࠫࡍవ పڷ޴ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ ڕబܽद సࠪనం  వరڒ ݡ
޴ంޔࡏࠪ
అ࢑ ޻ధంڴ ఎڷవ పړ ޒࠫࡍ ࠪరऐ బޔݡం޴ మ࠾ࡍgb
ఈ సమऴగం ڝసం ࠬڒ ࡏङ నవ۪ऐھߘక ڴలభంࣆ ࡮ۧ ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ  ంܾ࠻ ߝఅ ࡽటߧ  fx 
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ङޑऴప  ࣆࡱޘ ޒబܽद ఈ పదमڒ ࠪऒ య పదमڴޒ మనం పࡍషए भ޳ࡍ ం  ఇ మߖڜࡍऒ  సంړ ऱషद࠳న
సమసङ ړసం ࠾ࡍమ ࡱ ऱషद࠳న సమసङ లݞږ ߘ పࡍషए छߝఅ ࡮ఎ ߖޒఈ పదम  ړߖݞంచࡍ  ݟడం۫ ࡹంۧࢳ
ओߩబܽद మనం ఇڒ ࢐ङ న ఒక࠳ఈ సమऴగ ݡ ఖङ ,ం޳ంڕࣆޓ ߘ
ఈ సమసङ షएࡍప ߘ నऒࠚ࢑ ړߖݞంచࡍ  ऴపޑङ ࠪऒ छ޳ వడంڝఎం۪ ߘల࠻ ठࡌࠪ కߝఅ ࡌ ఉండవ۪ऐ ࡱ  
.޴फంࣆఅందܑ ڕࠬ ఒకܽ ࡹ࢐ܽ ߗڒ
  సరళ࠳న
పࢲࡍए రం ڒబܽद ఉ޳హరణ޳ 1 ࡏࠬ ڕछ ధङࣃ ړߖڴం݄, ఈ సమऴڕࣆޓ ݀ ࠑ పవ࡛ 3 ߖ ࡌ మࡃङ  అతङ ంత x
एࢲࡍన ప࠳లభࣆ  ఒకܽ ޴ఇ ࡹలࡌ
వ۪ऐڒ भ޳۫ ఏࠫ݇ ࡱޔࠫࡍబܽद పڒ     ం ڒబܽद
ఈకछ 2 ࠑ 1 ࡏࠬ  ޴फంࣆసࠪనం 1 ఇ ړ1 झࡽ  ܿ 4x 
ఇࣃफ ఈకछ  ࡏ झࡽ  2 వߤ ఆߤ వߤ పऱ࣒  ఎ݋࠼ అం݄ వڒ ߤߞ ࠑ ߤబܽद ఈ ఇం݃ऴగࡽ ఐ వࠉ ߤu 
వࠑ ߤ వࠑ ߤ వࠑ ߤ వߤߞ ࠑ ߤ ఇߩओ ऒߖ޵ ݡ झߤࡓఫݟ  ࡏࠬ  ݟయంۯ 
ఈ ఇంܽऴڴంݭ మݡ ࠾ࡍ   మధङ  సంబంߖ߄ऒ  కߕھߘऒ ऒߖ޵ ࠭࠲ సంڝ ߖ޵ బܽदڒ ࡏ भ޳ۯ ࡏ࢘  ం ڒబܽद 
ࡏࠬ
న࣒ 1 1 ప࠳ ऱ࣒ ए࣋ ݀ ࠑ ޓపవ࡛ ऴ ݟంߘ  छ ࡛ ऴߘ ܿ ܿ ޓంݟ పవ࡛ ࣔݟ ࠆఎڡझ  బܽद x xڒ సࠪనం ڕݡ 
छ޳  ݋ࡐ ݡ࠮ ప  ࡌ ऱ࣒  తफంo xdx  ne x࠴ ݀ ࠑ ݡ࠮ పవ࡛ ݟంߘ 
చదర࠳ ߩన࣒ ࡓంړ ݡ సࠪనం ڒబܽद ఈ ࠴తफం వङ ڔ फకరణ ఇߩओ d du ޜݡ ݡంࡓ  న࣒࠳ ݡ ݀ న࣒࠳ ݡ
భࡎ फ ۯయబݟం޴
మࣄ ࠾ࡍबࡌంకం ࡅకए ఇకए ࡏࠬ బܽदڒ ࣆࡱޘ ڕࠬ అం݄ ఏࠫ݇ ࢟ܽ࢘ࡍݥ-ంܾ࠻  డڕ వۧऐ .ࡏ

घࠫޛ ఒకܽ ݡంࡓ ݡంࡓ घࠫޛ ఒకܽ ݡంࡓ న࣒࠳ ޴ घࠫޛ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ ޴ పऱ࣒ ޴  ఒకܽ
ఏࠫޛ  ݡघ ङ࢓  నࡷఅస    ࡏࠬ బܽदڒ ޴ తओ నऒ ం ࠻ంܾ ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ కھߘనడం ࠴ద ऱ݇ ړ ࡮ۧ  ऱషदంڴ ఉనऒ ऱܿ 
డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ .
 
సమऴగ࠳నߗڒ ޴ ఈ ऴపޑङ ࠪऒ యం ޳छ ࡌ
సమసङ షएࡍప ߘ ࠲ంకం ࠪऴతࡌबࣄ న సమऴగ޴ంۮ ంతరంߦࡐ ڕవరۨ ࠾ࡍలభం మࣆ ࡮ۧ ంచడంࡍ
ओߩఇ ,޴నࣄ࡯ޘ ڕࠬ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ఎంܾܽ ߖ޵ ,޴ఉంܿం ࡯ڵࠫ  ,ం޳ంڕࣆޓ ߘహరణ޳క ఉࡖమ ݡ
బܽद మనం పవ࡛  పڒ ऱ࣒ ం݄x 4ڕࣆޓ ڴ ࡽࠋయࡍ࢘ తफڜ ࠪ ߖ  9
పओۮ ంݟ  ఇڕࠬ ޴ సమసङ షएࡍప ߘ ऒߖߕ߄࢑  ంతڜ ړߖݞంచࡍ  అం޴ంచవ۪ऐ .

ంద ఉనऒړ ݋ࡐ  పవ࡛ ڷࡱߕ పऱ࣒ घࠫޛ  ङږ బܽद ఈ సమऴగతڒ సࠪనం ړ ޴ఇ ޴ छ޳ ࠗ xt  o dt  ࡌ x dx 
݋ࡐ

పవ࡛ 4 ప ऱ࣒ छ޳ 9  రऐࠪ ڴ ࡌ బޔݡంڒ ޴బܽद ࠬ޳ 2 ࡏछ x dt dtࡏޑ޶ం߰ ߖ ࡌ dt
ऒߕࣆ  ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ڕలޔࠫࡍబܽद పڒ घࠫޛ ݋ࡐ ޴ߝఅ ޙࢀࢗ ړ  x t x ࠾ࡍమ ݡ࠮ అం݄ ޴
ఇర࢙ ޙࢀࢗ ړݡంࡓ
ఐړ ݋ࡐ ޶ంద ఐߘ ݡ࠮ ޶ంݟ ఐڒ ޶బܽद ࠬࡏ ఒకڜߖ޳కܽ ࡓంݡ ߰ంޓ ࡏࠬ   ࡏޑ޶యవ۪ऐ  
మ࠾ࡍ
ఉతओ నऒ ం  ڒబܽद ࠬࡏ ఐ࠳ ޶న࣒ ݡ࠮ ߰ంࡏޑ޶  అం݄ t 
ఈ రక࠳న సమసङ లߘ పࡍషए ऒߖڜࡍమ ݦసࣔయప ڕࠬ ࡹంచడంࡍ  ఉ޳హరణలڕࣆޓ ߘం޳ం మ࠾ࡍ 
ऒߖ޳  పࡍషए भ޳ࡍ ం, ڒబܽद ࠭࠲ ఈ ऴړం޴ సమऴగతڕࣆޓ ߘం޳ం , ڜ ࠪ ߖߖ޵ ߘߝతफ ࢘ࡍయ࠾ ࣋ ࡽࠋ 
అߖ ఊࣕంۨనటऱߘߝ ,ޙ࠼
శړ फ࠳ ړన࣒ ߖ ߰ంߘޑ޶ అࡏࠬ ߖ ۫డవ۪ऐ .
ओߩऱనࢀࢗ ړన࣒ ఒకܽ࠳ సࠪనం అం݄ ړݡ ݡంࡓ న࣒࠳   ऒߕࣆ న࣒࠳ ݡ  మ࠳ ࠾ࡍన࣒ dt t du u t 
సగం అ࠼నߩओ కएࡅ న࣒࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ న࠳బܽद ࠬ సమऴగڒ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡ  వu iࡱ࢑ ࠬ 
ऒߕࣆ झ࠹݅  ޴ంޔࢂࢗ ړ ࡛ࠂ ߤన࣒ వ࠳ న࣒ సగం࠳ ړ ए࣋ ߤ࣌  छ ࡛ ఉݡ ఇߩओ ए࣋ ߤࣄ ݡ छ కएࡅ ࠾ ࡛  
޶ڒ లభంࣆ నడం అంతھߘక ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ  ంܾ࠻
ࡍڷ ޒణࠫڝޒऴ ߝఅ  ߤబܽद మనం ఎڒ फంޜߩ ऴపޑङ ࠪऒ యం ڒ ࡯࠻ۯబܽद మనం eed to   i we sine
࣋ए छ ࡎభ ޜߖ޵ ߖ ࡛ फ ڒ ࡯࠻ۯబܽद ࠬ࠳ ࡏన࣒ 2 0 ߘం࠳ ݟన࣒ 1 1 ࠳న࣒u

న࣒ ఒకܽcos 2 udu࠳ న࣒࠳ న࣒ 2࠳ ޴ఇ ,ࡏޑ޶ం߰ ߖ u sin two u by two zero  
ऒߕࣆ న࣒࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ ڕࠬ ޴బܽद ఇڒ ప 2 ࠑ న࣒ 2࠳ ߤ࣌ న࣒࠳  ऱ࣒ ऒߕࣆ   ఇࣆफంڒ ޴బܽद సమऴగ ࡱ࢑వ 
ۨవరࡓ ڕం࠳ ݡన࣒ ࡏڷफ ࡓంݡ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࠭࠲ అߝక సమసङ లߘ పࡍషए  ࠾ࡍంۧ࠭ మࡍ
ऴపޑङ ࠪऒ య పదमޒ ఎࣃ ࡮ధङ  ࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ࠵
అߝక సమऴగ ఖۨऐ త࠳న సమऴڴలࣆ ߘలభతరం ۯయంݟ , అߝక ఇతర సమసङ ऒߕఉ ࡱ ఇ࢑ ,࠼
ङޑవలం ऴపښ ࠪऒ छ޳ ޒల పదम࠻ షएࡍప ࡌ బܽद ఖۨऐڒ ࢓ంచబడࡍ త࠳న సమऴڴలߘ పࡍషए  ࡹంచడంࡍ
సࣔయపࡍߖ ݦ भషद సమऴڴల ࡅకए  అߝక ఇతర లࣾࡱހ ఉߕऒ  ,࠼
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ऐࡏߝ ߘలހఆ లࣾ ࠭࠲ బܽदڒ ߖڕ
ऒߕޔࠓంచߧࡐߖ ఒకܽ ߖߖ޳ ࠭.
  ఒక޳ ߖ޳छ బܽद ఖۨऐڒ ࡌ త࠳న ఇంܽऴగࡽझ  ऴߦపࡎ द ࡅకए  లࣾࡱހ ఒకܽ ఈ ऴߦపࡎ द ࢘ࡍయߘ ߖ ࡽࠋంݟ  x 

రऐࠪ ړ డంt
సమऴగతߘ ऴప࠙࢑తం ۯయదޔࠋۮ ߖంڒ ޴బܽद ࠬࡏ అం޴ంۨన ఈ ఆࣄफ ࡅకए ߤࡷ ఒక ࢓܌ࡏ 

అڒ ޴ߝబܽद అޔ࢓ం޴ మڕ ࠾ࡍ సࠪనం ޜ భࡎ फ ۯయబޔݡం޴   ఈకछ x t dx dt x a ࠾ࡍఎ మ ړ ࡽ t 
x
ఈకछ बࣃ   ࡱ ࡽ నంࡹ ఈకछ ࡎభ ޜࠉ ࡱ ࡽ फ ۯయబޔݡంڒ ޴బܽद మనڕ ఆࣄफ ఉంڒ ޴బܽद మనڕ ఆࣄफ to b t 
సంఖङ भ޳۫ ݡంࡓ  ం ࠳ ڕన࣒ ߘంړ ݟ సࠪనం ऴపޙङ ऒߕࣆ ంۨړ , ۨనऒ  bfxdx b afxdx a to afxdx 

ङڒ ړ fx࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻ ߝఅ ࡽటߧ fx 
ఉం݄, సమऴగ ࡱ࢑వ ఇ࡮ ऴ࢐యబޔݡంڒ ޴బܽद మనం ߖߖ޳ ఈ ࡐపంࡹ ऴ࢐యవ۪ऐ  ߖߖ޳ బܽद మనంڒ 
ऴ࢐యవ۪ऐ ओߩసం ఇڝ ߖ޵  ࡎపߦऴ ݡ दߖ ఇ࡮ ऴ࢐యంߖ ࡹߖ޵ ࡏࠬ ,ݟ భࡎ फ ۯయవ۪ऐ  మࡱ࢑ ࠾ࡍవ p
ऒߕࣆ  అߖ ۫డంߖ޵ ,ݟऒ  మࡖక
 ఎడమ ݟంߘ ߩ࢙ ݟڕ ߩ࢙
छ޳ ళऱడంڙࣆޓ ڕߩ࢙ ऒߕࣆ వࡱ࢑ ࡌ  అߖ ۫డంݟ.
ऒߕࣆ    బܽद ఈfxڒ ޴ఉంܿం ࡮ఇ ࠆڴऴ ࠾ࡍం మ޳ంڕߘఅ ߖఅ ࢟ܽ܊ߦ 
సమऴగత వऴకࡔఖ ऴړంద ఉనऒ  ऴߦంߖޑऒ b aڴసࠪనం ޜ ޴ߝబܽद అڒ ޴फంࣆۨࣇ 
ఉం݄, ఈ పంړ फ   ࢓ࡱߖ పంړ फ సࠪనంڴ ఉం݄ ఆ ऴߦంతం ߕࣆऒ  అޔ࢓ందߖ ऴగࣕంచడం ۧࣆ ࡮లభం.b b 
࢓ࡱߖ 
పంړ फ ऴߦంతం ߕࣆऒ  అޔ࢓ం޴  ఈ ఆࣄफ ڒబܽद ఈ ऴߦపࡎ द ߖజ࠳న ऴߦపࡎ द ݡ࠮ ऴߦపࡎ द ࡏࠬ ݡ࠮ ఈ a 
ఇంܽऴగߖ ࡽ ఖۨऐ త࠳న సమऴ࢑ ڴࡱڴభ܊ంచవ۪ऐ , ఇకए డ మ࠾ࡍ మధङ  ఉంܿంڒ ޴బܽद ڒङ  c b a ࡽటߧ

వङ ړ క ఉతओࡔޒ నऒ ం అߘ ޙ࠼ంࡱ࢑ ݟవ ړ సࠪనం ߘంݟ వర࠳ ڕన࣒ fx fx a bfxdx fb a cfxdx fa  
న࣒ fc fa࠳ వࡱ࢑
మߘ ࠾ࡍంࡱ࢑ ݟవ ࠳న࣒ ڒబܽद ࠬߘ ߖ޵ ࡏంݟ ऴߦరంࠚంచంݟ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఇకए డ c bfxdx fb fc 
వలంښ

న࣒  ప࠳ ऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖన࣒ అ࠳   , ఆ߯ ࠬࡏ ఈ ࡓంݟంܽߖ ఉపڵࡆంచవ۪ऐ   fb fc fc faࡏࠬ బܽदڒ 
߹ ߰ం࠳  ࡏޑ޶న࣒ ࠬߘ ࡏం߮ࡎ ړ ݟऱ࣒ యవ۪ऐۯ   మ࠾ࡍFA c bfxdx
ऒߖހఈ సࠬకర ࡏࠬ  ఉపڵࡆంۨ ޳ ߖ޵छ ऱ࣒߮ࡎ ࡌ  
ࡏయగలۯ

ࡎపߦబܽद ఈ ऴڒ న࣒࠳ दߖb xdx 
ङޑరణ ऴప߄ࣃ వలంښ ࠪऒ యం ޳छ ంచవ۪ऐߧࡐߖ ڴలభంࣆ ࡮ۧ ࡌ పऱ࣒ ߖ ࡏࠬ బܽदڒ  x ڴ న࣒࠳  b t
ం݄ڕࣆޓ

 dx  dtx.޴ంޔ࢓న࣒ సࠪనం అ࠳
  అ࡮
ఇ޴  సమऴగం ఈ పޒࠫࡍ అޔ࢓ం޴, ఒక ࠪߕࡱ࢒ పߖޒࠫࡍ ఈకछ రऐࠪ ړ ڴ ࡽ బޔݡం޴, ఈt b

ఈకछ ࡎభ ޜ న࣒࠳ ޴ߝఅ ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ޴ంޔࢂࢗ ړ࡯డनھ ܿ  ࡽ फ b  t a plus b t dx dt
ఇకए ,޴ంޔݡయబۯ డ ࠬࡏ
ࡎపߦऴ ݡంࡓ दߖ ఉపڵࡆంచవ۪ऐ  మࡏࠬ ࠾ࡍ పޔࠫࡍలࡏࠪ ߘऐ వ۪ऐڝ  ڵ࡯క ߘफࡏڷ లږޒऴప ࡏࠬ  
ఉనऒ ం޶న 
ऐࡏࠪ ߘలޔࠫࡍప ࡏࠬ నऒڕ  తࡌछ త ऴపږޒల సంښతం ర޶भ ۯయబޔݡం޴
పऱ࣒ ࡏࠬ బܽदڒ డࠬघ ࡽࠋయࡍ࢘ ࡏࠬ బܽदڒ ࡏޑ޶ం߰ ߖ న࣒࠳   అߖ ఆࣄफ ఒకܽ ߧۮओ ంڒ ޴బܽद b tdt t 
ࡎభ ޜ ߖ ࠭࠲ फ ۯయవ۪ऐ బܽदtڒ  x
ఆࣄफ ڷࡱߕ ఈ లࣾހలߗऒ ࡮ۧ 
࠭ఖङ बࣃ ڴన࢑࠳ नݞంచబߧ  ߘహరణల޳క ఉߝంۨ అڵࡆఉప ߘలހఈ లࣾ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࠼
పࡍషए फనऒࣆࡍ ओߩ फࣃ۫ ߖߖ޳ ࠭࠲ ݡ ࠭ 
ఆࣄफ ࡅ ڷࡱߕకए ࡍߖ  भషद సందరग ం అ࠼న ఆࣄफ
ఐ޳۫ ߖ޶भ ం మߕࣆ  ࠾ࡍऒ ऒߕࣆ ڕవర ݟంߘ   బܽद afxdx afa xdxڒ ޴ంޔࠋۮ ߖన࣒ అ࠳ ݟంߘ 
ޜޒۯ ఈ ఎడమ  ݟంచంࠚరంߦऴ ࡏࠬ
మࢁऱ మ࠳ ߖ ࠾ࡍన࣒ ޜ ऴపޑङ ࠪऒ యం ۯయంݟ, త޳छ x tړన࣒ 0࠳ ߖ ࡏࠬ ࡌ dx dt x  
సࠪనం ࣋ۯफ ࠬڕ ఈڙछ झࡽ ఈ t 0 ,޴फంࣆఇ ߖ 
झڡ࠻ ఈకछ ړ  ࣒ ࡽ  ܿ ఎ ڡ࠻झ  సమంy  t ࡏࠬ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ 

ऒߕࣆ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ,న࣒ a t fx fa t dx dt࠳ ޴ߝఅ ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ޴సࠪనం ఉంܿం ړ
ऴߦపࡎ द ࡓంݟంܽߖ ఉపڵࡆంచడం ޳छ ऐࡏࠪ ߘలޔࠫࡍప ࡏࠬ ࡌ వ۪ऐڝ  తంښల సంږޒఈ ऴప ࡏࠬ బܽदڒ 
߰ందడం వలన ఈ ऴపږޒల ࡏڷफ
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ర޶भ ۯయబޔݡంڒ ޴బܽद ࠬߖ޵ ࡏऒ  ߰ంࡏޑ޶ ఇߩओ డࠬघ ߝఅ ࡏࠬ ݡ ࡎభ ޜ  ߖ ࡽࠋయࡍ࢘  फ ࣋ۯफ,t x
ఖङ࠭ ࡮ۧ   ޴फంࣆۯ ࢓܌ࡏ ߖ޶फ ఐࣄఆ ࠬ ޴ఇ ,޴फంࣆవ ڕࠬ  rhs࠭࠲ ,޴फంࣆۯ ࢓܌ࡏ ߖफࣄన ఆ࠳
ఈ ఆࣄफߖ ఉపڵࡆంచడం ޳छ సమసङ ࡮ۧ ࡌ లߘ పࡍషए फࣃࡍ ࠭ అࣃ۫ ߖफ ࠭ ఆࡏ ऴߦపࡎ द ఆࡏ ఈ సమऴగత 
ऒߕంܿڕߘలߕھߘక ࠭࠲ బܽदڒ ޴ంޔࠋۮ ంۨࡍڷ ࠭  ఈ సమऴగ ࡱ࢑వߘ ࠫంۨ   మ࠾ࡍ ఈ సమऴగ 
ࡎపߦऴ ݡ࠮ ࡏࠬ ߘవࡱ࢑ दߖ
ఉపڵࡆంచడం ޳छ ప  ݟంߘ 0  ࡌ ऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ڕవర ݡంࡓ ݟంߘ   afxdx a afxdx 
ఎం޶కం݄ ఇߕࣆ ޴ऒ  అޙ࠼ ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴a 
ంచవ۪ऐ܊࢑భ ڴࡱڴసమऴ   ݡంࡓ ߘఈ సమऴగత ࡏࠬ బܽदڒ ݡంࡓ  ऴߦపࡎ द ऴߖޓ ఉపڵࡆంۨ ఇకए డa 
ఇ޴ ఇ޴ ఇ޴ ऴߦపࡎ द 3ߖ ఉపڵࡆంచడం ޳छ ऴ࢐యవ۪ऐ ࡮ఇ ࡏࠬ ࡌ  ఇߩओ  a c bݡ
ఈ సమऴగ ࡱ࢑వ ఎంత అ޳۫ ߖभ ం ڒబܽद మనం ࠳ 2 ߖన࣒ ޜ ऴపޑङ ࠪऒ యం ޳ۯभ ం ڒబܽद x a t dx
సࠪనం dtx a t a ݡంࡓ ࡯డनھ ޴ంޔࢂࢗ  సࠪనం  సࠪనం ړ న࣒࠳

ऒߕࣆ फࡿࢗ ړݡంࡓ ఒక ࡏࠬ బܽदڒ సࠪనం ړ ऒߕࣆ ࡏ  t a޴ంޔࢂࢗ ړ
ࡎభ ޜ న࣒࠳ ݡంࡓ ߖ फ ࣃۯफ ࡎపߦऴ ࠭࠲ ޜ న࣒࠳ ߖ ࠾ࡍమ ࡏ द ݀ߖ ఉపڵࡆంచడం ޳छ ࡎభ ࡌ फx a t dx tt

फࣃۯ ࠭  పޔࠫࡍలߘ మࢁऱ ࠪࡏऐ ,޴ంޔݡయబۯ भ޶తం రښల సంږޒబܽद ఈ ऴపڒ ݟంڝ
ࡎऱ భࢁమ ߖ ఈ ࠾ࡍమ ࠭ޑ޶ం߰ ߖ న࣒࠳ ݡంࡓ ࠭࠲ బܽदڒ फ ۯయడం ޳छ t dt tࡌ
ఇ޴ డࠬघ ऒߕࣆ బܽदڒ ޴फంࣆన࣒ వ࠳ ڕబܽद మనڒ ࡽࠋయࡍ࢘  ऒߕࣆ ݡంࡓ ݟంߘ   f 2 a x dx afxdxړ

afxdxݟంߘ ڴసࠪనం  అదనం ړ a 
ऒߖ޳ బܽद మనంڒ ,޴ంޔݡంచబށగ ࡮వ ఇࡱ࢑ ߖ޵ ࠾ࡍమ ݡంࡓ  ఇకए డ భࡎ फ ۯయవ۪ऐafxdx 
ऒߕࣆ ࠭࠲ బܽदڒ ऒߖޑऴࣇ ޴ޔ ݦఉం ڕన࣒ వర࠳ ݟంߘ   ߰ం࠭ޑ޶, ఇ޴ ࠬ ఆࣄफ ఆࡏ af two a xdx 
ఈ ߷ࡏघ घࡏ߷ న ఈ࠼అ ݡఏ ࡮ ڵత ߖफࣄక ఆࡖమ ݟంߘ ࡮ ठం۪ڕం޳ం.
నࣄ۫ ࠭࠲ బܽदڒ  ऱܿߕࣆ ,ڴऒ afxdx ݡంࡓ ݟంߘ 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ ڕవర ݟంߘ  ऒߕࣆ ࠾ࡍమ ړ ओߩన࣒ ఇ࠳ ఒక ݡంࡓ ݟంߘ   afxdx afxdx af xdx f ݡ
ݡంࡓ
ఒక ࠳న࣒ ړ సࠪనం అޙ࠼, సࠬకరణం ऴపڒరం ఒకܽ ࠬڕ ఇࣆफం޴ అం݄ ఆࣄफ ఆڴࡏ x fx
సరࢁకࡍంచబޔݡం޴ ఇ޴ మࡓ ࠾ࡍంݟంܽ࠳ ࡹన࣒ f x

ऒߕࣆ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబࡍకࢁసర ࡏफ ఆࣄఈ ఆ  ޙ࠼సࠪనం అ ړ న࣒࠳ ࡹ  ߰ంࡏޑ޶ , th fx 
ޔఈ షర ࠾ࡍమ ޴ంޔࠋۮ ߖసࠪనం అ ړߖ޵ ޴ఇ ޙ࠳జߖ ޔफ 7 ఈ షరࣄఆ ޴బܽद ఇڒ
फࣃ۫ ߖߖ޳ ࠭࠲ फࣄఈ ఆ ޙ࠳జߖ ޔఈ షర  ޙ࠳జߖ ࠭
ऒߖڜ  సంړ ऱషद࠳న సమసङ లߘ పࡍషए ऒߕޔࠓసࣔయపడ ࡮ఎ ࡱހఈ లࣾ ࡹంచడంࡍ ओߩఇ ࠼ ߖफࣄఆ ࡍవۨ ݡ
भ޳ߧࡐߖ ం
అం݄ ఎ޴ࠫߖ ఆࣄफ ఎ޴ࠫߖ ఆࣄफ అޔࠋۮ ߖం࠳ ,޴న࣒ ߘంړ ݟ సࠪనం, అݞږ  ޙ࠼ పߖ a afxdx fx 
ऒߕఉ ࡱࢡڒఅవ ݡంࡓ फ࣋ۯ  ޴ఇ ,࠼
ऒߕࣆ ऒߕࣆ ఒకܽ ࡹఈ సమऴగత ޙ࠼అ ࣄࠐ ࠾ࡍమ ޙ࠼అ ࡍస ࠾ࡍసࠪనం  మ ړ  afxdx fx fx 
అޙ࠼ సࡍ ఫంࣾߤ ऴړం޴ లࣾߖހऒ
సంతృߧफపࣆࡏफం޴  అం݄ ࠳న࣒ మࣄࠐ ࠾ࡍ ఫంࣾ࠳ ߤన࣒ ࡅకए  న࣒f x fx x f࠳ 
సగం ߖ సంతృߧफపࣆࡏफంڒ ޴బܽद మనం ۫޳भ ం  ऴߦపࡎ द 3ߖ ఉపڵࡆంచడం ޳छ ऒߖހఈ లࣾ ࡌ  fx
ऴ࢐యవ۪ऐ ߖ ࡽబܽद మనం ఈ ఇంܽऴగڒ ݟంచంߧࡐߖ ओߩబܽद ఇڒ   ߖڕࣆޓ ߖ ࡽఈ ఇంܽऴగ ݡ
, సࡍ ఫంࣾߤ ల లࣾހలߘ ఉపڵࡆంచడం ޳छ ऒߖ޵ ࡌ యవ۪ऐۯ లభతరంࣆ  nr x pi t ߖ న࣒࠳ బܽदڒ 
భࡎ फ ࣋ۯफ ࠳ ߖన࣒ ڴ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ అޔ࢓ంࣃ  ޴ब నऴభంశం ۯయబݟన సࠪనంdx dt a r x 
ࡎభ ޜ న࣒࠳ फ ۯయబޔݡం޴ సࠪనం మߕࣆ ࠾ࡍऒ aړ t a x 
సࠪనం భࡎ फ ۯయబޔݡంߕࣆ ޴ऒ  t t f t dt޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆన࣒ వ࠳ న࣒࠳ 0 ڕబܽद మనڒ సࠪనం ړ
ऴߦపࡎ द 2ߖ ఉపڵࡆంۨ ޜ సࠪనం పࡱޔࠫࡍ మ࠾ࡍ ఈ ࠳న࣒ ࡏڷफ
రదभޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ డࠬघ  t࠭࠲ బܽदڒ ,࠭ޑ޶ం߰ ߖߖ޵ ࠭࠲ కߘక ࡽࠋయࡍ࢘ 

ࡎభ ޜ ߖ फ ۯయవ۪ऐ ऒߕڕࡏۯ ړ ࠭࠲ ڕబܽद ۨవరڒ  t ݟంߘ  ݟసࠪనం ࣾࠫంచం ړ న࣒࠳ ࠭ x dx 0 af 
న࣒  ప࠳ ऱ࣒ t dt 0 ݟంߘ న࣒࠳ ڕవర ݟంߘ న࣒࠳ ݟంߘ ݟంߘ  ࠭޳ం߰ ڴ  t dt a afxdx a afxdx 
వరڕ మన࠳ ڕన࣒ ߘంݟ వరڕ వۨऐ ం޴, ఎం޶కం݄xdx 0 af 
డࠬघ ࡽࠋయࡍ࢘ కएࡅ ݟంߘ ߖߖ޳ బܽद మనంڒ   వరڕ భࡎ फ ۯయవ۪ऐ , అݞږ ޙ࠼x 0 xdx af fx 

అం݄ ࠳న࣒ ࡅకए ࡓ ݡంࡓ ړ ݟంߘ ݟంߘ న࣒࠳ బܽदڒ  ऱܿ i x ief  fx a afxdx 0 afx  dx
ఉంܿం޴
మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࡅకए ऒߕࣆ ߘవࡱ࢑ మనం ఈ ޙ࠼నటऱ࠼న࣒ అ࠳   బܽद మనంx fڒ ,࠭ޑ޶ం߰ ڴ
ऒߖڜ రణ సమసङ߄ࣃ  లߘ పࡍషए फࣃࡍ ࠭ మ࠾ࡍ ఖۨऐ త࠳న సమऴڴల ࡅకए  ఈ
లࣾހలߘ పࡍషए ంచవ۲ऐڵࡆఉప ࡮ఎ ࡹంచడంࡍ भ޳۫  ం ۧ࡮prob definite integrals 
ओߩఇ ޙڵݟఅ ߘߝ హరణ ఒకܽ޳ఉ ڴలభంࣆ షएࡍప ߖ 4 ݟంߘ 0 ݡ भ޳ࡍ ం  ࠬࡏmod x minus 2 dx

కएࡅ ݭ࠵ ݡంࡓ న࣒࠳ పओۮ నం߄సࠪ ړߖ޵ ࡏࠬ అం݄ ఏࠫܽ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻  గలࡌx 
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కएࡅ ߖ޵ , फࣃۯ ఏࠫ ࠭࠲ బܽदڒ ޶ڒ లభంࣆ నడంھߘక ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ-ంܾ࠻  ࡎపߦऴ ࠭࠲ ࠭ द ऴߖޓ 
ఉపࣃڵࡆफ ࠭ మߖߖ޳ ࠾ࡍ
फࣃ܊࢑భ ڴࡱڴ࠙ ݡంࡓ ࠭ ఎం޶కం݄ ࠳న࣒ ࡓంݭ࠵ ݡ కం݄ తڕए వڴ ఉనऒ ओߩ  న࣒ x x 2 x࠳ ݡ
కएࡅ ݡంࡓ సࠪనం ڕ న࣒࠳ 
एڕకం݄ ఎ ࠾ࡍమ 2 ݟంߘ వڴ ఉనऒ ओߩ  x xڴࡱڴ࠙ 2 ߖߖ޳ బܽद మనంڒ సࠪనం ړ2 ޳ࡶ న࣒ 2࠳ ݡ
࢑భ܊ంۨ ߄ࣃరణ బࣗపࡐ ޴పంࡹ ऴ࢐యవ۪ऐ ऒߖ޵ బܽद మనంڒ   ఇ࡮ ऴ࢐యవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇకए డ ࠭࠲ 
ऴߦపࡎ द ऴߖޓ ఉపࣆڵࡆफߕऒ ऒߕࣆ ړڷࡱߕ ݟంߘ ݡంࡓ ڕࠬ ޴బܽद ఇڒ ࠭ బܽदڒ ޴फంࣆఇ ߖ
छ޳ ޒపదम ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻ ఖۨऐ ࡌ త࠳న  సమऴڴల ߷ࡏघ ࡍవ ߖ࡮ फంపܑయడం ޳छ నం߄సࠪ ޴ޔ ڕమన ࡌ
ࡏࠬ బܽदڒ ޴फంࣆవ ڷࡱߕ
ऴߦపࡎ द ݡ࠮ ఎۯ ࡮యగలࡗ ۫డగలڜ ࡏంۮం సంړ ऱషद࠳న సమసङ ޴ంޔݡంచబڵࡆఉప ࡹనడంھߘక ߘ
మనం మࡖక ఉ޳హరణڕࣆޓ ߘం޳ం, ڒబܽद ࠭࠲
ओ߮ۮ ߖసࠪనం అ ޜ న࣒࠳ ݟంߘ ݟంߘ 0  ऴߦపࡎ दߖ ఉపڵࡆంచߕޔࠓऒ ం ڒబܽद afxdx 0 afa xdx  
ߘߝ
ࡓ ڷࡱߕ 2 ړ ݟంߘ 0 ऱܿ సࠪనంڴ ఉంܼߘ ఈ ఆࣄफ ޳छ piߘߝ ޴ఇ ࠾ࡍమ ߘߝ ޴ఇ ࡌ
ఒޣ ښ అޔ࢓ంߖ޵  ޴ సమऴగ ࡱ࢑వ ࡅకए  సమऴగ ࡱ࢑వ 
మ࠾ࡍ ఈ సమऴగ ࡱ࢑వ ఒ࡮ښ ఉంܿం޴, కߘక ఇړ ޴ సࠪనం ڒబܽद  ࠳న࣒ ࠴దܽ ڒछ ऴడంࡹ ݋ pi 2 x 
ఉంܿంڒ ޴బܽद
పऱ࣒  ݋ࡐ ందړ ݋ࡐ ڕబܽद మనڒ ओߩంద ఇړ ߤ࣌ ݋ࡐ   cos x xdx࠭࠲  ఉం݄ ݡ
ఒకܽ అۮ ߖపओ ంݟ మ࠾ࡍ ఇࡓ ޴ంݡ అۮ ߖపओ ంڒ ݟబܽद ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݟܔ ݡంచడం ޳छ  ޒۯ ఎడమ ࡌ
i ݡంࡓ ߩ࢙
మߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍన ࡓంݡ వࣆफం޴ ఒకࡓ ߩ࢙ ݟڕ ࡍࣃంݡ
 ఈdx  ޴फంࣆవ ڴࠈ ڷࡱߕ ޴అ , ޴फంࣆవ ࠲ऴతࠪ ڷࡱߕ ޙݟంచబݟܔ
సమऴగతࡓ ࡹంࡓ ޜڷࡱߕ ݡంڴݡ ఉంܿంڒ ޴బܽद ړ ߘߝ సࠪనం ޴ޔ సࠪߕࣆ ړߖߕ߄ऒ  pi pi pi
ऐۯమనం ఇ ߘం ఈ సమऴగత޳ంڕࣆޓ హరణ޳ఉ ࡗమ ۃ࡮ ݀ ࠑ ݟంߘ  ఆࣄफߖ pi cos xdx xdx 
ఉపڵࡆంۨ ऴ࢐యవ۪ऐ  
ओߩఇ ࠭࠲ ऒߕఉ ݡ ఐ ݀ i ࠾ࡍమ ࠭ޑߩࡱక ݡంࡓ ࠾ࡍబܽद మనం ఒకܽ మڒ ࠭
అࡏࣃ  ߖऱ  ߘంߘ ݟంߤ࣌ ۃ࡮  ݟ  ప ऱ࣒ 2ړ ۃ࡮  0 pi 2 x cos xdx 
సࠪనం కߘక  ఇࡓ ޴ంߤ࣌ ۃ࡮ ݡ ఆߕࣆ ࠆऒ బܽदi piڒ సࠪనం ړ ݟంߘ  x cos x now dx 
ఇకए ࡏࠬ డ 2 ޳छ  ࡏࠬ ,फ࣋ڵ࠙ ంۨށڷ ࡌ

 న࣒ 0i 0 pi x dx࠳ 2 ߤ࣌ ۃ࡮ 2 ࠑ ݟంߘ
 ం݄ సࠪనంto pi log 2 dx x t iڕࣆޓ సࠪనం 2 ࡹఈ సమऴగం ࡏࠬ బܽदڒ  ࡏޑ޶ం߰ ߖ2

సࠪనం 0 ޔࢂࢗ ړం޴ మ࠳ ܿ ࠑ ࠾ࡍన࣒ ߯ 0  0 x t 0 x pi 2 t pi  log sin tdx 1 dt 
అޔ࢓ంࡓ  ޴ంࡓ ۃ࡮ ݡంڒ ݡబܽद మనڕ ఒకܽ ࡓంߕࣆ ݡऒ  న࣒ pi sin tdt pi by two࠳ ۃ࡮ ݟంߘ 

ओߩఇ ,࠭޳ం߰ ߖ ऒߖ޵ మనం ࡹఈ సమऴగం ݡ  ఇకए డ ޳छ log twoࡌ pi 
ऴ࢐యవ۪ऐ ڕవర 2 ݟంߘ 2  మߘ 0 ࠾ࡍంࡏ߷ 2 ݟघ ࡓ ݡంࡓ ړ0 ࡮ ऱܿ సࠪనం  afxdx afxd

అం޴ంۨన అࡏࠬ ߖ వࡍ फంపܑ࣋फ ࠭࠲ ఈకछ झࡽ  ܿ వࡗ܋ ݀ ݀ ݀ ࠑ ߤx f 2 a minus x fx i 
 pi tdtߘߝ బܽदڒ ݡంࡓ ۃ࡮ ݡంࡓ ߯ న࣒࠳ న࣒࠳ ߯ న࣒࣌ ࠑ ۃ࡮ ܿ ܿ
ऒߕࣆ  పܽpi sin tdtߘ࠭ ࠪ ࠾ࡍమ ݀ ۃ࡮ ۃ࡮ ݀ ࠑ  సࠪనం ړ
గణన ߘంࡱ࢑ ߖ޵ ݟవ ఎంత అ࠳ 2 ړ ࣆࡱޘ ڕࠪ ޴ߝన࣒ ړ2 ۃ࡮  2 ࠑ సࠪనం ڒబܽद i pi i by 2 
 న࣒࠳

 బܽदpi by two log twoڒ
ړ ࡮ۧ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ న࣒࠳ ߘߝ ऱషदంڴ ఉంܿం޴  pi log two ed
సమసङ  మ࠾ࡍ ఈ ఖۨऐ త࠳న సమऴڴల లࣾࡱހ ఈ సమసङ షएࡍప ߘ  ࡮ఎ ڕࠬ ړߖݞంచࡍ
సࣔయపడࣃ۫ ࡏࠬ ࡆޑफ ړశ ࡏ फ ࠳ 1 ړన࣒ ࠳న࣒ 1x ndx x 1 
ࡎభ ޜ న࣒࠳ फ ۯయబޔݡం࠭࠲ ޴ పవ࡛ ߘ 0 ړం࠳ 1 1 ݟన࣒ ߖ ߰ం࠭ޑ޶, ఇߕࣆ ޴ऒ ఒక x ړ ndx ndx xx

छ޳ కరణڔబܽद ఏڒ సࠪనం ړ ऐۯఇ ڕࠬ ࡏࠬ ࡌ  ఒక ߕࣆ ړߖ޳ऒ dx.ࡏޑ޶ం߰ ߖ
 మనం ఇంڜక సమసङ ऒߕࣆ ం޳ంڕࣆޓ ߘ పంi pi xdxߦ ߧ࡯క ޜߖ޳ఒక ړ ݟంߘ 

న࣒  ప࠳ ݟంߘ 0 ޴క ఇߘసࠪనం క ړ ऱ࣒ xߘߝ బܽदڒ సࠪనం ړ న࣒࠳ ߯ ߤ࣌  pi pi x 1 x dx
ప 1 ࠑ న࣒࠳  సࠪనం ړ ݟంߘ 0 ऱ࣒ फpi pi࣋ݟܔ ޜఈ సమऴగత ߘబܽद మనం ఈ సమऴగతڒ ߤࣄ  xdx x 
మన2  ڕ వࣆफంߘ 0 ޴ంݟ ࠬద 1 ప ऱ࣒ బܽद 2 సࠪనం 0 i pi pi dx sin x i to piڒ 
ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ  వ۪ऐڝࣆޓ   మ࠾ࡍ ఇ޴  sine x
छ޳ ప 2 ࡌ ऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ޜరऴసంޔతफం చ࠴  ऒߖ޵    ऒߕࣆ  cos x 2 pi x dx ݡంࡓ ߩచదర ߘక࣊ ݟంߘ 
छ޳ ࡌ
ఒకܽ పऱ࣒  అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ छ޳   ओߩఇ ࡱࣃరऴޔచ ݡంࡓ ࡌ ta nx tan x ߘబܽद ࣊కڒ ڴݡంࡓ ߖ ݡ t 
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చదరࡓ ߩంݡ సړߖڴ సࠪనం ڒబܽद ࠬࡓ ڕంݡ ఈకछ  ऒx dx dt i piߕࣆ ߤܼ ࡱ ࡽ
ऒߕࣆ tan piݡంࡓ ߩండవ చదరࡓ ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ݡంࡓ ړ  x by two dx  

మ࠾ࡍ ఇకए డ ࠬࡏ వߤ పऱ࣒  ࣋ए छ ऒߕࣆ ఈ ڕࠬ ޴బܽद ఇڒ ࡏޑ޶ం߰ ߖ ࡛  dt t ړߖޑఅనం ݟంߘ 
ఏڔకరణ࠳ ࡹన࣒ ࡓంݡ ࠬద ఒకܽ పऱ࣒  t 
కएࡅ ࠾ బܽदڒ న࣒ 1࠳ న࣒ 2࠳ బܽदڒ ޴ఉం ڕࠬ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆఇ ߖ  ۨవࡱ࢑ ࡍవpi pi pi 0 i 
߰ందంړ 2  ݟ సࠪనం ڒబܽद ړ   ߘߝ సࠪనం ఇకए డ మࢁऱ ࠭࠲ ఈ ऴߦపࡎ दߖ ఉపڵࡆంۧ࠭ 0 i 2 pi pi
ݟంߘ

ऒߕࣆ ङޑऴప ࠭࠲ సࠪనం ఆ߯ ړ న࣒࠳ ݟంߘ  ࠪऒ ऒߖ࠻ ంۧ࠭ afxdx afa xdxڵࡆఉప ݞږ 
మޜߖ޵  ࠾ࡍ
ऒߖڜ ܿߦ  ऴڝޒణࠫࡍڷ ޒ फంࡱߩ ఉߕऒ फࣃ࢘ߧఆ ߘߝ   ࠼ छࡌత ࠾ࡍమ ߘ త ࠭࠲
ऒߖڜ  సంړ ऱషद࠳న సమసङ లߘ పࡍగణڕࣆޓ ړࡹంܼ࠭ మ࠾ࡍ 
ఒక వऴకత ࡓంݡ
వऴకత ݡ࠮ వऴకత ڷࡱߕ ऴ࠭ڴల మధङ  సࡍహ޶भڴࡱ ఉనऒ  సంړ ऱషद ۨߵ ల ऴߦంߖޑऒ  కھߘనడంࡹ 
ఖۨऐ త࠳న సమऴగతࡱ మ࢐ܽ ࠾ࡍ అߧऱښషߤ ల ࡍڷంۨ మࡍంత అߝछ फࣃࢳ ࠭ మ࠾ࡍ ధనङ  ࡱ޳࢐
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