
غیر شراكت كی دانوں ریاضی دو ہے جاتا سمجها كو تاریخ كی انٹیگرلز قطعی تک جہاں ہیں رہے جا جاننے میں بارے كے انٹیگرلز یقینی ہم آج  
دونوں ان كہ ہوں كرتا درخواست سے طلباء تمام اپنے میں ہے لیبیگ دان ریاضی فرانسیسی دوسرا دان ریاضی جرمن ایک ریمن ایک ہے رہی معمولی

كئی كی انٹیگرلز یقینی لہذا ہیں كیا كیشنز ایپلی كی انٹیگرلز قطعی كہ ہیں دیكهتے آئیے كریں افزائی حوصلہ ۔ سیكهیں زیاده سے زیاده میں بارے كے
لیے كے گنتی كی لمبائی كی رقبے منحنی كے ایریا ریجن پلانر كے سطح كی كروڈ استعمال كا انٹیگرلز قطعی آپ پر طور كے مثال ہیں كیشنز ایپلی  
كی انٹیگرلز قطعی كہ ہیں سكتے دیكه آپ پر طور كے مثال حجم كا وغیره ماس كره رقبہ سطحی كا حجم كره ایک پر طور كے مثال ہیں سكتے كر  
تاكہ ہے مطلب كیا ہمارا سے انٹیگرلز قطعی كہ ہے لیا رقبہ پر طور كے مثال ایک لیے كے سمجهنے یہ نے میں لیے اس ہیں كیشنز ایپلی سی بہت  

شكل كی آپ اگر اور شكلیں جیسی وغیره دائره مستطیل مثلث ہیں۔ سكتے كر گنتی كی رقبے كے ساده آپ كہ ہو معلوم سے كلاسوں كی پہلے كو آپ
توڑ میں شكلوں ساده میں تعداد محدود كو علاقے اس آپ میں شكل اس جائے كہا كو كرنے اندازه كا ایریا سے آپ اگر پر طور كے مثال ہے پیچیده  
مطلوبہ یہ رقبہ اصل كہ ہیں سكتے كر خلاصہ كا اس اور ہیں سكتے كر گنتی كی علاقوں انفرادی كے شكلوں ساده تمام ان آپ پهر اور ہیں سكتے  

ہیں مسائل سے بہت كے زندگی حقیقی پر طور كے مثال ہیں ہوتی نہیں لاگو ہمیشہ شكلیں ساده تصور كا توڑنے كو علاقے پیچیده اس لیكن ہے رقبہ
آپ رقبہ كا جن سكتے كر نہیں تقسیم میں تعداد محدود كی شكلوں ہم جنہیں گی ہوں شكلیں ایسی پاس كے آپ میں جن ہیں مسائل ریاضیاتی كئی اور  
آسانی رقبہ كا جس كریں تقسیم میں تعداد محدود كی شكلوں ان كو رقبہ سكتے۔ كر نہیں آپ جہاں گے دیكهیں مثالیں ایسی كچه ہم لہذا ہے معلوم كو  

ہم آئیے ہے پابند درمیان كے وكر ایک اور لكیر ایک رقبہ لہذا ہے سكتا جا كیا شمار سے اور  برابر كے برابر كے y 1 ہم آئیے لیں، مربع  y  x  
كریں پلاٹ انہیں

كا آپ یہ تو یہ ہے محور ہے۔ محور اور ہے لائن ایک متوازی كے محور مساوی y  x  y 1 كا جس ہے پیرابولا ایک متوازی كے مربع  x  y x 
محور اور ہے  ورٹیكس 0 0ہیں كرتے پلاٹ اسے آپ اگر لہذا ہے محور  y 

شكلوں میں تعداد محدود اسے وه یا آیا كہ دیكهیں كہ ہوں كرتا درخواست سے طلباء تمام میں ہے علاقہ مطلوبہ كا آپ لہذا ہے جاتا مل یہ كو آپ تو  
رقبہ دو پر طور كے مثال دیكهیں مثالیں اور كچه آئیے كریں كوشش ہے معلوم كو آپ رقبہ كا جن ہیں سكتے توڑ میں   y كے خطوط منحنی دو

ہیں ہوئے جكڑے درمیان اور برابر كے مربع مربع كا آپ یہ كریں پلاٹ كو ان ہم آئیے ہے برابر كے كا آپ یہ ہے۔ محور  x  y  x  y  x محور
لہذا ہے برابر محور اور ہے  ورٹیكس كا جس ہے پیرابولا ایک ہے مربع y  x 0 0 ہے محور  x 

اور ہے پیرابولا یہ پاس كے آپ تو برابر مربع محور اور ہے  ورٹیكس كا جس ہے پیرابولا ایک پهر ہے برابر كے y  y  x 0 0 محور ہے  x 
افزائی حوصلہ جو ہیں دیكهتے مثالیں مزید كچه ہم آئیے ہے ضروری ہونا پابند درمیان كے ان جو ہے علاقہ وه یہ اور ہے پیرابولا یہ پاس كے آپ تو

منحنی ایک لہذا ہے ہوا جكڑا رقبہ درمیان كے خطوط منحنی تین لہذا ہے كیوں ضرورت كی انٹیگرل قطعی ہمیں كہ ہیں كرتے  y  x دو جڑ ہے
دوسرا دو نیچے كے جڑ ہے مائنس لائن ایک اور ہے برابر كے مربع تاكہ كریں پلاٹ كو ان ہم آئیے ہے برابر كے دو   y  x  x  x  y كے جڑ

دو نیچے مائنس  x  x جس ہے دائره ایک یہ سكیں دیكه آپ تاكہ ہیں سكتے لكه میں شكل ذیل درج كو مساوات اس آپ ہے دائره ایک برابر كے مربع
پلاٹ ہم آئیے گا جائے مل ایک رداس صفر كوما ایک میں مركز صفر كوما ایک رداس كا دائرے كو آپ لہذا ہے۔ ایک رداس اور صفر كوما ایک مركز كا

كریں دو جڑ ہے مساوی محور اور ہے  ورٹیكس كا جس ہے پیرابولا كے جڑ ہے برابر y  x y 2 پیرابولا یہ كو آپ لہذا ہے محور  x 0 0  x  
اور x 220 مطلوبہ یہ لہذا ہوگی مماس كی دائرے پر نقطہ اس لكیر یہ لہٰذا ہے۔  كوما  نقاط یہ كا نقطہ اس كیونكہ ہے لكیر ایک  ٹو ہے۔ ملتا برابر

ہے واضح كہ جو اور كہیں علاوه كے صفر كوما صفر ہے۔ نہیں والا كاٹنے كو دائرے پیرابولا یہ كہ ہے یہ بات كی كرنے نوٹ یہاں ہے علاقہ  
آپ اگر دو جڑ كو مساوی اور ہیں كرتے حل برابر كے دو نیچے كے جڑ دو ہے مساوی مائنس   y  x  y  x  x حل كو دونوں ان آپ اگر مربع
ہیں كرتے

لیے كے دیكهنے یہ طلباء تمام میرے ہوں۔ كرتا درخواست دوباره میں لہذا ہے كاٹتا كو دوسرے ایک پر صفر كوما صفر صرف كہ گے دیكهیں آپ تو
ہیں سكتے كر شامل اسے لیے كے كرنے حاصل رقبہ كا علاقے اس اور ہیں سكتے كر تقسیم میں شكلوں میں تعداد محدود كو علاقے اس وه آیا كہ  
اور گے كریں حل كو مسائل تمام ان ہم میں آخر كہ ہوں رہا دے كیوں مثالیں یہ میں كہ ہوں بتاتا كو آپ میں اور ہے پیچیده سے سب مثال آخری یہ  

ہے رقبہ بند درمیان كے خطوط منحنی چار مثال حتمی لہذا ہے سكتا جا سنبهالا ذریعے كے انٹیگرلز قطعی كو مسائل ۔ ہیں كیسے یہ كہ گے دیكهیں  
پیرابولاس چار نے میں اور چار برابر مربع سولہ برابر كے مربع چار اور برابر كے مربع سولہ   y  x y  xy  x  y  x لیا برابر كے مربع

كا آپ یہ كہ ہیں كہتے سے ان پلاٹ آپ اگر لہذا ہے كا آپ یہ ہے محور لہذا ہے محور چار مربع اور ہے برابر كے y  x  y  x  y 16  مربع
كے ان ہے برابر كے اور اور  x  vertex 0 0  vertex 0 0  axis x axisہیں

اور پیرابولاس دو یہ كو آپ تو چار گے۔ ملیں اور ہے برابر كے مربع سولہ  y  x  y  x كا جن لیكن ہیں پیرابولاس دوباره وه ہے برابر كے مربع
محور اور ہے صفر صفر ورٹیكس كا آپ یہ طرح اس اور گے ملیں پیرابولاس دو یہ كو آپ لہذا ہے محور چار مربع   y  y  x ہے برابر كے

معذرت چار یہ اور مربع ہے برابر كے سولہ   y  x  y  x ہوں كرتا درخواست سے سب آپ میں پهر ہے خطہ ایک یہ لہذا ہے برابر كے مربع
سے حساب كے معلوم كو علاقے اس آپ میں آخر اور ہے معلوم كو آپ رقبہ كا جس ہیں سكتے توڑ میں شكلوں میں تعداد محدود اسے آپ كیا كہ  

ہم اور گے دیكهیں میں آخر ہم ہے بحث زیر تک اب ای ہیں۔ پاس میرے جو مثالیں تمام یہ اور طریقے كے كلاسوں كی پہلے ہیں۔ سكتے كر شمار  
انٹیگرل قطعی ایک كریں وضاحت كی انٹیگرل قطعی ایک آئیے لہذا گے كریں گنتی كی رقبہ مطلوبہ اور گے كریں حل كركے استعمال كا انٹیگرلز یقینی

جہاں ہے گئی كی میں شكل اس وضاحت كی اور حد نچلی كو   a  b ہے كرتا نمائندگی كی علاقے كے فنكشن یہ اور حد ہے۔ جاتا كہا اوپری كو
كہ كریں فرض آئیے  fx ہیں كرتے پلاٹ اسے آپ اگر لہذا ہے مثبت

یہ تو یہ ہے محور یہ ہے فنكشن كا آپ محور ہے برابر كے یہ ہے برابر كے   y  x  x  a  x  b نمائندگی كی اس انٹیگرل یقینی یہ لئے اس
دوسرا اور سے حد كی رقم محدود ایک ہیں طریقے دو كے كرنے حساب ایک جائے، كی كیسے گنتی كی قدر اس كہ ہے یہ سوال اب ایریا ہے۔ كرتا  
یہ كہ ہیں دیكهتے آئیے ہوئی تیار كیسے حد یہ كی رقم محدود ساته ساته كے وقت كہ گے دیكهیں پہلے ہم ہوئے، كرتے استعمال كا ڈیریویٹوز اینٹی  

لیے كے كرنے معلوم یہ سے آپ میں اور گا كروں غور پر مثال ایک پهر بار ایک میں لیے كے اس لہذا ہے ہوئی تیار حد كی رقوم محدود كیسے  
كہ گا كہوں جمع  برابر برابر مربع اور برابر كے y 0 كریں پلاٹ كو خطے اس پہلے ۔ ہے برابر كے  y 1  x  x 0  x 1 

كا آپ یہ تو كا آپ یہ ہے۔ محور لہذا ہے محور جمع  ہے برابر y  x  y 1 جس اور ہے  كوما  ورٹیكس كا جس ہے پیرابولا ایک پهر مربع  x 01  
محور كا  y ہے محور

یہ اور ہے  كوما  یہ ہے ملتی شكل یہ كو آپ تو یہ كہ ہیں كہتے برابر كے  ہے یہ ہے برابر كے  ہے 01برابر كے صفر ہے برابر  x 0  x 1  y 
یہ ہے جمع ایک ہے برابر   y  x علاقے اس ہے انگ اٹوٹ پر طور قطعی یہ لہذا ہیں رہے كر تلاش كی علاقے دار سایہ اس ہم لیے اس كے مربع

جمع ایک سے صفر قیمت كی مربع  x  dx گی ہو
تهے رہے كر تقسیم میں شكلوں سی بہت كو علاقے ہم اور تهے رہے كر پہلے ہم جو كریں استعمال چال وہی آئیے تو

یہ كہ ہیں كرتے تقسیم میں علاقوں ذیلی دو كو علاقے اس كر لے كو وسط اس كے وقفہ ہم كریں كیا ہم تو   x ہم پهر اور ہے برابر كے نصف
رقبہ یہ كا علاقے اس كے مستطیل اس كہ ہیں كرتے گنتی كی رقبے كے مستطیلوں دو ان ہم اور طرح اس ہیں۔ كهینچتے مستطیل   r اور ہے ایک

یہ  r ہے دو
رقبہ كا دونوں كے مستطیلوں دونوں كہ گے كہیں ہم تو ہے دو جمع ایک دو اور ایک چهوٹا مستطیل پہلے ہے رقبہ ایک   l  r  r  r  r كا دو
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كریں گنتی كی اس ہم اگر اب ہے بڑا رقبہ
گا ملے ہال ہمیں تو كو اونچائی اور ہے چوڑائی كی مستطیل اس نصف  f  x ہمیں لہذا ہے جاتا كیا كنٹرول ذریعے كے ویلیو فنكشن برابر كے صفر

ہے ہوتا نصف ویلیو فنكشن میں نصف پهر ہے ملتا صفر جمع ایک
نو كہ جو آٹه بذریعہ ایک جمع ایک ہیں سكتے لكه ہم جسے چار بائے ایک ہوگا۔ برابر كے جمع ایک جمع ایک یہ گا ملے چار سے ایک جمع ایک ہمیں تو  

كہ ہیں دیكهتے آپ اگر اب پانچ دو ایک پوائنٹ ایک ہے برابر كے افسوس قدر كی جس ہے آٹه بذریعہ اور ہے دركار رقبہ اصل   a  l دونوں ان دو
یہ لیے اس ہے دیا كر خارج كو علاقے اس نے ہم ہوئے لگاتے حساب كا رقبے اس لیے اس مستطیل ہے۔ مجموعہ كا رقبہ كے  l 2 رقبہ مطلوبہ

ہے كم سے  l 2 كریں كوشش كی لگانے تخمینہ كا رقبہ اصل سے طریقے اور كسی آئیے اب ہے كم سے رقبہ مطلوبہ
ہے یہ پهر بار ایک گے۔ ہوں كهینچنا شمار و اعداد ہمیں لیے كے اس تو ہے یہ جمع ایک پیرابولا یہ اور  x  y  x  x یہ كہ ہیں كہتے ہے مربع

ہے برابر كے ایک ہے برابر یہ ہے برابر كے صفر صفر ہے   x  y  x میں علاقوں ذیلی دو دوباره كو علاقے ذیلی ہم اب ہے برابر كے محور
ان بجائے كے لینے آه اب ہے صفر یہ ہے ایک یہ ہے آدها یہ ہیں كرتے تقسیم كے لینے   rectan  gles اس اور مستطیل اسے ہم ہے لیا جو

رقبہ یہ كہ ہیں كہتے اور ہیں لیتے پر طور كے مستطیل كو یہ اور ہے بار ایک ہم اگر لہذا ہے بار ٹو اور بار ایک  r  r  r  r جوڑیں كو بار ٹو
كے ویلیو فنكشن ایک پر نصف اونچائی كی مستطیل چهوٹے اس كیونكہ پر نصف ویلیو فنكشن میں نصف ہوگی قدر یہ اور ہے كہنا كا ٹو یو ہمیں تو  

كریں گنتی ہم اگر لہذا ہے ایک جمع ایک جو ہے جاتا مل پر ایک میں ویلیو فنكشن نصف جمع چار سے ایک جمع ایک كو آپ لہذا ہے ہوتی كنٹرول ذریعہ
نے ہم كہ ہے كی شمار نے ہم جو رقم یہ اب ہے برابر كے پانچ دو چه پوائنٹ ایک یہ اور سے حساب كے آٹه ہے تیره جو ہے ملتا ہمیں تو  u2 جس

نے ہم میں حساب آخری اور ہے جاتا كہا رقم اوپری اسے ہے كی گنتی نے ہم كی نے ہم ہے كی گنتی كی  l2  l2 رقم كم جسے ہے كی گنتی كی
كہ ہے یہ وه ہیں سكتے دیكه ہم جو یہاں اب ہے۔ جاتا كہا ہمیشہ   u2  u2 سے اس كیونكہ ہے ہوتا بڑا ہمیشہ سے رقبہ اصل ہے ہوتا بڑا سے

ہے جاتا كیا شامل رقبہ زیاده اتنا یہ كیا ہے جاتا كیا شمار رقبہ مطلوبہ اضافی كا رقبہ زیاده
تو ہے اور ہے ہوتا بڑا سے رقبہ اصل ہے كم سے رقبہ اصل u2  u2  l2  l2 1.125 رقبہ اصل كہ ہیں دیكهتے ہم چلو اب تهی  قدر كی  

جائے كیا حاصل كیسے
میں بار ایک نے ہم اگر كہ ہیں دیكهتے كیا سے حساب اپنے ہم تو  l ہے كی گنتی كی دو

نے آپ جب بار ایک اور ہے لیا مستطیل یہ نے ہم تو  ahl ہے لی كر گنتی كی دو
ہیں كرتے تقسیم میں علاقوں ذیلی مزید كو علاقے اس ہم اگر كریں كیا ہم لیے كے بڑهانے كو درستگی ؟ ہے كیسے مستطیل یہ اور مستطیل یہ تو

ہے صفر یہ ہے ایک یہ ہے چار سے تین یہ ہے نصف یہ ہے چار سے ایک یہ كہ ہیں كہتے تو
كچه لیے اس رقبہ كا مستطیل اس اور مستطیل یہ رقبہ كا مستطیل اس جمع كا مستطیل اس گا۔ ملے رقبہ مستطیل یہ كہ ہیں سكتے دیكه آپ اب تو  

یہ كہ ہیں كہتے ہم ہیں شامل میں علاقے تخمینی ہمارے اب حصے دونوں یہ ہوگی یہ قدر لیے اس گا جائے كیا شامل رقبہ اور  l4 اور ایک یہ ہے
كہ جیسا ہیں دیتے حوالہ ہم كا جس ہے رقم كم اور چار  l  l ایک میں اونچائی كی مستطیل اس یہ ہے خلاصہ كا رقبہ كے مستطیلوں چار ان چار

زیر ہے۔ ملتا چار سے ایک صفر میں ویلیو فنكشن ہمیں لہذا ہے رہا بڑه فنكشن كیونكہ ہے چلتا سے صفر ویلیو فنكشن جو ہوگا برابر كے چار سے  
o

پر چار بائے ایک ویلیو فنكشن جمع ایک میں چار سے ایک پهر ہے صفر جمع ایک یہ تو
ہے ملتی پر نصف ویلیو فنكشن چار بذریعہ ایک جمع سولہ بائے ایک ہمیں تو
چار بائے تین ویلیو فنكشن چار بذریعہ ایک جمع چار بذریعہ ایک جمع ایک تو

لہٰذا سولہ بذریعہ نو جمع ایک تو l 161144  ضرب  جمع  ہے برابر كہ جو  بذریعہ نو جمع چار جمع ایک جمع چار چار بذریعہ ایک ہے برابر چار
كا آپ كہ كریں یاد اب ہے آٹه ایک دو پوائنٹ ایک قیمت كی جس  بذریعہ ہے  كہ جو  ضرب  جمع  ضرب  ہے برابر كہ جو  میں 1632327323932

 lتها پانچ دو ایک پوائنٹ ایک دو
كہ ہیں دیكهتے كیا آپ تو اور ہے كم سے   l 2 l 4  l 4 a نے ہم ۔ ہے دی چهوڑ جگہ كچه نے ہم كہ جب ہیں ہم كیونكہ ہے كم سے

ان اور كریں گنتی كی رقبہ تخمینی دوباره كركے تقسیم میں قوت كی وقفوں كو اس آئیے اب ہے لگایا تخمینہ كا رقبہ اصل ذریعہ كے مستطیلوں  
گیا كیا نظرانداز ہوگا۔ رقبہ یہ اب لہذا تها رقبہ زیاده اتنا پاس ہمارے لہذا تهے موجود مستطیل دو یہ پاس ہمارے پہلے كر لے كو مستطیلوں

تو وقفے چار ہے مطلب كا لیے اس ہے بڑا سے رقبہ اصل میں اصل یہ لیكن گے۔ ہوں كم سے   u4 u4  u4 u2  u4 پہلی بار اس قدر كی
گا جائے كیا كنٹرول میں چار بائے ایک ذریعے كے ویلیو فنكشن كو اونچائی كی مستطیل

نصف یہ سولہ بائی نو جمع ایک میں چار سے ایک جمع چار سے ایک جمع ایک انچ چار سے ایک جمع سولہ سے ایک جمع ایک میں چار سے ایک تو  
یہ ہے چلتی سے قدروں كی فنكشن پر مقام اس اونچائی وقت اس لہذا ہے ایک جمع ایک میں چار سے ایک جمع ایک یہ ہے چار بذریعہ تین یہ ہے  

نقطہ یہ اور نقطہ
سولہ ضرب سولہ جمع نو جمع چار جمع ایک جمع چار پهر چار از ایک ہے قدر كی چار یو اور ہے چار یو یہ پاس ہمارے تو

ہے برابر كے  ہے برابر كے  ضرب  جو ہے ملتا  سے  ضرب  جمع  ہمیں تو 13041647321.46875
كہ ركهیں یاد تو u2 1.625 تهی  قدر كی

پورا كو رشتے اس رقوم اوپری اور ہے كرتی پورا كو رشتے اس رقم نچلی كہ ہے یہ وه ہے رہا ہو حاصل جو ہمیں سے حساب اس كار آخر تو  
پاس ہمارے اگر لہذا ہیں كرتی  n ہوں وقفے ذیلی

ہوگا كیا تو
۔ كریں اضافہ میں تعداد زیاده كی پوائنٹس میں بیچ ہم بار ہر تو   n سے طرف دونوں طرف نچلی اور طرف اوپری جو گا كرے حاصل قدر ایک وقفہ

ہیں بڑهاتے كو تعداد كی وقفوں ذیلی ہم اگر لہذا ہے سے رقم اوپری اور رقم كم كہ جو ہے قریب كے رقبہ اصل
ہم اگر لیكن ہے جاتی بڑه رقم كم اور ہے ہوتی كم رقم اوپری تو   finite قدر اصل بهی كبهی تعداد كی وقفوں ذیلی كے تقسیم ذیلی ذیلی ہیں لیتے

ان ہم اگر كریں كیا ہم لہذا ہوگی نہیں قابل كے كرنے حاصل اور  lns  uns لیں كو حد كی
جمع  سے  كہ جو قدر كی انٹیگرل گی۔ ہو اصل كی آپ یہ اور گی جائیں بدل میں قدر ہی ایک قدریں دونوں یہ كہ گے دیكهیں ہم تو 1 01مربع  x  

 dxفنكشن ایک ہم كہ ہے یہ مثال ہیں سكتے كر استعمال طرح كس كو چال اس لیے كے كرنے معلوم رقبہ اصل ہم كہ ہیں دیكهتے مثال ایک آئیے ہے
لیں وقفہ بند كو كہ كرنا فرض یہ دیں ہونے فنكشن مسلسل ایک پر   let fx  ab  fx سمجهانا یہ كہ ہے یہ وجہ كی مفروضے اس ہے مثبت

صرف رقبہ ایک كہ ہے آسان كہ كریں فرض اور گا پڑے طرف ایک كے محور  x  fx ہے رہا بڑه
لئے كے فو مسلسل بهی كسی ہے۔ سكتا جا بڑهایا كو نظریہ اس لیكن گے كریں لیے كے بڑهانے فنكشن اسے ہم پہلے تو   nction میں جس

ہے رہا ہو نہیں اضافہ
ہم آئیے تو جو ہیں كرتے كوشش كی كرنے معلوم رقبہ كا ہے برابر كے اور برابر كے  fx  x  a  x  b  x axis جو اور ہے درمیان كے
ہے اوپر سے

كہ ہے كیا فرض نے ہم كیونكہ ہیں كهینچتے تصویر آئیے تو وقفہ ہے۔ رہا بڑه اور ہے مثبت   fx  ab ہیں سكتے كر فرض طرح اس كو گراف ہم
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كا آپ یہ كہ یہ ہے یہ ہے محور اب ہے محور كے لمبائی برابر كو  fx  x  y  ab  n كریں تقسیم میں وقفوں ذیلی
یہ كہ ہیں كہتے پوائنٹس بتائیں نمبر اب تو یہ ہے نہیں  x  xn ہے

تو ہے نہیں كچه كے لمبائی برابر كو وقفہ اس نے ہم لہذا ہے  x  axn b  n ہے كیا تقسیم میں وقفوں ذیلی
كہ گا جائے كہا اور گی ملے لمبائی كی وقفہ ذیلی ہر كو آپ سے اس كہ ہوگا كیا تو لہذا ہیں پر فاصلہ برابر پوائنٹس كیونكہ ہے  h  xk بهی كسی

جہاں ذریعے كے فارمولے اس ہے سكتی جا كی گنتی كی نقطہ سے  k 1  n ہے جاتا تک
نے ہم ہے كیا نے ہم جو ہے صورتحال پاس ہمارے تو   x میں علاقوں ذیلی كو علاقے اس كر لے پوائنٹس پوائنٹس والے فاصلہ مساوی پر محور

ہم اب ہے كیا تقسیم  ln ہیں كرتے وضاحت كی رقم كم
یہ تو  x ہے ون مائنس این ایكس یہ ہے این ایكس یہ ہے ٹو ایكس یہ ایک ایكس ہے نہیں

لیے كے كرنے وضاحت كی ایل ایل تو  n ہیں نیچے كے وكر كہ جو ہیں لگاتے پتہ كا رقبے كے مستطیلوں ان ہم
تو   ln كی چوڑائی كی چوڑائی كی وقفہ ذیلی ہر كی مستطیل ہر لہذا ہیں پر فاصلہ یكساں پوائنٹس چونكہ لہذا ہے میں اونچائی اس چوڑائی یہ
اونچائی لہذا ہے ہے میں میں   h  ln h fx nought plus  h  fx one كی حكمرانی پر اونچائی كی مستطیل اونچائی لیے كے آخری

گی جائے سے ویلیو فنكشن پر ون مائنس كو ہم تاكہ میں ون مائنس ہیں سكتے لكه كو  xn  h  fx n  ln  fxk  h k ہے جاتا سے صفر میں
ہم طرح اسی ون مائنس لیے كے ہے رہا بڑه فنكشن كیونكہ ہیں بناتے طرح اس كو مستطیل ہم ہیں سكتے كر تعریف كی   n  un  un  unگا ہو

كو رقم اوپری میں ویلیو فنكشن پر طور كے   h  x كیا كنٹرول كو اونچائی كی مستطیل اس لہذا ہے رہا بڑه فنكشن كیونكہ گا جائے كیا بیان پر ون
ذریعہ كے ویلیو فنكشن گا۔ جائے پر ایک میں جمع ایک میں ہم لئے كے آخری میں ٹو كو  x  h  fx  h  fx  h  fxn لہذا گے كریں حاصل میں

كہ جیسا ہیں سكتے لكه بهی اسے ہم سے  خلاصہ كا k 1 ہے جاتا تک  nfxk 
ہے دیكها كیا نے ہم تو خلاصہ كا سے سے مائنس اور خلاصہ كیا ہے۔ جاتا میں سے ایک ln  k 0  n 1 جاتا تک  fxk  h  un  k  nfxk 

اور ہیں ہوتے كم سے رقبہ حقیقی وه ہمیشہ عناصر كہ ہے دیكها نے ہم سے بحث پچهلی ہے  uns ان اور ہیں ہوتے زیاده سے رقبہ حقیقی ہمیشہ
ہیں لیتے كو حد آپ اگر لہذا ہیں كرتی فراہم رقبہ اصل كو آپ قدریں محدود كی آپ اگر كہ ہے یہ مطلب كا سے صفر حد كی   ln  k  n مائنس

ایک كے  fxk  h ہیں لیتے میں
جو ہے كرتا فراہم رقبہ كا فنكشن كو آپ یہ تو ہے برابر كے برابر كے   x  ax  b طرح كس انٹیگرل یہ كہ سكیں دیكه آپ تاكہ ہے درمیان كے

یا ہیں سكتے لگا اندازه كا انٹیگرل آپ خلاصہ سے فارمولے اس ہے متعلق سے
آپ اگر لہذا ہے والی ہونے نہیں تبدیل قدر كی انٹیگرل ہوئے كرتے استعمال كا رقم اوپری یا رقم كم تو   uns وكر ہیں سكتے كر استعمال بهی كو

اوپر لیكن وكر گئی دی لیے كے كرنے گنتی كی رقبہ كے اور ہیں۔ ہوئے پڑے درمیان كے   a  b  x axis اور ہیں كرتے حل مثالیں كچه ہم اب
ہے كرتا كام كیسے نظریہ یہ كہ ہیں دیكهتے

كہ كریں معلوم تو صفر رقبہ درمیان كے جمع ایک ہے برابر كے مربع اور ہے برابر كے صفر   y  y  x  x  x وكر وہی یہ ہے برابر كے ایک
لہذا ہے كهینچا ہی پہلے نے آپ جو ہے گا۔ كروں نہیں وضاحت دوباره كی اس میں i  o  n كے سائز ہی ایک كو وقفہ اب ہے ملا علاقہ یہ ہمیں

كریں تقسیم میں وقفوں ذیلی
ہے  كا آپ یہ تو 0

تو یہ ہے نہیں یہ ہے x nought 0 كے برابر كے  ہیں۔ رہے كر تقسیم كو  وقفہ آپ طرح اسی اور ہے  مائنس  xn 1  x  x 1  xn 101  
بذریعہ  مائنس  میں وقفوں ذیلی كو آپ كہ ذریعے كے فارمولے اس اور ہے رہا دے ہے 10جمع  n  h  xk x nought  plus khx 1 0 

 h 1 x nہوگا
میں كو آپ تو 1گا جائے مل  x n  k 

تو  xk ہے
تو ہے xk  k  n سے
تو ایک ایک ہے دو سے اور ہے ایک مائنس سے ایک مائنس اور لیے كے اس ہم ہے ایک  x  nx  n  x n  n  n  xn  ln ہیں لكهتے
تو طرح اس وقفہ ہے لمبائی كی ذیلی ہر جو گا ہو میں وكر جو ہے خلاصہ كا مستطیلوں تمام ان نیچے كے  ln h  ln  ln  h  fx نہیں كوئی

جمع صفر جمع ایک یہ لہذا ہے ہے ویلیو فنكشن جمع ایک میں  h  x پر ایک
بذریعہ مربع ایک جمع ایک تو ایک یہ مستطیل آخری جمع مربع میں پلس n  h 1  xn 1 رہا بڑه فنكشن كیونكہ اونچائی كی ویلیو فنكشن پر  مائنس  

لہذا ہے ملتا یہ ہمیں لہذا ہے ہوا پڑا نیچے كے خطوط منحنی مستطیل اور ہے اسے مجهے   ln  h لہذا ہے عام جگہ ہر دو لكهنے دوباره میں
یہ جمع  ہمیں جمع مربع  جمع مربع  ہمیں پهر اور ہے ملتا بار بذریعہ مربع ایک مائنس 1كہ ہے كیا ثابت نے ہم كیونكہ ہے ملتا مربع  n 12  n  n  

سے ایک میں لہذا ہے سے ایک كو بطور خلاصہ یہاں ہوں۔ سكتا بدل سے   h  n  h  n  nاچهی كو آپ قدر كی خلاصہ پر طور كے نیم جمع
جمع مربع دو جمع مربع ایک آپ ہے معلوم طرح n 111 61 كے  مائنس  ضرب  جمع  یہ طرح اس ہیں سكتے لكه خلاصہ یہ كا مربع ایک مائنس  

ہے برابر بذریعہ ہے مائنس اس اب كیونكہ لیں حد كی nn  n 2 1  بذریعہ  جمع  ہمیں ہے جاتا طرف كی انفینٹی  by n  ln  ln  n 116  
ہے تین ضرب چار كہ جو ہے برابر كے  ضرب  جمع  یہ ہے ملتا  میں 2113

جمع ایک ہے۔ جزو لازمی ایک كا اس یہ تو   x جا كیا استعمال طرح كس كو عمل اس كے حد كی رقم كہ سكیں دیكه آپ تاكہ تک ایک سے صفر مربع
كہ جو ہے سكتی جا كی گنتی كی رقبہ كے رقبہ نیچے كے اه تحت كے وكر گئے دیے طرح كس كہ ہے سكتا ہے برابر كے اور   x  n  x كے

ہے برابر لیے اس رہیں سے آرام زیاده آپ تاكہ ہیں دیكهتے مثال اور ایک ہم آئیے اوپر كے محور دو برابر   x  y  e طاقت كی رقبہ درمیان كے
مائنس صفر برابر اور صفر برابر برابر  xy  x  x  als ایک

كا آپ یہ تو كا آپ یہ ہے محور اور ہے محور  y  x  e ہے سكتا جا كهینچا طرح اس كو ایكس مائنس پاور
یہ تو یہ  ہے برابر كے یہ  ہے برابر كے ہے برابر مائنس پاور یہ x 0 سے۔  ہے برابر  x 1  y  e  x  y 0

وقفہ كو آپ طرح كی كیس پچهلے پهر تو اور لیكن ہے ضرورت كی كرنے تقسیم برابر كے  كو كے  وقفہ  كو x 0 میں وقفوں ذیلی  x 11 0  n  
ہوگا كرنا تقسیم

اور وقفہ ذیلی ہوگی۔ لمبائی كی ایک ہر یہ اور ہوگا مائنس  دوباره تو ہوگا 10یہاں  by  x 1 xk  x nought plus kh  x nought 
ہے صفر

تو جمع ہے صفر xk  k  n بذریعہ ون میں
تو ہے ایک ایک ہیں لكهتے آپ اگر كہ ہے بات كی كرنے نوٹ یہاں طرح اسی اور ہے دو كو آپ x  nx 2 مل ویلیو فنكشن اوقات  x n  ln  h 

ویلیو فنكشن ہے رہا ہو كم فنكشن بار اس چونكہ یہاں لیكن گی ہو رہی  x  x بلكہ گی جائے چلی نہیں ذریعے كے ویلیو فنكشن پر صفر برابر كے
 oneكم لیے كے آخری طرح اسی فنكشن كیونكہ ویلیو فنكشن پر ون ایكس گا۔ جائے كیا كنٹرول كو اونچائی كی مستطیل اس لیے اس ویلیو فنكشن پر

ہوگی برابر كے ایک ویلیو فنكشن فنكشنل پر ایكس یہ ہے رہا ہو
تو میں پر ویلیو فنكشن لیے كے ویلیو فنكشن ایک دوسرے ہے پلس ایک لیے كے رقم كم لیے كے اونچائی كی مستطیل پر ٹو  ln h  fx  x  x دو
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جمع فنكشن كا آپ یہاں میں مائنس كو آپ لہذا ہے بطور ہے۔ ملتا میں h fxn  fx 0  x  ln  h  e  n بذریعہ ون مائنس پاور میں
تو پر ون مائنس پاور اسے ہم لہذا ہے عام پلس  h  n  e ہیں سكتے لكه باہر كے دو سے

ہمیں تو پر طور كے اوقات بذریعہ ون مائنس پاور كو پر ون مائنس پاور سے ٹو مائنس ہے ملا ای پلس پلس   ln  h  e  n  n  e سے اس آپ
كو آپ پہلے سے اس ہیں سكتے لكه اصطلاح اور ایک پہلے بذریعہ ون مائنس   n  n خلاصہ كا اس آپ اور ہے ترقی ہندسی ایک یہ لہذا ہے ملتا

كو  ہے۔ برابر كے كرنے تبدیل مجهے جو ہے ملتا یہ كو آپ جو ہیں سكتے لكه ذریعہ كے فارمولے آسان سے اور دیں ضرب سے 1كو  n  h  e 
طاقت  h دیں ضرب سے

گا ملے تقسیم اور ضرب كو آپ تو
آپ تو طاقت كی كو آپ یہ اور گے كریں حاصل پر  مائنس جب كہ ہیں جانتے آپ گا دے میں  مائنس طاقت كی e  h 1 كی لامحدودیت  e 1  n  

ہے ہوتا مائل طرف كہ ہیں سكتے دیكه آپ ہے ہوتا طرف كی لامحدودیت سے تعلق اس رجحان كا تک رجحانات s 0 طرف كی  h 0  n  s 0  
لہذا ہے ہوتا كہ جیسا حد كی ہوگا۔ برابر كے حد ہے جاتا طرف كی لامحدود كا كہ جیسا   ln  n  ln  ln  h ہو برابر حد یہ اور ہے ہوتا صفر

بذریعہ ایک گی جائے ون مائنس پاور سے پیچهے كے اس ایک مائنس پاور سے حد كی طاقت كی e  e  h  e  h 1 كہ جیسا ہے كی  مائنس  h 
101 0پاور كر لے سے سے  قدر كی انٹیگرل آپ كہ ہیں سكتے كر حساب آپ سے طریقہ اس كہ ہیں سكتے دیكه آپ لہذا ہے  ہے۔ ہوتا  e  

مائنس مائنس  كہ ہیں سكتے گن تک x dx 1 ہے۔ سكتا جا كیا استعمال طرح كس كو ڈیریویٹوز اینٹی كہ ہیں دیكهتے آئیے پر طور كے  مائنس  u 1  
آئیے جائے كی معلوم قدر كی انٹیگرلز مختلف اور جائے كیا استعمال كیسے كو حد كی رقم كہ ہے دیكها نے ہم تک اب كریں حل كو انٹیگرلز حتمی  

ہے سكتا جا كیا استعمال طرح كس لیے كے لگانے پتہ كا انٹیگرلز قطعی كو ڈیریویٹوز اینٹی كہ ہیں دیكهتے
كریں بحث پر تصورات كچه كریں۔ شروع كرنا حل كو مسائل ہم كہ پہلے سے اس لیے اس ڈیریویٹوز اینٹی تو

یہ كهینچیں اسے ہم اور ہو مسلسل اور مثبت جو لیں فنكشن ایک آئیے تو ہے یہ  a  b ہے
ڈالوں میں اگر ہے جاتا كہا فنكشن ایریا اسے اور ہے رہا كر نمائندگی كی ایریا شیڈڈ اس یہ ہے كرتا نمائندگی كی فنكشن ایریا فنكشن یہ تو  b x كی

جو گا دے رقبہ كا نیچے كے وكر كو آپ یہ جگہ ہے۔ درمیان كے ہے مساوی ہے برابر كے اوپر كے محور  li  es  x  nx  x  b برابر كے
كا ایک كیلكولس ایک ہیں كرتے بیان تهیورمز اہم دو ہم ہوئے كرتے استعمال كو فنكشن ایریا اس لہذا ہے   ah كیلكولس دوسرا اور ہے تهیوریم بنیادی

ہے تهیورم بنیادی كا ٹو
اگر ہے فنكشن كوئی پاس كے آپ اگر كہ ہے كہتا یہ لہذا ۔ كریں بات پر تهیوریم بنیادی پہلے كے كیلكولس آئیے تو وقفہ قریبی   fx  ab پر

كو فنكشن ایریا اور ہے مسلسل  a to xfxdx ہے گیا كیا بیان پر طور كے
ڈیش ایک تو كے تهیوریم دوسرے  x  fx متعین گا۔ جائے كیا استعمال میں اصل ہے جاتا كہا تهیوریم بنیادی دوسرا كا كیلكولس جسے ہے برابر كے

كہ ہے كہتا یہ اور كرنا كمپیوٹنگ كو انٹیگرلز كو وقفہ كلوز كیپٹل اور دیں ہونے فنكشن مسلسل ایک پر   fx  ab  ab  fx كا ایكس ایف چهوٹے
جو ہے ڈیریویٹیو اینٹی ڈیش پهر ہے برابر كے سے ہے برابر كے برابر كے   f  x fx  a  bfxdx fx x  x  b ہم جسے ہے برابر كے

مائنس   fb  faاینٹی ہم بشرطیكہ ہے سكتا جا كیا استعمال لیے كے كرنے اندازه كا انٹیگرلز قطعی كو تهیوریم اس لہذا ہیں لكهتے پر طور كے
كیا استعمال كیسے كو تهیوریم اس لیے كے جانچنے كو انٹیگرلز مختلف كہ دیكهیں اور دیں كرنے حل مسائل كچه ہمیں ہوں جانتے كو ڈیریویٹیوز  

گے لیں مدد كی ان ہم اور ہے لیا كر اندازه كا انٹیگرلز كچه ہی سے پہلے ہم تاكہ جائے
جمع ایک وكر كہ جو ویلیو كی انٹیگرل اس كہ ہے دیكها نے ہم تو كہ جو ہے كرتی نمائندگی كی رقبے كے نیچے كے مربع   x  x صفر برابر كے

اور ہے درمیان كے اوپر ایک ہے برابر كے   x  x اب ہے كیا حاصل سے عمل كے حد كی رقم نے ہم جو اور تین بائے چار ہے برابر كے محور
ویلیو كی انٹیگرل اس مطابق كے تهیوریم اس نہیں یا ہے رہی مل قیمت ہی ایک كو آپ كیا كہ دیكهیں اور كریں لاگو كو كار طریقہ كے ڈیریویٹوز اینٹی

گی۔ جائے صفر سے جہاں ہے جاتا پر جمع جو ہے مشتق مخالف كا مربع ڈیش جمع   x  x 1  fx 1  x  f  x 1  xآسانی ہم لہذا ہے مربع
جمع ایک كہ ہیں سكتے كر معلوم سے جمع ایک یہ مشتق مخالف كا مربع ہے ہوگا۔ مشتق مخالف كا مربع جمع   x  x  x  x اس تین بذریعہ مكعب

قدر كی انٹیگرل لئے جمع x  x 3  جمع  ہمیں كہ ہیں دیكهتے ہم سے كرنے لاگو كو تهیوریم جاتی تک  سے  ہے بذریعہ مكعب  x 0111  x 3 
04ہمارے ہیں لیتے مثال اور ایک آئیے ہے كی حاصل سے حد كی رقم نے ہم جو ہے قدر وہی سا كون اور ہے برابر كے جو ہے ملتا  مائنس  x 3 

ہے۔ فائی پاس جو نكالیں باہر كو رقبہ موجود درمیان كے اور  ہے برابر كے x  x 0 پاور ای منحنی نیچے كے خطوط منحنی ہے برابر كے  x  
مائنس جو مائنس  یہ كہ ہے دیكها نے ہم اور ہے اوپر كے محور x  x 1 كا كیلكولس ہیں۔ لگاتے سیكنڈ آپ اگر اب ہے ون مائنس پاور سے  e  

ہے یہ نظریہ بنیادی
كا اس كہ ہیں سكتے دیكه سے آسانی آپ ہوگا برابر كے اس یہ تو بذریعہ مائنس مائنس پاور ای مائنس یعنی ہے d  dx eo  x  x e  x مائنس

مائنس ایک جو اور طرح اس ہیں۔ سكتے لكه اسے آپ ذریعہ كے تهیوریم لہذا ہے مخالف كا   e دیكه دوباره آپ اور ایک مائنس پاور ہے برابر كے
ہم ہے۔ ملی سے كرنے استعمال ڈیریویٹو اینٹی میں كلاس اگلی كو آپ جو ہے قدر وہی ہے ملی سے حد كی رقم كو آپ جو قیمت یہ كہ ہیں سكتے  

شكریہ كا آپ گے كریں حل مسائل پیچیده مزید اور گے جانیں مزید میں بارے كے خصوصیات كی انٹیگرلز یقینی  
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