
 ఇదभࡏ గށత ࢡवసफ܌थల సహڒరం అ߄ࣃరణ࠳న޴ ఒకࡏ జరघ ݡथ܌वసफࢡ తށం۶ గ߾ऴ ۃࠏࡵ   ݡथ܌वసफࢡ తށగ ߤ
.ݡथ܌वసफࢡ తށం۶ గ߾ఒక ऴ ۃࠏࡵ   
 
ऴ߮రణ ߰ందంݟ
, ఖۨऐ త࠳న సమऴڴల ࡅకए  అߧऱښషߘऱ ఏࠫ݇ ۫޳भ ం, ڒబܽद ఖۨऐ త࠳న సమऴڴల ࡅకए  అߝక అߧऱښషߘऱ 
ఉߕऒ ࠼
, ఉ޳హరణࡏࠬ ڕ వऴక ఉపࡍతలం 
కएࡅ ऱߦ  లङࢡ࢙ ߤయ܊ࡎ ࡛ߕ ం ࡅకए  వంߩ ऴߦంతం ࡅకए  వంߩ ऴߦంతం ࡅకए  ߰డߘ࢓ గށంచړߖݞ 
ࡍߖ भషद సమऴڴలߘ ఉపڵࡆంచవ۪ऐ , ఉ޳హరణڒࡿڿ ڕర పࠪࡍణం ࡅకए  ఉపࡍతల ࢙ࢡలङ ం
ళ ऴదవङڿ  సంڝ కएࡅ ࢐ܽ నࡷద࠴ ࢢࡌ  ఉ޳హరణ ࡲ࢐ङ బܽद ఖۨऐڒ ࡏడగల۫ ࡏࠬ ߘ ࠹ త࠳న 
సమऴڴల ࡅకए  అߧऱښష࡮ۧ ࡱ ߤ ఉߕऒ యࡏࠬ ߖ ۫డగలࡏ,
ఖۨऐ ࠭࠲ బܽदڒ త࠳న సమऴగతࡱ అం݄ ఏࠫ݇ అర बం ڝࣆۯవߘߝ ړߖݞ ऴߦంߖޑऒ  ఒక ఉ޳హరణڴ 
ऒߕڕࣆޓ ,ߘ
నࣄ࡯ޘ ڕࠬ ݟంߘ లޔపܽ తరగߘ࠭ బܽदڒ ऱܿࡏࠬ   ڴ
ऒߖޑంߦరణ ऴ߄ࣃ  గށంచవ۪ऐ   ऴࠜޒజం ޵ర डచޔరऴస వృతफం ࠴దࡷన ఆࡱࡌڒ మࡏࠬ ࠾ࡍ సంړ ऱషद࠳న 
ఆߖࡌڒऒ  కڵ࡯ ఉం݄   ఉ޳హరణࡏࠬ ڕ ఇ࡮ ఉం݄
ఈ ఆڒరం ࡅకए ङ࡮ࢡ࢙  ऒߖ  అంచߕ ࢘యࡏࠬ ړߖݞ ఈ ऴߦంߖޑऒ  పࠫࡍత సంఖङ  ڴࡱࡌڒరణ ఆ߄ࣃ ࡹ
࢑భ܊ంచవ۪ऐ  , ఆ߯ ࠬࡏ
ఈ అߖऒ కएࡅ లޔరణ ఆకృ߄ࣃ   వङ ړ फగత  ऴߦంޑలߘ గށంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ అసࡱ ऴߦంߖޑऒ  ߰ందړߖݞ 
ఇ޴ అవసర࠳న ऴߦంతం ࢑ۨ ߗڒऑ నऒ ం ࣋ۯ ࠙వన.

సంړ ऱషद࠳న ऴߦంߖޑऒ ओߩయడం ఎలऱۯ ڴࡱࡌڒరణ ఆ߄ࣃ  ࡍవ ݢ फంచ޶ ఉ޳హరణڕ
అߝక ߖజ ࢑܋తంࡹ సమసङ ऒߕఉ ࡱ త సమసङށక గߝఅ ڕࠬ   ࠾ࡍమ ࠼ ऒߕఉ ࡱ ,࠼
త సంఖङࠫࡍప   ࠭࠲ ߖܽ࢒ ంతంߦన ऴࣄ࡯ޘ ڕࠬ  ߘలࡌڒఆ ߖࡶంచ܊࢑భ ڴࡱࡌڒఆ ࡹ
ఖۨऐ ࠭࠲ బܽदڒ తంࣃ۫ ڴफ ऒߖޑంߦऴ ࡏࠬ  ࠭  పࠫࡍత సంఖङ  ,ࡱహరణ޳ఉ ߖࡶంచ܊࢑భ ڴࡱࡌڒఆ ࡹ
ߖ޵
లङࢡ࢙ ం ࣆలభంڴ గށంచదڵనڒ ޴బܽद ࡔఖ మ࠾ࡍ వऴకࡔఖల మధङ  ఉనऒ  ऴߦంతం సࠪనం 1 మ࠾ࡍ y y 
సࠪనం చదరڕࣆޓ ߩం޳ం, ڒబܽद ఇ޴x 
ࠬ అࣾం  అࣾం ڒబܽद సࠪనం 1 అ޴ߝ అࣿړߖ సࠪంతర ࡔఖ మ࠾ࡍy x y x 

࣋ए छ రࢣ ߖ޵ ࡮ࠒࡌߦ ޴ߝసࠪనం అ ړ ࡛ लం  మ࠾ࡍ అࣾం అࣾం ڒబܽदy x 0 0 y 
ऒߖ޳ ࡏࠬ ऱߦ  అం݄  ࣋ए ࠻ࡍఏ  ޴నࣄవలڒ ڕࠬ బܽदڒ ޴फంࣆࠚల ޴ఇ ڕࠬ फ࣋ۯ ݋ छ  సࠪనం x y ړ ࡛
࣋ए छ ए࣋ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࡛ छ ఖల మధङࡔవऴక ݡంࡓ ࡛  సࡍహ޶भڴࡱ ఉనऒ ङ࡮ࢡ࢙ ݡంࡓ   y ڴహరణ޳ఉ ړߖ
మߖڜࡍऒ  ఉ޳హరణ޳۫ ࡱभ ం.
ऱߦ ߖ࢐ܽ ࠭࠲   బܽद ࣋एڒ అࣾం ࠬ ޴అࣾం ఇ ࠬ ޴ఇ ݟయంۯ ݋ छ  y x y x ࡮ࠒࡌߦ ޴ߝసࠪనం అ ړ ࡛
ߖ޵
రࢣ लం 0 0 మ࠾ࡍ అࣾం అࣾం ڒబܽद ࠬڕ ఈ ࡮ࠒࡌߦ మ࠾ࡍ సࠪన࠳న ࣋ए छ ࡛x y y 

రࢣ  ߖ޵ ࡮ࠒࡌߦ ऱࢁసࠪనం  మ ړ लం 0 0 మ࠾ࡍ అࣾం అࣾం ڒబܽद ࠬࡏ ఈ ߘ࡮ࠒࡌߦ కڵ࡯ ఉߕऒ x ࡏ x 
మ࠾ࡍ
ఇ࢐ܽ ޴ మధङ  సࡍహ޶भڴࡱ ఉం࡯ݞझ న ऴߦంతం ఇڒ ޴బܽद మనڕ ఖۨऐ త࠳న సమऴగత ఎంڕ޶ అవసర࠵ 
ऴ߮ߧࡔత ఉ޳హరణల޳۫ ߘभ ం, 
ఖల మధङࡔవऴక ݡ࠮ ంతంߦబܽद ऴڒ  సࡍహ޶भڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఒక వऴకࡔఖ ࡓంݡy  
న࣒ ࣋ए࠳ ݡంࡓ ݋ࡐ ందړ కܽ సࠪనంࡖసࠪనం  మ ڕల࡮࠮ छ ࡛ మ࠾ࡍ మࡖకܽ ఒక పంړ फ x y x x x
ऱߦ ߖ࢐ܽ  సࠪనం ݡంࡓ भ޳ۯ ݋ ం ڒబܽद అࡓ ݋ࡐ ޴ߝంړ ݡంద ࠳న࣒ చޔరऴసం ࠬࡏy x x 
ఈ సࠬకరߖހऒ  ऴ࢐యవ۪ऐ ޴ఇ ఇ  ࡏడగల۫ ࡏࠬ బܽदڒ ࠹ర߷ ޴ంړ  
࣊ంట࡛ వߕࣆ ࠪڒ ߤऒ  మ࢐ ࠾ࡍङ రࣃ बం ఒకܽ ఉనऒ  వృతफం ڒబܽद ࠬࡏ   సࡍए ࢐ङ ࡽ రࣃ बం ఒక ߕࣆ ࠪڒऒ  
మధङ  ఒక ࡹ
ऒߕࣆ  ࠪڒ  ࢐ङ రࣃ बం ఒకܽ ߰ందంݟ
మ࠾ࡍ అࣾం అࣾం ڒబܽद ࠬࡏ ఈ ߘ࡮ࠒࡌߦ ߰ంࡏޑ޶ మړ2 ࠾ࡍ సࠪనం అ޴ߝ ఒక పంړ फ, x x 
ఎం޶కం݄
ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए  ఈ  ڝఆࡍ न0 ࠪڒ 2 ݋ߝ.
ߤࡷ బܽदڒ 
ఈ ࠼ߦం݋ వదभ సࡍए ఇకए  ݋ం࠼ߦ   ంతంߦన ऴ࠳అవసర ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڴ ݋ంܐంܼ ڕ ࡽ డ 
గమߖంచంݟ ఏࠫటం݄, ఈ ࡮ࠒࡌߦ
ऒߕࣆ ऒߕࣆ ࠪڒ  తపओ ߖ  మࡓకए एࡍస ݞ ޴ఇ ,޶యۯ ఖండన   ࡽ
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షएࡍప ࡏࠬ న࣒ ࣋ए࠳ ݡంࡓ ందړ ݋ࡐ ݡంࡓ సࠪనం ࠾ࡍమ ݡంࡓ ݋ࡐ ޴ߝफ అ࣋ࡍ छ ࡛y x y x x 
షएࡍప ߗంܽݟంࡓ ऒߕࣆ ޴फంࣆࡱޘ ڕࠬ फ࣋ࡍ ऒߕࣆ ࠪڒ   వదभ ࠪऴత࠲ కࣆࡱफం޴ అߖ ۫డంڒ ,ݟబܽद
ङ޳࢑ ߕ ऒߖޑంߦఈ ऴ ࡐबలందࡏ  పࠫࡍత సంఖङ ڴࡱࡌڒఆ ࡹ
࢑భ܊ంۨ  ఈ ऴߦంతం ࡅకए ङ࡮ࢡ࢙  ऒߖ  ߰ం޻ంߖ޵ ڕ޶ऒ ంచవ۲ऐݟܔ   ߕ ߘߝ ڴ޴ంࣄడవల۫ ޾ࡶ 
ङ޳࢑ అభङ ߗࡍबలందࡏ ࡍ बࣆफߕऒ ړ ࡮ۧ ޴ఇ   ߘ ऱషदతర࠳న ۨవࡍ ఉ޳హరణ మ࠾ࡍ
పओۮ ڕߕ వछߖ ంߖܽ࢒ ߘߝ  ݟ ఎంڕ޶ ఇࣆफߕऒ  ఈ ࠭࠲ ړࡍఏࠫటం݄ , ۨవ ࡱహరణ޳ఉ  ߘ
సమసङ లߖऒ ంܽߗ పࡍషए फࣃࡍ ࠭
మ࠾ࡍ ఈ సమసङ లߘ ఖۨऐ త࠳న సమऴڴల ޳छ షएࡍప ࡮ఎ ࡌ ంచవ۲ऐࡍ
फࣃ۫ వऴకతల మధङ ڷࡱߕ హరణ޳ఉ ࡍబܽद ۨవڒ ࠭  ఉనऒ  ऴߦంతం మߘߝ ࠾ࡍ
ए࣋ ڷࡱߕ छ ए࣋ ࣒࡮ࠒࡌߦ ڷࡱߕ న࠳సࠪన ړ ࡛ छ ऒߕڕࣆޓ ߖ ࡛  x   y y.ߘ
 పదࣔړ ࡏ సࠪనం ڷࡱߕxy

చޔరऴړߖࣃ సࠪనం మ࠾ࡍ పదࣔࡏ చޔరऴړߖࣃ సࠪనం ڒబܽद ࠬߦ ߖ࢐ܽ ࡏऱ  x y x޴फ ఇ࣋ۯ ݋
ࠬ అࣾం ఇ޴ ࠬ అࣾం ڒబܽद ࣋ए छ ए࣋ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ ࡛ छ ࡛y x y x y 

రࢣ ࠾ࡍసࠪనం  0 0 మ ڕ సࠪనం 16 ڕ लం 0 0 మ࠾ࡍ అࣾం అࣾం ڒబܽद ࠬࡏ ఈ ࡓం16 ݡ x x x 
 అం݄y x y ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖࣃరऴޔచ ڷࡱߕ ࠾ࡍమ ࡏޑ޶ం߰ ߘల࡮ࠒࡌߦ
పదࣔࡏ చޔరऴړߖࣃ సࠪనం అ࢑ మࢁऱ ࢣ ߖ޵ ߗڒ ࡱ࡮ࠒࡌߦర लం ߕࣆऒ  ऒxߕࣆ 
మ࠾ࡍ అࣾం అࣾం ڒబܽद ࠬߖܽ࢒ ࡏ ߰ంࡓ ࡏޑ޶ంࡱ࡮ࠒࡌߦ ݡ మ࠾ࡍ ఇ޴ ࠬ ࣋ए छ y y x ڷࡱߕ ࡛
ࣾࠫంచంڷࡱߕ ݟy 

చޔరऴړߖࣃ సࠪనం మ࠾ࡍ ఇ޴ పదࣔࡏ చޔరऴړߖࣃ సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ ఒక ऴߦంతం ڒబܽद ࠬࡏ x y x 
ऒߖ޵  పࠫࡍత సంఖङ అభङ ߗࡍఅంద ࠬ ߖలݞ۫ ޾ࡶ ࡗంచగల܊࢑భ ࡹ ࡍ बࣆफߕऒ  ߘ
కएࡅ ంతంߦన ऴࣄ࡯ޘ ڕࠬ    ఆࡱࡌڒ  మ࠾ࡍ ۨవరࡏࠬ ڴ ఈ ऴߦంߖޑऒ
छ޳ లޔన పదमࣄ࡯ޘ ݟంߘ లޔపܽ తరగߘ࠭ ఇపओ ߘߝ ࠾ࡍమ ࡏంచగలށగ ࡌ ܽవరڕ చࡍऐ ంۨన ఈ 
ఉ޳హరణలߖऒ ంܽߖ
फࣃ۫ ࡹవరۨ ࠭࠲ ࠭ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఖۨऐ త࠳న సమऴڴలߘ ఉపڵࡆంచడం ޳छ షएࡍప ࡌ फࣃࡍ ࠭ 
మ࠾ࡍ
అవసర࠳న ऴߦంߖޑऒ  గࣃށफ రछߖ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭ भ޳ۨ ం ࡍߖ भషद సమऴగత ఈ ࡐపంߖ ࡹరछ ۨంచబޔݡం޴, 
ఇకए డ తڕए వ పޒࠫࡍ అߖ మߖ ࠾ࡍ ఎڷవ పޒࠫࡍ అࣃࡱߧ ߖफ కएࡅ ߤఫంࣾ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡏ  a b
ङ࡮ࢡ࢙ ऒߖ ޴फంࣆۨࣇ 
ऱߦ ߖߖ޳ ࡏࠬ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ బܽदڒ  fx y xߤఅࣾం  ࠬ ఫంࣾ ޴అࣾం ఇ ޴फ ఇ࣋ۯ ݋
ఇ޴ ఈړछ झࡽ  ఈܘ ఈܘ ఈڙछ झࡽ ऒߖޑంߦఈ ऴ ࡽఇం݃ऴగ ݋ߖ߸ݥ బܽद ఈڒ ࠉ ܿ   బܽद ఈ   x xڒ ޴फంࣆۨࣇ 
ओߩఇ ޴ߝఅ ࡯ంۧށగ ࡮ఎ ߘవࡱ࢑ ऴపశऒ ݡ .
  గށంచࡓ ړߖݞంݡ పదमࡱޔ ఉߕऒ .࠼

ఒకܽ పࠫࡍత ޑ࠴फ ల ప޳ ޒࠫࡍछ छ޳ ంచడంڵࡆకܽ ఉపࡖమ ࠾ࡍమ ࡌ ంܾ࠻  ࡌ
ఉదग ࡮ఎ ހ࠲లऴకڒ ޒࠫࡍతफం ప࠴ తࠫࡍఈ ప ,ࡱ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ࢑ంۨం޾ మనం ࠴దట
फࣃ۫ ࠭  ఈ పࠫࡍత ޑ࠴फ ల పޒࠫࡍ ఎ࡮ అࠚవృ޴म ۮం޴ం޳۫ ޾भ ం ڝ ߖ޳సం ߘߝ మࢁऱ ఒక ఉ޳హరణߘ 
పࣃ࡯ࢣࡍफ ࠾ࡍమ ߘ
ऴߦంత సࡍహ޶भߘ కھߘనమߘߝ ߖ ࠫమघ ऒ࡯  అߘޑڷݡ  మధङ  సࠪనం 0 సࠪనం 1 ప ऱ࣒  y y x
చదరߩ సࠪనం 0 మ࠾ࡍ సࠪనం 1.x x 
ऒߖޑంߦఈ ऴ ڴ޶బܽद మనం ࠭ంڒ  ऱߦ  भ޳ۯ ݋ ం ڒబܽद ఇ޴ ࠬ

అࣾం ఇ޴ ࠬ అࣾం ڒబܽद  ప ऱ࣒  చޔరऴసం మࢁऱ  ఒక ࢣ ߖ޵ ࡮ࠒࡌߦర लం 0 ࠪڒy x y 1 x 
1 మߖ޵ ࠾ࡍ అࣾం అࣾం ڒబܽद ࠬࡏ ఈ ఆߖࡌڒऒ  ߰ంࡏޑ޶ ఇ1 ࠪڒ 0 ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ సࠪనంy x 
పओۮ ߖఅ 0 ݟంߘ ంݟ, ఇ޴ అం݄ 1ړ సࠪనం, ఇߕࣆ ޴ऒ సࠪనం  ప ړఒకܽ ޴సࠪనం ఇ ړ ऱ࣒  x y y x
చޔరऴసం ڒబܽद ࠭࠲ ఈ ݭݥࢺ ఏڝ ࠻ࡍసం ߕޔڕޔࢗऒ ఖۨऐ ޴బܽद ఇڒ ࠭ తంڴ సమऴగంڴ ఉనऒ  
ऴߦంతం ࡅకए వࡱ࢑ 
ఒకܿߦ ޜߖ޳ ࣋ए छ ऒߕࣆ ړ ࡛ బܽद x dxڒ ޴ఉంܿం ڴ
మనం ఇంతڕ ࠭ంࣆۯ ޶फనऒ  ऴܽߝ ڡ ఉపࣃڵࡆफ ࠭ మ࠾ࡍ ऴߦంߖޑऒ  ࢑భ܊ంۧ࠭ అంޒమంڴ అߝక 
ఆڴࡱࡌڒ ఉంܼڒ ࠼బܽद మనం ఈ ऴߦంߖޑऒ फࣃ܊࢑భ ڴࡱޑంߦఉప ऴ ݡంࡓ  ࠭
, ఇࡌ࢑ ޴మం ࡅకए  ఈ మధङ పओۮ ߖసࠪనం అ ړߖڴస ޴ఇ ,ߖڕࣆޓ ߖ ࢓޶ంࠉ  ంݟ , ఆ߯ మనం x 
ర޵ डచޔరऴࣃలߘ ఇࣃڶ ࡮फ ࠭ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ ࡓం޵ ݡర डచޔరऴࣃల ࢙࡮ࢡङ ऒߖ  గࣃށफ ࠭.
 ఈ ޵ర डచޔరऴసం ࡅకए లङࢡ࢙  ం ఒకܽ మ࠾ࡍ ఇࡓ ޴ంڒ ݡబܽद ࠭࠲ ఆr r 
ర޵ ࠭ޑࠋۮ ߖంతం  అߦऴ ߖࡹంܽݟంࡓ डచޔరऴࡓ ࡱࣃంݡ ఒకܽ పऱ࣒  ఒకܽ o  f l r r r ݡంࡓ 
లङࢡ࢙ ం ࠴దܽ ޵ర ड చޔరऴసం
ۨనऒ फరࣅ࢑ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ޴ पం ߭దभ޴ ఇߩओ ऒߖ޵ మనం ݡ  గ࣋ށफ మనڕr 
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సగం సగం వࣆफం޴ ఈ ޵ర ड చޔరऴసం ࢗడࡱओ  మ࠾ࡍ ఎޔफ ఫంࣾ޳ ߤछ రछߖ ࡌ ࣕంచబޔݡం޴
వదभ ࡱ࢑వ ߕࣆऒ ఒకܽ పऱ࣒ ڕబܽद మనڒ సࠪనం ړ ऒߕࣆ   ఆ߯ సړߖڴ సగం ఫంࣾࡱ࢑ ߤవ వࣆफం޴x 

బܽद మనం ఒకܽ పऱ࣒ڒ  వߖ ࡛ࠂ ࠑ ߤ ߰ం࠭ޑ޶, ఇ޴ వߤ పऱ࣒  వߤ పऱ࣒  వړ ࡛ࠂ ࠑ ߤ సࠪనం అޔ࢓ంߖߖ޵ ,޴ 
మనం
వߤ పऱ࣒  వࠑ ߤ ఎ݋࠼ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ .
घࠫޛ   ߤవ ݟవ ࣾࠫంచంࡱ࢑ ߖ޵ ޴ࠫߖఎ ړ޴
 a l޴ߝఅ ݡంࡓ ࠾ࡍంతం మߦన ऴ࠳అవసర ޴ߝफ అ࣋۫ ࡏࠬ ߖసࠪనం అ ړ޶ఐ ݡంࡓ ఒకܽ ݋ం࠼ߦ
ఈ ࡓం޵ ݡర डచޔరऴࣃల ࢙ࢡలङ ం ࡅకए  సమघ షڒ ߤబܽद ఈ ऴߦంߖޑऒ एړࡵ  ంۯటߩओ ݡ
ऒߖޑంߦఈ ऴ ࠭࠲  ࠫనࣔ࠼ంۧ࠭ ڒబܽद ఈ అవసర࠳న ऴߦంతం కం݄ తڕए వl  2 

ఇߩओ  l 2 ݡ
అవసర࠳న ऴߦంతం కం݄ తڕए వ  చޔరऴసం అం݄ ఇ޴ ఒకړߖ޳ సࠪనం  x x x
సࠪనం  ߕࣆऒ ऒߕࣆ సࠪనం ޴ఇ ړ  అࣾం ఇߩओ  ऒy xߖޑంߦऱ ఉప ऴࢁమ ࠭࠲ ݡ
ఈ ऴߦంߖޑऒ फࣃ܊࢑భ ڴࡱޑంߦఉప ऴ ݡంࡓ  ࠭ ఇ޴ సగం ఇ޴ ఒకܽ ఇ޴ ఇߩओ ऒߕࣆ ݡ  అޙ࠼
ఆ ڕࣆޓనऒ ర޵  डచޔరऴࣃలڕࣆޓ ߘం݄   ߖ޵ ࠭࠲ऒ ర޵  डచޔరऴసంڕࣆޓ ڴంܼ࠭  మ࠾ࡍ
ఇ޴ ఒక ޵ర डచޔరऴసం వࡵ మ࠾ࡍ ఈ ऴߦంతం ఒక ࡛ࠈ మ࠾ࡍ ఇࡓ ޴ం࡛ࠈ ݡ అۮ ߖపओ ంڒ ,ݟబܽद r r 
మనం

వ࡛ࠈ ߤ మࡓ ࠾ࡍం࡛ࠈ ݡ ల࣋ݟܔ ߘफ, మనڕ అߖ వࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࡱ࢑వ సړߖڴ సగం r r u two 
ఫంࣾࡱ࢑ ߤవ అޔ࢓ం޴
ఎం޶కం݄ ߖ޳ ఎޔफ  ఈ ۨనऒ ర޵  डచޔరऴసం సړߖڴ ఫంࣾࡱ࢑ ߤవߖ ޜరछ ࣕంచబޔݡం޴,
ఒక ప ࡏࠬ బܽदڒ ऱ࣒  వ࡛ࠂ ࠑ ߤ పऱ࣒  సగం ఫంࣾߤ
ఒక ప ߘవࡱ࢑ ऱ࣒  వڴ ߤ ߰ంڒ ࡏޑ޶బܽद మనం గ࣋ށफ మనڕ పదߘ ݡ࠮ంݟ ఎ޴ࠫߖ వࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴
ఒక ࠼ߦం݋ ఆړࡏ సࠪనం  ࡓంݡ ఐ޶ ఇߩओ ङߪమనం కం ݡ ంۨనށతफం మనం గ࠴ న ఈࣄۯ ݋
 u2ࡍవۨ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబۨࣇ ڴతफం࠴ వڷఎ ࠭࠲
గణనࡹ మనం ߖ గށంۧ࠭, అ޴ తڕए వ ࠴తफంۨࣇ ڴంచబޔݡం޴, ఇߩओ ఇకए ݡ డ మనంl2
۫డగ޴ڼ࡯ u2.
 ఎలऱߩओ ओߩఎలऱ ޴కం݄ ߭దभ ݢ एڕ࢐సफవం కం݄ ఎ ݢ వڴ ఉంܿం޴ ऴߦంతం ఎం޶కం݄ ఇంత ࣅ࢑फర पం u2 
అదనంڴ అవసర࠳న ऴߦంతం గށంచబݟం޴  ఇ޴
फరࣅ࢑ బܽद ఇంతڒ पం ݟܔంచబݟంڒ ޴బܽद ࢐సफవ ऴߦంతం కం݄ ఎڕए వ మ࢐ ࠾ࡍసफవ ऴߦంతం u2 u2 l2 
కం݄ తڕए వڴ ఉంࡱ࢑ ޴వ 1.l2 
125 ఇߩओ भ޳۫ ࡹ࠻ۯ ࡮ఎ ݡ ం ࢐సफవ ऴߦంߖޑऒ  ߰ందంڒ ,ݟబܽद
మన గణనల ߘంݟ మనం ఏࠫ ۫ࣃफ ࠭ , మనం ఒకړࡵ ߖ2 ࡍࣃए ంۨనటऱ࠭࠲ ,ޙ࠼ ఈ ޵ర डచޔరऴߖࣃऒ  
ऒߕڕࣆޓ ࠭
మړࡵ ࡏࠬ ࠾ࡍए ంۨన తࡌछ త ఆࣣ ఇదभࡏ ఈl 
ర޵ डచޔరऴߖࣃऒ  మ࠾ࡍ ఈ ޵ర डచޔరऴߖࣃऒ ऒߕڕࣆޓ  బܽद ఖۨऐڒ ࡏ తޑछ ऒߖ  ఎ࡮ ߭ంۧ࡯
ऒߖޑంߦఈ ऴ ࠭࠲  బܽद ఏࠫܽڒ  మߖࡍऒ  ఉప ऴߦం࢑ ڴࡱޑభ࣋܊फ,
ఇ޴ ఒకܽ ޳छ పओۮ ߖఅ ڷࡱߕ ࡌ ంࣅ࢑                               ݟफࡌप ऒߖ  ఈ ޵ర ड చޔరऴړߖࣃ                       ߰ందడం 
छ޳ ࡌ
ఇߕࣆ ޴ऒ                                          ऴߦంߖޑऒ                    ߰ందߖݞऒ డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ   .
  ఈ ޵ర डచޔరऴసం ఈ
ర޵ डచޔరऴసం మ࠾ࡍ ఈ ޵ర डచޔరऴసం ࡅకए లङࢡ࢙  ం ڒబܽद మڜࡍంత ऴߦంతం ۯరऐ బޔݡంڒ ޴బܽद 
వࡱ࢑
ఈ ࡓంࡱڴ࠙ ݡ ఇߩओ ఉనऒ ڴࡏࠪࣆ ࠪ ݡ  ऴߦంతంۯ ࡹరऐ బݞन  l4,࠭ޑࠋۮ ߖఅ ޴ఇ ࠭࠲   ࠼
ఇ࠭࠲ ޴ ఎ࡛ࠂ ࡽ మ࠾ࡍ ఎ࡛ࠂ ࡽ అۨࣇ ߖంۯ మࡗ తڕए వ ࠴తफం ࡱ  ఈ ޵ ڷࡱߕర डచޔరऴࣃల 
లङࢡ࢙ ం ࡅకए  ఉ࠲घ షߤ ఈ   ޵ర डచޔరऴసం ࡅకए  ఎޔफړڷࡱߕ ࡹ
ߤఫంࣾ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړڷࡱߕ
ऒߕࣆ వࡱ࢑ రछߖ ޜ ࣕంచబޔݡం޴ ఎం޶కం݄ ఫంࣾޜڷࡏ߭ ߤంڒ ޴బܽद ߕࣆ ࠭࠲ऒ  వదभ ߕࣆऒ  ړ
ߤఫంࣾ ڷࡱߕ ݟంߘ ڷࡱߕ
ఒకܽ పऱ࣒ ޴బܽद ఇڒ ࠭ޑ޶ం߰ ړࡹవࡱ࢑ ऒߕࣆ    ఆ߯ ఒకܽړڷࡱߕ ړ ఒకܽ పऱ࣒
ఫంࣾࡱ࢑ ߤవ ఒకܽڒ ڷࡱߕ ړబܽद మనڕ పదࣔړࡏ ఒకܽ పऱ࣒  వ࡛ࠂ ࠑ ߤ ఫంࣾߤ
బܽद ఒకܽ పऱ࣒ڒ ޴ంޔ޶అం ړߖڴవ సࡱ࢑  వ࡛ࠂ ࠑ ߤ పऱ࣒  ఒకܽ ࡛ࠂ ࠑ ఫంࣾࡱ࢑ ߤవ ࠑ ݡ࠮
घࠫޛ ߧ࡯బܽद ఒకܽ కڒ ڷࡱߕ పऱ࣒ ࡛ࠂ ࡛ࠂ ࠑ ߤవ ޴ߝఅ ࡛ࠂ బܽदڒ  ࡏపదࣔ ޴  వߤ పऱ࣒l 
పऱ࣒ ڷࡱߕ ప 1 ޴సࠪనం, ఇ ړ16 ࠑ ߤߞ  ऱ࣒ ప 32 ࠑ 32 ޴సࠪనం, ఇ ړ 16 ߤఇ 4 ࠑ 14  ऱ࣒  32 ࠑ అం݄ 39 32 ࠑ 7 
ओߩఇ ޴ࠫߖఒకܽ ఎ ݡంࡓ  ݋ం࠼ߦ వ ఒకࡱ࢑ ߖ޵ ऒߕफࡏڷ ݡ ࠼
एڕకం݄ త ޴࣋۫ ࡏࠬ బܽदڒ ޶ఐ ݡంࡓ ఒకܽ ݋ం࠼ߦ ఒక ݡంࡓ ࠬ వl l 4 
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మ࠾ࡍ కం݄ తڕए వڴ ఉం޴, ఎం޶కం݄ ࢐   ࠭࠲సफవ ऴߦంߖޑऒ  అంచࣄ࢘ ߕనߩओ ࡍߖ ࠭࠲ ݡ भషद l 4 a 
ऴߦంߖޑऒ  వ࠭ࣃ࢘࡯޴
ओߩఇ ࡱࣃరऴޔరडచ޵ ఉనऒ ڴࡏࠪࣆ మనం ݡ  ऴߦంߖޑऒ  గ޳ށभ ం ߖ޵ऒ ړల శࠪࡌ࢑  फ࢑ ڴభ܊ంచడం ޳छ  ࡌ
మ࠾ࡍ ఈ ޵ర डచޔరऴࣃలߘ ࠭ంڝࣆޓ ڴ޶వడం ޳छ ర޵ ݡంࡓ ఈ ࠭࠲ ࡌ डచޔరऴࣃలߘ
కڵ࡯ ఉߕऒ एڕఇంత ఎ ࠭࠲ బܽदڒ  ࠭ వ ࣅ࢑फర पం కڵ࡯ ఉߕऒ ओߩబܽद ఇڒ ࠭ రߖ ంతంߦఈ ऴ ݡ ऱࣾ ङ ం 
బܽद u4ڒ ޴ంޔݡయబۯ

అం݄ ࡱࠪࡌ࢑ ڷࡱߕ అం݄ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴  ఇ޴u4 u4 u2 
࢐సफవ ࢙ࢡలङ ం కం݄  ړߖ܉ߖ ఎڕए వ ڒబܽद ࡱ࢑వ ఈ࠴ ࡍࣃదܽ ޵ర डచޔరऴసం ࡅకए  ఎޔफu4 u4 
ఫంࣾࡱ࢑ ߤవ ఒకܽߖ ޜ  ڷࡱߕ ړరछ ࣕంచబޔݡంڒ ޴బܽद ఒకܽړڷࡱߕ ړ ఒకܽ పऱ࣒  ఒకܽ పదࣔࡏ
 పऱ࣒  ఒకܽڷࡱߕ ړ  పऱ࣒  వ࡛ࠂ ࠑ ߤ పऱ࣒  వ࡛ࠂ ࠑ ߤ ఇߤ వߤ పऱ࣒ ࡏపదࣔ ࠑ ߤߞ 
ఇ޴ సగం ఇ޳ ݡ࠮ ޴छ ఒకܽ పऱ࣒ ޴ఇ ڷࡱߕ ࡌ  వ࡛ࠂ ࠑ ߤ ఇߤ వߤ పऱ࣒  వڒ ߤబܽद
ఈࡍࣃ  ఎޔफ ఈ ࠼ߦం݋ ఈ ࠼ߦం݋ వదभ ఫంࣾࡱ࢑ ߤవలߖ ۯయంऴޒంచబޔݡం࠼ߦ  ޴ం݋ మ࠾ࡍ
ఈ ࠼ߦంڒ ݋బܽद మనڕ ఈ ࡛ࠂ ࠾ ఉం޴ మࡱ࢑ ࡛ࠂ ࠿ ࠾ࡍవ మࢁऱ
పऱ࣒ ڷࡱߕ  వߤ పऱ࣒ పऱ࣒ ߤߞ   పదࣔࡏ పదࣔڒ ࡏబܽद మన1 ڕ ప ऱ࣒  ړ32 ࠑ అం݄ 47 ޴फంࣆవ 16 ݟంߘ 4 ࠑ 30 
సࠪనం  1.
ऒߖ޳ బܽदڒ సࠪనం ړ46875  వ 1.u2ࡱ࢑  ݟంڝࣆۯ फࡏڷ 
ݟంߘ ఈ గణన ڴబܽद ۨవరڒ 625
మనం ߰ంޔ޶నऒ एڕఏࠫటం݄, త ޴ వ ޑ࠴फ ऒߖ߄ఈ సంబం ࡱ  సంతృߧफపࣃࡏफ వڷఎ ࠾ࡍమ ࠼
फޑ࠴ ऒߖ߄ఈ సంబం ࡱ  సంతృߧफపࣃࡏफ  ఉం݄ ఏࠫn ࡱࠪࡌ࢑ ఉప ڕబܽद మనڒ ࠼
జޔڷࡏంڒ ,޴బܽद ऴపࡎࣃޒ మనం ఎڕए వ సంఖङ మం మధङࡌ࢑  ࠭ޑం۪߭ ߘంటऱ࠼ߦ ࡹ   ఎڷవ మ࠾ࡍ 
ߩ࢙ వڷ޴
ङ࡮ࢡ࢙ ࢐సफవ ݟంߘ దగ ړߖ ठరڴ ఉంࡱ࢑ ݦవߘ ߰ంޔ޶ం޴ 
అం݄ తڕए వ ࠴తफం మ࠾ࡍ ఎڷవ ࠴తफం ߘంݟ వࣆफంڒ ޴బܽद మనం ఉప ࠪࡌ࢑ల సంఖङ  దभ߭ ޙంۨ߭ ߘ
एڕత ࠾ࡍమ ޴ంޔठڷతफం త࠴ వ ࠴తफం ߭ޔڷࡏంߗڒ ޴ మనం పߖޑࠫࡍऒ ం݄  ఉప ఉపڕࣆޓ 
ల సంఖङࠪࡌ࢑ ల ఉపڴ࢑࠙  ఎపओ బܽद మనంڒ ࠭ࡶంద߰ ߘవࡱ࢑ ࢐సफవ ڔܽ
ఈ మࡅ ࠾ࡍకए  పڕࣆޓ ߖޒࠫࡍం݄ మనం ఏࠫ ࣃۯफ ࠭ ఈ ࡓంࡱ࢑ ݡవࡱ ఒښlns uns 
फࣃࡱక ڕవࡱ࢑ ప 1 1 ݟంߘ 0 ޴న࠳࢐సफవ ࠬ ޴అ ࠾ࡍమ ࠼ ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛  ఉనऒ  సమऴగ ࡱ࢑వ   ࢐సफవ x dx 
ऴߦంߖޑऒ  కھߘనړߖݞ
ఈ   ఉߖ࠻ߦऒ  ఎ࡮ ఉపڵࡆంచవ۲ऐ  ఒక ఉ޳హరణ ۫޳भ ం  ڝऱܘन  ఇంటࡓछ abړߖ޵  ࡹ ࡽ
అదనం࢟ܽ܊ߦ  ڴ అ࢑࠙ ߖంచంݟ ఈ ఊహڕfx 
కएࡅ ంతం అࣾంߦలభం ఒక ऴࣆ ంచడంࡍ࢑వ  రణంڒ  ఒక ࢙ߩ ࠪऴత࠲x  
ఉంܿం޴ మޜڷࡏ߭ ࠾ࡍంద࢑࠙ ߖంచంڒ ݟబܽद ࠭ం࠭࠲ ڴ޶ ఫంࣾߖ ߤ ߭ంచడం ڝసం ߖ޵ऒ  fx 
फࣃۯ ࠭
म޳ࣄ ఈ ߗڒ ంతం ߭రగߖ ఏߖ ߕ޼రంతర   ఫంࣾ࢑ ړ ߤసफࡍంచవ۪ऐ  బܽद మనంڒ ,

మ࠾ࡍ x a x
ఈకछ మధङ ړ  ࡱ ࡽ  ఉనऒ ङ࡮ࢡ࢙  ऒߖ  కھߘనړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం మ࠾ࡍ అ޴ అࣾం ߯న ఉంܿం޴ fx x 
ऒߖޑబܽद మనం ۨऴڒ
भ޳ڶ ం.

 fx  ࠾ࡍమ ߖఉంద ڴలంږߘࣃ
ab fx x ޴ఇ ࠬ ޴ఇ ݟ࢑ంచం࠙ ߖందޔڷࡏ߭ ࡹమంࡌ࢑
అࣾం ఇ޴ అࣾం ఇߩओ ओߩబܽद ఇڒ ݟంచం܊࢑భ ڴࡱࠪࡌ࢑ గల ఉప ࢓సࠪన ߰డ ߖ ݡ  y ab nݡ
సంఖङ పओۮ ߘ ం࠼ߦ  ݟం ऱܿ ఇߕޔࠋۮ ࡮ऒ  బܽद x naught xn x naught axn bڒ బܽदڒ ޴ఇ  ࠼
ఈ ࠭࠲
ऒߖࠪࡌ࢑  సࠪన ߰డ࢓ గల ఉప ࢑ ڴࡱࠪࡌ࢑భ܊ంۧ࠭ ڒబܽद ޳ ߖ޵छ  nڕࠬ ࡌ
ऴపޒ ఉప ࡌ࢑మం ࡅకए  ߰డߘ࢓ ఇࣆफం޴ మ࠼ߦ ࠾ࡍం ऱܿ కߘక అۮ ߖపओ ంݟ సࠪనం  h   lly 
అంతరం ఉనऒ ం޶న ఈ ߷ࡏघ छ޳ ࡮ ంచవ۪ऐށగ ߘ࢓޶ంࠉ ߕ޼ऱ ۲ట ఏࢇࢗ ړ ݟంߘ ࡌ బܽद xk k 1 nڒ 
మనం ఏࠫ ࠵ࢡۯ పࣄࡍबޒ ఉంڒ ޴బܽद అࣾం ࠬద సࠪన అంతరం ఉనऒ  ఈ x ߖڜࣆޓ ߘంటऱ࠼ߦ 
ऴߦంߖޑऒ  ఉప ऴߦం࢑ ڴࡱޑభ܊ంۧ࠭.
 
ఇߩओ రछߖ ߖ ݡ भ޳ۨ ం  తڕए వ ޑ࠴फ ln޴ఒకܽ ఇ ޴ఇ ޶ڒ ޴బܽद ఇڒ ࡱ x x 

రछߖ బܽदڒ న࣒ ఒకܽ࠳ ޴ఇ ޴ఇ ݡంࡓ ۨంచ࠭࠲ ړߖݞ ఈ ޵ర डచޔరऴࣃల ࢙࡮ࢡङ ऒߖ  x xn xn l ln 
వऴకࡔఖڷ޴ ڕవన కھߘంܼ࠭ ڒబܽद ఈ ఎޔफࡹ ఈ ࢗడࡱओ  ఉంܿంڒ ޴బܽदln 
ం࠼ߦ ऱܿ సࠪనంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ऴప޵ ޒర डచޔరऴసం ࡅకए  ऴపޒ ఉప ࡌ࢑మ ࢗడࡱओ కएࡅ   ఎޔफ

 h ln fx h fxړߖ޳ࡍవۨ ,޴ఉంܿం ڴఒకܽ ݟంߘ ,޶ڒ ޴ߝబܽद అڒ
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ఎޔफ అ޵ ޴ߝర डచޔరऴసం ࡅకए  ఎޔफ ߖయంऴޒంచబޔݡం޴    ఫంࣾ޳ ߤछ రछߖ ࡌ ࣕంచబޔݡం޴ వదभ xn 
h fx ړࡹ బܽदڒ న࣒ ఒకܽ࠳ వࡱ࢑

సమघ ړࡹ ߖ బܽद మనంڒ న࣒ ఒకܽ࠳ షߕࣆ ߤऒ n ln ߖఅ ޴ంޔࢂࢗ ړన࣒ ఒకܽ࠳ ݟంߘ  hk fxk n 
ऴ࢐యవ۪ऐ  అ࢑޻ధంڴ మనం un for

అߖ ߖరछ ۨంచవ۪ऐ  ఎం޶కం݄ ఫంࣾޔڷࡏ߭ ߤనऒ ం޶న ࠭࠲ ఈ ࢑ధం޵ ڴర डచޔరऴࣃలߘ un 
घࡍߖ फࣃ ࠭ .
  ఎڷవ ޑ࠴फ రछߖ ڴ ࡱ ۨంచబడ࠼ޑ వߤ వదभ ఫంࣾࡱ࢑ ߤవڕ   ఫంࣾߤh in x 
ర޵ బܽद ఈڒ ޴ంޜڷࡏ߭ వࡱ࢑ डచޔరऴసం ࡅకए  ఎޔफ    వࡹ ߤ ఫంࣾࡱ࢑ ߤవߖ ޜరछ ࣕంచబޔݡం޴x 
పऱ࣒ ߤవ ړࡹ బܽदڒ బܽद మనం ऴ࢐యవ۪ऐh fx h fx hڒ   ࠭ޑ޶ం߰ ߖ మనం ړߖ޳ࡍవۨ ݀ ݟంߘ  fxn 
 ఇݞږ ޴

కएࡅ  సమघ షߘ 1 ߤంߘ ݟంޔࢂࢗ ړࡹ ݟంڒ ޴బܽद ࣄ۫ ࠭࠲న ߖߖ޳ అ޴ߝ సమघ షߤk nfxk h ln 
అߘ 0 ޴ߝం࠳ ݟన࣒ 1 ޔࢂࢗ ړం޴ మ࠾ࡍ అం݄ సమघ షߤ k n fxk un k

ఒకܽ ߘంࢂࢗ ړ ݟफంߘ࠭ ࠭࠲ ޴పܽ చరऐ  nfxk hݟంߘ 
ओߩఎలऱ ࡱڒల࠮ లङࢡ࢙ ࢐సफవ ݢ ం కం݄ తڕए వڴ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ u

ఎలऱߩओ లङࢡ࢙ ࢐సफవ ݢ ం కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܼ࠼ మ࢐ܽ ࠾ࡍ పࡱ࢑ ޒࠫࡍవ࢐ ڕࠬ ࡱసफవ ns 
ङ࡮ࢡ࢙ ऒߖ  అంࣃ޴फ ࠼
కएࡅ ࡏࠬ బܽदڒ   పڕࣆޓ ߖޒࠫࡍం݄, అం݄ ࠬࡅ ࡏకए  పߕࣆ ߖޒࠫࡍऒ  ం݄  ln kڕࣆޓ ڴసࠪనం ړ

 న࣒n࠳
ఒక ړࡹ వ࣋फ, ఇڕࠬ ޴ ఫంࣾࡅ ߤకए ङ࡮ࢡ࢙  ऒߖ  ఇࣆफం޴fxk h 

ఈకछ झࡽ సࠪనం మధङ ࡯డनھ ܿ   ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఈ ߷ࡏघ సమघ ݟంߘ ࡮ షޜ ߤ ఈ సమऴగత ఎ࡮ x b 
సంబంధం కڵ࡯ ఉం޾
డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ एڕత ࡏࠬ    వ ޑ࠴फ లߘ ఉపڵࡆంۨ   సమऴగత࡮࠮ ߘङ ంకనం ۯయవ۪ऐ   ఎڷవ
फޑ࠴ కएࡅ సమऴగత ࡱ కएࡅ ఖࡔంۨన వऴక޴అం ࡏࠬ బܽदڒ ޶రࠪ ࡲ   ऴߦంߖޑऒ  గށంచړߖݞ va  

uns, ޙڵ࡯ంచగڵࡆఉప ݞږ ߖ
అࣾం ߯న మ࠾ࡍ మధङ  ఉనऒ టऱޙ࠼, ఇߩओ ऒߖڜ మనం ݡ  ఉ޳హరణలߘ పࡍషए  ంۨ,x a bࡍ

ఈ ޳ࣄम ంతం ఎ࡮ పࣆۯߖफం޳۫ ޾भ ం.
మధङ లङࢡ࢙  ం ߕࣆऒ సࠪనం ఒకܽ పऱ࣒ ړ    y y x

చదరߩ సࠪనం ߕࣆऒ  మ࠾ࡍ ఒకړߖ޳ సࠪనం ఇࡏࠬ ޴ ఇపओ  ఖx xࡔవऴక ޻న అࣄڶ ښܽ
ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ  మࢁऱ ࢑వࡍంచడం ڒ ޶ࡶబܽद ࠭࠲ ఈ ऴߦంߖޑऒ  ఇߩओ ऒߖࠪࡌ࢑ ݡ  ࢑భ܊ంۧ࠭
అ޻ పࠪࡍణంࡹ ఉప ڒ  ࡱࠪࡌ࢑బܽद ఇڒ 0 ࠬ ޴బܽद 0 ݋ߕ ఇ޴ ఇ࠳ ޴న࣒n x xn 1 x x 1 xn 
1 మࡌ࢑ ࡏࠬ ࠾ࡍమం 0 1 ߘ ఉప ڵ࠙ ڴࡱࠪࡌ࢑ంచడం వలనn 
छ޳ న࣒  0࠳ బܽद 1ڒ घࡏ߷ ఈ ࠾ࡍమ ޴फంࣆఅందܑ ߖ ڕࠬ ࡌ छ޳ ࡮ n h  xk x ޴ߝఅ ࡌ
పऱ࣒ ݋ߕ    ప ऱ࣒ छ޳  బܽद khx 1 0 h 1 n by nڒ ࡏࠬ బܽदڒ ࡏޑ޶ం߰ ߖ 1 ࡏࠬ బܽदڒ ޴ంޔ࢓అ ࡌ xk xk
అڒ ࠑ ޴ߝబܽद ఒకܽ  ఒకܽ ࡓం޳ ݡछ k n x nx n x ࠾ࡍమ ݡంࡓ ࡌ

भ޳ऴ࢐ ߖసం అڝ ߖ޵ ఒకܽ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ ం ڒబܽद అޔ࢓ం޴ ఇ޴ n n n xn ln ln h 
కएࡅ మంࡌ࢑ ఉప ޒऴప  ۃంࡵ  th
ర޵ ఈ ޴ߝబܽद అڒ डచޔరऴࣃలߗऒ  స࠲घ షڴ ߤ ఉంܿం޴, ఇ࢑ వऴకࡔఖ ऴړంద ړࡹ వࣃफ ln h fx,࠼
త޳छ ఒకܽ పऱ࣒  ࡌ ऒߕࣆ   ప ऱ࣒ ఒకܽh ࡹ ߤవ వࡱ࢑ ߤఫంࣾ ࣄ࡯క ޜ  x 
 ప ऱ࣒  వߤ ࣋ए छ ए࣋ ࠑ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒  ۨవ޴ࡍ n 

కएࡅ వࡱ࢑ ߤన࣒ 1 వదभ ఫంࣾ࠳  ఎޔफ޵ ړ1 ߘర डచޔరऴసం ۯయంݟ ఎం޶కం݄ ఫంࣾޜڷࡏ߭ ߤం޴xn   
మ޵ ࠾ࡍర डచޔరऴసం వऴకࡔఖڷ޴ ڕవన ఉంܿంڒ ޴బܽद ߖ޵ ࠭࠲ऒ  ߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद ߖ޳ऒ  మࢁऱ ln h 
వछߖऴ࢐య ړࡹ ంݟ
రణం  1 ప߄ࣃ అంతܼ ࠭࠲ బܽदڒ ऱ࣒  ఇࡏࣃ ޴ऱ ఆ߯ 1 ࠭࠲ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  2 ࣋ए छ ࡛n 
 ప ऱ࣒ ए࣋ ߤన࣒ వ࠳  छ ए࣋ ࠑ ࡛ छ छ޳ ߖ ߘߝ కߘక ,࠭ޑ޶ం߰ ߖ ࡛ ࡎభ ޜߖ޳ఒక ࡌ फ ۯయగలڒ ߘబܽद n n h n 
సమघ షڴ ߖ ߤ ߰ం࠭ޑ޶   అదనంڴ  సమघ షࡅ ߤకए  వnࡱ࢑ ࠬ࣊ 
ఈ సమघ ࡏࠬ ,ࣆࡱޘ ڴࠈ ڕࠬ షߘ ߤ ఒక ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒
ए࣋ ݡంࡓ छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ߤన࣒ వ࠳  छ ऴ࢐యవ۪ऐ ࡮ఇ ߖ ࡛ ప  ޴బܽद ఇڒ  ऱ࣒n 1

ओߩఇ ޴ߝఅ ࠑ   సࠪనం ړ న࣒࠳  ࠑ ࠑ  న࣒࠳  ࠑ  కएࡅ  ఈ ݡ  పڝࣆޓ ߖޒࠫࡍం1ݟ 6 1 1 nn n 2 1 n ln 
అనంతం ࢙ڷ࠴ ߩठ ۫ޔߩంڒ ޴బܽद మన1 ڕ ప ऱ࣒  1 వࣆफంߘ 6  ޴ం޳ 2 ݟछ ప 1 ޴ఇ ࡌ ऱ࣒ छ޳  1   n , ړ3 ࡌ

సࠪనం,
ఇ޳ ڷࡱߕ ޴छ ऒߕࣆ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔ࢓అ ݡ࠮ ࡌ పऱ࣒ ߤవ ړఒకܽ ݟంߘ   ࣋ए छ కएࡅ  ࡛  సమऴగం ڒబܽद x 
ࡏࠬ
ऴߦంߖޑऒ  గށంచޑ࠴ ړߖݞफ ల పߖޒࠫࡍ ఈ  ऴపऴړయ ఎ࡮ ఉపڵࡆంచవ۲ऐ  ۫డవ۪ऐ   అࣾం ߯న x 

సࠪనం మ࠾ࡍ సࠪనం మధङ  ఉంݦ ఇవछ బݟన వऴకࡔఖ ړంద ఉనऒ  ऴߦంతం ,x n x b   
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ంత ࣏కరङࡍమ ࡏࠬ ంڴ ఉం࡮ݦ మࡗ ఉ޳హరణ ۫޳भ ం, ڒబܽद మధङ లङࢡ࢙  ం ࡓంݡ పవ࡛ ࠳న࣒ ړ y e xy
సࠪనం అޔ࢓ం޴.

ऒߕࣆ ऒߕࣆ ړ  అࣾంx x y x ࠬ ޴అࣾం ఇ ࠬ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ࠾ࡍసࠪనం మ ړ
మ࠾ࡍ ఇ పవ࡛ ࠳న࣒ ߖ ఇڶ ࡮యవ۪ऐ సࠪనం 0x ޴బܽद ఇڒ  x 
ఇ޴ సࠪనం 1 ఇ1 ޴ ఇ޴ సࠪనం  ఇ పవ࡛ ࠳న࣒ ఇړ0 ޴ సࠪనం.x y x y 
పܽߘ࠭ ऱࢁబܽद మڒ 
ऒߖࠪࡌ࢑ ࡏࠬ ߝڴࡍ޴ࠪ ࣒ښ  సࠪనం 0࢑ ړభ܊ంۧߗڒ ࡯ మړ 1 ࠾ࡍ సࠪనంx x 
छ޳ న࣒ 0࠳ ऱ 1ࢁబܽद మڒ ࡱࠪࡌ࢑ ఉప ߖ1 0  n޴అ ࠾ࡍమ  ޴ంޔ࢓అ ࡌ
ऴపޒ ఉప ࡌ࢑మం ࡅకए  ߰డ࢓ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ  పऱ࣒  ఇకए డx 1 xk x naught kh 

ऒߕࣆ ऒߕࣆ బܽदڒ    అదనంߖ ڴ ఒకܽڒ ړబܽद ఒకܽ ࡓం2 ړݡx naught xk k n x nx 
బܽद ఇకएڒ డ గమߖంۧ࡯झ న ࢑షయం ఏࠫటం݄ ࠬࡏ అߖ ऴ࢐࣋फ ࠬ࠹݅ ڕझ  ఫంࣾࡱ࢑ ߤవ n  ln   h 

వࣆफం޴
ఇకए ߗڒ డ ఫంࣾߤ తڷठޜంڒ ޴బܽद ఈࡍࣃ ఫంࣾࡱ࢑ ߤవ   తڷठޜం޴.

వదभ ఉనऒ  ఫంࣾࡱ࢑ ߤవ ߕࣆऒ  బܽदx xڒ వ ఒకܽࡱ࢑ ߤఫంࣾ ޙ࠼సࠪనం అ ړ
ఈ ޵ర डచޔరऴసం ࡅకए  ఎޔफ                     ఫంࣾࡱ࢑ ߤవ                                                                   ߕࣆ ޜऒ  ޜ 
రछߖ ࣕంచబడ޶ 
అంࡹ޶ ۨవړߖ޳ࡍ ఇ޴
ఫంࣾనࡱ࢑  ࡽవ.

ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद అ޴ߝ ఒకܽړ అదనంࡓ ڴండవ޴ ఫంࣾߤ  x ln fx 
ర޵ వ వదभࡱ࢑ ߤవదभ ఫంࣾ ݡంࡓ వࡱ࢑ डచޔరऴసం ఎޔफ ڝసంx 
తڕए వ ޑ࠴फ లࡓ ڕంݡ పऱ࣒ ఇకए ړࡹ  డ ࠬ ఫంࣾ࠳ ߤన࣒ ڒబܽद ࠬࡏx h fxn fx 0 x 
߰ంߘ ړࡹ  ࡏޑ޶ంݟ పవ࡛ ࠳న࣒ వڒ ࠑ ߤబܽद ߄ࣃరణం ڒబܽद మనం ߖ޳ऒ  బయటh e n h 
ప  ࠑ ݡంࡓ ऱ࣒  పవ࡛ ࠳న࣒ వߤ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  న࣒ n e h ln e࠳ పవ࡛ ࠭޳ం߰ ڴ ऱࡏࣃ ࠭࠲ బܽदڒ ,
వࠑ ߤ  ప ऱ࣒  n e to
న࣒ ݀  ప࠳ ऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ࡛࠵ ఒక ࡏࠬ ߤన࣒ వ࠳ పవ࡛ ݟంߘ    పړߖ޳ ࠭ంړߖ޵  ޶ ࠭ం޶n e e 
छ޳ న࣒ ఒకܽ࠳ ࡏࠬ  n n࠾ࡍగమనం మࡗߩ తށగڣࡔ ޴బܽद ఇڒ ࡏޑ޶ం߰ ࡌ
సమघ ߖ޵ ࡏࠬ ష߄ࣃ ߘ ߤరణ ࣇऴతం ޳छ ऴ࢐యవ۪ऐ ࡌ , ఇ޳ ߖ ޴छ छ޳ ࡌ ࡎభ ࡌ फ1 n h 
ړశ  ࠾ࡍమ ړߖݞయۯ फށڷ ޜ ړంచܼړߖ సࠪనం.e

फࣃށڷ ࡏࠬ బܽदڒ छ޳త ,ݟంచంڵ࠙ ࠾ࡍమ ࡏ  h e h  ړన࣒ 1࠳ పవ࡛ ࡏࠬ ࡌ
e n ࠾ࡍమ ޴फంࣆఇ ړన࣒ 1࠳ పవ࡛ ڕࠬ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡏంܼڕࡏۯ
అనంతం ࢙ڷ࠴ ߩठ ۫ߧనߩओ  s 0 h n ߖఅ ޴ంޔࡏࠪ ڴఅనంతం ݟంߘ ߖ޵ 0 ޴ంޔߩ۫ ठڷ࠴ ړ ݡ
ࣆࡱޘ ڕࠬ
సంబంధం 0 ڷ࠴ ړठ ۫ޔߩంڒ ޴బܽद అనంతంn 
నऒޔߩ۫ ठڷ࠴ ߩ࢙ ం޶న ࡅకए  పߕࣆ  ޒࠫࡍऒ ओߩనࡍࠪ ړ కएࡅ ݡ  పޜޒࠫࡍ సࠪనంڴ ln h ln 
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ పޒࠫࡍ
శړ फ ࠳న࣒ వړ ߤ పవ࡛ ࠳న࣒ ړ సࠪనంڴ ఉంܿంߘࢗ ߖ޳  ޴క ఉనऒ  ఒక ڒరణంe

छ޳ छ޳ ޒఈ పదम ࡏࠬ బܽदڒ ޴ఉంܿం 1 ړ ޒࠫࡍన࣒ 1 ప࠳ పవ࡛ ࡌ  h e h h 0 ࡏࠬ ࡌ
ంచవచऐށగ ߘవࡱ࢑ సమऴగ ڕవర 1 ݟంߘ 0 డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ ߖ .e 
  పవ࡛ ࠳న࣒

అం݄  ࠳న࣒ ࠳న࣒ , ఖۨऐ త࠳న సమऴڴలߘ పࡍషए x dx 1 ࡮ఎ ߘల ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻ ړߖݞంచࡍ u 1
ఉపڵࡆంచవ۲ऐ भ޳۫  ం 
फޑ࠴ ల పߖޒࠫࡍ ఎ࡮ ఉపڵࡆంۧࡹ ఇపओ ܽ వర࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ڕ
మ࢑࢑ ࠾ࡍధ సమऴڴల ࡱ࢑వߘ కھߘనంݟ   ఖۨऐ త࠳న సమऴڴలߘ కڝߘए వ࠻ ړߖݞంܾ ࢟ܽ࢘ࡍݥ లߘ 
ఎ࡮ ఉపڵࡆంచవ۲ऐ भ޳۫  ం,
బܽद మనం సమసङڒ ࡱ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻ బܽदڒ లߘ పࡍషए ޶ం࠭ ۯంࠚరంߦంచడం ऴࡍ
మనం ߖڜऒ  అంࢡలߘ చࡍऐ ంۧ࡯.
బܽद మనంڒ 
भ޳ڶ ߖߖ޵ ࠾ࡍం మ޳ంڕࣆޓ ߖ ߤఒక ఫంࣾ ݦఉం ڴయంࡌరంతߖ ࠾ࡍమ ڴలంږߘࣃ ం ఇ޴ ఇࠉ ޴ 
ߖ ߤఫంࣾ ࠻ࡍఏ ߤబܽद ఈ ఫంࣾڒ
ऒߖޑంߦऴ ݭݥࢺ ఈ ޴ఇ  ޴फంࣆۨࣇ बࣃ ࠉ ߘߝ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ  నంࡹ ఉంۨనటऱߖߖ޵ ޙ࠼ ఏ࠻ࡍ 
ఫంࣾߤ అంܼࡅ  ࡏకए  ఇڕࠬ ޴ x x x
మధङ  ఉంݦ వऴకࡔఖڷ޴ ڕవన ఉనऒ  ऴߦంߖޑऒ  ఇࣆफం޴, ఇ޴ అࣾం ߯న ఉనऒ బܽदx bڒ ,సࠪనం ړ 
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ఈ ఏ࠻ࡍ ఫంࣾߖ ߤ ఉపڵࡆంచడం ޳छ ఖङ࠭ ݡంࡓ ࠭࠲ ࡌ म޳ࣄ న࠳ ంޑల࡯ޘ ߘయܑࣃफ ࠭ ఒకܽ 
ङڕ࡯ڒ ల࣒ ఒకܽ ࡅకए  ऴߦథࠫక ޳ࣄम ంతం  అࣃࡱߧ ߖफ ࡏ
మ࠾ࡍ మࡖకܽ ऴߦథࠫక࠳నڕ࡯ڒ ޴ङ ల࣒ ࡓం޳ࣄ ݡम ంతం ڒబܽद ڕ࡯ڒङ ల࣒ ࡅకए
म޳ࣄ థࠫకߦదܽ ऴ࠴ ంߖޑऒ  చࡍऐ भ޳ ం, 
కߘక ఇڕࠬ ޴
ఫంࣾߖ ߤ కڵ࡯ ఉం݄, దగ ठࡌ࢑ ࡍమం ߖ ࡹరంతరంڴ ఉం݄ మ࠾ࡍ ఏ࠻ࡍ ఫంࣾڴ ߤ fx ab a to xfxdx
రछߖ ۨంచబࣁݞ ޙݟ అޔࠋۮ ߖంڕ࡯ڒ  ޴ङ ల࣒ ࡅకए म޳ࣄ థࠫకߦండవ ऴࡓ  ంతం అࡱߧ ߖవబݦ ఇతర 
म޳ࣄ ంతం ړ సࠪనం fx x 
ఖۨऐ ړߖ܉ߖ త࠳న సమऴڴలߘ  గށంచడంࡹ ఉపڵࡆంచబޔݡం޴ మ࠾ࡍ అڝ  ޴ߝऱܘ ఇంటࡓछ  fx ab ࡽ

వछߖఉండ ڴ ߤరంతర ఫంࣾߖ ߯ ంݟ మڒ ࠾ࡍङ abࡽటߧ
అ޴ߝ ۨనऒ కएࡅ  సࠪనం, ఆ߯ fx fx f x fx ړ ࣁݞ అం݄  ޴ంޔࠋۮ ߖఅ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻  a to 

సࠪనం సࠪనం bfxdx fxx ړ a to x b
फࣃऴ࢐ ߖన࣒ అ࠳ ߖߖ޵ म޳ࣄ బܽद ఈڒ ,࠭ ంతం మన࠻ ڕంܾ ࣄ࡯ޘ ࡱ ࢟ܽ࢘ࡍݥనటऱޙ࠼ fb fa 
ఖۨऐ త࠳న సమऴڴల࡮࠮ ߘङ ంకనం ۯయړߖݞ ఉపڵࡆంచవ۪ऐ .
 
ऒߖڜ ࠭࠲  సమసङ లߘ పࡍషए फࣃࡍ ࠭ మ࠾ࡍ
࢑࢑ధ సమऴڴల࡮࠮ ߘङ ంకనం ۯయړߖݞ ఈ  ޳ࣄम ంߖޑऒ  ఎ࡮ ఉపڵࡆంۧࡹ ۫డంڒ ,ݟబܽद ࠭࠲ 
ఇపओ ऒߖڜ ښܽ  సమऴڴల࡮࠮ ߘङ ంకనం ࠭ࣃۯ మ࠭࠲ ࠾ࡍ
࢐ܽ సࣔయం ڕࣆޓంܼ࠭, ڒబܽद ࠭࠲ ఈ సమऴగత ࡅకए వࡱ࢑ 
వऴకࡔఖ ऴړంద ఉనऒ  ऴߦంߖޑऒ  ࣋ए छ  x x.࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖफందࣆۨࣇ ޜ ࡛
 ఇߕࣆ ޴ऒ ऒߕࣆ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  సࠪనంx ړ
మ࠾ࡍ అࣾం ߯న ఉనऒ  ఒకړߖ޳ సࠪనం ݡ࠮ ڷࡱߕ మޑ࠴ ࠾ࡍफ ల పޒࠫࡍ ऴపऴړయ ߘంݟ మనڕ x 
లࠚంۨన޴
ఇߩओ ࡍవ ߖޒల పదम ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻ ݡ फంపܑయంݟ మ࠾ࡍ   అߖ ۫డంࡏࠬ ݟ అࡱ࢑ ޻వߘ 
߰ంߕޔ޶ऒ ޶ڒ ࡮అ ޳ࡶ ࡏ
ఈ ޳ࣄम ంతం ޳छ ऒߕࣆ ݟంߘ ޴ంޔ࢓వ అࡱ࢑ ఈ సమऴగ ࡌ ఇకए ,޴ంޔࢂࢗ ړ1 ݟంߘ  డ fx x x f

అ1 ޴ߝ ప ऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛ ప  ࣁݞ అం݄ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻  ऱ࣒   చޔరऴసం ڒబܽद x x f x 1 x 
వߤ పऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛ పऱ࣒ ߤబܽद వڒ నగల࠭ھߘక ڴలభంࣆ మనం ߖందޔ࢓అ ޴ఇ ࢟ܽ࢘ࡍݥ  ంܾ࠻   x x 
࣋ए छ కएࡅ ࡛ x ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻ 
 ప ऱ࣒ ङږ  छ޳ ݡ࠮ ࠗ వ  పࡱ࢑ బܽद సమऴగڒ ޴ఉంܿం ࡌ ऱ࣒ ङږ   x x x x 0  ړ1  ޴फంࢂࢗ ݟంߘ 3 ࠗ
म޳ࣄ ంߖޑऒ  వࡍ फంపܑయడం ޳छ ࡌ
మన1 ڕ ప ऱ࣒ फࣃ۫ ߖफందࣆࠚన࣒ 0 ల࠳   3 ࠑ 1  ࠭, ఇړ3 ࠑ 4 ޴ సࠪనం మ࠾ࡍ
ఇޑ࠴ ޴फ ల ప޳ ޒࠫࡍछ నऒھߘసࠪనం మనం క ڕవࡱ࢑ ంۨనࠚల ڕమన ࡌ  మࡖక ఉ޳హరణߘ 
ం޳ంڕࣆޓ

మధङ  ఉంݦ ऴߦంతం 0ړ సࠪనం మ࠾ࡍ వऴకࡔఖ ڷ޴వన ఉనऒ  వऴకࡔఖ ࡅకए  సࠪనం పవ࡛ x x e ړ1   
న࣒ x࠳
ఇ޴ అࣾం ߯న ఉంܿం޴ మࡓ ࡏࠬ ࠾ࡍండవ ऴߦథࠫక ޳ࣄम ంߖޑऒ  వࡍ फంపܑ࣋फ, ఇߩओ  xړ ߤన࣒ వ࠳ పవ࡛ ݡ
࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖన࣒ ఇ అ࠳ 1
ङڕ࡯ڒ ల࣒ అం݄ ఇ޻ కߘక ఇڕࠬ ޴ సࠪనంڴ ఉంܿంߖ޵  ޴ అర बం

छ޳ డవ۪ऐ۫ ڴలభంࣆ ߖన࣒ అ࠳ అం݄ ࡌ  న࣒ పవ࡛d dx eo x s e࠳  
కएࡅ న࣒࠳ ޴ߝన࣒ అ࠳ म޳ࣄ ߖߖ޳ ࡏࠬ బܽदڒ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ంܾ࠻  ంతం ޳छ ऴ࢐యవ۪ऐ ࡮ఇ ࡌ  x e x 
మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒక ࠳న࣒ ړ పవ࡛ ࠳న࣒e
ఒకܽړ సࠪనం మࡏࠬ ࠾ࡍ ఈ ࡱ࢑వ ߘంݟ ߰ం޴న ऱܿ ࠬࡏ మࢁऱ ۫డవ۪ऐ .

फޑ࠴ ల ప࠻ ,ޒࠫࡍంܾ ࢟ܽ࢘ࡍݥ లߘ ఉపڵࡆంచడం ޳छ ࡏࠬ ࡌ
߰ం޴న ࡱ࢑వޜ సࠪనంڴ ఉంܿం޴  Pru
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