
आज आपण िनिʮत पूणाōकांबȞल जाणून घेणार आहोत कारण िनिʮत पूणाōकांचा इितहास मानला जातो तोपयōत दोन गिणतǒांचे योगदान िवलƗण आहे, 
एक रीमन एक जमŊन गिणतǒ आहे आिण दुसरा ůŐ च गिणतǒ आहे, मी माǟा सवŊ िवȨाȚाōना िवनंती करतो की ȑांनी या दोɎीबंȞल अिधक जाणून ƽावे 
आिण Ůवृȅ होऊ या, िनिʮत अिवभाǛांचे अनुŮयोग काय आहेत ते पाšया
ȑामुळे िनिʮत पूणाōकांचे अनेक ऍİɘकेशɌ आहेत उदाहरणाथŊ तुʉी वŢ पृʿभागाǉा ɘॅनर Ɨेũाǉा वŢ Ɨेũफळाǉा वŢ Ɨेũफळाǉा लांबीची गणना
करǻासाठी िनिʮत पूणाōक वापŝ शकता उदाहरणाथŊ गोलाǉा आकारमानाचे पृʿभाग Ɨेũफळ गोल वˑुमान इȑािदचे उदाहरण ʬॉʞूम ʉणून तुʉी 
पाš शकता की िनिʮत पूणाōकांचे बरेच अनुŮयोग आहेत ʉणून मी िनिʮत पूणाōकांचा अथŊ काय हे समजून घेǻासाठी एक उदाहरण ʉणून Ɨेũ घेतले आहे
जेणेकŝन तुʉाला पूवŎǉा वगाōतून समजले असेल की तुʉी साȯा Ɨेũाची गणना कŝ शकता. िũकोण आयताकृती वतुŊळ इȑादीसारखे आकार आिण 
जर तुमǉाकडे गंुतागंुतीचा आकार असेल, उदाहरणाथŊ तुʉाला Ɨेũफळाचे मूʞांकन करǻास सांिगतले तर या आकारामुळे तुʉी हे Ɨेũ मयाŊिदत 
संƥेǉा साȯा आकारांमȯे मोडू शकता आिण नंतर तुʉी या सवŊ साȯा आकारांǉा वैयİƅक Ɨेũांची गणना कŝ शकता आिण वाˑिवक Ɨेũ 
िमळिवǻासाठी ȑाची बेरीज कŝ शकता हे आवʴक Ɨेũ आहे परंतु जिटल Ɨेũामȯे मोडǻाची ही संकʙना आहे. साधे आकार नेहमीच लागू होत 
नाहीत उदाहरणाथŊ अनेक वाˑिवक जीवनातील सम˟ा आहेत आिण अनेक गिणती सम˟ा आहेत Ǜामȯे तुमǉाकडे असे आकार असतील Ǜांचे 
Ɨेũफळ तुʉाला माहीत आहे अशा आकारांǉा मयाŊिदत संƥेत आʉी िवभागू शकत नाही ʉणून आʉी काही उदाहरणे पाš Ǜात तुʉी कŝ शकत 
नाही. Ɨेũफळाǉा मयाŊिदत संƥेǉा आकारांमȯे िवभागू Ǜांचे Ɨेũफळ सहजपणे मोजता येते ʉणून Ɨेũफळ रेषा आिण वŢ यांǉामȯे बांधलेले आहे, 
चला बरोबर 1 आिण बरोबर चौरस घेऊ या, चला ȑांना ɘॉट कŝया ʉणजे हा तुमचा अƗ आहे हा अƗ आहे . बरोबर 1 ही y y x y x y x 
अƗाǉा समांतर रेषा आहे आिण चौरस बरोबर हा एक पॅराबोला आहे Ǜाचा िशरोिबंदू 0 0 आहे आिण अƗ अƗ आहे, जर तुʉी ते ɘॉट केले x y y 
तर तुʉाला हे िमळेल ʉणून तुमचे आवʴक Ɨेũफळ आहे हे मी सवŊ िवȨाȚाōना िवनंती करतो की ते पहा. Ǜांचे Ɨेũफळ तुʉाला माहीत आहे अशा 
आकारांǉा मयाŊिदत संƥेत ते खंिडत कŝ शकतात, चला आपण आणखी काही उदाहरणे पाš या, दोन वŢांमȯे बांधलेले दोन Ɨेũ समान चौरस y x 
आिण चौरस ǉा बरोबरीचे आहे, चला ȑांना ɘॉट कŝया हा तुमचा अƗ आहे हा तुमचा अƗ आहेy x y x 
ȑामुळे बरोबर चौरस हा एक पॅराबोला आहे Ǜाचा िशरोिबंदू 0 0 आहे आिण अƗ अƗ आहे ʉणून तुमǉाकडे हा पॅराबोला आहे आिण y x x y 
बरोबर वगŊ ǉा बरोबरीचा आहे पुɎा एक पॅराबोला आहे Ǜाचा िशरोिबंदू 0 0 आहे आिण अƗ आहे अƗ ʉणजे तुमǉाकडे हा पॅराबोला आहे y x x 
आिण हे Ɨेũ ȑांǉा दरʄान बांधलेले असणे आवʴक आहे अशी आणखी काही उदाहरणे पाš या, आʉाला िनिʮत अिवभाǛ का आवʴक आहे याची 
Ůेरणा देणारी उदाहरणे पाš या ʉणून तीन वŢांमȯे Ɨेũफळ बंधनकारक आहे ʉणून एक वŢ आहे आिण मूळ दोन दुसरा आहे मूळ दोन y x y x 
वजा चौरसाǉा खाली आिण दुसरी दोनǉा बरोबरीची एक रेषा आहे आपण ȑांना ɘॉट कŝया ʉणजे मूळ दोन वजा वगाŊǉा खाली x x y x x 
एक वतुŊळ आहे आपण हे समीकरण खालील ˢŝपात िलš शकता ʉणजे आपण ते पाš शकता मȯ एक ˢʙिवराम शूɊ आिण िũǛा एक असलेले हे
वतुŊळ आहे तर तुʉाला वतुŊळ िũǛा िमळेल एक ˢʙिवराम शूɊ मȯभागी ˢʙिवराम शूɊ िũǛा एक समतुʞ मूळ दोन बरोबर मूळ 2 y x y x 
हा पॅराबोला आहे Ǜाचा िशरोिबंदू 0 0 आहे आिण अƗ अƗ आहेx 
ȑामुळे तुʉाला हा पॅराबोला आिण समान िमळेल टू 2 ही एक रेषा आहे कारण या िबंदूचा हा समɋय 2 ˢʙिवराम 0 आहे.x 
ȑामुळे रेषा या िबंदूवर वतुŊळाला ˙िशŊका असेल ʉणून हे आवʴक Ɨेũ आहे , येथे लƗात घेǻासारखे आहे की हा पॅराबोला वतुŊळाला छेदणार नाही 
शूɊ ˢʙिवराम शूɊ वगळता इतरũ कुठेही ˙ʼ आहे जे तुʉी सोडवले तर ˙ʼ आहे जर तुʉी समान सोडवलात मूळ दोन आिण समान दोनy x y 
मूळ दोन उणे चौरस खाली सोडवले तर तुʉाला िदसेल की ते छेदते फƅ शूɊ ˢʙिवराम शूɊावर, ʉणून मी पुɎा िवनंती करतो माझे सवŊ x x 
िवȨाथŎ हे Ɨेũफळ मयाŊिदत आकारात िवभािजत कŝ शकतात का हे पाहǻासाठी आिण या Ůदेशाचे Ɨेũफळ िमळवǻासाठी ते जोडू शकतात हे अंितम
उदाहरण सवाŊत İƑʼ आहे आिण मी ही उदाहरणे का देत आहे ते मी तुʉाला सांगू इİǅतो की शेवटी आʉी या सवŊ सम˟ांचे िनराकरण केले जाईल 
आिण ते कसे ते पाहतील िनिʮत अिवभाǛ घटकांȪारे सम˟ांची काळजी घेतली जाऊ शकते ʉणून अंितम उदाहरण ʉणजे चार वŢांमȯे बांधलेले 
Ɨेũफळ आिण मी चार पॅराबोलास ˍेअर इƓल टू चार ˍेअर इƓल टू सोळा बरोबर चार ˍेअर आिण बरोबर सोळा ˍेअर y x y xy x y x 
घेतले आहेत . ȑांना ɘॉट करा ʉणा की हा तुमचा अƗ आहे हा तुमचा अƗ आहे ʉणून चौरस चार ǉा बरोबरीचा आहे आिण चौरस 16y x y x y 

ǉा बरोबरीचा आहे ȑांना िशरोिबंदू 0 0 आिण िशरोिबंदू 0 0 आिण अƗ अƗ आहे ʉणून तुʉाला हे दोन पॅराबोला आिण िमळेल चार चौरसx x y x 
आिण बरोबर सोळा चौरस आहे ते पुɎा पॅराबोलस आहेत परंतु Ǜाचा िशरोिबंदू शूɊ शूɊ आहे आिण अƗ अƗ आहे ʉणून तुʉाला हे दोन y x y 
पॅराबोला िमळतील आिण ʉणून हा तुमचा वगŊ चार Ɨमˢ चार ǉा बरोबरीचा आहे चौरस आिण हे आहे सोळा चौरसाǉा बरोबरीचे y x y x y x 
आहे ʉणून हा एक Ůदेश आहे ʉणून मी तुʉा सवाōना िवनंती करतो की तुʉी ȑाचे Ɨेũफळ तुʉाला ǒात असलेʞा मयाŊिदत संƥेत मोडू शकता का ते 
पहा आिण शेवटी तुʉी या Ɨेũाची गणना कŝ शकता. पूवŎǉा वगाŊतील पȠती आिण माǟाकडे असलेली ही सवŊ उदाहरणे ई आतापयōत चचाŊ केलेली 
आपण शेवटी पाš आिण िनिʮत पूणाōक वापŝन िनराकरण कŝ आिण आवʴक Ɨेũाची गणना कŝ, ʉणून आपण िनिʮत अिवभाǛ पįरभािषत 
कŝया एक िनिʮत अिवभाǛ या फॉमŊमȯे पįरभािषत केले आहे जेथे ला लोअर िलिमट आिण ला अɔर ʉणतात. मयाŊदा आिण हे फंƕनचे a b 
Ɨेũफळ दशŊवते ʉणजे सकाराȏक आहे असे गृहीत धŝया, जर तुʉी ते ɘॉट केले तर हा अƗ आहे हा अƗ आहे तुमचे कायŊ हे ǉा fx y x x 
बरोबरीचे आहे हे ǉा बरोबरीचे आहे हे ǉा बरोबरीचे आहे ʉणून हे िनिʮत पूणाōक हे दशŊवते Ɨेũफळ आता Ůʲ आहे की या मूʞाची गणना कशी x b 
करायची एक मोजǻासाठी दोन पȠती आहेत एक ʉणजे मयाŊिदत रकमेǉा मयाŊदेनुसार आिण दुसरी ʉणजे अँटी डेįरʬेिटʬ वापरणे. आपण Ůथम पाš
या मयाŊिदत रकमेची ही मयाŊदा कालांतराने कशी िवकिसत झाली ते पाš. मयाŊिदत रकमेची मयाŊदा िवकिसत झाली आहे ʉणून मी पुɎा एक उदाहरण 
िवचारात घेईन आिण मी तुʉाला बरोबर 0 बरोबर 1 अिधक चौरस बरोबर 0 आिण बरोबर 1 मधील Ɨेũफळ शोधǻास सांगेन. चला तर y y x x x 
मग चला हा Ůदेश Ůथम ɘॉट करा ʉणजे हा तुमचा अƗ आहे हा तुमचा अƗ आहेy x 
ȑामुळे बरोबर 1 अिधक चौरस हा पुɎा एक पॅराबोला आहे Ǜाचा िशरोिबंदू 0 ˢʙिवराम 1 आहे आिण Ǜाचा अƗ अƗ आहेy x y 
ȑामुळे तुʉाला हा आकार िमळेल हा 0 ˢʙिवराम 1 आहे आिण हा ǉा बरोबरीचा आहे ʉणा हा आहे 1 ǉा बरोबरीचे हे बरोबर शूɊ हे x 0 x y 

बरोबर एक अिधक चौरस आहे ʉणून आʉी हे छायांिकत Ɨेũ शोधत आहोत ʉणून ते िनिʮत अिवभाǛपणे Ɨेũाचे मूʞ शूɊ ते एक अिधक y x x 
चौरस असेल तर चला चला तीच युƅी वापरा जी आपण आधी करत होतो आिण आपण Ɨेũफळाची अनेक आकारांमȯे िवभागणी करत होतो, मग dx 
आपण काय कŝ या मȯांतराचा मȯिबंदू घेऊन या Ɨेũाचे दोन उपƗेũांमȯे िवभाजन कŝ, हे समान अȯाŊचे आहे आिण मग आपण आयत काढू. x 
याŮमाणे आिण आपण या दोन आयतांचे Ɨेũफळ मोजू या आयताǉा या Ɨेũफळाचे हे Ɨेũ एक आहे आिण हे दोन आहे ʉणून आपण असे ʉणू r r 
की दोन आयतांचे Ɨेũफळ दोन ʉणजे एक अिधक दोन एक Ůथम आयत Ɨेũफळ लहान एक आिण आर दोन Ɨेũफळ मोठे आहे आता l r r r 
आपण याची गणना केʞास आपʞाला िमळेल अधाŊ ही या आयताची Ŝंदी आहे आिण उंची शूɊाǉा बरोबरीǉा फंƕन ʬॅʞूȪारे िनयंिũत hal f x 
केली जाते, ʉणून आपʞाला एक अिधक शूɊ िमळते आिण अȯाŊमȯे फंƕन मूʞ अȯाŊमȯे िमळते ʉणून आपʞाला एक अिधक एक बाय चार 
िमळेल हे एक अिधक एक अिधक असेल एक बाय चार Ǜाला आपण एक अिधक एक बाय आठ ʉणजे नऊ बाय आठ असे िलš शकतो Ǜाचे मूʞ 
Ɨमˢ एक िबंदू एक दोन पाच इतके आहे आता जर तुʉाला हे खरे Ɨेũ आवʴक आहे आिण दोन हे या दोघांǉा Ɨेũफळाची बेरीज आहे आयत a l 
ʉणून या Ɨेũाची गणना करताना आʉी हे Ɨेũ वगळले आहे ʉणून हे आवʴक ƗेũापेƗा कमी आहे आवʴक ƗेũापेƗा कमी आहे आता l 2 l 2 
आपण दुस̴ या पȠतीने वाˑिवक Ɨेũाचा अंदाज घेǻाचा Ůयȉ कŝया

Pru
tor
@
IIT
K



ȑामुळे आपʞाला आकृती काढावी लागेल. पुɎा हा हा आहे आिण हा पॅराबोला आहे एक अिधक चौरस ʉणा हा आहे बरोबर एक हा x y x x x x
बरोबरीचा शूɊ हा आहे बरोबर शूɊ अƗ आता आपण पुɎा उपƗेũ या Ɨेũाचे दोन उपƗेũांमȯे िवभाजन कŝ हे अधő आहे हे एक आहे हे आता y x 
शूɊ आहे ȑाऐवजी ते रेƃन घेǻाऐवजी Ǜाने घेतले आहे ते आपण आयत ʉणून घेतो आिण हे आयत ʉणून घेतो आिण ʉणू की हे Ɨेũ एकgles r 
बार आहे आिण हा दोन बार आहे ʉणून जर आपण एक बार आिण दोन बार जोडले तर आपʞाला दोन असे ʉणता येईल आिण हे मूʞ r r r u 
असेल फंƕन ʬॅʞूमȯे अधाŊ हा अधाŊ आहे कारण या लहान आयताची उंची फंƕन ʬॅʞूने िन̱ʄाने िनयंिũत केली जाते
ȑामुळे तुʉाला फंƕन ʬॅʞूमȯे एक अिधक एक बाय चार अिधक अधाŊ िमळेल जे एक अिधक एक आहे, ʉणून जर आपण गणना केली तर 
आपʞाला तेरा िमळेल आठ ने आिण हे एक िबंदू सहा दोन पाच इतके आहे आता आपण जी बेरीज केली आहे ती जी आपण मोजली आहे ती वरची u2 
बेरीज ʉणून संबोधली जाते आिण शेवटǉा गणनेमȯे आपण ची गणना केली आहे जी कमी बेरीज ʉणून संदिभŊत आहे आता येथे आपण पाš l2 
शकतो की नेहमी पेƗा मोठा असतो हे नेहमी वाˑिवक ƗेũापेƗा मोठे असते कारण इतके जाˑ Ɨेũफळ आवʴक Ɨेũ मोजले गेले आहे का हे u2 u2 
इतके Ɨेũ जोडले आहे ʉणून ʉणजे वाˑिवक ƗेũापेƗा मोठे आहे आिण वाˑिवक ƗेũापेƗा कमी आहे चे मूʞ 1.125 होते आता u2 u2 l2 l2 
Ȩा वाˑिवक Ɨेũफळ कसे िमळवायचे ते आपण पाहतो तर आपʞा गणनेतून आपʞाला काय िदसते की जर आपण एकदा दोन ची गणना केली तर l 
आपण हा आयत घेतला आहे आिण एकदा आपण दोनची गणना केʞावर हा आयत आिण हा आयत कसा घेतला आहे अचूकता वाढवǻासाठी ah l 
आपण काय कŝ जर आपण या Ɨेũाची पुढील उपƗेũात िवभागणी केली तर ʉणा की हे एक बाय चार आहे हे अधő आहे तीन बाय चार आहे हे एक आहे 
हे शूɊ आहे
ȑामुळे आता आपण पाš शकता की हे आयत Ɨेũफळ िमळेल या आयताचे Ɨेũ अिधक या आयताचे Ɨेũफळ हा आयत आिण या आयताचे Ɨेũफळ
ȑामुळे आणखी काही Ɨेũ समािवʼ केले जाईल ʉणून मूʞ हे असेल हे दोन भाग आता आमǉा अंदाजे Ɨेũामȯे समािवʼ केले आहेत आʉी ʉणतो की 
ही आहे ही आणखी एक कमी बेरीज आʉी संदिभŊत करतो चार आिण चार ही या चार आयताǉा Ɨेũफळाची बेरीज असʞामुळे या l4 l l 
आयताǉा उंचीǉा एक बाय चार इतकं असेल जे फंƕन ʬॅʞू िझरो Ȫारे शािसत आहे कारण फंƕन वाढत आहे ʉणून आपʞाला फंƕन ʬॅʞूमȯे 
शूɊ एक बाय चार िमळते. तर हे एक अिधक शूɊ आहे मग एक बाय चार मȯे एक अिधक फंƕन ʬॅʞू एक बाय चार ʉणजे आपʞाला zer o 
एक बाय सोळा अिधक एक बाय चार फंƕन ʬॅʞू अȯाŊने िमळते ʉणजे एक अिधक एक बाय चार अिधक एक बाय चार फंƕन ʬॅʞू तीन बाय चार 
चार ʉणजे एक अिधक नऊ बाय सोळा ʉणून चार ʉणजे एक बरोबर चार चार अिधक एक अिधक चार अिधक नऊ बाय १६ जे बरोबर 1 अिधक 14l 
बाय 4 ते 16 जे बरोबर 32 बाय 32 अिधक 7 बाय 32 ʉणजे 39 32 पयōत Ǜाचे मूʞ एक िबंदू दोन एक आठ आहे आता आठवते की तुमचे दोन एक l 
िबंदू एक दोन पाच होते तर तुʉाला काय िदसते की  पेƗा कमी आहे आिण पेƗा कमी आहे कारण आʉी आहोत तेʬा आʉी l 2 l 4 l 4   a 
िविशʼ Ɨेũ सोडले आहे आपण वाˑिवक Ɨेũफळ आयतांȪारे अंदाजे काढले आहे आता आपण अंदाजे Ɨेũफळाची गणना कŝ या मȯांतराǉा बलामȯे
भाग कŝन आिण हे आयत घेऊन पूवŎ आपʞाकडे हे दोन आयत होते ʉणून आपʞाकडे इतके Ɨेũ जाˑ होते
ȑामुळे आता हे Ɨेũफळ होईल दुलŊिƗत ʉणून ʉणजे चार अंतराल पेƗा कमी असेल पण ते वाˑिवक ƗेũफळापेƗा मोठे आहेu4 u4 u4 u2 
ȑामुळे चे मूʞ या वेळी पिहʞा आयताची उंची फंƕन ʬॅʞू Ȫारे एक बाय चार मȯे िनयंिũत केली जाईलu4 u4 
ȑामुळे एक बाय चार मȯे एक अिधक एक बाय सोळा अिधक एक बाय चार इंच एक अिधक एक बाय चार अिधक एक चार ते एक अिधक नऊ बाय 
सोळा हा अधाŊ आहे तीन बाय चार हा एक अिधक एक चार ʉणजे एक अिधक एक ʉणजे या वेळी उंची या ट̪ɗावर फंƕन मूʞांȪारे िनयंिũत केली 
जाते हा िबंदू आिण हा िबंदू ʉणून आपʞाकडे हा चार आहे आिण चार ची िकंमत एक बाय चार पुɎा चार अिधक एक अिधक चार अिधक नऊ u u 
अिधक सोळा बाय सोळा ʉणजे आपʞाला 1 अिधक 30 बाय 4 ते 16 िमळेल जे 47 बाय 32 ǉा बरोबरीचे आहे 1.46875 ǉा बरोबरीचे आहे ʉणून 
लƗात ठेवा की चे मूʞ 1.625 होतेu2 
ȑामुळे शेवटी या गणनेतून आपʞाला जे िमळत आहे ते असे आहे की कमी बेरीज या नातेसंबंधाचे समाधान करतात आिण वरǉा बेरीज या नातेसंबंधाचे 
समाधान करतात ʉणून जर आपʞाकडे उप अंतराल असतील तर काय होईल ʉणून Ůȑेक वेळी आपण मȯभागी अिधक गुण वाढवा n n 
मȯांतराला एक मूʞ Ůाɑ होईल जे वरǉा बाजूने आिण खालǉा बाजूने वाˑिवक Ɨेũाǉा जवळ आहे जे कमी बेरीज आिण वरǉा बेरीजमधून आहे 
ʉणून जर आपण उप अंतरालांची संƥा वाढवली तर वरची बेरीज कमी होते आिण कमी बेरीज वाढते परंतु जर आपण मयाŊिदत घेतले तर 
उप-उपिवभागांǉा उप-अंतरालांची संƥा कधीही वाˑिवक मूʞ Ůाɑ करǻास सƗम होणार नाही, ʉणून आपण काय कŝ जर आपण या lns 
आिण ची मयाŊदा घेतली तर आपʞाला िदसेल की ही दोɎी मूʞे एकाच मूʞात एकिũत होतील आिण ती तुमची वाˑिवक असेल इंिटŤलचे मूʞ uns 
जे 0 ते 1 1 अिधक चौरस आहे ते एक उदाहरण पाš या की आपण वाˑिवक Ɨेũफळ शोधǻासाठी ही युƅी कशी वापŝ शकतो याचे x dx 
उदाहरण ʉणजे ƑोǕ इंटरʬल वर एक सतत फंƕन असू Ȩा हे गृिहत धरǻासाठी की सकाराȏक आहे या गृिहतकामागील कारण ab fx fx 
समजावून सांगणे सोपे आहे की एखादे Ɨेũ अƗाǉा एका बाजूला असेल आिण गृिहत धरा की वाढत आहे ʉणून Ůथम आपण कायŊ x fx 
वाढवǻासाठी ते कŝ पण हा िसȠांत वाढवता येऊ शकतो. कोणȑाही सतत फू करǻासाठी जे वाढत नाही ʉणून आपण चे Ɨेũफळ nction fx 
शोधǻाचा Ůयȉ कŝया जे ǉा बरोबरीचे आिण ǉा बरोबरीचे ǉा मȯे आहे आिण ते अƗाǉा वर आहे ʉणून आपण सकाराȏकx a x b x Fx 
आहे आिण मȯे वाढत आहे असे गृहीत धŝन िचũ काढूया . मȯांतर आपण आलेख असे गृहीत धŝ शकतो की हा तुमचा आहे हा अƗ ab fx x 
आहे हा अƗ आहे आता ला समान लांबीǉा उप अंतरालमȯे िवभािजत करा ʉणून आता संƥा ʉणा िबंदू ʉणा की हे नाही हे आहे y ab n x xn 
तर शूɊ आहे हा आहे ʉणून आʉी हा मȯांतर समान लांबीǉा उप अंतरालांमȯे िवभागला आहे,x axn b n 
ȑामुळे असे काय होईल की याȪारे तुʉाला Ůȑेक उप अंतरालची लांबी िमळेल आिण ʉणू की आहे कारण िबंदू समान अंतरावर आहेत ʉणून h xk 
कोणȑाही िबंदूची गणना केली जाऊ शकते या सूũाने जेथे ते वर जातो,k 1 n 
ȑामुळे आपण काय केले आहे अशी पįरİ̾थती आहे आपण अƗावर समान अंतराचे िबंदू िबंदू घेऊन हे Ɨेũ उपƗेũात िवभागले आहे आता आपण x ln 
कमी बेरीज पįरभािषत कŝया ʉणजे हे शूɊ आहे एक हे दोन हे हे वजा एक ʉणजे पįरभािषत करǻासाठी आपण या x x x xn xn l l n 
आयताचे Ɨेũफळ शोधतो जे वŢ खाली आहेत
ȑामुळे ही Ŝंदी या उंचीमȯे आहे ʉणून िबंदू समान अंतरावर असʞामुळे Ůȑेक आयताǉा Ůȑेक उप अंतराल Ŝंदीǉा Ŝंदीची उंची आहेln h 
ȑामुळे मȯे नॉट ɘस आहे मȯे मȯे शेवटǉा एकासाठी आयताची उंची िनयंिũत केली जाईल वजा एक वरील ln h fx h fx one xn 
फंƕन मूʞाȪारे शािसत केली जाईल
ȑामुळे वजा एक मȯे ʉणून आपण िलš शकतो मȯे ची बेरीज शूɊ वŝन जाते वजा एक ȑाचŮकारे आपण h fx n ln fxk h k n un 
साठी पįरभािषत कŝ शकतो आपण अशा Ůकारे आयत तयार करतो कारण फंƕन वाढत आहे वरǉा बेरीज फंƕन ʬॅʞू मȯे ʉणून un un h 
पįरभािषत केʞा जातील वर कारण फंƕन वाढत आहेx one 
ȑामुळे या आयताची उंची िनयंिũत केली जाईल वर फंƕन ʬॅʞू ʉणून मȯे वन अिधक मȯे दोन मȯे शेवटǉा साठी x one h fx h fx 
आपʞाला मȯे िमळेलh fxn 
ȑामुळे चे बेरीज 1 वŝन मȯे मȯे जाते ʉणून आपण हे देखील िलš शकतो ʉणून आपण ते पािहले आहे ʉणजे समीकरण k nfxk h ln k 0 
ते वजा 1 पासून आिण मȯे जाते समीकरण हे मागील चचőतून एक ते मȯे मȯे जाते आपण पािहले आहे की घटक n fxk h un k nfxk h 
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नेहमी ते वाˑिवक ƗेũापेƗा कमी असतात आिण नेहमी वाˑिवक ƗेũापेƗा मोठे असतात आिण ȑांची मयाŊिदत मूʞे तुʉाला वाˑिवक Ɨेũफळu ns 
देतात ʉणून तुʉी मयाŊदा घेतʞास ǉा ʉणजे जर तुʉी ची मयाŊदा शूɊ ते वजा एक ची मȯे घेतली तर हे तुʉाला फंƕनचे ln k n fxk h 
Ɨेũफळ देते जे ǉा बरोबर ǉा बरोबरीने ǉा बरोबर आहे जेणेकŜन तुʉी हे पाš शकता की हे इंिटŤल कसे संबंिधत आहे या सूũातील बेरीजx ax b 
तुʉी कमी बेरीज िकंवा अɔर बेरीज वापŝन अिवभाǛ मूʞमापन कŝ शकता अिवभाǛ मूʞ बदलणार नाही, ʉणून तुʉी िदलेʞा वŢ Ɨेũाची 
गणना करǻासाठी देखील वापŝ शकता परंतु वर आिण मȯे आहे. आता आपण काही उदाहरणे सोडवू आिण हा िसȠांत uns a b x axis 
कसा कायŊ करतो ते पाš या
ȑामुळे ǉा बरोबरीचे शूɊ बरोबर एक अिधक चौरस बरोबरीचे शूɊ आिण ǉा बरोबरीचे Ɨेũफळ शोधा हा तोच वŢ आहे जो तुʉी y y x x x 
आधीच काढला आहे ʉणून मी मी ते पुɎा ˙ʼ करणार नाही आʉाला हे Ɨेũ िमळाले आहे आता मȯांतराला समान आकाराǉा o n 
उप-अंतरालांमȯे िवभागले आहे ʉणजे हे तुमचे 0 आहे
ȑामुळे शूɊ आहे 0 आहे 1 हे आहे उणे 1 आहे आिण असेच पुढे तुʉी मȯांतर 0 ला िवभािजत करत आहात. 1 मȯे समतुʞx xn x x 1 xn n 
उप अंतराल ʉणून 1 वजा 0 बाय तुʉाला देत असेल आिण या सूũानुसार ʉणजे शूɊ आहे अिधक अिधक n h xk x khx 1 0 h 1 by n 
असेल
ȑामुळे तुʉाला मȯे 1 िमळेल ʉणजे आहे तर ʉणजे ने k by n xk xk k n
ȑामुळे एक एक दोन ʉणजे दोन आिण वजा एक वजा एक आिण एक आहे यासाठी िलšया ʉणजे असेल जीx nx n x n n n xn ln ln h 
Ůȑेक उपाची लांबी आहे मȯांतर ʉणजे मȯे हे या सवŊ आयतांचे बेरीज आहे जे वŢ ǉा खाली नॉट आहे ʉणजे एक अिधक शूɊ ln ln h fx 
अिधक मȯे एक अिधक फंƕन मूʞ वरh x one 
ȑामुळे एक अिधक एक चौरस बाय चौरस अिधक शेवटचा आयत हा एक ɘस मȯे फंƕन ʬॅʞूची उंची वजा 1 वर आहे कारण फंƕनn h 1 xn 
वाढत आहे आिण आयत वŢ खाली आहे ʉणून आपʞाला हे िमळते ʉणून मला ते मȯे पुɎा िलš Ȩा सवŊũ सामाɊ आहे ʉणून आपʞाला 1 ln h 
अिधक हे वेळा िमळते आिण नंतर आपʞाला 1 चौरस अिधक 2 चौरस अिधक वजा एक चौरस बाय चौरस िमळेल कारण आपण हे िसȠ केले n n n 
आहे की एक ने आहे ʉणून मी ला ने एक ने बदलू शकतो येथे बेरीज अिधक अधाŊ Ůमाणे बेरीजचे मूʞ तुʉाला चांगले माहीत आहे h n n h n n 
तुʉी एक चौरस अिधक दोन चौरस अिधक वजा एक चौरस ही बेरीज िलš शकता ʉणून हे 1 अिधक 1 बाय 6 1 वजा 1 बाय बरोबर आहे बाय n nn n
2 वजा 1 बाय आहे आता या ची मयाŊदा ƽा कारण अनंताकडे झुकत आहे ʉणून आपʞाला 1 अिधक 1 बाय 6 मȯे 2 िमळेल हे 1 n ln ln n 
अिधक 1 बाय 3 ǉा बरोबरीचे आहे जे चार बाय तीन आहे जेणेकŝन ते अिवभाǛ असेल एक अिधक चौरस शूɊ ते एक ʉणजे आपण पाš शकता x 
की बेरीजांǉा मयाŊदेची ही ŮिŢया िदलेʞा वŢ अंतगŊत Ɨेũफळाची गणना करǻासाठी कशी वापरली जाऊ शकते जी अƗाǉा वर बरोबर x x n 
आिण बरोबर ǉा दरʄान आहे आणखी एक उदाहरण पाš या जेणेकŝन तुʉाला अिधक सोयीˋर वाटेलx b 
ȑामुळे सम दोन ते पॉवर वजा बरोबर शूɊ बरोबरीचे शूɊ आिण मधील Ɨेũफळ मोजा ते एक तर हा तुमचा अƗ आहेy e xy x x equ als y 
हा तुमचा अƗ आहे आिण पॉवर वजा याŮमाणे काढता येईल ʉणजे हे बरोबर आहे 0 हे बरोबर आहे 1 हे आहे पॉवर वजा हे x e x x x y e x y
समान आहे 0 ला. ʉणून पुɎा मागील केस Ůमाणेच तुʉाला बरोबर 0 बरोबर मȯांतर िवभािजत करणे आवʴक आहे परंतु आिण मȯांतर 0 x x 1 
1 ǉा उप अंतराल मȯे िवभािजत करणे आवʴक आहेn 
ȑामुळे पुɎा 1 वजा 0 बाय असेल आिण ती Ůȑेकाची लांबी असेल सब इंटरʬल आिण असेल शूɊ अिधक येथे शूɊ आहे ʉणून x 1 xk x kh x 

शूɊ अिधक मȯे एक ʉणून एक दोन आहे 2 आिण ʉणून येथे लƗात ठेवा की आपण िलिहʞास तुʉाला वेळा फंƕन xk k n x nx n ln h 
ʬॅʞू िमळेल पण येथे फंƕन कमी होत असʞाने फंƕन ʬॅʞू बरोबरीǉा शूɊावर असलेʞा फंƕन ʬॅʞूने शािसत होणार नाही तर x x one 
वर फंƕन ʬॅʞू िनयंिũत केली जाईल
ȑामुळे या आयताची उंची वर फंƕन ʬॅʞू कारण शेवटǉासाठी फंƕन ȑाचŮमाणे कमी होत आहे ते ǉा बरोबरीचे फंƕनल फंƕन x one x 
ʬॅʞू असेल तर हे मȯे मȯे एक अिधक आहे दुस̴या एका फंƕन ʬॅʞूवर फंƕन ʬॅʞू दोन वर आयताǉा उंचीसाठी कमी बेरीज ln fx h x x
दोन अिधक मȯे येथे तुमचे फंƕन वजा आहेh fxn fx 0 x 
ȑामुळे तुʉाला मȯे िमळेल ची पॉवर वजा एक बाय ʉणून सामाɊ आहे ʉणून आपण ते दोन बाय अिधक ला पॉवर मायनस h ln e n h n e 
वन वर िलš शकतो ʉणून आपʞाला गुणा ला पॉवर वजा एक बाय अिधक ला वजा दोन बाय िमळाले. ला पॉवर मायनस ln e n e n plus e 
वन वर तुʉी आणखी एक टमŊ िलš शकता या आधी तुʉाला वजा एक बाय िमळेलn n 
ȑामुळे ही एक भौिमितक Ůगती आहे आिण तुʉी हे िमळवलेʞा सोɗा सूũाȪारे ȑाची बेरीज िलš शकता जे मला बदलू Ȩा. 1 ने ने आिण ने n h e 
गुणाकार करा ǉा घातh 
ȑामुळे तुʉाला गुणाकार आिण भागाकार िमळेल ʉणजे तुʉाला ची शƅी वजा 1 िमळेल आिण हे तुʉाला ची घात वजा 1 देईल तुʉाला e h e 
माहीत आहे की जेʬा अनंत कडे झुकतो 0 ला 0 कडे झुकते या संबंधातून अनंताकडे झुकते तुʉी पाš शकता की कडे झुकतोn s h n s 0 
ȑामुळे ची मयाŊदा जशी अनंताकडे झुकते ती मयाŊदा सारखीच असेल चा हा शूɊाकडे झुकतो आिण ही मयाŊदा एक बाय ची पॉवर ln n ln h e 
वजा एक ची पॉवर वजा एक असेल ȑामागील कारण ʉणजे ची मयाŊदा ची ची पॉवर वजा 1 ही आहे कारण कडे झुकते. 1 आहे e h h e h h 0 
ʉणून तुʉी पाš शकता की या पȠतीȪारे तुʉी गणन कŝ शकता की तुʉी 0 ते 1 मधील पॉवर वजा पयōत इंिटŤलचे मूʞ मोजू शकता की 1e x dx 
वजा वजा 1 ʉणून अँटी-डेįरʬेिटʬ कसे वापरले जाऊ शकतात ते पाš. िनिʮत पूणाōक सोडवा आȅापयōत आपण बेरीजांची मयाŊदा कशी वापरायची u 
आिण वेगवेगʨा अिवभाǛांचे मूʞ कसे शोधायचे ते पािहले आहे, आपण िनिʮत पूणाōक शोधǻासाठी अँटी-डेįरʬेिटʬज कसे वापरता येतील ते पाš या
ȑामुळे आपण सम˟ा सोडवǻास सुŜवात करǻापूवŎ आपʞाला हे करावे लागेल. ठरािवक संकʙनांवर चचाŊ कŝया
ȑामुळे सकाराȏक आिण सतत असणारे फंƕन घेऊ आिण ते काढू या हे हे आहेa b 
ȑामुळे हे फंƕन एįरया फंƕनचे Ůितिनिधȕ करते आिण ते या छायांिकत Ɨेũाचे Ůितिनिधȕ करत आहे आिण जर मी ठेवले तर हे एįरया फंƕन 
ʉणून ओळखले जाते . ǉा जागी ते तुʉाला ǉा वŢाखालील Ɨेũफळ देईल मधील बरोबरी ǉा बरोबरीने अƗाǉा वर b x li es x nx x b 
ǉा बरोबरी आहे ʉणून या Ɨेũफळाचा वापर कŝन आपण दोन महȇाची Ůमेये सांगतो एक ʉणजे कॅʌुलसचे मूलभूत Ůमेय आिण दुसरे ʉणजे ah 
कॅʌुलस दोनचे मूलभूत Ůमेय ʉणून आपण कॅʌुलसǉा पिहʞा मूलभूत Ůमेयाची चचाŊ कŝया
ȑामुळे असे ʉटले आहे की जर तुमǉाकडे एखादे फंƕन असेल जर जवळǉा अंतराल वर सतत असेल आिण Ɨेũ फंƕनची ʩाƥा ते fx ab a 

अशी केली असेल तर डॅश हे इतर Ůमेय ǉा बरोबरीचे असेल जे कॅʌुलसचे दुसरे मूलभूत Ůमेय ʉणून ओळखले जाते . िनिʮत xfxdx x fx 
इंिटŤʤची गणना करणे आिण ȑात ʉटले आहे की हे Ƒोज इंटरʬल वर सतत फंƕन असू Ȩा आिण कॅिपटल हे लहान चे fx ab ab fx fx 
अँटी डेįरʬेिटʬ आहे जे डॅश ǉा बरोबरीचे आहे तर ते हे ǉा बरोबरीचे आहे ǉा बरोबरीचे आहे जे आपण f x fx a bfxdx fx x x fb 
वजा असे िलिहतोfa 
ȑामुळे हे Ůमेय िनिʮत अिवभाǛांचे मूʞमापन करǻासाठी वापरले जाऊ शकते जर आपʞाला अँटी-डेįरʬेिटʬ्ज मािहत असतील तर आपण काही 
सम˟ा सोडवूया आिण िभɄ पूणाōकांचे मूʞमापन करǻासाठी हे Ůमेय कसे वापरायचे ते पाš या आधीच काही अिवभाǛांचे मूʞमापन केले आहे आिण 

Pru
tor
@
IIT
K



आʉी ȑांची मदत घेऊ ʉणून आʉी पािहले आहे की या अिवभाǛतेचे मूʞ जे वŢ एक अिधक चौरस अंतगŊत Ɨेũ दशŊवते जे समान शूɊ आिण x x 
वरील अƗाǉा बरोबरीचे आहे चार बाय तीन आिण जे आʉाला बेरजेǉा मयाŊदेǉा ŮिŢयेतून िमळाले आहे ते आता अँटी-डेįरʬेिटʬ्जची पȠत x x 

लागू करा आिण तुʉाला समान मूʞ िमळत आहे की नाही ते पहा, ʉणून या Ůमेयानुसार या अिवभाǛतेचे मूʞ वŝन शूɊापासून होईल. ला x fx x 
1 ला जातो जेथे अिधक ˍेअरचा अँटी डेįरʬेिटʬ आहे ʉणजे डॅश अिधक ˍेअर आहेfx 1 x f x 1 x 
ȑामुळे आपण सहज शोधू शकतो की एक अिधक ˍेअरचे अँटी डेįरʬेिटʬ हे वन ɘस ˍेअरचे अँटी डेįरʬेिटʬ असेल. अिधक घन x x x x 
बाय तीन आहे
ȑामुळे इंिटŤलचे मूʞ अिधक घन बाय 3 हे 0 ते 1 पयōत जाते Ůमेय लागू कŝन आपण पाहतो की आपʞाला 1 अिधक 1 बाय 3 वजा 0 x x x 
िमळेल जे 4 बाय 3 ǉा बरोबरीचे आहे आिण जे बेरजेǉा मयाŊदेने िमळालेʞा मूʞाŮमाणेच फाय चे दुसरे उदाहरण घेऊ ǉा बरोबरीचे Ɨेũफळ 0 x 
ǉा बरोबरीचे आहे आिण ǉा बरोबरीचे वŢ खाली असलेʞा वŢाǉा 1 ǉा बरोबरीचे आहे पॉवर वजा जे अƗाǉा वर आहे आिण आपण x e x x 
पािहले आहे की ते 1 वजा ते पॉवर वजा एक आहे आता जर तुʉी दुसरा अजŊ केला तर कॅʌुलसचे मूलभूत Ůमेय ʉणजे हे आहेe 
ȑामुळे हे समान असेल तुʉी सहज पाš शकता की बाय याचा वजा आहे ʉणजे वजा पॉवर वजा हा उणे चे िवरोधी ʩुȋɄ d dx eo x e x e x 
आहे
ȑामुळे ŮमेयाȪारे तुʉी ते िलš शकता याŮमाणे आिण जे एक वजा ते पॉवर वजा एक बरोबर आहे आिण पुɎा तुʉी पाš शकता की तुʉाला बेरीजǉा e 
मयाŊदेपासून िमळालेले हे मूʞ आता पुढील वगाŊत अँटी डेįरʬेिटʬ वापŝन िमळालेʞा मूʞासारखेच आहे. आʉी िनिʮत पूणाōकांǉा गुणधमाōबȞल 
अिधक जाणून घेणार आहोत आिण अिधक İƑʼ सम˟ा सोडवू. धɊवाद 
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