
ര؇് ഗണിതശാസ്ْത׾രുെട സംഭാവന അസാധാരണമായ ഒരു ജർأൻ ഗണിതശാസ്ْത׾ൻ റീമാൻ 
മെئാരു ْഫ؀് ഗണിതശാസ്ْത׾ൻ െലെബഗ് ഒരു ْഫ؀് ഗണിതശാസ്ْത׾നാണ്, അവ 
ര؇ിെനുׯറിു׺ം കൂടുതൽ പഠിׯണെമ്ؗ ഞാൻ എന്െറ എبാ വിദّാർ،ികേളാടും 
അഭّർ،ിുؗുׯ. ْപേചാദിതരാകുക , കൃതّമായ ഇന്റْഗലുകളുെട ْപേയാഗ׹ൾ എؓാെണ്ؗ നമു്ׯ 
േനാׯാം, അതിനാൽ കൃതّമായ ഇന്റْഗലുകളുെട നിരവധി ْപേയാഗ׹ളു؇്, ഉദാഹരണ؋ിന്  , 
വള؁ ْപതല؋ിന്െറ ؛ാനർ റീജിയൻ ഏരിയയുെട ഒരു കർവ് ഏരിയയുെട നീളം കണׯാׯാൻ 
നി׹ൾ്ׯ നിحിത ഇന്റْഗലുകൾ ഉപേയാഗിׯാം. േഗാള؋ിന്െറ പി؈ം മുതലായവയുെട ഉദാഹരണ 
േവാളിയം, അതിനാൽ കൃതّമായ ഇന്റْഗലുകളുെട ധാരാളം ആ؛ിേׯഷനുകൾ ഉെ؇്ؗ നി׹ൾ്ׯ 
കാണാൻ കഴിയും , അതിനാൽ കൃതّമായ ഇന്റْഗലുകൾ െകാ؇് ഞ׹ൾ എؓാണ് അർ،മാؗുׯത് 
എ്ؗ മനസിലാׯാൻ ഞാൻ ഒരു ഉദാഹരണമായി ഏരിയ എടു؋ി؂ു؇്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ 
ലളിതമായ വിُീٝർ؉ം കണׯാׯാൻ കഴിയുെമ്ؗ മുآെױ ؋ാസുകളിൽ നി്ؗ നി׹ൾׯറിയാം. 
ْതിേകാണ ചതുരാകൃതിയിലുت വൃ؋ം േപാെലയുت ആകൃതികൾ , നി׹ൾ്ׯ സ׸ീർ؉മായ 
ആകൃതിയുെ؇׸ിൽ ഉദാഹരണ؋ിന് , ഈ ആകൃതിയുെട വിُീٝർ؉ം വിലയിരു؋ാൻ നി׹േളാട് 
ആവശّെؚടുകയാെണ׸ിൽ, നി׹ൾ്ׯ ഈ ْപേദശെ؋ പരിമിതമായ ലളിതമായ ആകൃതികളായി 
വിഭജിׯാം , തുടർ്ؗ നി׹ൾ്ׯ ഈ ലളിതമായ ആകൃതികളുെട എبാ വّװിഗത ْപേദശ׹ളും 
കണׯാുׯകയും യഥാർ، ഏരിയ ലഭിؗുׯതിന് ഇത് സംْഗഹിുׯകയും െചإാം. എؗാൽ 
സ׸ീർ؉മായ ْപേദശെ؋ ലളിതമായ രൂപ׹ളാׯി വിഭജിുׯക എؗ ഈ ആശയം എبായ്േؚാഴും 
ബാധകമب, ഉദാഹരണ؋ിന് നിരവധി യഥാർ، ജീവിത ْപٍ׹٠ളു؇്, കൂടാെത നിരവധി 
ഗണിതശാസ്ْത ْപٍ׹٠ളു؇് , അവയിൽ നി׹ൾ്ׯ ആകൃതികൾ ഉ؇ാകും, അവ നി׹ൾ്ׯ 
അറിയാവുؗ പരിമിതമായ ആകൃതികളായി വിഭജിׯാൻ കഴിയിب. അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഏരിയെയ 
പരിമിതമായ ആകൃതികളായി വിഭജിׯാൻ കഴിയാ؋ ചില ഉദാഹരണ׹ൾ ഞ׹ൾ കാണും , 
അതിന്െറ വിُീٝർ؉ം എളുؚ؋ിൽ കണׯാׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഒരു േരഖയ്ുׯം വْക؋ിനും 
ഇടയിൽ പരിമിതെؚടു؋ിയിരിؗുׯ വിُീٝർ؉ം നമു്ׯ നും ചതുര؋ിനും തുലّമായി y 1 y x 
എടുׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ അവെയ േ؛ാ؂് െചإാം. നി׹ളുെട അײമാേണാ ഇത് അײമാണ്, y x 
അതിനാൽ എؗത് 1 ന് തുലّമാണ് അ؋ײിന് സമാؓരമായ ഒരു േരഖയാണ് , എؗത് y x y x 
അ؋ײിന് സമാؓരമായ ഒരു േരഖയാണ്, എؗത് ചതുര؋ിന് തുലّമായ ഒരു പരവലയമാണ്, y x 
അതിന്െറ ശീർഷകം 0 0 ഉം അײം അײവും ആെണ׸ിൽ  നി׹ൾ്ׯ ഇത് ലഭിുׯെമ്ؗ നി׹ൾ y 
േ؛ാ؂് െചുإക, അതിനാൽ നി׹ൾׯാവശّമായ ْപേദശം എبാ വിദّാർ،ികളും നി׹ൾ്ׯ 
അറിയാവുؗ പരിമിതമായ ആകൃതികളാׯി മാئാൻ കഴിയുേമാ എ്ؗ േനാׯാൻ ഞാൻ 
അഭّർ،ിുؗുׯ ചതുരവും ചതുരവും ന് തുലّമാണ്, നമു്ׯ അവെയ േ؛ാ؂് െചإാം ഇത് x y x 
നി׹ളുെട അײമാണ് ഇത് നി׹ളുെട അײമാണ്, അതിനാൽ സമം ചതുരം ഒരു y x y x 
പരവലയമാണ്, അതിന്െറ ശീർഷകം 0 0 ഉം അײം അײവുമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഈ x 
പരാേബാളയും തുലّ ഉം ഉ؇്  ന് തുലّമായ ചതുരം വീ؇ും ഒരു പരവലയമാണ്, അതിന്െറ y y x 
ശീർഷകം 0 0 ഉം അײം അײവുമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഈ പരാേബാളയു؇്, x 
അവയ്ׯിടയിൽ പരിമിതെؚടു؋ിയിരിؗുׯ േമഖല ഇതാണ്, നമു്ׯ ചില ഉദാഹരണ׹ൾ േനാׯാം, 
എؓുെകാ؇ാണ് നമു്ׯ കൃതّമായ സമْഗമായ ْപേദശം ആവശّമുتത്.  മൂ്ؗ വളവുകൾׯിടയിൽ 
പരിമിതെؚടു؋ിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഒരു വْകം എؗത് റൂ؂ിന് ര؇് ന് തുലّമാണ് മെئാ്ؗ y x y 
എؗത് റൂ؂ിന് കീഴിലുت ര؇് ൈമനസ് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, മെئാ്ؗ എؗത് ര؇ിന് x x x 
തുലّമാണ്, നമു്ׯ അവെയ േ؛ാ؂് െചإാം, അതിനാൽ എؗത് റൂ؂ിന് കീഴിലുت ര؇് ൈമനസ് y x x 
ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്  എ ആണ്  സർׯിൾ നി׹ൾ്ׯ ഈ സമവാകّം ഇനിؚറയുؗ രൂപ؋ിൽ 
എഴുതാം, അതിനാൽ ഇത് േകْؕം ഒ്ؗ േകാമ പൂജّവും ആരം ഒ്ؗ ഉت ഒരു വൃ؋മാെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ 
കാണാൻ കഴിയും, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ സർׯിൾ ആരം ഒരു േകാമ പൂജّം േകْؕം ഒരു േകാമ പൂജّം 
ആരം ഒ്ؗ ലഭിുׯം എؗത് റൂ؂് ര؇ിന് തുലّമായി േ؛ാ؂് െചإാം സമം റൂ؂് 2 എؗത് y xy x 
പരവലയമാണ്, അതിന്െറ ശീർഷകം 0 0 ഉം അײം അײവുമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഈ x 
പരവലയവും ന് തുലّവും ഒരു വരിയാണ്, കാരണം ഈ േപായിന്റിന്െറ ഈ േകാർഡിേന2 ്ئ േകാമ 0 x 2 
ആണ്. അതിനാൽ ഈ േരഖ ഇതിേല്١ُ ׯർശിുׯം ഈ ബിؕുവിെല വൃ؋ം, അതിനാൽ ഇവിെട 
ْശؑിേׯ؇ കാരّം, ഈ പരാേബാള പൂജّം േകാമ പൂജّം ഒഴിെക മെئാരിടു؋ം വൃ؋െ؋ 
ഖ؈ിׯാൻ േപാകുؗിب എؗതാണ്, നി׹ൾ സമം റൂ؂് ര؇് ഉം സമം ര؇് റൂ؂ും പരിഹരി׺ാൽ y x y 
വّװമാകും.  ര؇് ൈമനസ് ചതുരം നി׹ൾ അവ ര؇ും പരിഹരി׺ാൽ , പൂജّം േകാമ പൂജّ؋ിൽ x x 
മാْതേമ വിഭജിൂتുؗുׯ എ്ؗ നി׹ൾ കാണും, അതിനാൽ ഈ ْപേദശെ؋ പരിമിതമായ 
ആകൃതികളായി വിഭജി്׺ വിُീٝർ؉ം ലഭിؗുׯതിന് ഇത് േചർׯാൻ കഴിയുേമാ എ്ؗ പരിേശാധിׯാൻ 
ഞാൻ വീ؇ും എന്െറ എبാ വിദّാർ،ികേളാടും അഭّർ،ിുؗുׯ .  ഈ ْപേദശം ആണ് thi  s 
ഏئവും സ׸ീർ؉മായ അവസാന ഉദാഹരണം , എؓുെകാ؇ാണ് ഞാൻ ഈ ഉദാഹരണ׹ൾ നൽകുؗത് 
എ്ؗ ഞാൻ നി׹േളാട് പറയെ؂ , അവസാനം ഞ׹ൾ ഈ ْപശ് ന׹െളبാം പരിഹരിുׯകയും ഈ 
ْപശ് ന׹ൾ കൃതّമായ ഇന്റْഗലുകൾ ഉപേയാഗി്׺ എ׹െന ൈകകാരّം െചإാെമ്ؗ കാണുകയും 
െചുإം, അതിനാൽ അؓിമ ഉദാഹരണം ഏരിയ പരിധിയിലുتതാണ് നാല് കർവുകൾׯിടയിൽ , ഞാൻ 
എടു؋ത് നാല് പരാേബാളസ് സ്കٔയർ സമം നാല് ചതുരം തുലّം പതിനാറ് സമം നാല് y xy xy x 
ചതുരവും തുലّം പതിനാറ് ചതുരവും, അതിനാൽ നി׹ൾ അവെയ േ؛ാ؂് െചുإകയാെണ׸ിൽ ഇത് y x 
നി׹ളുെട അײമാെണ്ؗ പറയുക ഇതാണ് നി׹ളുെട അײം അതിനാൽ ചതുരം നാല് നും y x y  x 

ചതുരം 16 നും തുലّമാണ്, അവയ്്ׯ ശീർഷം 0 0 ഉം ശീർഷം 0 0 ഉം അײം അു׺ത؇ും y x x 
ഉتതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഈ ര؇് പരാേബാളകളും എؗത് നാല് ചതുരവും എؗത് പതിനാറ് y x y x 
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ചതുരവും ആണ്. പരാേബാളകൾ എؗാൽ അതിന്െറ ശീർഷകം പൂജّം പൂജّവും അײം അײവും y 
ആയതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഈ ര؇് പരാേബാളകൾ ലഭിുׯം , അതിനാൽ ഇത് നി׹ളുെട ചതുരമാണ് y 
നാല് ײമിׯണം നാല് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് , ഇത് പതിനാറ് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, x y x y x 
അതിനാൽ ഇത് ഒരു േമഖലയാണ് വീ؇ും ഞാൻ വീ؇ും  നി׹ൾׯറിയാവുؗ പരിമിതമായ 
ആകൃതികളിേല്ׯ അതിെന വിഭജിׯാൻ കഴിയുേമാ എ്ؗ നി׹െളبാവരും അേനٔഷിുׯക , 
അവസാനമായി നി׹ൾ്ׯ ഈ ْപേദശം മുൻ ױാസുകളിൽ നി്ؗ അറിയാവുؗ രീതികൾ ഉപേയാഗി്׺ 
കണׯാׯാൻ കഴിയുേമാ , ഞാൻ ഇതുവെര ചർ׺ െചᅃٝ ഈ ഉദാഹരണ׹െളبാം ഞ׹ൾ കാണും.  
അവസാനം, നിحിത ഇന്റْഗലുകൾ ഉപേയാഗി്׺ ഞ׹ൾ പരിഹരിുׯകയും ആവശّമായ ഏരിയ 
കണׯാുׯകയും െചുإം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു നിحിത ഇന്റْഗൽ നിർവചിׯാം, ഒരു നിحിത 
ഇന്റْഗൽ ഈ രൂപ؋ിൽ നിർവചിׯെؚടുؗു, അവിെട െയ േലാവർ ലിമി്ئ എؗും െയ അؚർ a- b-
ലിമി്ئ എؗും വിളിുؗുׯ.  ഫംഗ് ഷൻ നമു്ׯ അനുമാനിׯാം, അതിനാൽ നി׹ൾ ഇത് േ؛ാ؂് െചയ് താൽ 
ഇത് അײം ഇതാണ് അു׺ത؇് നി׹ളുെട ഫംഗ് ഷൻ ഇത് ആണ്, ഇത് ആണ് ന് തുലّം, y x x x b 
അതിനാൽ ഈ നിحിത ഇന്റْഗൽ ഈ േമഖലെയ ْപതിനിധീകരിؗുׯത് എ׹െന എؗതാണ് ഇേؚാൾ 
േചാദّം  ഈ മൂലّം കണׯാുׯക, ഒ്ؗ പരിമിതമായ തുകകളുെട പരിധിയിലൂെടയും മെئാ്ؗ ആൻറി 
െഡറിേവئീവുകൾ ഉപേയാഗിു׺ം കണׯാׯാൻ ര؇് രീതികളു؇് , കാലْകേമണ ഈ പരിമിതമായ 
തുകയുെട പരിധി എ׹െന വികസിു׺െവ്ؗ നമു്ׯ ആദّം േനാׯാം ടി എ׹െനെയ്ؗ േനാׯാം  
അവന്െറ പരിമിതമായ തുകകളുെട പരിധി വികസിു׺, അതിനായി ഞാൻ വീ؇ും ഒരു ഉദാഹരണം 
പരിഗണിുׯം , ഒؚം സമം 0 സമം 1 ؛സ് ചതുരം തുലّം 0 നും നും തുലّം 1 നും ഇടയിലുت y y x x x 1 
വിُീٝർ؉ം കെ؇؋ാൻ ഞാൻ നി׹േളാട് ആവശّെؚടും.  ഞ׹ൾ ആദّം ഈ ْപേദശം േ؛ാ؂് െചുإക, 
ഇത് നി׹ളുെട അײമാണ്, ഇത് നി׹ളുെട അײമാണ്, അതിനാൽ ؛സ് ചതുര؋ിന് y x y 1 x 
തുലّമാണ്, വീ؇ും ഒരു പരാേബാളയാണ്, അതിന്െറ ശീർഷകം 0 േകാമ 1 ആണ് , അതിന്െറ അײം y 
അײം ആണ്, അേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ ഈ ആകൃതി ലഭിുׯം ഇത് 0 േകാമ 1 ആണ് ഇത് ആണ് 0 എ്ؗ x 
പറയുക, ഇത് ആണ് 1 ന് തുലّം, ഇത് എؗത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, ഇത് എؗത് ഒരു ؛സ് x y y x 
ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ േഷഡുت ْപേദശ؋ിനായി തിരയുകയാണ്, അതിനാൽ
ഇത് ഒരു നിحിത അവിഭാജّമാണ് ഏരിയയുെട മൂലّം പൂജّം മുതൽ ഒ്ؗ മുതൽ ചതുരം വെര, x dx 
അതിനാൽ നأൾ േനരെ؋ െചᅃٝിരുؗ അേത തْؓം ഉപേയാഗിׯാം, കൂടാെത ഞ׹ൾ ْപേദശെ؋ 
പരിമിതമായ പല രൂപ׹ളാׯി വിഭജിുׯകയായിരുؗു, അതിനാൽ നأൾ എؓാണ് െചؗുإത് , ഈ 
ഇടേവളയുെട മധّഭാഗം എടു്؋ ഈ ഏരിയെയ ര؇് ഉപ േമഖലകളായി വിഭജിׯാം. ഇത് ആണ് x 
പകുതി്ׯ തുലّം , തുടർ്ؗ നأൾ ഇതുേപാെല ദീർഘചതുര׹ൾ വരയ്ുؗുׯ ഈ ര؇് 
ദീർഘചതുര׹ളുെട വിُീٝർ؉ം ഈ ദീർഘചതുര؋ിന്െറ ഈ വിُീٝർ؉ം ഒؗാെണؗും ഇത് ര؇് r r 
ആെണؗും പറയുؗു, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ര؇് ദീർഘചതുര׹ളുെട വിُീٝർ؉ം ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് r r r 
ഒ്ؗ എ്ؗ പറയും. ദീർഘചതുരം െചറുതും ര؇് വിُീٝർ؉വും വലുതാണ് , ഇത് കണׯാׯിയാൽ r 
നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ഈ ദീർഘചതുര؋ിന്െറ പകുതി വീതിയാണ് , ഉയരം പൂജّ؋ിന് തുലّമായ x 
ഫംഗ് ഷൻ മൂലّമാണ് നിയْؓിؗുׯത്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒؗും പൂജّവും തുടർ്ؗ പകുതി ഫംഗ് ഷൻ 
മൂലّവും ലഭിുׯം. പകുതിയിൽ നമു്ׯ വൺ ؛സ് വൺ ൈബ േഫാർ ലഭിുؗുׯ, ഇത് വൺ ؛സ് വൺ 
 എ്ؗ സ് വൺ ൈബ എ؂്؛ വൺ ׯം, ഇത് നമു്ുׯസ് വൺ ൈബ േഫാർ എؗതിന് തുലّമായിരി؛
എഴുതാം, ഒآത് എ؂് എ؂്, അതിന്െറ മൂലّം േസാറി വൺ േപായിന്റ് ഒ്ؗ ര؇് അ؀് എؗതിന് 
തുലّമാണ് എ׸ിൽ ഒരു യഥാർ، വിُീٝർ؉മാണ് ആവശّമുتെതؗും ര؇് എؗത് ഈ ര؇് l 
ദീർഘചതുര׹ളുെട വിُീٝർ؉؋ിന്െറ സംْഗഹമാണ്, അതിനാൽ ഈ ْപേദശം കണׯാുׯേآാൾ 
ഞ׹ൾ ഈ ْപേദശം ഒഴിവാׯിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ ആവശّമായ വിُീٝർ؉േׯ؋ാൾ l 2 
കുറവാണ് എؗത് ഇേؚാൾ ആവശّമുت വിُീٝർ؉േׯ؋ാൾ കുറവാണ്. യഥാർ،മായതിെന l 2 
ഏകേദശം കണׯാׯാൻ ഞ׹ൾ ْശമിുؗുׯ  വിُീٝർ؉ം മെئാരു രീതിയിലൂെടയാണ്, അതിനായി 
നأൾ വീ؇ും ചിْതം വരയ്ׯണം, ഇതാണ് ഇതാണ് ഇതാണ് പരാേബാള ഒ്ؗ ؛സ് ചതുരം എ്ؗ x y , x 
പറയുക, ഇത് ആണ് ഒؗിന് തുലّം, ഇത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, ഇത് പൂജّം അ؋ײിന് x x y x 
തുലّമാണ് ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ ഈ ْപേദശെ؋ വീ؇ും ര؇് ഉപേമഖലകളായി വിഭജിുؗുׯ, ഇത് 
പകുതിയാണ്, ഇത് പൂജّം   ആണ് ബാറും ഇത് ര؇് ബാറും ആയതിനാൽ വൺ ബാറും ര؇് ബാറും r r r 
േചർ؋ാൽ നമു്ׯ എ്ؗ ലഭിുׯം , ഈ മൂലّം പകുതി ഫംഗ് ഷൻ മൂലّ؋ിേല്ׯ പകുതിയാകും, u two 
കാരണം അതിന്െറ ഉയരം ഈ െചറിയ ദീർഘചതുരം പകുതിയിൽ ഒരു ഫംഗ് ഷൻ മൂലّ؋ാൽ 
നിയْؓിׯെؚടുؗു.  നി׹ൾ്ׯ വൺ ؛സ് വൺ ൈബ േഫാർ ഫംഗ് ഷൻ വാലّൂ ആയി ഒ്ؗ ؛സ് വൺ 
ആണ്, അതിനാൽ നأൾ കണׯാׯിയാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് പതിമൂ്ؗ െകാ؇് എ؂് ആണ് , ഇത് ഒരു 
േപായിന്റിന് തുലّമാണ് ആറ് ര؇് അ؀് ഇേؚാൾ നأൾ കണׯാׯിയ ഈ തുക നأൾ u2  
കണׯാׯിയതിെന അؚർ എസ് എ്ؗ വിളിുؗുׯ  ഉം , അവസാനെ؋ കണുׯകൂ؂ലിൽ, ഞ׹ൾ l2 
കണׯാׯി , അത് ഇേؚാൾ േലാവർ തുകയായി പരാമർശിׯെؚടുؗു, ഇവിെട നമു്ׯ കാണാൻ 
കഴിയുؗത്, എبായ്േؚാഴും േനׯാൾ വലുതാണ്, യഥാർ، ഏരിയേയׯാൾ എبായ്േؚാഴും u2 u2 
വലുതാണ്, കാരണം ഇْതയും ഏരിയ അധികമായി കണׯാׯിയതിനാൽ വിُീٝർ؉ം ഇതാണ്, 
അതിനാൽ ആണ് യഥാർ، ഏരിയേയׯാൾ വലുതാണ്, യഥാർ، ഏരിയേയׯാൾ u2 u2 l2 
കുറവാണ്, ന്െറ മൂലّം 1.125 ആയിരുؗു, ഇേؚാൾ നമു്ׯ യഥാർ، ഏരിയ എ׹െന േനടാം എ്ؗ l2 
േനാׯാം, അതിനാൽ നുأെട കണുׯകൂ؂ലുകളിൽ നി്ؗ എؓാണ് കാണുؗത് നأൾ ഒരു തവണ എൽ 
ര؇് കണׯാׯിയാൽ ഞ׹ൾ ഈ ദീർഘചതുരം എടു؋ിരിുؗുׯ , നി׹ൾ ര؇് ah l 
കണׯാׯിയാൽ ഈ ദീർഘചതുരവും ഈ ദീർഘചതുരവും എടു؋ി؂ു؇്, അതിനാൽ കൃതّത 
എ׹െന വർؑിؚിׯാം, അതിനാൽ ഈ ْപേദശെ؋ കൂടുതൽ ഉപവിഭാഗ׹ളായി വിഭജി׺ാൽ ഞ׹ൾ 
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എؓുെചുإം  ْപേദശ׹ൾ പറയുؗത് ഇത് നാലിൽ ഒ്ؗ എؗാണ്, ഇത് പകുതിയായിരുؗു ഇത് മൂ്ؗ 
െകാ؇് നാല്, ഇത് ഒ്ؗ ഇത് പൂജّമാണ്, അതിനാൽ ഈ ദീർഘചതുര؋ിന്െറ ഈ ദീർഘചതുരം 
വിُീٝർ؉വും ഈ ദീർഘചതുര؋ിന്െറ വിُീٝർ؉വും ഈ ദീർഘചതുരവും ഈ റീയുെട വിُٝൃ തിയും 
ലഭിുׯെമ്ؗ ഇേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും  അതിനാൽ കുറ്׺ ഏരിയ കൂടി ctangle 
ഉൾെؚടുു؋ം അതിനാൽ മൂലّം ഇതായിരിുׯം ഈ ര؇് ഭാഗ׹ളും ഇേؚാൾ ഞ׹ളുെട ഏകേദശ 
ഏരിയയിൽ ഉൾെؚടു؋ിയി؂ു؇്, ഇത് ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു, ഇത് ഞ׹ൾ വിളിؗുׯ l4 
മെئാരു കുറ؁ തുകയാണ് േഫാർ , നാല് എؗത് ഈ നാല് ദീർഘചതുര׹ളുെട വിُീٝർ؉؋ിന്െറ l l 
സംْഗഹമാണ്.  ഫംഗ് ഷൻ മൂലّം പൂജّ؋ാൽ നിയْؓിׯെؚടുؗ ഈ ദീർഘചതുര؋ിന്െറ ഉയരം 
ഒؗിന് നാലിന് തുലّമായിരിുׯം, കാരണം ഫംഗ് ഷൻ വർؑിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ പൂജّം 
പൂജّ؋ിൽ ഫംഗ് ഷൻ മൂലّ؋ിേല്ׯ പൂജّം ഒؗിന് നാലായി ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് പൂജّ؋ിൽ 
പൂജّവും ഒؗിന് നാലായി ഒ്ؗ ؛സ് ആകും.  ഫംഗ് ഷൻ മൂലّം ഒؗായി നാലിൽ, 
അ׹െന നമു്ׯ ഒؗിന് പതിനാറ് മുതൽ ഒؗായി നാല് ഫംഗ് ഷൻ മൂലّം പകുതിയിൽ ലഭിുׯം, 
അ׹െന ഒ്ؗ ؛സ് വൺ ൈബ േഫാർ ؛സ് വൺ ൈബ േഫാർ ഫംഗ് ഷൻ മൂലّ؋ിേല്ׯ ْതീ ൈബ േഫാർ
എؗതിേല്ׯ 
അ׹െന ഒ്ؗ ؛സ് ഒآത് പതിനാറ് അതിനാൽ നാല് ഒؗിന് തുലّമാണ്  േഫാർ േഫാർ ؛സ് വൺ ؛സ് l 
േഫാർ ഒآത് ൈബ 16 , ഇത് 1 ؛സ് 14 ൈബ 4 ഇൻ 16 ന് തുലّമാണ്, ഇത് 32 ന് 32 ؛സ് 7 ൈബ 32 ന് 
തുലّമാണ്, ഇത് 39 ൈബ 32 ആണ്, അതിന്െറ മൂലّം ഒരു േപായിന്റ് ര؇് ഒ്ؗ എ؂് ആണ്. ഞാൻ ര؇് 
ആയിരുؗു ഒരു േപായിന്റ് ഒ്ؗ ര؇് അ؀് 
അ׹െന നി׹ൾ കാണുؗത് 4-േനׯാൾ കുറവും േയׯാൾ കുറവുമാണ്, കാരണം നأൾ l 2 l l 4 a-
ഒരു നിحിത ْപേദശം വി؂ുേപായതിനാൽ യഥാർ، വിُീٝർ؉ം ദീർഘചതുര׹ൾ ഉപേയാഗി്׺ 
കണׯാുׯേآാൾ നമു്ׯ ഏകേദശ വിُീٝർ؉ം വീ؇ും കണׯാׯാം  ഇതിെന ഇടേവളകളുെട 
ശװിയായി വിഭജി്׺, ഈ ദീർഘചതുര׹ൾ എടുؗുׯതിലൂെട, ഞ׹ൾ്ׯ ഈ ര؇് ദീർഘചതുര׹ൾ 
ഉ؇ായിരുؗു, അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ ഇْതയും വിُീٝർ؉ം അധികമായിരുؗു, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഈ 
ْപേദശം അവഗണിׯെؚടും, അതിനാൽ നാല് ഇടേവളകൾتുׯ എؗത് േനׯാൾ u4 u4 u4 u2 
കുറവായിരിുׯം, പേײ ഇത്  യഥാർ،؋ിൽ യഥാർ، വിُീٝർ؉േׯ؋ാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ 

 ആണ്  ന്െറ മൂലّം ഇ؋വണ ആദّെ؋ ദീർഘചതുര؋ിന്െറ ഉയരം ഫംഗ് ഷൻ മൂലّം ഒؗായി u4 u4
നാലായി നിയْؓിׯെؚടും, 
അ׹െന ഒؗിന് നാലായി ഒ്ؗ ؛സ് വൺ ൈബ പതിനാറ് ؛സ് വൺ ൈബ േഫാർ വൺ ؛സ് വൺ  നാല് 
 ത് ൈബ പതിനാറ് ഇത് പകുതി ഇത് മൂ്ؗ െകാ؇് നാല്, ഇത് ഒ്ؗآസ് ഒ؛ സ് വൺ ൈബ േഫാർ വൺ؛
 ത് ഈؗുׯവണ ഉയരം നിയْؓി؋സ് വൺ ആണ് അതിനാൽ ഇ؛ സ് വൺ ൈബ േഫാർ വൺ؛
ഘ؋؂ിെല ഫംഗ്ഷൻ മൂലّ׹ളാണ് ഈ േപായിന്റും ഈ േപായിന്റും േപായിന്റ് െചുإക, അതിനാൽ 
നമു്ׯ ഈ യു േഫാർ ഉ؇്, യു േഫാറിന്െറ മൂലّം ഒؗായി നാല് വീ؇ും നാല് ؛സ് വൺ ؛സ് ഒآത് ؛സ് 
പതിനാറ് പതിനാറ് ആണ്, അതിനാൽ നമു്؛ 1 ׯസ് 30 ൈബ 4 േല്16 ׯ ൽ ലഭിുׯം , ഇത് 47 ന് 32 ന് 
തുലّമാണ്.  ഇത് 1.46875 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ന്െറ മൂലّം 1.625 ആെണ്ؗ ഓർുׯക, അതിനാൽ u2 
ഈ കണുׯകൂ؂ലിൽ നി്ؗ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് താഴ്ؗ  തുകകൾ ഈ ബؖെ؋ തൃلിٝെؚടുു؋കയും 
ഉയർؗ തുകകൾ ഈ ബؖെ؋ തൃلിٝെؚടുു؋കയും െചുؗുإ എؗതാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഉപ n 
ഇടേവളകൾ ഉെ؇׸ിൽ ഓേരാ തവണയും എ്ؓ സംഭവിുׯം  ഇടേവളയ് ׯിടയിലുت കൂടുതൽ 
േപായിന്റുകൾ വർധിؚിുؗുׯ    കുറ؁ തുക വർؑിുؗുׯ, പേײ നأൾ ഉപ ഉപവിഭാഗ׹ളുെട 
പരിമിതമായ എ؉ം എടു؋ാൽ ഉപ ഇടേവളകൾ്ׯ യഥാർ، മൂലّം ഒരിׯലും ലഭിׯിب, അതിനാൽ 
ഈ ന്െറയും അൺസിന്െറയും പരിധി എടു؋ാൽ നأൾ എؓുെചുإെമ്ؗ നമു്ׯ കാണാം ഈ lns- 
ര؇് മൂലّ׹ളും ഒെരാئ മൂലّ؋ിേല്ׯ ഒു؋േചരും, അത് 0 മുതൽ 1 1 നും ചതുരം വെരയുت x dx 
അവിഭാജّ മൂലّമായ നി׹ളുെട യഥാർ، മൂലّമായിരിുׯം, ഉദാഹരണം നൽകിയിരിؗുׯ യഥാർ، 
ഏരിയ കെ؇ؗു؋തിന് ഈ ْടി്ׯ എ׹െന ഉപേയാഗിׯാെമ്ؗ നമു്ׯ ഒരു ഉദാഹരണം േനാׯാം.  
ഞ׹ൾ ഒരു ഫംഗ് ഷൻ എടുׯെ؂ അട؁ ഇടേവള ൽ ഒരു തുടർ׺യായ ഫംഗ് ഷൻ fx ab- 
ആയിരിׯെ؂, ഇതിന് പുറേമ േപാസിئീവ് ആെണ്ؗ അനുമാനിുׯക, ഈ അനുമാന؋ിന് പിؗിെല fx 
കാരണം വിശദീകരിׯാൻ എളുؚമാണ്, ഒരു ْപേദശം അു׺ത؇ിന്െറ ഒരു വശ്؋ മാْതം കിടുׯം , x fx
ആെണ്ؗ അനുമാനിׯാം. വർؑിു׺വരുؗതിനാൽ ആദّം ഫംഗ് ഷൻ വർؑിؚിؗുׯതിനായി ഞ׹ൾ 
ഇത് െചുإം, എؗാൽ ഈ സിؑാؓം വർؑിׯാ؋ ഏത് തുടർ׺യായ ഫംഗ് ഷനിേലുׯം വّാപിؚിׯാൻ
കഴിയും, അതിനാൽ തുലّമായ നും നും ഇടയിലുتതും മുകളിലുتതുമായ ന്െറ വിُീٝർ؉ം x a x fx 
കെ؇؋ാൻ ْശമിׯാം. അു׺ത؇് അതിനാൽ നമു്ׯ ചിْതം വരയ്ׯാം, എഫ്എ٧്ع േപാസിئീവ് x 
ആെണؗും ഇടേവളയിൽ വർؑിുؗുׯെവؗും അനുമാനി׺തിനാൽ നമു്ׯ ْഗാഫ് ഇതുേപാെല 
അനുമാനിׯാം ഇതാണ് നി׹ളുെട എഫ്എ٧്ع ഇതാണ് അײം ഇത് അײമാണ് ഇേؚാൾ ആയി x y ab n
സബ് ഇൻئായി വിഭജിുׯക  തുലّ നീളമുت എർവലുകൾ, അതിനാൽ ഇേؚാൾ അ׹ׯൾ പറയുക, ഇത് 

അب ഇത് ആണ്, അതിനാൽ അبാ؋ത് ആണ് അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ ഇടേവളെയ തുലّ x xn x axn b 
ൈദർഘّമുت ഉപ ഇടേവളകളായി വിഭജിു׺, അതിനാൽ ഇത് നി׹ൾ്ׯ എ്ؓ നൽകും ഓേരാ ഉപ n 
ഇടേവളയുെടയും ൈദർഘّം, േപായിന്റുകൾ തുലّ അകല؋ിലുتതിനാൽ അത് ആെണ്ؗ പറയുക,h 
അതിനാൽ മുതൽ വെര േപാകുؗ ഈ േഫാർമുല ഉപേയാഗി്׺ ഏത് േപായിന്റും കണׯാׯാംk 1 n xk 
, അതിനാൽ ഞ׹ൾ െചᅃٝ സാഹചരّം ഞ׹ൾുׯ؇്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ ഏരിയെയ ഉപ 
ഏരിയകളായി വിഭജിു׺ അു׺ത؇ിൽ തുലّ അകല؋ിലുت േപായിന്റ് േപായിന്റുകൾ x 
എടുുׯേآാൾ നമു്ׯ കുറ؁ തുകകൾ നിർവചിׯാം, അതിനാൽ ഇത് അب, ഇത് ഒ്ؗ, ഇത് ര؇്, x x x 
ഇത് ഇത് ൈമനസ് ഒ്ؗ.  വْക؋ിന് താെഴ ഈ വീതി ഈ ഉയര؋ിേല്ׯ ആണ്, അതിനാൽ xn, xn 
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േപായിന്റുകൾ തുലّ അകല؋ിലുتതിനാൽ ഓേരാ ദീർഘചതുര؋ിന്െറയും ഓേരാ ഉപ ഇടേവള 
വീതിയുെടയും വീതിയുെട ഉയരം ആണ്, അതിനാൽ ആണ് അبാ؋തും ആയി h ln h fx h fx 
ഒؗിേല്ׯ അവസാനേ؋തിന് ഉയരം.  േപാകും ദീർഘചതുര؋ിന്െറ ഉയരം നിയْؓിؗുׯത് rned xn 
ൈമനസ് ഒؗിെല ഫംഗ് ഷൻ മൂലّമാണ്, അതിനാൽ ൈമനസ് ഒؗിേല്ׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ h fxn ln 
എ്ؗ എഴുതാം, എؗതിന്െറ സംْഗഹം േല്ׯ േപാകുേآാൾ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈമനസ് fxk hk- n 
ഒؗിേല്ׯ േപാകും . ഇതുേപാെല ഫംഗ് ഷൻ വർؑിؗുׯതിനാൽ, ഉയർؗ തുകകൾ ഒؗിൽ ഫംഗ് ഷൻx 
മൂലّമായി ആയി നിർവചിׯെؚടും, കാരണം ഫംഗ് ഷൻ വർؑിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ h 
ദീർഘചതുര؋ിന്െറ ഉയരം ഒؗിെല ഫംഗ് ഷൻ മൂലّ؋ാൽ നിയْؓിׯെؚടും, അതിനാൽ x h fx one
 ം, അതിനാൽ യുെട h fx h fxn- kുׯലഭി ׯേല് ׯതിന് നമു്؋അവസാനേ ׯസ് ആയും  ര؇ിേല്؛
സംْഗഹം 1-ൽ നി്ؗ േല്ׯ േല്ׯ േപാകുേآാൾ ഇതും എഴുതാം, അതിനാൽ എؗത് nfxk- h- ln 
സേأഷൻ ആെണ്ؗ നأൾ ക؇ത് 0-ൽ നി്ؗ ൽ നി്ؗ 1 ൽ നി്ؗ േല്ׯ േപാകുؗു കൂടാെത n- fxk- h- un
ആണ് സംْഗഹം എؗത് ഒؗിൽ നി്ؗ േല്ׯ േപാകുؗു മുൻ ചർ׺യിൽ നി്ؗ ഘടക׹ൾ k nfxk 
എبായ്േؚാഴും യഥാർ، വിُീٝർ؉േׯ؋ാൾ കുറവാെണؗും എبായ്േؚാഴും യഥാർ، u ns 
വിُീٝർ؉േׯ؋ാൾ വലുതാെണؗും അവയുെട പരിമിത മൂലّ׹ൾ നി׹ൾ്ׯ നൽകുؗു  ac tual 
വിُീٝർ؉ം നി׹ൾ ന്െറ പരിധി എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, അതായത്, പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈമനസ് ln n 
ഒരു എؗതിന്െറ പരിധി നി׹ൾ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത് നി׹ൾ്ׯ സമം േകാടാലി തുലّം fxk x b
യ്്ׯ ഇടയിലുت ഫംഗ്ഷന്െറ വിُീٝർ؉ം നൽകുؗു. ഈ േഫാർമുലയിൽ നിؗുت സേأഷനുമായി ഈ
ഇന്റْഗൽ എ׹െന ബؖെؚ؂ിരിുؗുׯെവ്ؗ േനാുׯക, നി׹ൾ്ׯ കുറ؁ തുകകേളാ ഉയർؗ 
തുകകേളാ ഉപേയാഗി്׺ ഇന്റْഗൽ മൂലّനിർ؉യം നട؋ാം, അതിനാൽ നൽകിയിരിؗുׯ വْക؋ിന്െറ
വിُീٝർ؉ം കണׯാׯാൻ നി׹ൾ്ׯ ഉപേയാഗിׯാെമ׸ിൽ  കർവ് എؗാൽ അ؋ײിന് uns x 
മുകളിൽ യ്ുׯം യ്ുׯം ഇടയിൽ കിടുؗുׯ, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ചില ഉദാഹരണ׹ൾ പരിഹരി്׺ ഈ a b
സിؑാؓം എ׹െന ْപവർ؋ിുؗുׯെവ്ؗ േനാׯാം, അതിനാൽ യ് ്ׯ തുലّമായ പൂജّം യ് ്ׯ y y 
തുലّമായത് ഒؗിന് ചതുരം തുലّം പൂജّ؋ിനും ഒؗിന് തുലّവും ഇതാണ്  നി׹ൾ ഇതിനകം x x x 
വര׺ അേത വْകം, അതിനാൽ ഞാൻ ഇത് വീ؇ും വിശദീകരിׯാൻ േപാകുؗിب, അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ
ഈ ഏരിയ ഇേؚാൾ ലഭിു׺ , ഇടേവളെയ അേത വലുؚ؋ിലുت ഉപ ഇടേവളകളായി വിഭജിുׯക, n 
അതിനാൽ ഇത് നി׹ളുെട 0 ആണ് അതിനാൽ അ0 ب ഇതാണ് ഇതാണ്  നി׹ൾ മുതൽx xn 1 x x 1 ar 

ൈമനസ് 1 ആണ് ഇടേവള 0 1 െന തുലّമായ ഉപ ഇടേവളകളായി ഹരി׺ാൽ 1 ൈമനസ് 0 xn e n n 
െകാ؇് നി׹ൾ്ׯ നൽകും , ഈ േഫാർമുല ْപകാരം എؗത് അبാ؋തും എؗത് 0 ؛സ് h xk x khx 1 h
എؗത് 1 െകാ؇് ആണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്1 ׯ െകാ؇് ലഭിുׯം. എؗതിേല്ׯ ആണ്, n n k xk 
അതിനാൽ എؗത് െകാ؇് ആണ്, ഒ്ؗ എؗത് ര؇് ആണ് ന്െറ ര؇് ആണ് , xk n k x nx n xn 
ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ ആണ് , ഒ്ؗ ആണ് ഇതിന് എ്ؗ എഴുതാം, അതിനാൽ എؗത് n n xn ln ln 

ആയിരിുׯം ഓേരാ ഉപ ഇടേവളയുെടയും ൈദർഘّം, എؗത് ഈ ദീർഘചതുര׹ളുെടെയبാം h ln 
സംْഗഹമാണ്, അത് വളവ് ന് താെഴയായി ആയി കിടുؗുׯ.  അവസാന ദീർഘചതുരം ഇത് ഒരു h fx h 
ആׯി  ലും ഫംഗ് ഷൻ മൂലّ؋ിന്െറ ഉയരം ൈമനസ്  ലും േചർുׯക, കാരണം ഫംഗ് ഷൻ 1 xn 1
വർؑിുׯകയും ദീർഘചതുരം വْക؋ിന് താെഴയായി കിടുׯകയും െചുؗുإ, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് 
ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് വീ؇ും േല്ׯ എഴുതാൻ അനുവദിുׯക. നമു്؛ 1 ׯസ് ലഭിുׯം ഇത് h- n 
തവണയാണ് , തുടർ്ؗ നമു്1 ׯ ചതുരവും 2 ചതുരവും ؛സ് ൈമനസ് വൺ സ്കٔയും ലഭിുׯം  n h 
എؗത് ന് ഒؗാെണ്ؗ ഞ׹ൾ െതളിയി׺തിനാൽ, എനി്ׯ എؗത് െകാ؇് ഒ്ؗ n h n 
മാئിرാപിׯാം, നമു്ׯ ഇവിെട സംْഗഹം ആയി ലഭിുׯം, കൂടാെത സംْഗഹ؋ിന്െറ പകുതി n 
മൂലّവും നി׹ൾ്ׯ നؗായി അറിയാം, നി׹ൾ്ׯ ഒؗിന്െറ ഈ സംْഗഹം എഴുതാം. സ്കٔയർ ؛സ് ടു 
സ്കٔയർ ؛സ് ൈമനസ് വൺ സ്കٔയർ അതിനാൽ ഇത് 1 ؛സ് 1 ൈബ 6 1 ൈമനസ് 1 ന് ന് 2 ൈമനസ് n n 
1 ന്െറ ആണ് ആണ് ഇേؚാൾ ഈ ന്െറ പരിധി എടുുׯക അനؓതയിേല്ׯ ْപവണത n ln ln n 
കാണിؗുׯതിനാൽ നമു്؛ 1 ׯസ് ലഭിുׯം 1 മുതൽ 6 മുതൽ 2 വെര ഇത് 1 ؛സ് 1 ൈബ 3 ന് തുലّമാണ്, 
അത് നാലിൽ മൂ്ؗ ആണ്, അതിനാൽ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ഒؗിേലتുׯ വൺ ؛സ് ചതുര؋ിന്െറ x 
അവിഭാജّമാണ്, അതിനാൽ തുകകളുെട പരിധിയുെട ഈ ْപْകിയ എ׹െന കണׯാׯാെമ്ؗ 
നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും. നൽകിയിരിؗുׯ വْക؋ിന് കീഴിലുت വിُീٝർ؉ം , അ؋ײിന് x 
മുകളിലുت എ്ؗ പറയുക നും തുലّം നും ഇടയിൽ رിതിെചുؗുإ പൂജّ؋ിന് തുലّം x n x b x 
പൂജّ؋ിന് തുലّവും ഒؗിന് തുലّവും അതിനാൽ ഇതാണ് നി׹ളുെട അײം ഇതാണ് നി׹ളുെട x y x
അײവും ശװിയും  ൈമനസ് ഇതുേപാെല വരയ്ׯാം, അതിനാൽ ഇത് ആണ് 0, ഇത് ന് e x x x 1 
തുലّമാണ്, ഇത് എؗത് പവർ ൈമനസ് ഇത് എؗത് 0 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ മുآെ؋ y e x, y 
േകസിന് സമാനമായി നി׹ൾ ഇടേവള വിഭജിേׯ؇തു؇്.  0 ന് തുലّമാണ്, എؗാൽ ഇടേവള 0 x x 1 
1-േല്ׯ ഉപ ഇടേവളകളിേല്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ വീ؇ും 1 ൈമനസ് 0 ആയിരിുׯം, അത് ഓേരാ n 
ഉപ ഇടേവളയുെടയും നീളവും അبാ؋തും ആയിരിുׯം ഇവിെട ഒؗും പൂജّമാണ്  x 1 xk x kh x 
അതിനാൽ എؗത് പൂജّവും എؗത് െകാ؇് ഒؗായി ആണ്, അതിനാൽ ഒ്ؗ എؗത് xk k n nx x nx 
ര؇് എؗത് 2 ന്െറ 2 ആണ് , അതിനാൽ ഇവിെട ْശؑിേׯ؇ത്, നി׹ൾ എഴുതുകയാെണ׸ിൽ ln 
നി׹ൾ്ׯ ൈടംസ് ഫംഗ് ഷൻ മൂലّം ലഭിുׯം, എؗാൽ ഇവിെട ഫംഗ് ഷൻ ഇത് കുറയുؗതിനാൽ  h 
ഫംഗ് ഷൻ മൂലّം പൂജّ؋ിന് തുലّമായ െല ഫംഗ് ഷൻ മൂലّം നിയْؓിׯിب, എؗാൽ ഒؗിെല x- x 
ഫംഗ് ഷൻ മൂലّം അതിനാൽ ഈ ദീർഘചതുര؋ിന്െറ ഉയരം ഒؗിെല ഫംഗ് ഷൻ മൂലّ؋ാൽ x 
നിയْؓിׯെؚടും, കാരണം ഫംഗ് ഷൻ അവസാനേ؋തിന് സമാനമായി കുറയുؗു.  െല ഫംഗ് ഷണൽ x-
ഫംഗ് ഷൻ മൂലّം ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ എؗത് ആയി മാറുؗു  ഒരു ؛സ് ര؇ാമേ؋തിന്ln fx 
ഫംഗ് ഷൻ മൂലّ؋ിൽ ര؇്, ദീർഘചതുര؋ിന്െറ ഉയരം ര؇് , േല്ׯ ര؇്, ഇവിെട x x fxn- x 

Pru
tor
@
IIT
K



നി׹ളുെട ഫംഗ് ഷൻ  ൈമനസ് ആണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ആയി േല്ׯ ൽ നി്ؗ fx 0 x ln e- e-
ൈമനസ് ഒؗിേല്ׯ ലഭിുׯം.  െകാ؇് എؗത് സാധാരണമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ അത് ര؇് n h n 
 തവണ ആയി പവർ e h e ׯസ് െകാ؇് പവർ ൈമനസ് ഒ്ؗ െകാ؇് എഴുതാം, അതിനാൽ നമു്؛
ൈമനസ് ഒ്ؗ ؛സ് േല്ׯ ൈമനസ് ര؇് ആയി ؛സ് ആയി പവർ ആയി ലഭിു׺  ൈമനസ് ഒ്ؗ n e n e 
ഇതിന് മു്آ നി׹ൾ്ׯ ഒരു പദം കൂടി എഴുതാം, നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് ൈബ ലഭിുׯം, അതിനാൽ n n 
ഇെതാരു ജّാമിതീയ പുേരാഗതിയാണ്, നി׹ൾ്ׯ ഇതിന്െറ സംْഗഹം ലളിതമായ സൂْതവാകّം 
ഉപേയാഗി്׺ എഴുതാം, ഇത് നി׹ൾ്1 ׯ ന്െറ മാئിرാപിׯാൻ അനുവദിؗുׯതിന് തുലّമാണ്. n e 
എؗ പവർ േല്ׯ ഗുണിുׯക, h 
അ׹െന നി׹ൾ ഗുണിുׯകയും ഹരിുׯകയും െചുؗുإ, 
അ׹െന നി׹ൾ പവർ ൈമനസ് 1 േല്ׯ എുؗു؋ , ഇത് നി׹ൾ്ׯ പവർ ൈമനസ് 1 േല്ׯ e h e 
നൽകും, അനؓതയിേല്ׯ ْപവണത കാണിുׯേآാൾ േല്ׯ ْപവണത 0 ആയി മാറുെമ്ؗ n s 0 h 
നി׹ൾׯറിയാം. ഈ ബؖ؋ിൽ നി്ؗ അനؓതയിേല്ׯ ْപവണത കാണിുؗുׯ, ആയി n s 0 
മാറുؗു, അതിനാൽ ْപവണത േപാെല യുെട പരിധി പൂജّമായി മാറുؗതിനാൽ n ln h s to infinity 
ന്െറ പരിധി്ׯ തുലّമായിരിുׯം, ഈ പരിധി പവർ ൈമനസ് ഒ്ؗ പവർ ൈമനസ് ഒ്ؗ എؗതിന് e 
തുലّമായിരിുׯം, അതിന് പിؗിെല കാരണം ന്െറ പവറിേലتുׯ പരിധിയാണ്  ൈമനസ് 1 h e h 
എؗത് 0 ആയി മാറുؗതിനാൽ 1 ആണ് , അതിനാൽ ഈ രീതി ഉപേയാഗി്׺ നി׹ൾ്ׯ ഇന്റْഗലിന്െറ 
മൂലّം 0 മുതൽ 1 വെരയുت പവർ ൈമനസ് വെര കണׯാׯാൻ കഴിയുെമ്ؗ നി׹ൾ്ׯ e x dx 
കാണാൻ കഴിയും, അത് 1 ൈമനസ് ൈമനസ് 1 ആയി നമു്ׯ േനാׯാം.  കൃതّമായ ഇന്റْഗലുകൾ u 
പരിഹരിׯാൻ ആന്റി-െഡറിേവئീവുകൾ എ׹െന ഉപേയാഗിׯാെമ്ؗ ഞ׹ൾ ഇതുവെര ക؇ു , 
തുകകളുെട പരിധി എ׹െന ഉപേയാഗിׯാെമؗും വّതُّ ٝഇന്റْഗലുകളുെട മൂലّം കെ؇؋ാെമؗും 
നമു്ׯ േനാׯാം, കൃതّമായ ഇന്റْഗലുകൾ കെ؇؋ാൻ ആന്റി-െഡറിേവئീവുകൾ എ׹െന 
ഉപേയാഗിׯാെമ്ؗ  േനാׯാം. ْപശ് ന׹ൾ പരിഹരിׯാൻ തുടؗു׹തിനുമു്آ നമു്ׯ ചില 
ആശയ׹ൾ ചർ׺ െചേإ؇തു؇്, അതിനാൽ നമു്ׯ േപാസിئീവും തുടർ׺യായതുമായ ഒരു ഫംഗ് ഷൻ 
എടുׯാം , ഇത് വരയ്ׯാം ഇതാണ് ബി, അതിനാൽ ഈ ഫംഗ് ഷൻ ഏരിയ ْപവർ؋നെ؋ 
ْപതിനിധീകരിുؗുׯ, ഇത് ഈ േഷഡുت ْപേദശെ؋ ْപതിനിധീകരിുؗുׯ , ഇതാണ്  ഏരിയ ഫംഗ് ഷൻ 
എؗറിയെؚടുؗു ഞാൻ ന്െറ رാന്؋ ഇ؂ാൽ, അത് നി׹ൾ്ׯ തുലّവും നും ഇടയിലുت x- b x nx 
വിُീٝർ؉വും അു׺ത؇ിന് മുകളിലുت ന് തുലّവുമാണ്, അതിനാൽ ഈ ഏരിയ ഫംഗ്ഷൻ x b 
ഉപേയാഗി്׺ ഞ׹ൾ ര؇് ْപധാന സിؑാؓ׹ൾ ْപُാٝവിുؗുׯ, ഒ്ؗ അടിرാന സിؑാؓം ah 
എؗറിയെؚടുؗു. കാൽുׯലസ് ഒ്ؗ, മെئാ്ؗ കാൽുׯലസ് ര؇ിന്െറ അടിرാന സിؑാؓമാണ്, 
അതിനാൽ നമു്ׯ കാൽുׯലസിന്െറ ആദّ അടിرാന സിؑാؓം ചർ׺ െചإാം , അതിനാൽ 
നി׹ൾ്ׯ ഒരു ഫംഗ്ഷൻ ഉെ؇׸ിൽ അത് പറയുؗു, അടു؋ ഇടേവളയിൽ തുടർ׺യായി fx 
ആെണ׸ിൽ ഏരിയ ഫംഗ്ഷൻ ആയി നിർവചി׺ാൽ ഒരു ഡാഷ് തുലّമാണ്.  a to xfxdx x 
കാൽുׯലസിന്െറ ര؇ാമെ؋ അടിرാന സിؑാؓം എؗറിയെؚടുؗ മെئാരു സിؑാؓം എഫ് എ٧്ع 
െചؗുإതിന് , കൃതّമായ ഇന്റْഗലുകൾ കണׯാؗുׯതിൽ യഥാർ،؋ിൽ ഉപേയാഗിുׯം, കൂടാെത 

േױാസ് ഇന്റർെവൽ ൽ ഒരു തുടർ׺യായ ْപവർ؋നമായിരിׯെ؂ എؗും കّാപിئൽ ab ab- fx fx 
െചറിയ ന്െറ ആന്റി െഡറിേവئീവ് ആെണؗും പറയുؗു. ഡാഷ് എؗത് ന് തുലّമാണ്, fx- f x fx 
തുടർ്ؗ മുതൽ എؗത് ന് തുലّമാണ്, തുലّമാണ് അത് ൈമനസ് എ്ؗ a bfxdx fxx a to x b, fb fa 
നأൾ എഴുതുؗു, അതിനാൽ ഈ സിؑാؓം വിലയിരു؋ാൻ ഉപേയാഗിׯാം വّതّസ് തമായ 
ഇന്റْഗലുകൾ ഞ׹ൾׯറിയാം, ആന്റി-െഡറിേവئീവുകൾ നമു്ׯ ചില ْപശ് ന׹ൾ പരിഹരിׯാം , 
കൂടാെത വിവിധ ഇന്റْഗലുകൾ വിലയിരുؗു؋തിന് ഈ സിؑാؓം എ׹െന ഉപേയാഗിׯാെമ്ؗ 
േനാׯാം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇതിനകം ചില ഇന്റْഗലുകൾ വിലയിരു؋ി, അവയുെട സഹായം ഞ׹ൾ
എടുുׯം, അതിനാൽ ഈ ഇന്റْഗലിന്െറ മൂലّം ഞ׹ൾ ക؇ു. വْക؋ിന് കീഴിലുت വിُീٝർ؉െ؋ 
ْപതിനിധീകരിؗുׯത് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ നും ന് മുകളിലുت നും തുലّമായ നും x x x x x 
ഇടയിലുت വിُീٝർ؉ം അു׺ത؇ിന് മുകളിലുت നാലിന് മൂؗിന് തുലّമാണ് , കൂടാെത തുകകളുെട x 
പരിധി ْപْകിയയിൽ നി്ؗ നമു്ׯ ലഭി׺ത് ഇേؚാൾ ആന്റി-െഡറിേവئീവുകളുെട രീതി ْപേയാഗിുؗുׯ.
ഈ സിؑാؓം വഴി നി׹ൾ്ׯ ഒേര മൂലّം ലഭിുؗുׯേ؇ാ ഇبേയാ എ്ؗ േനാുׯക , ഈ അവിഭാജّ 
മൂലّം ൽ നി്ؗ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ േല്1 ׯ-േല്ׯ േപാകുؗു, അവിെട എؗത് 1 ؛സ് x- x- fx x 
ചതുര؋ിന്െറ ആന്റി െഡറിേവئീവ് ആണ്, അതായത് ഡാഷ് ആണ്.  ؛സ് സ്കٔയർ f x 1 x 
ആയതിനാൽ ഒ്ؗ ؛സ് ചതുര؋ിന്െറ ആന്റി െഡറിേവئീവ് ഇതായിരിുׯെമ്ؗ നമു്ׯ x 
എളുؚ؋ിൽ കെ؇؋ാനാകും, അതിനാൽ വൺ ؛സ് ചതുര؋ിന്െറ ആന്റി െഡറിേവئീവ് ؛സ് x x x
കّൂബ് മൂ്ؗ ആണ്, അതിനാൽ ഇന്റْഗലിന്െറ മൂലّം ؛സ് കّൂബ് 3 ആണ്.  ഓം 0 മുതൽ 1 x x x 
വെരയുت സിؑാؓം ْപേയാഗിുׯേآാൾ നമു്؛ 1 ׯസ് 1 ൈബ 3 ൈമനസ് 0 ലഭിുؗുׯ, അത് 4 ന് 3 ന് 
തുലّമാണ് , കൂടാെത തുകകളുെട പരിധിയിൽ നമു്ׯ ലഭി׺ മൂലّ؋ിന് തുലّമാണ്, നമു്ׯ 
കെ؇؋ിയ മെئാരു ഉദാഹരണം എടുׯാം. എؗതിന് ഇടയിലുت വിُീٝർ؉ം 0-നും നും 1-നും x x-
തുലّമാണ്  കാൽുׯലസ് സിؑാؓം ഇതാണ്, അതിനാൽ ഇത് തുലّമായിരിുׯം , ഇതിന്െറ ന്െറ d d 
യുെട ൈമനസ് ആണ്, അതായത് ൈമനസ് ഇ പവർ ൈമനസ് എؗത് ൈമനസ് ന്െറ ആന്റി eo x x e x 
െഡറിേവئീവ് ആെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ എളുؚ؋ിൽ കാണാൻ കഴിയും, അതിനാൽ സിؑാؓം വഴി 
നി׹ൾ്ׯ ഇത് ഇതുേപാെല എഴുതാം  ഇതും ഒരു ൈമനസ് ഇ മുതൽ പവർ ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമാണ്, 
കൂടാെത തുകകളുെട പരിധിയിൽ നി്ؗ നി׹ൾ്ׯ ലഭി׺ ഈ മൂലّവും അടുױ ؋ാസിൽ ഇേؚാൾ 
ആന്റി െഡറിേവئീവുകൾ ഉപേയാഗി്׺ നി׹ൾ്ׯ ലഭി׺ മൂലّവും തുലّമാെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ വീ؇ും 
കാണാൻ കഴിയും . നിحിത ഇന്റْഗലുകളുെട ഗുണ׹െളുׯറി്׺ കൂടുതൽ പഠിുׯകയും കൂടുതൽ 
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പരിഹരിുׯകയും െചുإം  സ׸ീർ؉മായ ْപٍ׹٠ൾ നؕി 

Pru
tor
@
IIT
K




