
आज हम िनिʮत इंटीŤल के बारे मŐ जानने जा रहे हœ जहाँ तक िनिʮत इंटीŤल के इितहास को दो गिणतǒो ंका योगदान माना जाता है, एक असाधारण रहा 
है एक जमŊन गिणतǒ रीमैन है दूसरा लेबेग एक ůांसीसी गिणतǒ है मœ अपने सभी छाũो ंसे उन दोनो ंके बारे मŐ अिधक जानने का अनुरोध करता šं और 
Ůेįरत हो ंआइए देखŐ िक िनिʮत इंटीŤल के अनुŮयोग Ɛा हœ
इसिलए िनिʮत इंटीŤल के कई अनुŮयोग हœ उदाहरण के िलए आप िनिʮत इंटीŤल का उपयोग कर सकते हœ । उदाहरण के िलए गोले के ūʩमान का 
आयतन वगैरह तािक आप देख सकŐ  िक िनिʮत इंटीŤल के बŠत सारे अनुŮयोग हœ
इसिलए मœने यह समझने के िलए एक उदाहरण के ŝप मŐ Ɨेũ िलया है िक िनिʮत इंटीŤल से हमारा Ɛा मतलब है, जैसा िक आप िपछली कƗाओ ंसे 
जानते हœ िक आप सरल के Ɨेũ की गणना कर सकते हœ िũभुज आयत वृȅ वगैरह जैसी आकृितयाँ और यिद आपके पास एक जिटल आकृित है उदाहरण 
के िलए यिद आपको Ɨेũ का मूʞांकन करने के िलए कहा जाता है इस आकार से आप इस Ɨेũ को सरल आकृितयो ंकी सीिमत संƥा मŐ तोड़ o . 
सकते हœ और िफर आप इन सभी सरल आकृितयो ंके अलग-अलग Ɨेũो ंकी गणना कर सकते हœ और वाˑिवक Ɨेũ Ůाɑ करने के िलए इसे जोड़ सकते 
हœ यह आवʴक Ɨेũ है लेिकन जिटल Ɨेũ को तोड़ने की यह अवधारणा है सरल आकार हमेशा लागू नही ंहोते हœ उदाहरण के िलए कई वाˑिवक जीवन 
सम˟ाएं हœ और कई गिणतीय सम˟ाएं हœ िजनमŐ आपके आकार होगें िजɎŐ हम सीिमत संƥा मŐ आकार मŐ िवभािजत नही ंकर सकते हœ िजनका Ɨेũ 
आपको ǒात है
इसिलए हम कुछ ऐसे उदाहरण देखŐगे जहां आप नही ंकर सकते Ɨेũ को आकार की पįरिमत संƥा मŐ िवभािजत करŐ  िजसका Ɨेũ आसानी से गणना योƶ
है
इसिलए एक रेखा और एक वŢ के बीच िघरा Šआ Ɨेũ आइए हम को 1 के बराबर और को वगŊ के बराबर लेते हœ आइए हम उɎŐ ɘॉट करते हœy y x 
इसिलए यह आपकी अƗ है यह अƗ हैy x 
इसिलए बराबर 1 एक रेखा है जो अƗ के समानांतर है और बराबर वगŊ एक परवलय है िजसका शीषŊ 0 0 है और अƗ अƗ है,y x y x y 
इसिलए यिद आप इसे ɘॉट करते हœ तो आपको यह िमलता है
इसिलए आपका आवʴक Ɨेũ है िक मœ सभी छाũो ंसे यह देखने का अनुरोध करता šं िक Ɛा एर वे इसे सीिमत संƥा मŐ आकृितयो ंमŐ तोड़ सकते हœ 
िजनका Ɨेũफल आपको पता है आइए कुछ और उदाहरण देखŐ उदाहरण दो वŢो ंके बीच का Ɨेũ बराबर वगŊ और वगŊ के बराबर है आइए y x y x 
हम उɎŐ ɘॉट करŐ  यह आपका अƗ है यह आपका अƗ हैy x 
इसिलए बराबर वगŊ एक परवलय है िजसका शीषŊ 0 0 है और अƗ अƗ हैy x x 
इसिलए आपके पास यह परवलय है और बराबर वगŊ के बराबर है िफर से एक परवलय है िजसका शीषŊ 0 0 है और अƗ है अƗy y x x 
इसिलए आपके पास यह परवलय है और यह वह Ɨेũ है जो उनके बीच िघरा Šआ है आइए हम कुछ और उदाहरण देखŐ जो Ůेįरत करते हœ उदाहरण हमŐ 
िनिʮत अिभɄ की आवʴकता Ɛो ंहै
इसिलए तीन वŢो ंके बीच का Ɨेũ िघरा Šआ है
इसिलए एक वŢ दो ŝट के बराबर है दूसरा है नीचे ŝट दो के बराबर है घटा वगŊ और दूसरी एक रेखा है दो के बराबर है आइए हमy x y x x x 
उɎŐ ɘॉट करते हœ तािक बराबर जड़ के नीचे दो घटा वगŊ एक वृȅ है िजसे आप इस समीकरण को िनɻ ŝप मŐ िलख सकते हœ तािक आप देख y x x 
सकŐ  िक यह एक वृȅ है िजसका कŐ ū एक अʙिवराम शूɊ और िũǛा एक है तो आप वृȅ िũǛा Ůाɑ करŐ  एक अʙिवराम शूɊ कŐ ū एक अʙिवराम 
शूɊ िũǛा एक आइए हम को जड़ के बराबर दो के बराबर ŝट 2 परवलय के बराबर ɘॉट करŐ  िजसका शीषŊ 0 0 है और अƗ अƗ हैy x y x x 
इसिलए आपको यह परवलय और बराबर िमलता है टू 2 एक रेखा है Ɛोिंक इस िबंदु का यह िनदőशांक 2 अʙिवराम 0 है।x 
इसिलए रेखा इस िबंदु पर वृȅ की ˙शŊरेखा होगी,
इसिलए यह आवʴक Ɨेũ है, यहाँ ȯान देने योƶ बात यह है िक यह परवलय वृȅ को नही ंकाटेगा। शूɊ अʙिवराम को छोड़कर कही ंऔर जो ˙ʼ है 
यिद आप को जड़ दो के बराबर हल करते हœ और दो के बराबर ŝट दो घटा वगŊ के बराबर है यिद आप उन दोनो ंको हल करते हœ तो y x y x x 
आप देखŐगे िक केवल शूɊ अʙिवराम शूɊ पर Ůितǅेद करŐ  तो मœ िफर से अनुरोध करता šं मेरे सभी छाũो ंको यह देखने के िलए िक Ɛा वे इस Ɨेũ को
आकार की सीिमत संƥा मŐ िवभािजत कर सकते हœ और इस Ɨेũ का Ɨेũफल Ůाɑ करने के िलए इसे जोड़ सकते हœ यह अंितम उदाहरण सबसे जिटल है
और मœ आपको बता दंू िक मœ ये उदाहरण Ɛो ंदे रहा šं िक अंत मŐ हम इन सभी सम˟ाओ ंका समाधान करŐ गे और देखŐगे िक ये कैसे हœ सम˟ाओ ंको 
िनिʮत इंटीŤल Ȫारा ȯान रखा जा सकता है,
इसिलए अंितम उदाहरण चार वŢो ंके बीच का Ɨेũ है और मœने चार परवलयो ंको िलया है वगŊ चार वगŊ के बराबर सोलह के बराबर चार y x y xy x
वगŊ और सोलह वगŊ के बराबर है,y x 
इसिलए यिद आप उɎŐ ɘॉट करŐ  िक यह आपकी अƗ है यह आपकी अƗ हैy x 
इसिलए वगŊ चार के बराबर है और वगŊ 16 के बराबर है, उनके पास शीषŊ 0 0 और शीषŊ 0 0 है और अƗ अƗ के ŝप मŐ है,y x y x x 
इसिलए आपको ये दो परवलय और िमलते हœ चार वगŊ के बराबर है और सोलह वगŊ के बराबर है, वे िफर से परवलय हœ लेिकन िजसका शीषŊ y x y x 
शूɊ शूɊ है और अƗ अƗ है,y 
इसिलए आपको ये दो परवलय िमलते हœ और
इसिलए यह आपका वगŊ चार के बराबर है Ɨमा करŐ  चार के बराबर है वगŊ और यह सोलह वगŊ के बराबर हैy x y x y x 
इसिलए यह एक Ɨेũ है िफर से मœ आप सभी से यह देखने का अनुरोध करता šं िक Ɛा आप इसे सीिमत संƥा मŐ आकार मŐ तोड़ सकते हœ िजसका Ɨेũ 
आपको ǒात है और अंत मŐ आप इस Ɨेũ की गणना ǒात कर सकते हœ िपछली कƗाओ ंके तरीके और ये सभी उदाहरण जो मेरे पास हœ अब तक चचाŊ की 
गई है, हम अंत मŐ देखŐगे और हम िनिʮत अिभɄ का उपयोग करके हल करŐ गे और आवʴक Ɨेũ की गणना करŐ गे तो आइए हम एक िनिʮत अिभɄ को 
पįरभािषत करŐ  इस ŝप मŐ एक िनिʮत अिभɄ पįरभािषत िकया गया है जहां ए को िनचली सीमा कहा जाता है और बी को ऊपरी कहा जाता है सीमा और 
यह फ़ंƕन के Ɨेũ का Ůितिनिधȕ करता है आइए मान लŐ िक सकाराȏक हैfx 
इसिलए यिद आप इसे ɘॉट करते हœ तो यह अƗ है यह अƗ है यह आपका कायŊ है यह के बराबर है यह के बराबर हैy x x x 
इसिलए यह िनिʮत अिभɄ इसका Ůितिनिधȕ करता है Ɨेũ अब सवाल यह है िक इस मूʞ की गणना कैसे की जाती है, एक की गणना करने के िलए दो 
तरीके हœ पįरिमत रकम की सीमा और दूसरा है िवरोधी डेįरवेिटव का उपयोग करके हम पहले देखŐगे िक समय के साथ पįरिमत रािश की यह सीमा कैसे 
िवकिसत Šई आइए देखŐ िक यह कैसे पįरिमत रािशयो ंकी सीमा िवकिसत हो गई है
इसिलए उसके िलए मœ िफर से एक उदाहरण पर िवचार कŝंगा और मœ आपसे के बीच का Ɨेũफल 0 के बराबर 1 जमा वगŊ के बराबर 0 y y x x 
और के बीच का Ɨेũफल ǒात करने के िलए कšंगा। तो आइए हम इस Ɨेũ को पहले ɘॉट करŐ  तािक यह आपका अƗ हो यह आपका अƗ हैx y x 
इसिलए बराबर 1 जमा वगŊ िफर से एक परवलय है िजसका शीषŊ 0 अʙिवराम 1 है और िजसका अƗ अƗ है,y x y 
इसिलए आपको यह आकार िमलता है यह 0 अʙिवराम 1 है और यह के बराबर है कहŐ िक यह है 1 के बराबर है यह है शूɊ के बराबर है x 0 x y 
यह है एक जमा वगŊ के बराबर हैy x 
इसिलए हम इस छायांिकत Ɨेũ की तलाश कर रहे हœ
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इसिलए यह िनिʮत ŝप से है Ɨेũ का मान शूɊ से एक ɘस वगŊ होगा तो आइए हम उसी चाल का उपयोग करŐ  जो हम पहले कर रहे थे और हमx dx 
Ɨेũ को कई आकारो ंमŐ िवभािजत कर रहे थे
इसिलए हम Ɛा करते हœ हम इस Ɨेũ को अंतराल के मȯ िबंदु को लेकर दो उप Ɨेũो ंमŐ िवभािजत करते हœ, कहते हœ िक यह बराबर आधा है और x 
िफर हम आयत बनाते हœ इस तरह और हम इन दो आयतो ंके Ɨेũफल की गणना करते हœ, कहते हœ िक इस आयत के इस Ɨेũ का Ɨेũफल एक है और r 
यह दो हैr 
इसिलए हम कहŐगे िक दोनो ंआयतो ंका Ɨेũफल दो एक जोड़ दो एक है Ɛा Ɨेũफल पहला आयत छोटा है और दो Ɨेũफल बड़ा है अब l r r r r 
यिद हम इसकी गणना करते हœ तो हमŐ आधा िमलता है आधा इस आयत की चौड़ाई है और ऊँचाई फ़ंƕन मान Ȫारा के बराबर शूɊ पर िनयंिũत f x 
होती है,
इसिलए हमŐ आधे पर फ़ंƕन मान मŐ एक ɘस शूɊ िमलता है,
इसिलए हमŐ एक ɘस एक बटा चार िमलता है यह एक ɘस एक ɘस के बराबर होगा एक बटा चार िजसे हम एक जमा एक बटा आठ के ŝप मŐ िलख 
सकते हœ जो नौ बटा आठ है िजसका मूʞ माफ करना एक िबंदु एक दो पांच के बराबर है यिद आप देखते हœ िक वाˑिवक Ɨेũ की आवʴकता है और 
एल दो इन दोनो ंके Ɨेũफल का योग है
इसिलए इस Ɨेũ की गणना करते समय हमने इस Ɨेũ को बाहर कर िदया है,
इसिलए यह एल 2 आवʴक Ɨेũ से कम है आवʴक Ɨेũ से कम है अब आइए वाˑिवक Ɨेũ को िकसी अɊ िविध से अनुमािनत करने का Ůयास l 2 
करŐ  तािक इसके िलए हमŐ आंकड़ा खीचंना पड़े िफर से यह है यह है और यह परवलय है एक ɘस वगŊ कहते हœ िक यह एक के बराबर है x y x x 
यह के बराबर है यह के बराबर है अƗ अब हम िफर से उप Ɨेũ को इस Ɨेũ को दो उप Ɨेũो ंमŐ िवभािजत करते हœ यह आधा है यह एक है यह x y x 
अब शूɊ है बजाय आह उन आयतो ंको लेने के हम इसे एक आयत के ŝप मŐ लेते हœ और इसे एक आयत के ŝप मŐ लेते हœ और कहते हœ िक यह Ɨेũ r 
एक बार है और यह दो बार हैr 
इसिलए यिद हम एक बार और दो बार जोड़ते हœ तो हमŐ यू टू िमलता है और यह मान होगा आधे मŐ फ़ंƕन मान मŐ आधा Ɛोिंक इस छोटे आयत r r 
की ऊंचाई आधे पर एक फ़ंƕन मान Ȫारा शािसत होती है,
इसिलए आपको फ़ंƕन मान मŐ एक ɘस एक से चार ɘस आधा िमलता है जो िक एक ɘस वन होता है,
इसिलए यिद हम गणना करते हœ तो हमŐ िमलता है जो तेरह है आठ से और यह एक िबंदु छह दो पांच के बराबर है अब यह योग जो हमने गणना की है िक 
हमने की गणना की है िजसे हमने ऊपरी योग के ŝप मŐ संदिभŊत िकया है और अंितम गणना मŐ हमने की गणना की है हमने की गणना की u2 l2 l2 
है िजसे िनɻ योग के ŝप मŐ संदिभŊत िकया गया है अब यहाँ हम जो देख सकते हœ वह यह है िक हमेशा से बड़ा होता है, हमेशा वाˑिवक Ɨेũ से u2 u2 
बड़ा होता है Ɛोिंक इतना Ɨेũ अितįरƅ गणना की गई है आवʴक Ɨेũ इतना है िक इतना Ɨेũ जोड़ा गया है
इसिलए वाˑिवक Ɨेũ से बड़ा है और वाˑिवक Ɨेũफल से कम है का मान 1.125 था अब चलो हम देखते हœ िक वाˑिवक Ɨेũ कैसे u2 u2 l2 l2 
Ůाɑ करŐ ,
इसिलए हम अपनी गणनाओ ंसे Ɛा देखते हœ िक यिद हम एक बार मŐ दो की गणना कर लेते हœ तो हमने यह आयत ले ली है और एक बार जब आप l 
गणना कर लेते हœ तो दो ने इस आयत और इस आयत को ले िलया है तो कैसे सटीकता बढ़ाने के िलए हम Ɛा करते हœ अगर हम इस Ɨेũ को ah l 
और उप Ɨेũो ंमŐ िवभािजत करते हœ तो कहते हœ िक यह एक बटा चार है यह आधा है यह तीन बटा चार है यह एक है यह शूɊ है
इसिलए अब आप देख सकते हœ िक यह आयत Ɨेũ Ůाɑ होगा इस आयत का जोड़ इस आयत का Ɨेũफल और इस आयत का Ɨेũफल
इसिलए कुछ और Ɨेũ शािमल िकया जाएगा
इसिलए मूʞ यह होगा िक ये दो भाग अब हमारे अनुमािनत Ɨेũ मŐ शािमल हœ, हम कहते हœ िक यह है यह एक और कम रािश है िजसका हम उʟेखl4 
करते हœ जैसा िक चार और चार इन चार आयतो ंके Ɨेũफल का योग है, यह इस आयत की ऊंचाई मŐ एक बटा चार के बराबर होगा जो फ़ंƕन मानl l 
शूɊ Ȫारा िनयंिũत होता है Ɛोिंक फ़ंƕन बढ़ रहा है
इसिलए हमŐ फ़ंƕन मान मŐ शूɊ एक बटा चार िमलता है शूɊ तो यह एक जमा शूɊ है, िफर एक बटा चार गुणा एक से चार पर फ़ंƕन मान है,o 
इसिलए हमŐ एक बटा सोलह ɘस एक बटा चार फ़ंƕन मान आधे पर िमलता है
इसिलए एक ɘस एक बटा चार ɘस एक बटा चार फ़ंƕन मान मŐ तीन बटा चार तो एक जोड़ नौ बटा सोलह
इसिलए चार बराबर एक बटा चार जमा एक जमा चार जमा नौ बटा 16 है जो 1 जमा 14 बटा 4 गुणा 16 के बराबर है जो 32 बटा 32 जमा 7 बटा 32 l 
के बराबर है जो िक 39 है 32 से िजसका मान एक िबंदु दो एक आठ है, अब याद रखŐ िक आपका दो एक िबंदु एक दो पांच था तो आप जो देखते हœ िकl 

से कम है और से कम है Ɛोिंक हम हœ हमने कुछ Ɨेũ छोड़ िदया है जबिक हमने आयतो ंȪारा वाˑिवक Ɨेũफल का अनुमान l 2 l 4 l 4 a 
लगाया है अब हम इसे अंतरालो ंके बल मŐ िवभािजत करके िफर से अनुमािनत Ɨेũ की गणना करते हœ और इन आयतो ंको लेकर पहले हमारे पास ये दो 
आयतŐ थी ं
इसिलए हमारे पास इतना Ɨेũ अितįरƅ था
इसिलए अब यह Ɨेũ होगा उपेिƗत
इसिलए चार अंतरालो ंके िलए खड़ा है से कम होगा लेिकन यह वाˑव मŐ वाˑिवक Ɨेũ से अिधक हैu4 u4 u4 u2 
इसिलए का मान है इस बार पहली आयत की ऊंचाई फ़ंƕन मान Ȫारा एक बटा चार पर िनयंिũत की जाएगी,u4 u4 
इसिलए एक बटा चार गुणा एक जमा एक सोलह जमा एक गुणा चार गुणा एक जमा एक बटा चार जमा एक बटा चार गुणा नौ बटा सोलह यह आधा है यह
तीन बटा चार है यह एक जमा एक बटा चार गुणा एक जमा एक है
इसिलए इस समय ऊंचाई इस िबंदु पर कायŊ मूʞो ंȪारा िनयंिũत होती है यह िबंदु और यह िबंदु तो हमारे पास यह चार है और चार का मान एक u u 
बटा चार है िफर चार जमा एक जमा चार जमा नौ जोड़ सोलह बटा सोलह
इसिलए हमŐ 1 जमा 30 बटा 4 गुणा 16 िमलता है जो 47 बटा 32 के बराबर है जो 1.46875 के बराबर है, तो याद रखŐ िक का मान 1.625 था,u2 
इसिलए अंत मŐ इन गणनाओ ंसे हमŐ जो िमल रहा है वह यह है िक कम रािशयाँ इस संबंध को संतुʼ करती हœ और ऊपरी रािशयाँ इस संबंध को संतुʼ 
करती हœ,
इसिलए यिद हमारे पास उप अंतराल हœ तो Ɛा होगा हर बार जब हम बीच मŐ अिधक अंक बढ़ाएँ अंतराल को एक मान Ůाɑ होगा जो ऊपरी तरफ n n 
और िनचले िहˣे दोनो ंसे वाˑिवक Ɨेũ के करीब है जो िक िनचले योग और ऊपरी योग से है,
इसिलए यिद हम उप अंतरालो ंकी संƥा मŐ वृİȠ करते हœ तो ऊपरी योग घटता है और िनचला योग बढ़ता है लेिकन यिद हम पįरिमत लेते हœ उप-िवभागो ं
की संƥा उप-अंतराल कभी भी वाˑिवक मूʞ Ůाɑ करने मŐ सƗम नही ंहोगें,
इसिलए हम Ɛा करते हœ यिद हम इन और की सीमा लेते हœ तो हम देखŐगे िक ये दोनो ंमान एक ही मान मŐ पįरवितŊत हो जाएंगे और वह lns uns 
आपका वाˑिवक होगा इंटीŤल का मान जो 0 से 1 1 ɘस वगŊ है, आइए एक उदाहरण देखŐ िक हम वाˑिवक Ɨेũ का पता लगाने के िलए इस x dx 
िटŌ क का उपयोग कैसे कर सकते हœ उदाहरण आइए हम एक फ़ंƕन लेते हœ इसके अलावा बंद अंतराल पर एक िनरंतर कायŊ करŐ । यह मानने fx ab 
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के िलए िक सकाराȏक है, इस धारणा के पीछे का कारण यह है िक यह समझाना आसान है िक एक Ɨेũ केवल अƗ के एक तरफ İ̾थत होगा fx x 
और मान लŐ िक बढ़ रहा हैfx 
इसिलए पहले हम इसे कायŊ बढ़ाने के िलए करŐ गे लेिकन इस िसȠांत को बढ़ाया जा सकता है िकसी भी िनरंतर फू के िलए जो बढ़ नही ंरहा है तो आइए 
हम का Ɨेũफल ǒात करने का Ůयास करŐ  जो के बराबर और के बराबर के बीच İ̾थत है और जो अƗ के ऊपर है तो आइए हम fx x a x b x 
िचũ बनाते हœ Ɛोिंक हमने यह मान िलया है िक धनाȏक है और मŐ बढ़ रहा है अंतराल हम इस तरह से Ťाफ मान सकते हœ यह आपका हैfx ab fx 
यह अƗ है यह अƗ है अब को समान लंबाई के उप अंतराल मŐ िवभािजत करŐ ,x y ab n 
इसिलए अब कहŐ िक अंक कहते हœ िक यह शूɊ है यह हैx xn 
इसिलए शूɊ है हैx axn b 
इसिलए हमने इस अंतराल को समान लंबाई के उप-अंतराल मŐ िवभािजत िकया है, तो Ɛा होगा िक इससे आपको Ůȑेक उप अंतराल की लंबाई िमल n 
जाएगी और कहŐ िक है Ɛोिंक िबंदु समान ŝप से दूरी पर हœh 
इसिलए िकसी भी िबंदु की गणना की जा सकती है इस सूũ Ȫारा जहां से तक जाता है,xk k 1 n 
इसिलए हमारे पास İ̾थित है िक हमने Ɛा िकया है हमने इस Ɨेũ को उप Ɨेũो ंमŐ अƗ पर समान दूरी वाले िबंदुओ ंको लेकर िवभािजत िकया है अब x 
आइए िनचले योगो ंको पįरभािषत करŐ  तािक यह शूɊ हो एक यह दो है यह है यह घटा एक हैln x x x xn xn 
इसिलए को पįरभािषत करने के िलए हम इन आयतो ंके Ɨेũफल का पता लगाते हœ जो वŢ के नीचे होते हœl l . n 
इसिलए यह चौड़ाई इस ऊँचाई मŐ हैln 
इसिलए चंूिक िबंदु समान ŝप से दूरी पर हœ
इसिलए Ůȑेक आयत की Ůȑेक उप अंतराल की चौड़ाई की ऊँचाई हैh 
इसिलए मŐ शूɊ ɘस है एच से एफएƛ वन मŐ िपछले एक के िलए ऊंचाई को िनयंिũत िकया जाएगा आयत की ऊंचाई एƛएन माइनस वन ln h fx 
पर फंƕन वैʞू Ȫारा शािसत होगी,
इसिलए हम एफएƛ एन माइनस वन मŐ एलएन िलख सकते हœ तािक हम एलएन को समन के ŝप मŐ िलख सकŐ  मŐ एच के शूɊ से जाता है fxk n 
माइनस वन इसी तरह हम संयुƅ रा Ō̓  को पįरभािषत कर सकते हœ Ɛोिंक हम इस तरह से आयतो ंका िनमाŊण करते हœ Ɛोिंक फ़ंƕन बढ़ रहा है, ऊपरी
रकम को एक पर फ़ंƕन मान मŐ के ŝप मŐ पįरभािषत िकया जाएगा Ɛोिंक फ़ंƕन बढ़ रहा हैx h 
इसिलए इस आयत की ऊंचाई िनयंिũत होगी फ़ंƕन मान Ȫारा एक तो मŐ एक ɘस मŐ दो मŐ िपछले एक के िलए हम को मŐ x h fx h fx h fxn 
Ůाɑ करŐ गे,
इसिलए हम इसे भी िलख सकते हœ Ɛोिंक का योग 1 से मŐ मŐ जाता है , तो हमने वह Ɛा देखा है का योग है से घटा 1 k nfxk h ln k 0 n fxk
मŐ और मŐ जाता है Ɛा योग एक से मŐ मŐ जाता है िपछली चचाŊ से हमने देखा है िक तȕ हमेशा वाˑिवक Ɨेũ से कम होते हœ h un . k nfxk h 
और हमेशा वाˑिवक Ɨेũ से अिधक होते हœ और उनके सीिमत मान आपको वाˑिवक Ɨेũ देते हœu ns 
इसिलए यिद आप सीमा लेते हœ यानी यिद आप की सीमा शूɊ से घटाकर एक गुणा लेते हœ तो यह आपको उस फलन का Ɨेũफल देता है k n fxk h 
जो बराबर बराबर के बीच होता है तािक आप देख सकŐ  िक यह समाकल िकस Ůकार से संबंिधत है इस सूũ से योग आप या तो कम रकम या x ax b 
ऊपरी रकम का उपयोग करके इंटीŤल का मूʞांकन कर सकते हœ, तो इंटीŤल का मूʞ बदलने वाला नही ंहै,
इसिलए यिद आप वŢ िदए गए वŢ के Ɨेũ की गणना करने के िलए भी उपयोग कर सकते हœ , लेिकन ऊपर ए और बी के बीच झठू बोल रहे हœ अƗ x 
अब हम कुछ उदाहरणो ंको हल करते हœ और देखते हœ िक यह िसȠांत कैसे काम करता है
इसिलए के बीच का Ɨेũफल ǒात करŐ  के बराबर एक जोड़ के बराबर वगŊ के बराबर शूɊ और के बराबर यह वही वŢ है िजसे आपने y y y x x x 
पहले ही खीचंा है
इसिलए मœ मœ इसे िफर से समझाने नही ंजा रहा šँ हमŐ यह Ɨेũ िमला है , अब अंतराल को समान आकार के उप अंतरालो ंमŐ िवभािजत करŐ ,o n 
इसिलए यह आपका 0 है
इसिलए शूɊ है 0 है 1 यह है यह घटा 1 है और इसी तरह चंूिक आप अंतराल 0 को िवभािजत कर रहे हœ 1 से उप अंतराल के x xn x x 1 xn n 
बराबर तो 1 माइनस 0 बटा आपको देगा और इस फॉमूŊले से िक ɘस होगा 0 ɘस बटा है,n h xk x naught khx 1 h 1 n 
इसिलए आपको मŐ 1 बटा िमलता है,k n 
इसिलए हैxk 
इसिलए बटा है,xk, k n 
इसिलए एक बटा है, दो गुणा है और घटा एक है घटा एक बटा और एक है तो आइए इसके िलए िलखŐ तो होगा x nx n x n n n xn ln ln h
जो Ůȑेक उप की लंबाई है अंतराल
इसिलए मŐ इन सभी आयतो ंका योग है जो वŢ के नीचे शूɊ मŐ होता है तािक एक ɘस शूɊ ɘस एक ɘस फ़ंƕन मान एक ln ln h fx h x 
पर हो तो एक ɘस एक वगŊ गुणा वगŊ ɘस अंितम आयत यह एक ɘस माइनस 1 पर फ़ंƕन मान की ऊंचाई Ɛोिंक फ़ंƕन बढ़ रहा है n h 1 xn 
और आयत वŢ के नीचे है
इसिलए हमŐ यह िमलता है
इसिलए मुझे इसे िफर से मŐ िलखने देता है आम हैln h 
इसिलए हमŐ 1 जमा िमलता है यह गुना है और िफर हमŐ 1 वगŊ जमा 2 वगŊ ɘस घटा एक वगŊ बटा वगŊ िमलता है Ɛोिंक हमने सािबत कर िदया n n n 
है िक एक बटा हैh n 
इसिलए मœ को एक से एक करके Ůाɑ कर सकता šं यहां ɘस सेमी योग के ŝप मŐ योग आपको अǅी तरह से पता है आप एक वगŊ ɘस दो h n n 
वगŊ ɘस घटा एक वगŊ के इस योग को इस तरह िलख सकते हœ,n 
इसिलए यह 1 जमा 1 बटा 6 1 घटा 1 बटा के बराबर है बटा माइनस 1 बटा है अब इस की सीमा लŐ Ɛोिंक अनंत की ओर n n 2 n ln ln n 
जाता है हमŐ 1 जमा 1 बटा 6 गुणा 2 िमलता है यह 1 जमा 1 बटा 3 के बराबर है जो चार बटा तीन है
इसिलए यह एक अिभɄ है शूɊ से एक तक एक ɘस वगŊ तािक आप देख सकŐ  िक योग की सीमा की इस ŮिŢया का उपयोग िकसी िदए गए वŢ के x 
तहत के Ɨेũ की गणना करने के िलए कैसे िकया जा सकता है, जो िक के बराबर और के बराबर के ऊपर के बीच İ̾थत है। आइए uh x n x x b 
हम एक और उदाहरण देखŐ तािक आप अिधक सहज हों
इसिलए के बीच का Ɨेũफल दो से घात घटाकर के बराबर शूɊ के बराबर शूɊ और बराबर के बीच के Ɨेũ की गणना करŐ  y e xy x x ALs to 

तो यह आपका अƗ है यह आपका अƗ है और पावर माइनस इस तरह से खीचंा जा सकता हैone y x e x 
इसिलए यह के बराबर 0 है यह के बराबर 1 है यह के बराबर है पावर माइनस यह बराबर है तो िफर से िपछले मामले के समान x x y e x y 
आपको अंतराल को 0 के बराबर िवभािजत करने की आवʴकता है लेिकन और के बराबर अंतराल 0 1 को उप अंतराल मŐ िवभािजत करनेx x 1 n 

Pru
tor
@
IIT
K



की आवʴकता है,
इसिलए िफर से 1 घटा 0 होगा और वह Ůȑेक की लंबाई होगी उप अंतराल और होगा शूɊ ɘस यहां शूɊ शूɊ हैx 1 xk x kh x 
इसिलए शूɊ है और गुणा एक गुणा हैxk k 
इसिलए एक दो गुणा है और इसी तरह यहां ȯान देने योƶ बात है िक यिद आप िलखते हœ आपको गुना फंƕन वैʞू िमल रही होगी, x nx n ln h 
लेिकन यहाँ चंूिक इस बार फंƕन कम हो रहा है,
इसिलए फंƕन वैʞू पर फंƕन वैʞू Ȫारा शािसत नही ंहोगी, लेिकन एक पर फंƕन वैʞू है,x x 
इसिलए इस आयत की ऊंचाई Ȫारा शािसत िकया जाएगा एक पर फ़ंƕन मान Ɛोिंक फ़ंƕन िपछले एक के िलए समान ŝप से घट रहा है, यह x x 
पर कायाŊȏक फ़ंƕन मान एक के बराबर होगा
इसिलए मŐ एक ɘस है, फ़ंƕन मान पर दूसरे फ़ंƕन मान के िलए दो पर कम रकम दो ɘस के िलए आयत की ऊंचाई के िलए ln h fx x x h 

यहां आपका फ़ंƕन माइनस है,fxn fx 0 x 
इसिलए आप को के ŝप मŐ Ůाɑ करते हœ ई से पावर माइनस वन बाय एन तो एच सामाɊ हैln h 
इसिलए हम इसे दो के बाहर एन ɘस ई से पावर माइनस वन मŐ िलख सकते हœ
इसिलए हमŐ एलएन के ŝप मŐ एच गुणा ई से पावर माइनस वन बाय एन ɘस ई टू माइनस टू बाय एन ɘस ई टू पावर माइनस वन आप इससे पहले एक 
और टमŊ िलख सकते हœ, आपको एन माइनस वन बटा एन िमलता है ,
इसिलए यह एक Ǜािमतीय Ůगित है और आप इसका योग सरल सूũ Ȫारा िलख ​​सकते हœ जो आपको यह िमलता है जो मुझे बदलने के बराबर है  को 1 n
से और से घात से गुणा करŐ  तािक आप गुणा करŐ  और िवभािजत करŐ  तािक आप को घात माइनस 1 मŐ Ůाɑ करŐ  और यह आपको को h e h e h e 
घात घटाकर 1 देगा, आप जानते हœ िक जब अनंत की ओर जाता है इस संबंध से 0 की ओर Ůवृिȅ 0 अनंत तक जाती है आप देख सकते हœ n s n n 
िक की ओर जाता हैs 0 
इसिलए की सीमा जैसे अनंत की ओर जाती है वह सीमा के समान होगी के ŝप मŐ शूɊ की ओर जाता है और यह सीमा एक बटा से ln n ln h e 
घात घटाकर एक से घात घटाकर एक के बराबर होगी, इसके पीछे कारण यह है िक की सीमा से घात माइनस 1 है, Ɛोिंक की ओर e h e h h 0 
जाता है 1 है तो आप देख सकते हœ िक इस िविध से आप गणना कर सकते हœ िक आप 0 से 1 ई तक इंटीŤल के मान की गणना पावर माइनस से x dx 
कर सकते हœ िक 1 माइनस यू माइनस 1 के ŝप मŐ आइए देखŐ िक एंटी-डेįरवेिटव का उपयोग कैसे िकया जा सकता है िनिʮत समाकलो ंको हल करŐ  अब 
तक हमने देखा है िक योग की सीमा का उपयोग कैसे िकया जाता है और िविभɄ समाकलो ंके मूʞ का पता कैसे लगाया जाता है आइए देखŐ िक िनिʮत 
समाकलो ंका पता लगाने के िलए एंटी-डेįरवेिटव का उपयोग कैसे िकया जा सकता है,
इसिलए इससे पहले िक हम सम˟ाओ ंको हल करना शुŝ करŐ  कुछ अवधारणाओ ंपर चचाŊ करŐ  तो आइए हम एक ऐसा कायŊ करŐ  जो सकाराȏक और 
िनरंतर हो और हम इसे आकिषŊत करŐ  यह एक है यह बी है
इसिलए यह फ़ंƕन Ɨेũ फ़ंƕन का Ůितिनिधȕ करता है यह इस छायांिकत Ɨेũ का Ůितिनिधȕ कर रहा है और इसे Ɨेũ फ़ंƕन के ŝप मŐ जाना जाता 
है यिद मœ डालता šं के ̾थान पर यह आपको वŢ के नीचे का Ɨेũ देगा जो के बीच बराबर अƗ के ऊपर के बराबर होता b x li es x nx x b 
है
इसिलए इस Ɨेũ फ़ंƕन का उपयोग करके हम दो महȕपूणŊ Ůमेय बताते हœ एक को कैलकुलस के एएच मौिलक Ůमेय के ŝप मŐ जाना जाता है और 
दूसरा कैलकुलस दो का मौिलक Ůमेय है,
इसिलए आइए हम कैलकुलस के पहले मौिलक Ůमेय पर चचाŊ करŐ । तो यह कहता है िक यिद आपके पास एक फ़ंƕन है यिद िनकट अंतराल fx ab 
पर िनरंतर है और Ɨेũ फ़ंƕन को से के ŝप मŐ पįरभािषत िकया गया है, तो एक डैश दूसरे Ůमेय को के बराबर करता है िजसे a xfxdx x fx 
कैलकुलस के दूसरे मौिलक Ůमेय के ŝप मŐ जाना जाता है , वाˑव मŐ इसका उपयोग िकया जाएगा िनिʮत इंटीŤल की गणना करना और यह कहता है 
िक को िनकट अंतराल पर एक सतत कायŊ होने दŐ  और पंूजी छोटे का एक िवरोधी ʩुȋɄ है जो िक डैश बराबर है तोfx ab ab fx fx f x fx 

से बराबर है बराबर के बराबर होता है िजसे हम घटा के ŝप मŐ िलखते हœ,a bfxdx fx x a x b fb f 
इसिलए इस Ůमेय का उपयोग िनिʮत इंटीŤल का मूʞांकन करने के िलए िकया जा सकता है, बशतő हम एंटी-डेįरवेिट̺स को जानते हœ, आइए हम कुछ 
सम˟ाओ ंको हल करŐ  और देखŐ िक िविभɄ इंटीŤल का मूʞांकन करने के िलए इस Ůमेय का उपयोग कैसे करŐ  तािक हम पहले से ही कुछ इंटीŤल का 
मूʞांकन िकया गया है और हम उनकी मदद लŐगे,
इसिलए हमने देखा है िक इस इंटीŤल का मान जो वŢ के नीचे के Ɨेũ को दशाŊता है एक ɘस वगŊ जो के बीच शूɊ के बराबर है और एƛ अƗx x x 
के ऊपर एक के बराबर है चार बटा तीन और जो हमŐ रािशयो ंकी सीमा की ŮिŢया से िमला है, अब एंटी-डेįरवेिटव की िविध लागू करŐ  और देखŐ िक Ɛा 
आपको समान मूʞ िमल रहा है या नही,ं इस Ůमेय Ȫारा इस इंटीŤल का मान होगा से शूɊ से जाता है से पर जाता है जहां जमा fx x x 1 fx 1 x
वगŊ का िवरोधी ʩुȋɄ है जो िक डैश जमा वगŊ है,f x 1 x 
इसिलए हम आसानी से पता लगा सकते हœ िक एक जमा वगŊ का िवरोधी ʩुȋɄ यह एक जमा वगŊ का इतना िवरोधी ʩुȋɄ होगा ɘस Ɛूब x x x x 
बटा Ūी है
इसिलए इंटीŤल का मान ɘस Ɛूब बटा 3 है, 0 से 1 तक जाता है Ůमेय को लागू करने से हम देखते हœ िक हमŐ 1 ɘस 1 बटा 3 माइनस 0 x x x 
िमलता है जो िक 4 बटा 3 के बराबर है और जो रािश की सीमा से Ůाɑ मूʞ के समान है आइए हम एक और उदाहरण लेते हœ जो हमारे पास है एƛ के 
बीच का Ɨेũ 0 के बराबर है और वŢ के नीचे वŢ के 1 के बराबर है ई पावर माइनस जो िक एƛ अƗ के ऊपर İ̾थत है और हमने देखा है िक x x 
यह 1 माइनस ई से पावर माइनस एक है यिद आप दूसरा लागू करते हœ कलन का मौिलक Ůमेय यह है िक यह आपके बराबर होगा आप आसानी से देख 
सकते हœ िक बटा इसका माइनस है िजसका अथŊ है िक माइनस पावर माइनस माइनस का एंटी-डेįरवेिटव हैd dx eo x e x e x 
इसिलए Ůमेय Ȫारा आप इसे िलख सकते हœ इस तरह और जो एक माइनस ई से पावर माइनस एक के बराबर है और आप िफर से देख सकते हœ िक यह 
मान जो आपको योग की सीमा से िमला है, वही मान है जो आपको अगली कƗा मŐ अब एंटी डेįरवेिट̺स का उपयोग करके िमला है। हम िनिʮत समाकलो ं
के गुणो ंके बारे मŐ अिधक जानŐगे और अिधक जिटल सम˟ाओ ंका समाधान करŐ गे धɊवाद Pru
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