
આજ ેઆપણે ચોԜસ ઈિլટԆલ િવશે શીખવા જઈ રՑા છીએ
ԧાં સધુી ચોԜસ ઈિլટԆճસનો ઈિતહાસ ગણવામાં આવે છે ըયા ંસુધી 
બે ગિણતશાՅીઓનું યોગદાન અસાધારણ રՑું છે.
 એક રીમેન એક જમӪન ગિણતશાՅી છે અને બીӽ છે લેબેગ ԑેլચ ગિણતશાՅી હંુ
મારા તમામ િવԾાથӯઓને આ બંને િવશે વધુ શીખવા િવનંતી કԀં છંુ.
 Ԑેિરત થાઓ ચાલો જોઈએ કે
ચોԜસ પૂણાӭકોની એિխલકેશનો શું છે
 તેથી ચોԜસ પૂણાӭકોની ઘણી એિխલકેશનો
છે ઉદાહરણ તરીકે તમે વԃ સપાટીના խલેનર ԟેԋના વԃ િવչતારની લંબાઈની ગણતરી કરવા માટે ચોԜસ પૂણાӭકોનો ઉપયોગ કરી શકો
છો  
ઉદાહરણ તરીકે ગોળાના જթથાના સપાટીના ԟેԋફળ
માટે  ગોળાના દળ વગેરનંુે ઉદાહરણ વોճયુમ જથેી તમે જોઈ શકો કે ચોԜસ પૂણાӭકોની ઘણી બધી એિխલકેશનો
છે
 તેથી ચોԜસ પૂણાӭકોનો અમારો અથӪ શું છે તે સમજવા માટે મӱ એક ઉદાહરણ તરીકે િવչતાર લીધો છે
જથેી તમે અગાઉના વગӷથી ӽણો છો કે તમે સરળ ԟેԋની ગણતરી કરી શકો છો
િԋકોણ લંબચોરસ વતુӪળ વગેર ેજવેા આકાર અને જો તમારી પાસે જિટલ આકાર હોય તો ઉદાહરણ તરીકે જો તમે
આ આકારના ԟેԋફળનું મճૂયાકંન કરવા માટે તમે આ િવչતારને મયાӪિદત સં՚યામા ંસરળ આકારોમાં િવભાӾત કરી શકો છો અને 
પછી તમે આ બધા સરળ આકારોના յયિԝગત յયિԝગત ԟેԋોની ગણતરી કરી શકો છો
અને તેનો સરવાળો કરી શકો છો કે વાչતિવક િવչતાર મેળવવા માટે આ જԁરી િવչતાર છે પરંતુ ԓેિકંગનો આ ՚યાલ
સરળ આકારોમા ંજિટલ િવչતાર હંમેશા લાગુ પડતો નથી, ઉદાહરણ
તરીકે ઘણી વાչતિવક Ӿવન સમչયાઓ છે અને એવી ઘણી ગાિણિતક સમչયાઓ છે જમેાં તમારી
પાસે એવા આકાર હશે જનેે અમે મયાӪિદત સં՚યામા ંઆકારોમાં િવભાિજત કરી શકતા નથી જનેો િવչતાર તમને ӽણીતો છે
તેથી અમે ચોԜસ જોઈશું  ઉદાહરણો ԧાં તમે િવչતારને મયાӪિદત સં՚યામા ંઆકારોમાં િવભાિજત કરી શકતા નથી કે જનેું
ԟેԋફળ સરળતાથી ગણતરી કરી શકાય છે
 તેથી એક રખેા અને વળાંક વ՞ચેનો િવչતાર બંધાયેલો છે, ચાલો આપણે બરાબર 1 અને બરાબર ચોરસ લઈએ, ચાલો તેમને y y x 
խલોટ કરીએ જથેી આ
તમારો અԟ છે  અԟ છે તો બરાબર 1 એ અԟની સમાંતર રખેા છે અનેy x y x 

બરાબર ચોરસ એ પેરાબોલા છે જનેો િશરોિબંદુ 0 0 છે અને અԟ અԟ છે તેથીy x y 
જો તમે તેને խલોટ કરો છો તો તમને આ મળે છે જથેી તમારી આવնયકતા છે  ԟેԋફળ શું હંુ બધા િવԾાથӯઓને એ જોવાની િવનંતી કԀં 
છંુ કે શું
તેઓ તેને મયાӪિદત સં՚યામા ંઆકારોમાં તોડી શકે છે કે જનેું ԟેԋફળ તમને ӽણીતું છે
ચાલો આપણે કેટલાક વધુ ઉદાહરણો જોઈએ ઉદાહરણ તરીકે બે વԃ બરાબર ચોરસ અને ચોરસ બરાબર લેટ વ՞ચે y x y x 
બંધાયેલા બે ԟેԋ  અમે તેમને խલોટ કરીએ છીએ આ તમારી અԟ છે આ તમારી અԟ છેy x 
 તેથી બરાબર ચોરસ એ પેરાબોલા છે જનેોy x 
િશરોિબંદુ 0 0 છે અને અԟ અԟ છેx 
 તેથી તમારી પાસે આ પેરાબોલા છે અને બરાબર ચોરસ બરાબરy y 
છે  એ ફરીથી એક પેરાબોલા છે જનેો  િશરોિબંદુ 0 0 છે અને અԟ એ અԟ છેx x 
 તેથી તમારી પાસે આ પેરાબોલા છે અને
આ તે િવչતાર છે જ ેતેમની વ՞ચે બંધાયેલો જԁરી છે ચાલો આપણે કેટલાક વધુ ઉદાહરણો જોઈએ Ԑેરક
ઉદાહરણો શા માટે આપણે ચોԜસ અિવભાԧની જԁર છે જથેી ԟેԋ ԋણ વԃ વ՞ચે બંધાયેલ હોય જથેી એક વԃ હોય  બે મૂળની y 
બરાબર

અլય એક બરાબર છે મૂળ બે ઓછા ચોરસની નીચે અને બીӾ એક રખેા બરાબરx y x x x 
છે  બે ની ચાલો આપણે તેમને કાવતԀં કરીએ જથેી બરાબર છે  મૂળ બે ઓછા ચોરસની નીચે એક વતુӪળ છે જમેાં તમેy x x 
આ સમીકરણ લખી શકો છો  નીચેનું ફોમӪ જથેી તમે જોઈ શકો  કે આ એક વતુӪળ છેe 
જમેાં કેլԍ એક અճપિવરામ શլૂય અને િԋԧા એક છે
 તેથી તમને મળે છે વતુӪળ િԋԧા એક અճપિવરામ શլૂય કેլԍ એક અճપિવરામ
શૂլય િԋԧા એક ચાલો આપણે խલોટ બરાબર Ԁટ ટુ બરાબર Ԁટ 2 છે પેરાબોલા જનેી િશરોિબંદુy xy x 
0 0 છે  અને અԟ એ અԟ છેx 
 તેથી તમને આ પેરાબોલા મળે છે અને બરાબર 2 એ એક રખેા છે કારણx 
કે આ િબંદુનો સંકલન 2 અճપિવરામ છે 0.

 તેથી રખેા
આ િબંદુ પર વતુӪળની չપશӪક હશે
 તેથી આ જԁરી િવչતાર છે િબંદુ  અહી ંનોધં કરો કે આ
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પેરાબોલા વતુӪળને છેદે છે.
 
જુઓ કે  માԋ શլૂય અճપિવરામ શլૂય પર છેદે છે
 તેથી હંુ
મારા બધા િવԾાથӯઓને ફરીથી િવનંતી કԀં છંુ કે તેઓ આ િવչતારને મયાӪિદત સં՚યામા ંઆકારોમાં િવભાિજત કરી શકે છે કે કેમ
અને આ ԟેԋનો િવչતાર મેળવવા માટે તેને ઉમેરો આ સૌથી જિટલ ઉદાહરણ છે અને
મને જણાવવા દો  તમે શા માટે હંુ આ આપી રՑો છંુ  ઉદાહરણ એ છે કે અંતે આપણે
આ બધી સમչયાઓનું િનરાકરણ કરીશું અને જોઈશું કે કેવી રીતે આ સમչયાઓને િનિՆત પૂણાӭકો Հારા સંભાળી શકાય છે
તેથી અંિતમ ઉદાહરણ એ ચાર વણાંકો વ՞ચેનો િવչતાર છે અને મӱ ચાર
પેરાબોલાસ ચોરસ બરાબર ચાર ચોરસ લીધો છે  સોળ બરાબર ચારy x y xy 

ચોરસ અને બરાબર સોળ ચોરસ છેx y x 
 તેથી જો તમે તેમને խલોટ કરો તો કહો કે આ
તમારી અԟ છે આ તમારી અԟ છેy x 
 તેથી ચોરસ ચાર અને ચોરસy x y 
બરાબર 16 તેઓ િશરોિબંદુ ધરાવે છે  0 0 અને િશરોિબંદુ 0 0 અને અԟ એ અԟ તરીકે છેx x 
 તેથી તમને આ બે પેરાબોલાસ મળે છે અને બરાબર ચાર ચોરસ અને બરાબરy x y 
સોળ ચોરસ તેઓ ફરીથી પેરાબોલાસ છે પરંતુ જમેનું િશરોિબંદુ શլૂય શլૂય છેx 
અને અԟ અԟ છેy 
 તેથી તમે આ મેળવો છો બે પેરાબોલાસ અને
 તેથી આ તમારો ચોરસ ચાર માફ કરશો બરાબર ચારy x y 

ચોરસ છે અને આ બરાબર સોળ ચોરસ છેx y x 
 તેથી આ ફરી એક Ԑદેશ છે હંુ તમને બધાને િવનંતી કԀં છંુ કે
તમે તેને મયાӪિદત સં՚યામા ંતોડી શકો છો કે કેમ જમેનો િવչતાર તમને ӽણીતો છે  અને અંતે તમે અગાઉના વગӷમાથંી ӽણીતી 
પԺિતઓ Հારા આ િવչતારની ગણતરી કરી શકો છો 
અને આ બધા ઉદાહરણો જનેી મӱ
અըયાર સધુી ચચાӪ કરી છે તે આપણે અંતે જોઈશું અને અમે ચોԜસ પૂણાӭકોનો ઉપયોગ કરીને ઉકેલ ઉકેલીશું અને
જԁરી િવչતારની ગણતરી કરીશું
 તેથી ચાલો յયા՚યાિયત કરીએ ચોԜસ અિવભાԧ ચોԜસ પૂણાӭક આ չવԁપમા ંյયા՚યાિયત થયેલ છે ԧાં ને નીચલી મયાӪદા a 
કહેવામાં આવે છે અને ને ઉપલી મયાӪદા કહેવામાં આવે છે અને આ કાયӪના ԟેԋનું Ԑિતિનિધըવ કર ેછે ચાલો આપણેb 
ધારીએ કે હકારાԵક છેfx 
 તેથી જો તમે તેને խલોટ કરો તો આ અԟ છે આ અԟ છે  શું તમાԀં કાયӪ છેy x 
આ બરાબર છે આ બરાબર છેx x b 
 તેથી આ ચોԜસ અિવભાԧ આ ԟેԋનું Ԑિતિનિધըવ કર ેછે હવ ેԐՇ એ છે કે આ મճૂયની ગણતરી કેવી રીતે કરવી અને ગણતરી 
કરવાની બે પԺિતઓ છે
એક સીિમત રકમની મયાӪદા Հારા અને બીӾ ઉપયોગ કરીને  િવરોધી
ડેિરવેિટյસ 
આપણે પહેલા જોશું  વ՞ચે બરાબર 0 બરાબર 1 વԱા y y x
ચોરસ બરાબર 0 અને બરાબર 1.x x 
 તો ચાલો આપણે આ Ԑદેશને પહેલા խલોટ કરીએ
 તેથી આ તમારો

અԟ છે આ તમારો અԟ છેy x 
 તેથી બરાબર 1 વԱા ચોરસ ફરીથી છે  એક પેરાબોલા જનેો િશરોિબંદુ 0 અճપિવરામ છેy x 
1 અને જનેી ધરી અԟ છેy 
 તેથી તમને આ આકાર મળે છે આ 0 અճપિવરામ 1 છે અને આ બરાબરx 
છે  0 કહો કે આ બરાબર 1 છે આ શૂլય બરાબર છે આ બરાબર એક છે  વԱા x y y x
ચોરસ
 તેથી અમે આ છાંયડો િવչતાર શોધી રՑા છીએ
 તેથી તે ચોԜસ અિવભાԧ રીતે
ԟેԋફળનું મճૂય શլૂયથી એક વԱા ચોરસ હશેx dx 
 તેથી ચાલો તે જ યુિԝનો ઉપયોગ કરીએ જ ેઅમે
અગાઉ કરતા હતા અને અમે િવչતારને િવભાિજત કરી રՑા હતા સીિમત રીતે ઘણા આકારોમાં
 તેથી આપણે શું કરીએ છીએ આ િવչતારને બે પેટા િવչતારોમાં િવભાӾત કરીએ છીએ અંતરાલના આ મիયિબંદુને લઈને
કહો કે આ બરાબર અડધા છે અને પછી આપણે આના જવેા લંબચોરસ દોરીએ છીએ અને અમે આ બે લંબચોરસના ԟેԋફળની x 
ગણતરી કરીએ છીએ આનો આ િવչતાર કહે છે  આ લંબચોરસનું ԟેԋફળ એક છે અને આ બે છેr r 
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 તેથી આપણે કહીશું કે
બે બંનેનો ԟેԋફળ બંને લંબચોરસ બે છે એક વԱા બે એક છે Ԑથમ લંબચોરસo  f l r r r 
નાનો એક અને બે ԟેԋફળ મોટો છે હવ ેજો આપણે આની ગણતરી કરીએ તો આપણનેr 
અડધો અડધો આ લંબચોરસની પહોળાઈ મળે છે અને ઊંચાઈ કાયӪ Հારા સંચાિલત થાય છે

પરનું મճૂય શլૂય ની બરાબર છેx 
 તેથી આપણને એક વԱા શլૂય મળે છે પછી અધӪમા ંફં՘શન વճેયુ
અડધી થાય છે
 તેથી આપણને એક વԱા એક બાય ચાર મળે છે આ એક વԱા એક વԱા એક બાય ચાર હશે જનેે આપણે
એક વԱા એક બાય આઠ લખી શકીએ છીએ  એટલે નવ બાય આઠ  
2 એ જԁરી ԟેԋ કરતાં ઓછંુ છે

જԁરી ԟેԋ કરતાં ઓછંુ છે હવે ચાલો આપણેl 2 
બીӾ પԺિત Հારા વાչતિવક િવչતારનો અંદાજ કાઢવાનો Ԑયાસ કરીએ જથેી તેના માટે આપણે ફરીથી આકૃિત દોરવી પડશે આ x 
આ છે અનેy 
આ પેરાબોલા વન વԱા છે  ચોરસ કહો કે આ છે બરાબર એક આ છે  x x x
બરાબર શլૂય આ બરાબર શૂլય અԟ હવે આપણે ફરીથી પેટા િવչતારy x 
આ િવչતારને બે પેટા ԟેԋોમાં િવભાӾત કરીએ છીએ આ અડધો છે આ એક છે આ હવે શլૂય
છે આહને બદલે જ ેલંબચોરસ લીધા છે આપણે આને લંબચોરસ તરીકે લઈએ છીએ  અને આ
એક લંબચોરસ તરીકે અને કહો કે આ િવչતાર આર એક બાર છે અને આ બે બાર છેr 
 તેથી જો
આપણે એક બાર અને બે બાર ઉમેરીએ તો આપણે બે કહીએ અને આ મૂճય અડધા પર ફં՘શનr r u 
વճેયુમાં અડધી થઈ જશે કારણ કે તેની ઊંચાઈ  આ નાના લંબચોરસને ફં՘શન વճેયુ Հારા સંચાિલત કરવામાં
આવે છે  અધӪ પર
 તેથી તમને ફં՘શન વճેયુમાં એક વԱા એક બાય ચાર વԱા અડધા મળે છે
જ ેએક વԱા એક છે
 તેથી જો આપણે ગણતરી કરીએ તો આપણને તેર બાય આઠ મળે છે અને આ
એક પોઈլટ છ બરાબર છે  બે પાંચ હવે આ સરવાળો જ ેઆપણે
ગէռો છે કે આપણે કે જ ેઆપણે ગէռા છે તેને ઉપલા સરવાળા તરીકે ઓળખવામા ંઆવે છે અને છેճલીu2 
ગણતરીમા ંઆપણે ની ગણતરી કરી છે આપણે ની ગણતરી કરી છે જનેે િનձջ રકમ તરીકે ઓળખવામાં આવે છે હવે અહી ંl2 l2 
આપણે જોઈ શકીએ
છીએ કે છે  હંમેશા કરતા મોટો એ વાչતિવક કરતા હંમેશા મોટો હોય છે િવչતાર કારણ કે આટલો િવչતાર વધારાની u2 u2 
ગણતરી કરવામાં આવી છે જԁરી િવչતાર
શું આટલો િવչતાર ઉમેરવામાં આવે છે
 તેથી એ વાչતિવક િવչતાર કરતા મોટો છે અને વાչતિવક િવչતાર કરતા ઓછો છે નું મճૂય 1.u2 u2 l2 l2 
125 હતું હવે ચાલો જોઈએ કે કેવી રીતે કરવું  વાչતિવક ԟેԋફળ મેળવો તેથી
અમારી ગણતરીઓમાથંી આપણે શું જોઈએ છીએ કે જો આપણે એક વાર બે ની ગણતરી કરી લીધી હોય તો અમે આ લંબચોરસ l 
લીધો છે
અને એકવાર તમે ગણતરી કરી લો કે આહ બે આl 
લંબચોરસ અને આ લંબચોરસ લીધા છે તો ચોકસાઈ કેવી રીતે વધારવી તે પછી
શું  જો આપણે આ િવչતારને વધુ પેટા િવչતારોમાં િવભાӾત કરીએ તો કહીએ કે
આ એક બાય ચાર છે આ અડધો હતો આ ԋણ બાય ચાર છે આ એક
આ શૂլય છે
 તેથી હવે તમે જોઈ શકો છો કે આ લંબચોરસનો
આ લંબચોરસ િવչતાર વԱા ԟેԋફળ મળશે  આ લંબચોરસ આ
લંબચોરસ અને આ લંબચોરસનો િવչતાર
 તેથી થોડો વધુ િવչતાર શામેલ કરવામાં આવશે
 તેથી મૂճય
હશે આ બે ભાગ હવે અમારા અંદાિજત ԟેԋમા ંસમાિવՋ છે  અમે કહીએ છીએ કે આ છે આl4 
અլય નીચો સરવાળો છે જનેે અમે ચાર અને ચાર તરીકે ઉճલેખ કરીએ છીએ છે  આ ચાર લંબચોરસના ԟેԋફળનું સમીકરણl l 
આ લંબચોરસની ઊંચાઈ એક બાય ચાર જટેલું હશે જ ેફં՘શન વճેયુ શլૂય Հારા સંચાિલત થાય છે
કારણ કે ફં՘શન વધી રՑું છે
 તેથી આપણે શૂլય પર ફં՘શન વճેયુ એક બાય ચારમાં મેળવીએ છીએ
તેથી આ એક વԱા શլૂય છે  પછી એક બાય ચાર માં એક વԱા
ફં՘શન વճેયુ એક બાય ચાર પર
 તેથી આપણને મળે છે એક બાય સોળ વԱા એક બાય ચાર ફં՘શન
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મճૂય અડધા પર
 તેથી એક વԱા એક બાય ચાર વԱા એક બાય ચાર ફં՘શન વճેયુ ԋણ બાય
ચાર જથેી એક વԱા નવ બાય સોળ 
 તેથી ચાર બરાબર એક બાય ચાર વԱા એક વԱાl 
ચાર વԱા નવ બાય 16 જ ેબરાબર 1 વԱા 14 બાય 4 બાય 16 જ ેબરાબર 32 બાય 32 વԱા 7 બાય 32 જ ે39 બાય 32 જનેું મճૂય એક
િબંદુ છે  બે એક આઠ હવે યાદ કરો કે
તમાԀં બે એક િબંદુ એક બે પાંચ હતંુ, તો તમે શું જુઓ છો કે એ કરતા ઓછો છેl l 2 l 4 
અને એ કરતાં ઓછો છે કારણ કે અમે ચોԜસ િવչતાર છોડી દીધો છે ԧાર ેઅમેl 4 
વાչતિવક િવչતારનો અંદાજ લગાյયો છે  લંબચોરસ હવે ચાલો અંદાિજત િવչતાર ની ગણતરી કરીએ આને અંતરાલોના બળમાં ag 
િવભાӾત કરીને અને આ લંબચોરસને લઈને અગાઉ આપણી પાસે આ બે લંબચોરસ
હતા એટલે આપણી પાસે આટલો િવչતાર વધારાનો હતો
 તેથી હવે આ િવչતાર અવગણવામાં આવશે
 તેથી u4

એટલે ચાર અંતરાલ માટે કરતા ઓછા હશે પરંતુ  તે વાչતવમાંu4 u4 u2 
વાչતિવક િવչતાર કરતા વધાર ેછે
 તેથી નું મճૂય આ વખતે Ԑથમ લંબચોરસની ઊંચાઈu4 
એક બાય ચાર પર ફં՘શન વճેયુ Հારા સંચાિલત થશે જથેી એક બાય ચારમાં એક વԱા એક બાય સોળ
વԱા એક બાય ચાર વԱા એક બાય ચાર  વԱા એક બાય ચાર વԱા એક બાય ચારમાં એક વԱા નવ બાય સોળ
આ અડધો છે આ ԋણ બાય ચાર છે આ એક વԱા એક બાય ચારમાં એક વԱા એક
 તેથી આ
વખતે ઊંચાઈ આ િબંદુએ કાયӪ મૂճયો Հારા સંચાિલત થાય છે.
 િબંદુ અને
આ િબંદુ
 તેથી આપણી પાસ ેઆ ચાર છે અને ચારનું મճૂય એક બાય ચાર ફરીથીu u 
ચાર વԱા એક વԱા ચાર વԱા નવ વԱા સોળ બાય સોળ એટલે આપણને 1 વԱા 30 બાય 4 બાય 16 મળે છે જ ે47 બાય 32 બરાબર 
છે  1.
46875 ની બરાબર છે
 તેથી તે યાદ કરો  નું મճૂય 1.u2 
625 હતું
 તેથી આખર ેઆ ગણતરીમાંથી
આપણને જ ેમળે છે તે એ છે કે નીચલા સરવાળો આ સંબંધને સંતોષે છે અને ઉપલા
સરવાળો આ સંબંધને સતંોષે છે જથેી જો આપણી પાસે પેટા અંતરાલ હોય તો શુંn 
થશે જથેી દર વખતે ԧાર ેઆપણે પોઈլટની વધુ સ՚ંયા વધારીએ અંતરાલની વ՞ચે
એક મճૂય મેળવશે જ ેવાչતિવક ԟેԋની ઉપરની બાજુથી અને નીચલી બાજુથી નӾક
છે જ ેનીચલા સરવાળો અને ઉપલા સરવાળાથી છે
 તેથી જો આપણે પેટા અંતરાલોની સ՚ંયા વધારીએ તો ઉપલા સરવાળા ઘટે છે અને નીચલા સરવાળા વધે છે પરંતુ જો આપણે 
મયાӪિદત લઈએ  પેટા
પેટાિવભાગો પેટા અંતરાલોની સ՚ંયા Ԟારયે વાչતિવક મճૂય મેળવી શકશે નહી ં
 તેથી જો આપણે
આ અને ની મયાӪદા લઈશું તો આપણે શું કરીશું કે આ બંને મճૂયો એક જlns uns 
મճૂયમાં કլવજӪ થશ ેઅને તે તમાԀં વાչતિવક હશે ઈિլટԆલનું મճૂય   જ ે0 થી 1 1 વԱા ચોરસx 

છે ચાલો આપણે એક ઉદાહરણ જોઈએ કે વાչતિવક િવչતાર શોધવા માટે આપણે આ યુિԝનો ઉપયોગ કેવી રીતે કરી શકીએ તે dx 
ઉદાહરણ છે
ચાલો એક ફં՘શન લઈએ ચાલો ને સતત ફં՘શન હોઈએ બંધ અંતરાલ fx ab
પર આ ઉપરાંત ધારો કે સકારાԵક છે આ ધારણા પાછળનું કારણfx 
કે તે સમӽવવું સરળ છે કે િવչતાર અԟની એક બાજુએ જ આવેલો હશેx 
અને ધારો કે વધી રՑું છેfx 
 તેથી Ԑથમ આપણે કાયӪ વધારવા માટે કરીશું
પરંતુ આ િસԺાંતને કોઈપણ સતત ફં՘શન સુધી િવչતૃત કરી શકાય છે જ ેવધી રՑું નથી
 તેથી ચાલો

નો િવչતાર શોધવાનો Ԑયાસ કરીએ જ ે બરાબર અને Fx x a x
બરાબર ની વ՞ચે આવેલું છે અને તે અԟની ઉપર છેb x 
 તેથી ચાલો િચԋ દોરીએ
કારણ કે આપણે  માની લો કે સકારાԵક છે અનેfx 
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અંતરાલ મા ંવધતા અમે Ԇાફને આ રીતે ધારી શકીએ છીએ કે આ તમાԀં છે ab fx x
અԟ આ અԟ છે હવે ને સમાન લંબાઈના પેટા અંતરાલોમા ંિવભાӾત કરોy ab n 
 તેથી હવે
નંબર કહો  િબંદુઓ કહે છે કે આ છે  કંઈ નથી આ છેx xn 
 તેથી કંઈ નથી એ છે x axn b
 તેથી અમે આ
અંતરાલને સમાન લંબાઈના પેટા અંતરાલોમા ંિવભાિજત કયુӭ છે તો શું થશે કે આનાથીn 
તમને દરકે પેટા અંતરાલની લંબાઈ મળશે અને કહે છે કે છે કારણ કે િબંદુઓ છે  સમાન  અંતર જથેી આ સૂԋ Հારા h   lly xk 
કોઈપણ િબંદુની ગણતરી કરી શકાય છે ԧાં થી સુધી ӽય છેk 1 n 
 તેથી અમારી પાસે પિરિչથિત છે કે આપણે જ ેકયુӭ છે તે અમે અԟ પર સમાન અંતર ેપોઈլટ પોઈլટ લઈને આ િવչતારને પેટા x 
િવչતારોમાં િવભાિજત કયӷ છે 
હવે ચાલો յયા՚યાિયત કરીએ  ઓછા સરવાળોln 
 તેથી આ કંઈ નથી આ એક છેx x 

બે આ છે આ ઓછા એક છેx xn xn 
 તેથી յયા՚યાિયત કરવા માટે આપણે આ લંબચોરસનો િવչતાર શોધીએ છીએ જ ેવԃની નીચે આવેલા છેl ln 
 તેથી આ ઊંચાઈમાં આ પહોળાઈ છેln 
 તેથી ըયારથી
િબંદુઓ સમાન અંતર ેછે
 તેથી દરકે લંબચોરસની દરકે પેટા અંતરાલ પહોળાઈની પહોળાઈની ઊંચાઈ

છેh 
 તેથી છે માં નથી અને મા ંછેճલી એક માટેln h fx h fx one 
ઊંચાઈ લંબચોરસની ઊંચાઈ Հારા સંચાિલત થશે  કાયӪ Հારા સંચાિલત થશે મճૂય માઈનસ વન પરxn 
 તેથી ને h fx

માઈનસ વનમાં જથેી આપણે લખી શકીએ જ ેરીતે માં નો સરવાળો શլૂયથી માઈનસ વનમા ંӽય છે તે જ રીતે n ln hk fxk n 
આપણે ને յયા՚યાિયત કરી શકીએun 
છીએ આપણે આ રીતે લંબચોરસ બાંધીએ છીએ કારણ કે ફં՘શન વધી રՑું છે un un will

ઉ՞ચ રકમ તરીકે յયા՚યાિયત કરવામાં આવશે વન પર ફં՘શન વճેયુ પર કારણ કેbe  h in x 
ફં՘શન વધી રՑું છે
 તેથી આ લંબચોરસની ઊંચાઈ એક પર ફં՘શન વճેયુ Հારા સંચાિલત થશેx 
જથેી માં એક વԱા મા ં બે છેճલા એક માટે આપણે મા ં મેળવીશું જથેી અમે લખી શકીએ  આ પણh fx h fx h fxn 

નો સરવાળો 1 થી થી મા ંӽય છેk nfxk h 
 તેથી આપણે શું જોયંુ છે કે એln 
સમેશન થી ઓછા 1 થી મા ંӽય છે અને છે સમીકરણ k 0 n fxk h un k
એક થી માં મા ંӽય છે તે અગાઉની ચચાӪથી આપણેnfxk h 
જોયંુ છે કે તըવો હંમેશા તેઓ વાչતિવક ԟેԋ કરતા ઓછા હોય છે અને
તમે હંમેશા વાչતિવક િવչતાર કરતા મોટા હોય છે અને તેમના મયાӪિદત મճૂયો તમને વાչતિવક િવչતાર આપે છે
 તેથી જો તમે

ની મયાӪદા લો એટલે કે જો તમે ની મયાӪદાને શլૂયની બરાબર લો છો  માઈનસln k n 
એક માં આ તમને ફં՘શનનું ԟેԋફળ આપે છે જ ેfxk h 

બરાબર બરાબર ની વ՞ચે આવેલું છે જથેી તમે જોઈ શકો કે આ ઇિլટԆલx ax b 
આ ફોձયુӪલાના સરવાળા સાથે કેવી રીતે સંબંિધત છે તમે નીચા સરવાળાનો ઉપયોગ કરીને અથવા ઇિլટԆલનું મճૂયાકંન કરી શકો છો  
ઉપલા
સરવાળો ઇિլટԆલનો ճયુ બદલાતો નથીva  
 તેથી જો તમે આપેલ વળાંકના ԟેԋફળની ગણતરી કરવા માટે પણ નો ઉપયોગ કરી શકો છો પરંતુuns 

અԟની ઉપર અને ની વ՞ચે આવેલું છે તો હવે ચાલો આપણે કેટલાક ઉદાહરણો ઉકેલીએx a b 
અને જોઈએ કે આ િસԺાંત કેવી રીતે કાયӪ કર ેછે તો ӽણો  વ՞ચેનો િવչતાર બરાબર શૂլય બરાબર એક વԱા y y x
ચોરસ બરાબર શլૂય અને બરાબર એક આ એ જ વળાંક છે જ ેતમે પહેલેથી જx x 
દોયӷ છે
 તેથી હંુ તેને ફરીથી સમӽવવાનો નથી
 તેથી અમને આ િવչતાર મմયો છે હવે અંતરાલને િવભાિજત કરીએ છીએ  પેટાn 
અંતરાલ સમાન કદના
 તેથી આ તમાԀં 0 છે
 તેથી કંઈ નથી 0 છે 1 આ છે આ માઈનસx xn x x 1 xn 
1 છે અન
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 તેથી વધુ કારણ કે તમે 0 1 ને સમકԟના પેટા અંતરાલોમાં િવભાિજત કરી રՑાં છોn 
તેથી 1 ઓછા  0 બાય તમને આપશે અને આ સૂԋ Հારા કે છે વԱાn h xk x naught 

હશે 0 વԱા બાય છેkhx 1 h 1 n 
 તેથી તમને 1 બાય માં મળશેn k 
 તેથી એટલે એટલે બાય તો એક છે  એક બાય બે એટલે બે બાય અને xk xk k n x nx n x

ઓછા એક એ ઓછા એક બાય અને એક છે ચાલો આપણે આ માટે લખીએ એટલે હશે જ ેલંબાઈ છે  n n n xn ln ln h 
દરકે પેટા અંતરાલનો મી આ
રીતે મા ં એ આ બધા લંબચોરસનો સરવાળો છે જ ેવળાંક ની નીચે માં આવે છે, જથેી એકln ln h fx x 
પર એક વԱા શլૂય વԱા માં એક વԱા કાયӪ મૂճય છેh 
 તેથી એક
વԱા એક ચોરસ બાય ચોરસ વԱા છેճલો આ એક ને 1 માં લંબચોરસ કરો વԱાn h 

માઈનસ 1 પર ફં՘શન વճેયુની ઊંચાઈ કારણ કે ફં՘શન વધી રՑું છેxn   
અને લંબચોરસ વળાંકની નીચે આવેલું છે
 તેથી આપણે આ મેળવીએ છીએ
 તેથી ચાલો હંુ તેને ફરીથી માં લખી દઈએln h h 
જથેી સમԆમા ંસામાլય છે.
  1 વԱા મેળવો આ ગણો છે અને પછી આપણને 1 ચોરસ વԱા 2 ચોરસn 
વԱા ઓછા એક ચોરસ બાય ચોરસ મળે છે કારણ કે આપણે સાિબત કયુӭ છે કે એક બાય છેn n h n 
 તેથી હંુ ને એક વડે બદલી શકંુ છંુ,h n 
આપણે અહી ંસરવાળો તરીકે મેળવીએ છીએ  વԱા અધӪ સરવાળાનું મճૂય તમારા માટેn 
સારી રીતે ӽણીતું છે તમે એક ચોરસ વԱા
બે ચોરસ વԱા બાદ એક ચોરસનો સરવાળો આ રીતે લખી શકો છો જથેી આ 1 વԱાn 
1 બાય 6 1 ઓછા 1 બાય બાય ઓછા  1 બાય એ હવે આની મયાӪદા લોnn n 2 n 
કારણ કે અનંત તરફ વલણ ધરાવે છે, આપણને 1 વԱા 1 મળે છે  6 થી 2 આ 1 વԱા 1n 
બાય 3 બરાબર છે જ ેચાર બાય ԋણ છે
 તેથી તે શૂլયથી એક સુધી એક વԱા ચોરસનો અિવભાԧ છેx 
 તેથી તમે જોઈ શકો છો કે
સરવાળોની મયાӪદાની આ Ԑિԃયાનો િવչતારની ગણતરી કરવા માટે કેવી રીતે ઉપયોગ કરી શકાય છે આપેલ વળાંક હેઠળ ઉહ હેઠળનો
િવչતાર કે જ ે અԟની ઉપરx 

બરાબર અને બરાબર ની વ՞ચે આવેલું છે, ચાલો આપણે વધુ એક ઉદાહરણ જોઈએ જથેીn x b 
તમે વધુ આરામદાયક બની શકો
 તેથી બરાબર બે ની ઘાત ઓછા બરાબર વ՞ચેના ԟેԋફળની ગણતરી કરોy e xy 
શૂլય બરાબર શլૂય અને બરાબર એકx x 
 તેથી આ તમારો અԟ છે આ તમારો અԟ છેy x 
અને પાવર ઓછા આ રીતે દોરી શકાય છેe x 
 તેથી આ બરાબર 0x 
આ બરાબર 1 આ છે બરાબર  પાવર માઈનસ આ બરાબર 0 છે.x y e x y 

 તેથી ફરીથી અગાઉના
કેસની જમે તમાર ેઅંતરાલ બરાબર 0 ને િવભાӾત કરવાની જԁર છે પરંતુ અને x x
એ 1 અંતરાલ 0 1 ને પેટા અંતરાલોમા ંવહӱચવાની જԁર છે જથેી ફરીથી 1 ઓછા 0 બાય થશે  અને તેn 
દરકે પેટા અંતરાલની લંબાઈ હશે અને હશે અહીંx 1 xk x nought plus kh 

શૂլય છેx nought 
 તેથી શૂլય છે  વԱા મા ંએક બાય એટલે એક એક બાય બે છે 2 બાય xk k n x nx n
અને
 તેથી અહી ંનોધંનીય છે કે જો તમે લખશો તો તમને ગણા ફં՘શન વճેયુ મળશેln h 
પણ અહી ંફં՘શન ઘટી રՑું હોવાથી આ વખતે ફં՘શન વճેયુ

શૂլયની બરાબર પર ફં՘શન વճેયુ Հારા સંચાિલત કરવામાં આવશે નહી ંપરંતુ એક પર ફં՘શન વճેયુ હશે તેથીx x 
આ લંબચોરસની ઊંચાઈ પર ફં՘શન વճેયુ Հારા સંચાિલત થશેx one 
કારણ કે ફં՘શન ઘટી રՑું છે.
 તે જ રીતે છેճલા એક માટે તે ફં՘શનલ
ફં՘શન મճૂય હશે  એ એકની બરાબર છેx 
 તેથી એ માં વન વԱા બીӽ એક ફં՘શનનીln h fx 
િકંમત બે પર ફં՘શન વճેયુ પર લંબચોરસની ઊંચાઈ માટેx 
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ઓછા સરવાળો બે વԱા મા ંઅહી ંતમાԀં ફં՘શન ઓછા છેx h fxn fx 0 x 
 તેથી તમને
મળશે  તરીકે માં ની ઘાત માઈનસ એક બાય ln h e n
 તેથી સામાլય છેh 
 તેથી આપણે તેને બહાર લખી શકીએ છીએ
બે બાય વԱા ની ઘાત માઈનસ વન માટેn e 
 તેથી આપણને તરીકે વખત ની ઘાત માઈનસ વન બાય વԱા ની બહાર મળીln h e n e 
માઈનસ બે બાય խલસ થી પાવર માઈનસ વન સુધી તમે એક મોર લખી શકો છો  આની પહેલાં ટમӪn e e 
તમને માઈનસ વન બાય મળે છેn n 
 તેથી આ એક ભૌિમિતક Ԑગિત છે અને
તમે આનો સરવાળો લખી શકો છો સરળ ફોձયુӪલા Հારા તમે આ મેળવો છો જ ેમને 1 ને વડે અનેn h 

વડે ઘાત સાથ ેગુણાકાર કરવા દો.e 
જથેી તમે ગુણાકાર કરો અને ભાગાકાર કરો જથેી તમને ઘાત માઈનસ 1 મળે  h e h 

અને આ તમને ઘાત ઓછા 1 મા ં આપશે તમે ӽણો છો કે ԧાર ેe n
અનંતતા તરફ વલણ ધરાવે છે ըયાર ે0 તરફ વલણ ધરાવે છે અને 0 આમાંથી અનંત તરફ વલણ ધરાવે છેs h n 
સંબંધ તમે જોઈ શકો છો કે ની તરફ વલણ ધરાવે છેs 0 
 તેથી ની મયાӪદા જમે અનંત તરફ વલણ ધરાવે છેln n 
તે ની મયાӪદા જટેલી જ હશે કારણ કે શլૂય તરફ વલણ ધરાવે છે અને આ મયાӪદાln h 
એક બાય ની ઘાત માઈનસ વન અને પાવર માઈનસની બરાબર હશે  તેની પાછળનું એક કારણe 
છે ની મયાӪદા બાય ની ઘાત માઈનસ 1 કારણ કે એ 1 તરફ વલણ ધરાવે છેh e e h h 0 
 તેથી તમે જોઈ શકો છો કે આ પԺિત Հારા
તમે ગણતરી કરી શકો છો તમે 0 થી 1 સુધીના અિવભાԧ મૂճયની ગણતરી કરી શકો છો  પાવર માઈનસe 

કે 1 ઓછા માઈનસ 1 તરીકે ચાલો જોઈએ કે કેવી રીતે એլટી-ડેિરવેિટյસનોx dx u 
ઉપયોગ ચોԜસ ઈિլટԆલ ઉકેલવા માટે કરી શકાય છે અըયાર સધુી આપણે સરવાળોની મયાӪદાનો ઉપયોગ કેવી રીતે કરવો તે જોયંુ છે
અને િવિવધ પૂણાӭકોનું મճૂય કેવી રીતે શોધવું તે જોઈએ ચાલો જોઈએ કે એլટી ડેિરવેિટյસનો ઉપયોગ ચોԜસ ઈિլટԆલ શોધવા માટે 
કેવી રીતે થઈ શકે છે
જથેી એլટી ડેિરવેિટյસ
 તેથી આપણે સમչયાઓ હલ કરવાનું શԁ કરીએ તે પહેલાં
આપણે અમુક િવભાવનાઓની ચચાӪ કરવી પડશે.
 તો ચાલો આપણે એક ફં՘શન લઈએ
જ ેસકારાԵક અને સતત હોય અને ચાલો તેને દોરીએ કે આ આ છેa b 
 તેથી આ ફં՘શન એિરયા ફં՘શનને રજૂ કર ે
છે તે તે આ શેડેડ િવչતારનું Ԑિતિનિધըવ કર ેછે અને જો હંુ જ՛યાએ મૂકંુ તો તેને િવչતાર ફં՘શન તરીકે ઓળખવામા ંઆવે છે.b 

નું તે તમને  x 
વળાંક હેઠળનો િવչતાર આપશે જ ે ની વ՞ચે આવેલું છે બરાબર બરાબર બરાબર અԟ ઉપર તેથીx nx nx b x 
આ ԟેԋ ફં՘શનનો ઉપયોગ કરીને આપણે બે મહըવપૂણӪ Ԑમેય જણાવીએ છીએ.
 એક કેճԞુલસના અહ મૂળભૂત Ԑમેય તરીકે ઓળખાય છે
અને બીજંુ મૂળભૂત છે કેճԞુલસ બેનું Ԑમેય
 તેથી ચાલો કેճԞુલસના
Ԑથમ મૂળભૂત Ԑમેયની ચચાӪ કરીએ 
જથેી તે કહે છે કે જો તમારી પાસે
ફં՘શન હોય તો જો બંધ અંતરાલ પર સતત હોય અને િવչતાર ફં՘શનને તરીકે յયા՚યાિયત કરવામાં આવે fx ab a to xfxdx 
તો ડેશ  એ અլય Ԑમેય ની બરાબર છે કે જનેેx fx 
કેճԞુલસના બીӽ મૂળભૂત Ԑમેય તરીકે ઓળખવામાં આવે છે તે ખરખેર ચોԜસ પૂણાӭકોની ગણતરીમા ંઉપયોગમા ંલેવાશે
અને તે કહે છે કે એ ՙલોઝ ઇլટરવલ પર સતત કાયӪ છે અને મૂડીfx ab ab 

એ નાના નું િવરોધી յયըુપՂ છે.fx fx 
  એટલે કે ડેશ બરાબર છે પછી થી બરાબર બરાબર થી બરાબર f x fx a bfxdx fxx a x b
જ ેઆપણે માઈનસ તરીકે લખીએ છીએfb fa 
 તેથી આ Ԑમેયનો ઉપયોગ ચોԜસ ઇિլટԆલનું મճૂયાકંન કરવા માટે થઈ શકે છે,
જો આપણે એլટી-ડેિરવેિટյસ ӽણીએ.
 અમે કેટલીક સમչયાઓનું િનરાકરણ કરીએ છીએ અને િવિવધ પૂણાӭકોનું મճૂયાકંન કરવા માટે આ Ԑમેયનો ઉપયોગ કેવી રીતે કરવો
તે જોઈએ છે
 તેથી અમે પહેલાથી જ ચોԜસ પૂણાӭકોનું મճૂયાકંન કયુӭ છે અને અમે તેમની
મદદ લઈશુ
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 તેથી અમે જોયંુ કે આ પૂણાӭકનું મૂճય જે
વԃ એક વԱા ચોરસ હેઠળના ԟેԋને રજૂ કર ેછે.x 
 જ ે બરાબર શլૂયની વ՞ચે આવેલું છે અને x x
બરાબર એક ઉપરના અԟની બરાબર ચાર બાય ԋણ છે અને જ ેઆપણને સરવાળોની મયાӪદાની Ԑિԃયામાથંી મળેલ છેx 
હવે એિլટ-ડેિરવેિટյસની પԺિત લાગુ કરો અને જુઓ કે તમને સમાન મճૂય મળે છે કે નહી ંતેથી
આ Ԑમેય Հારા આ અિવભાԧનું મճૂય હશે શૂլયમાંથી પર ӽય છે ԧાં fx x x 1 f

એ 1 વԱા ચોરસનું િવરોધી յયըુપՂ છે જ ે ડેશ વԱા છે  ચોરસx x f x 1 x 
 તેથી આપણે સરળતાથી શોધી શકીએ કે
એક વԱા ચોરસનું િવરોધી յયըુપՂ આ હશેx 
 તેથી એક વԱા ચોરસનું િવરોધી յયըુપՂ x x
વԱા ઘન બાય ԋણ છેx 
 તેથી અિવભાԧનું મճૂય વԱા ઘન બાય 3 થી ӽય છે  1 થી Ԑમેય લાગુ કરીનેx x x 0 
આપણે જોઈએ છીએ કે આપણને 1 વԱા 1 બાય 3 ઓછા 0 મળે છે જ ે4 બાય 3 ની બરાબર છે અને જે
સરવાળોની મયાӪદા Հારા મળેલ મճૂય જટેલું છે ચાલો આપણે બીજંુ ઉદાહરણ લઈએ આપણે શોધી કાઢռું છે

બરાબર 0 ની વ՞ચે રહેલો િવչતાર અને એ વԃની નીચે વળાંકના 1 ની બરાબર છે પાવર ઓછા x x e x
જ ે અԟની ઉપર આવેલું છે અને અમે જોયંુ છે કે જો તમે બીӽ મૂળભૂત Ԑમેયને લાગુ કરો છો તો હવે તે 1 ઓછા ની ઘાત ઓછા x e 
એક
છે  કેճԞુલસ તે આ છે
 તેથી આ તમારા માટે બરાબર હશે
તમે સરળતાથી જોઈ શકો છો કે Հારા આના એ ઓછા છે તેનો અથӪ  માઈનસ પાવરd dx eo x s e 
માઈનસ એ ઈ માઈનસ નું િવરોધી յયըુપՂ છેx x 
 તેથી Ԑમેય Հારા તમે તેને આ રીતે લખી શકો છો અને જ ેએક બાદબાકી ઈ ની ઘાત ઓછા
એકની બરાબર છે અને ફરીથી તમે જોઈ શકો છો કે આ મճૂય તમને જમેાંથી મմયું છે
સરવાળોની મયાӪદા એ મճૂય જટેલી જ છે જ ેતમે એլટી ડેિરવેિટյસનો ઉપયોગ કરીને મેળյયું છે
હવે પછીના વગӪમા ંઅમે ચોԜસ પૂણાӭકોના ગુણધમӷ િવશે વધુ શીખીશું
અને વધુ જિટલ સમչયાઓ હલ કરીશું તમારો આભાર 
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