
আজ আমরা সুিনিদκѭ  অখЦ সїেс িশখেত চেলিছ
যতদরূ পয κо সুিনিদκѭ অখেЦর ইিতহাস িহসােব িবেবচনা করা হয়
দুই গিণতিবেদর অবদান অসাধারণ িছল একজন হেলন িরমҝান একজন জাম κান গিণতিবদ আেরকজন হেলন έলেবগ একজন
ফরািস গিণতিবদ আিম
আমার সকল ছাϏেদর অনুেরাধ করিছ তােদর উভয় সѕেকκ আরও িশখেত এবং  অনϕুািণত হন আসুন আমরা έদিখ έয
িনিদκѭ পূণ κসংখҝার ϕেয়াগვিল কী
 তাই িনিদκѭ অখЦვিলর έবশ কেয়কΜট ϕেয়াগ
রেয়েছ έযমন আপিন বাকঁা পৃেѮর ъҝানার অНেলর έϠϏফেলর
বοেরখার ίদঘ κҝ গণনা করার জনҝ িনিদκѭ অখЦვিল  বҝবহার করেত পােরন উদাহরণѾ჉প একΜট έগালেকর আয়তেনর 
পৃেѮর έϠϏফেলর
জনҝ  έগালেকর ভর ইতҝািদর উদাহরণ ভিলউম যােত আপিন έদখেত পােরন έয
িনিদκѭ পূণ κসংখҝাვিলর ϕচΦ র ϕেয়াগ রেয়েছ
 তাই আিম িনিদκѭ পূণ κসংখҝা বলেত আমরা কী έবাঝায় তা έবাঝার জনҝ একΜট উদাহরণ িহসােব έϠϏফল িনেয়িছ
যােত আপিন আেগর Љাস έথেক জানেত পােরন έয আপিন
সরল έϠϏফল গণনা করেত পােরন  আকার έযমন ΝϏভΦ জ আয়তেϠϏ বЫৃ ইতҝািদ এবং যিদ আপনার একΜট জΜটল আকৃিত
থােক έযমন আপিন
এই আকৃিতর έϠϏফল মূলҝায়ন করার জনҝ আপিন এই এলাকাΜটেক সীিমত সংখҝক সরল আকাের িবভЅ করেত পােরন 
এবং তারপের আপিন
এই সমѷ সাধারণ আকােরর পৃথক পৃথক έϠϏვিল গণনা করেত পােরন এবং ϕকৃত έϠϏফল έপেত এΜটেক έযাগ করেত 
পােরন এΜট ϕেয়াজনীয় έϠϏ িকᅀ ভাঙার এই ধারণাΜট
জΜটল এলাকাΜট সহজ আকাের সব κদা ϕেযাজҝ নয়,
উদাহরণѾ჉প  έবশ িকছΦ  বাѷব জীবেনর সমসҝা রেয়েছ এবং রেয়েছ έবশ িকছΦ  গািণিতক সমসҝা যার মেধҝ আপনার
কােছ এমন আকার থাকেব যা আমরা সসীম সংখҝক আকাের ভাগ করেত পাির না যার έϠϏফল আপিন জােনন
তাই আমরা িনΝѥত έদখেত পাব  উদাহরণ έযখােন আপিন έϠϏফলেক সসীম সংখҝক আকাের ভাগ করেত পারেবন না যার
έϠϏফল সহেজ গণনা করা যায়
 তাই έϠϏফল একΜট έরখা এবং একΜট বοেরখার মেধҝ আবд করা যাক আসুন সমান 1 এবং সমান বগ κেϠেϏর y y x 
ъট করা যাক যােত এΜট
আপনার অϠ  অϠ হলy x 
 তাই সমান 1 হল অেϠর সমাоরাল একΜট έরখা এবংy x 

সমান বগ κেϠϏ হল একΜট পҝারােবালা যার শীষ κѸান হল 0 0 এবং অϠ হল অϠ তাইy x y 
যিদ আপিন এΜট ъট কেরন তাহেল আপিন এΜট পােবন
 তাই আপনার ϕেয়াজন  έϠϏফল িক আিম সকল ছাϏেদর অনুেরাধ করিছ έয
তারা এΜটেক সীিমত সংখҝক আকৃিতেত ভাДেত পাের িকনা যার έϠϏফল আপনার জানা আেছ
έচѭা ক჈ন আসুন আরও িকছΦ  উদাহরণ έদখা যাক উদাহরণ দΜুট বοেরখার মেধҝ আবд দুΜট έϠϏফল সমান y x 
বগ κেϠϏ এবং বগ κেϠϏ এর সমান  আমরা তােদর ъট কির এΜট আপনার অϠ এΜট আপনার অϠy x let y x 
 তাই সমান বগ κেϠϏ একΜট পҝারােবালা যারy x 
শীষ κ 0 0 এবং অϠ হল অϠx 
 তাই আপনার কােছ এই পҝারােবালা এবং সমান বগ κy y 
সমান এর আবার একΜট পҝারােবালা যার  শীষ κিবр ুহল 0 0 এবং অϠ হল অϠx x 
 তাই আপনার কােছ এই পҝারােবালা রেয়েছ এবং
এΜট হল έসই έϠϏΜট যা তােদর মেধҝ আবд করা ϕেয়াজন আসুন আমরা আরও িকছΦ
উদাহরণ έদিখ যা অনুϕািণত কের উদাহরণვিল έকন আমােদর িনিদκѭ অখেЦর ϕেয়াজন
 তাই িতনΜট বοেরখার মেধҝ έϠϏফল সীমাবд
 তাই একΜট বοেরখা মূেলর সমান দুইy  

অনҝΜট এর সমান দΜুট মূেলর িনেচ িবেয়াগ বগ κেϠϏ এবং আেরকΜট একΜট লাইন x y x x x
দুই এর সমান  আসুন আমরা έসვিলেক ъট কির যােত এর সমান মূেলর িনেচ দুই িবেয়াগ বগ κ হল একΜট বЫৃ যা y x x 
আপিন
এই সমীকরণΜট িলখেত পােরন  িনєিলিখত ফম κ যােত আপিন έদখেত পােরন  έয এΜট একΜট বЫৃe 
যার έক϶ এক কমা শূনҝ এবং বҝাসাধ κ এক
 তাই আপিন পােবন বЫৃ বҝাসাধ κ এক কমা শূনҝ έক϶ এক কমা
শূনҝ বҝাসাধ κ এক আসুন আমরা ъট কির সমান ჈ট টΦ  সমান ჈ট 2 হল পҝারােবালা যার শীষ κѸান হলy xy x 
0 0  এবং অϠ হল অϠx 
 তাই আপিন এই পҝারােবালা পােИন এবং সমান 2 হল একΜট লাইন έযেহতΦx 
এই িবрΜুটর ѸানাВ হল 2 কমা 0।
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 তাই έরখাΜট
এই িবрেুত বেৃЫর Ѻশ κক হেব
 তাই এΜট ϕেয়াজনীয় έϠϏ   িবрΜুটর  এখােন উেѣখҝ έয এই পҝারােবালাΜট
বЫৃেক έছদ করেত যােИ না শূনҝ কমা শূনҝ বҝতীত অনҝ έকাথাও
যা আপিন যিদ সমাধান কেরন তাহেল সমান দুΜট এর মূল এবং সমান দুΜট মূেলর িনেচ দুই িবেয়াগ বগ κেϠϏy x y x x 
সমাধান করেল আপিন উভেয়র সমাধান করেবন  έদখুন έযΜট ზধুমাϏ শূনҝ কমা শূেনҝ έছদ কের
 তাই আবার আিম
আমার সমѷ ছাϏেদর অনুেরাধ করিছ তারা এই অНলΜটেক সীমাবд সংখҝক আকাের ভাগ করেত পাের িকনা
এবং এই অНেলর έϠϏফল έপেত এΜট έযাগ করেত পােরন এΜট সবেচেয় জΜটল উদাহরণ এবং
আমােক বলেত িদন  তΦ িম έকন আিম এვেলা িদΝИ  উদাহরণ হল έয έশষ পয κо আমরা এই সমѷ সমসҝার সমাধান করব 
এবং έদখব 
িকভােব এই সমসҝাვিলেক সুিনিদκѭ অখЦვিল еারা যЭ έনওয়া যায়
তাই চূড়াо উদাহরণ হল চারΜট বοেরখার মেধҝ সীমাবд έϠϏ এবং আিম চারΜট
পҝারােবালা বগ κেϠেϏর সমান চারΜট বগ κেϠϏ িনেয়িছ  έষাল সমান চারy x y xy 

বগ κ এবং সমান έষাল বগ κx y x 
 তাই যিদ আপিন তােদর ъট কেরন তাহেল বলুন এΜট
আপনার অϠ এΜট আপনার অϠy x 
 তাই বগ κ সমান চার এবং বগ κy x y 
সমান 16 তােদর শীষ κѸান রেয়েছ  0 0 এবং শীষ κিবр ু0 0 এবং অϠ অϠ িহসােবx x 
 তাই আপিন এই দΜুট পҝারােবালা এবং সমান চার বগ κ এবং সমানy x y 
έষাল বগ κেϠϏ তারা আবার পҝারােবালাস িকᅀ যােদর শীষ κিবр ুশূনҝ শূনҝx 
এবং অϠ হল অϠy 
 তাই আপিন এইვিল পােবন  দΜুট পҝারােবালা এবং
 তাই এΜট আপনার বগ κ সমান চার দুঃিখত সমান চারy x y 

বেগ κর সমান এবং এΜট সমান έষাল বগ κেϠϏx y x 
 তাই এΜট আবার একΜট অНল আিম আপনােদর সবাইেক έদখেত অনুেরাধ করিছ আপিন
এΜটেক সসীম সংখҝায় ভাঙেত পােরন িকনা  এর আকৃিত যার এলাকা আপনার পিরিচত  এবং পিরেশেষ আপিন িক এই 
এলাকাΜট
পূব κবতλ Љাস έথেক পিরিচত পдিতর মাধҝেম গণনা করেত পােরন এবং এই সমѷ উদাহরণ যা আিম
আেলাচনা কেরিছ  আমরা έশেষর িদেক έদখব এবং আমরা িনিদκѭ পূণ κাД বҝবহার কের সমাধান করব এবং
ϕেয়াজনীয় έϠϏ গণনা করব
 তাই আসুন একΜট সংϡািয়ত কির  έক এই ফেম κ সংϡািয়ত করা definite integral a definite integral 
হেয়েছ έযখােন έক বলা হয় িনє সীমা এবং έক বলা হয় ঊй κ সীমা এবং এΜট ফাংশেনর έϠϏফলেক ϕিতিনিধЯ কের a b 
আসুন আমরা
ধের িনই έয ধনাЮকfx 
 তাই যিদ আপিন এΜট ъট কেরন তেব এΜট অϠ এΜট হল অϠ  আপনার ফাংশনy x 
িক এΜট এর সমান একΜট এΜট এর এর সমানx x b 
 তাই এই িনিদκѭ অখЦΜট এই έϠϏΜটেক উপѸাপন কের এখন ϕѨ হল এই মানΜট কীভােব গণনা করা যায় একΜট গণনা 
করার দΜুট পдিত রেয়েছ
একΜট হল সসীম έযাগফেলর সীমা еারা এবং অনҝΜট বҝবহার কের  িবেরাধী
έডিরেভΜটভস আমরা ϕথেম έদখব িকভােব এই সসীম সমΜѭর সীমা সমেয়র সােথ িববিত κত হেয়েছ চলুন
έদখা যাক িকভােব সসীম έযাগফেলর এই সীমাΜট িববিত κত হেয়েছ
 তাই এর জনҝ আিম আবার একΜট উদাহরণ িবেবচনা করব এবং
আিম আপনােক έϠϏ সীমা খুেঁজ έবর করেত বলব  এর মেধҝ সমান 0 সমান 1 έযাগ y y x
বগ κ সমান 0 এর সমান এবং সমান 1।x x 

 তাই আসুন ϕথেম এই অНলΜট ъট কির যােত এΜট আপনার
অϠ এΜট আপনার অϠy x 

 তাই ъাস বগ κেϠেϏর সমান  একΜট পҝারােবালা যার শীষ κিবр ু0 কমাy 1 x 
1 এবং যার অϠ হল অϠy 
 তাই আপিন এই আকৃিতΜট পােИন এΜট 0 কমা 1 এবং এΜট সমানx 
এর 0 বলুন এΜট সমান 1 এΜট শূনҝ এর সমান এΜট এর সমান  ъাস x y y x
বগ κ

Pru
tor
@
IIT
K



 তাই আমরা এই ছায়াযЅু এলাকাΜট খুজঁিছ
 তাই এΜট সুিনিদκѭ অিবেИদҝভােব
έϠϏফেলর মান শূনҝ έথেক এক এক ъাস বগ κ হেবx dx 
 তাই আসুন আমরা έসই έকৗশলΜট বҝবহার কির যা আমরা
আেগ করিছলাম এবং আমরা এলাকাΜট ভাগ করিছলাম সসীমভােব অেনক আকৃিতেত
 তাই আমরা এই έϠϏΜটেক দΜুট উপেϠেϏ িবভЅ
কির এই বҝবধােনর মধҝিবрΜুট িনেয় বেল έয এΜট অেধ κেকর সমান এবং তারপর আমরা এইভােব আয়তেϠϏ আিঁক এবং x 
আমরা এই দΜুট আয়তেϠেϏর έϠϏফল গণনা কির এর এই έϠϏΜটেক বেল  এই আয়তেϠেϏর έϠϏফল এক এবং এΜট r 

দুইr 
 তাই আমরা বলেবা
দΜুটর έϠϏফল দুΜট উভয় আয়তেϠϏ দুই হল এক ъাস দুই এক হল έϠϏফল ϕথম আয়তেϠϏo  f l r r r 
έছাট এক এবং দুই হল έϠϏফল বড় একΜট এখন যিদ আমরা এΜট গণনা কির তাহেল আমরা পাইr 
অেধ κক এই আয়তেϠϏΜটর ϕѸ এবং উЗতা ফাংশন еারা িনয়িϴত হয়

এ মান শূেনҝর সমানx-
 তাই আমরা এক έযাগ শূনҝ পাই তারপর অেধ κক ফাংশেনর মান
অেধ κ
 তাই আমরা পাই এক έযাগ এক еারা চার এΜট এক έযাগ এক έযাগ এক έযাগ এক еারা চার যা আমরা িলখেত পাির
এক έযাগ এক еারা আট যা  নয় বাই আট যার মান দুঃিখত এক
পেয়л এক দুই পােঁচর সমান এখন যিদ আপিন έদেখন হল ϕকৃত έϠϏফল ϕেয়াজন এবং দুইa l 
হল এই দুΜট আয়তেϠেϏর έϠϏফেলর সমΜѭ
 তাই এই έϠϏফলΜট গণনা করার সময়
আমরা এই έϠϏΜটেক বাদ িদেয়িছ
 তাই এই ϕেয়াজনীয় έϠϏফেলর έচেয় কমl  2 

ϕেয়াজনীয় έϠϏফেলর έচেয় কম এখন আসুন আমরাl 2 
অনҝ পдিতেত ϕকৃত έϠϏফল আনুমািনক করার έচѭা কির   যােত আমােদর আবার িচϏΜট আকঁেত হেব এΜট হল এΜট x y
এবং এΜট
হল পҝারােবালা ওয়ান ъাস  বগ κ বলেত এই হল সমান এক এই হল  এরx x x 
সমান  শূেনҝর এΜট সমান শূনҝ অϠ এখন আমরা আবার উপ-y x 
έϠϏ এই έϠϏফলΜটেক দΜুট উপেϠেϏ ভাগ কিরএΜট অেধ κক এΜট একΜট এΜট এখন শূনҝ এর
পিরবেতκ έযვিল আয়তেϠϏვিল িনেয়েছ আমরা এΜটেক একΜট আয়তেϠϏ িহসােব িনই  এবং এΜট
একΜট আয়তেϠϏ িহসােব এবং বলুন έয এই έϠϏΜট হল একΜট বার এবং এΜট দΜুট বারr r 
 তাই আমরা যিদ

একΜট বার এবং দুΜট বার έযাগ কির তাহেল আমরা বলব দুই এবং এই মানΜট অেধ κক ফাংশনr r u 
মান অেধ κক হেব কারণ এর উЗতা  এই έছাট আয়তেϠϏΜট অেধ κেকর একΜট ফাংশন মান еারা িনয়িϴত হয়
তাই আপিন এক έযাগ এক বাই চার έযাগ অেধ κক ফাংশেনর মান পােবন
যা এক έযাগ এক
 তাই গণনা করেল আমরা পাই যা έতেরা বাই আট এবং এΜট
এক পেয়л ছেয়র সমান  দুই পাচঁ এখন এই έযাগফল έয আমরা গণনা কেরিছ έয
আমরা έয আমরা গণনা কেরিছ তােক উЗ έযাগফল িহসােব উেѣখ করা হয় এবং έশষu2 
গণনােত আমরা গণনা কেরিছ আমরা গণনা কেরিছ যােক িনє সমΜѭ িহসােব উেѣখ করা হয় এখন এখােন আমরা l2 l2 
έদখেত
পাΝИ έয হল έথেক সব κদা বড় সবসময় ϕকৃত έথেক বড়  এলাকা কারণ এই অেনক এলাকা অিতিরЅ গণনা করা u2 u2 
হেয়েছ ϕেয়াজনীয়
এলাকা  এΜট
 তাই এত έϠϏফল έযাগ করা হেয়েছ
 তাই হল ϕকৃত έϠϏফেলর έচেয় বড় এবং ϕকৃত έϠϏফেলর έচেয় কম এর মান িছল 1.u2 u2 l2 l2 
125 এখন চলুন έদখা যাক িকভােব করা যায়  ϕকৃত έϠϏফল έবর ক჈ন তাই
আমরা আমােদর গণনা έথেক িক έদখেত পাই έয যিদ আমরা একবার দুইΜট গণনা কির তাহেল আমরা এই আয়তেϠϏΜট l 
িনেয়িছ
এবং একবার আপিন গণনা কেরেছন দΜুট এইah l 
আয়তেϠϏ এবং এই আয়তেϠϏΜট িনেয়েছন তাহেল কীভােব িনভΦ κলতা বাড়ােনা যায়
তাই িক  আমরা কির যিদ আমরা এই এলাকাΜটেক আরও উপ-έϠেϏ িবভЅ কির বিল
এΜট একΜট еারা চারΜট এΜট অেধ κক এΜট িতনΜট বাই চার এΜট একΜট
এΜট শূনҝ
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 তাই এখন আপিন έদখেত পােИন έয এই আয়তেϠϏΜটর এই আয়তেϠϏΜট 
ъাস এর έϠϏফল পােব  এই আয়তেϠϏΜট এই
আয়তেϠϏ এবং এই আয়তেϠϏΜটর έϠϏফল
 তাই আরও িকছΦ  έϠϏফল অоভΦ κЅ করা হেব
 তাই মান
হেব এই দΜুট অংশ এখন আমােদর আনুমািনক এলাকায় অоভΦ κЅ করা হেয়েছ আমরা বিল এΜট হল এΜটl4 
আেরকΜট িনє সমΜѭ যােক আমরা চার এবং চার িহসােব উেѣখ কির  হল এই চারΜট আয়তেϠেϏর έϠϏফেলর l l s  
সমΜѭ
এই আয়তেϠϏΜটর উЗতার এক еারা চােরর সমান হেব যা ফাংশন মান শূনҝ еারা িনয়িϴত হয়
কারণ ফাংশন বাড়েছ
 তাই আমরা শূেনҝ শূনҝ এক বা চাের ফাংশন
মান শূনҝ পাΝИ
 তাই এΜট এক έযাগ শূনҝ  তারপর এক еারা চাের এক ъাস
ফাংশন মান এক еারা চাের
 তাই আমরা পাব একΜট বাই έষাল έযাগ এক বাই চার ফাংশন
মান অেধ κক
 তাই এক έযাগ এক বাই চার έযাগ এক বাই চার ফাংশন মান িতন বাই
চার
 তাই এক έযাগ নয় еারা έষাল 
 তাই চার সমান এক еারা চার চার έযাগ এক έযাগl 
চার έযাগ নয় 16 যা সমান 1 έযাগ 14 বাই 4 16 যা 32 বাই 32 έযাগ 7 32 যা 39 বাই 32 যার মান এক পেয়л  দুই এক আট 
এখন মেন ক჈ন έয
আপনার দুই িছল এক িবр ুএক দুই পাচঁl 
 তাই আপিন িক έদখেত পােИন έয l 2

έথেক কম এবং έথেক έছাট কারণ আমরা িনিদκѭ এলাকা έছেড়িছ যখন আমরাl 4 l 4 a 
ϕকৃত έϠϏফল আনুমািনক কেরিছ  আয়তেϠϏ এখন আনুমািনক এলাকা গণনা করা যাক  আইন এΜটেক িবরিতর বল ag 
িহসােব ভাগ কের এবং এই আয়তেϠϏვিল ςহণ কের আেগ আমােদর কােছ এই দΜুট আয়তেϠϏ িছল
তাই আমােদর কােছ এত έবিশ έϠϏ িছল
 তাই এখন এই έϠϏΜট উেপিϠত হেব
 তাই u4

মােন চারΜট বҝবধান έথেক কম হেব িকᅀ  এটা আসেলu4 u4 u2 
ϕকৃত έϠϏফেলর έচেয় বড়
 তাই এর মান এইবার ϕথম আয়তেϠেϏর উЗতাu4 
ফাংশন মান еারা িনয়িϴত হেব এক বাই চার
 তাই এক বাই চার এক έযাগ এক έষাল
έযাগ এক বাই চার ъাস এক еারা চারΜট έযাগ এক еারা চারΜট এক έযাগ নয় еারা
έষালΜট অেধ κক এΜট িতন বাই চার এΜট এক έযাগ এক еারা চারΜট এক έযাগ এক
 তাই এই
সময় উЗতা এই পেয়েл ফাংশন মান еারা িনয়িϴত হয় িবр ুএবং
এই িবрু
 তাই আমােদর কােছ এই চার আেছ এবং চােরর মান হল এক еারা চার আবারu u 
চার έযাগ এক έযাগ চার έযাগ নয় έযাগ έষাল еারা έষাল
 তাই আমরা 1 έযাগ 30 еারা 4 এর মেধҝ 16 পাই যা 47 еারা 32 এর সমান 1.
46875 এর সমান
 তাই ϕতҝাহার ক჈ন  এর মান িছল 1.u2-
625
 তাই έশষ পয κо এই গণনা έথেক
আমরা যা পাΝИ তা হল িনє রািশვিল এই সѕকκেক সᅀѭ কের এবং উপেরর
έযাগვিল এই সѕকκেক সᅀѭ কের
 তাই যিদ আমােদর সাব ইлারভাল থােক তাহেল কী হেবn 
তাই ϕিতবার আমরা যতবার পেয়েлর সংখҝা বাড়াই  বҝবধােনর মেধҝ
একΜট মান পাওয়া যােব যা উপেরর িদক έথেক এবং নীেচর
িদক έথেক ϕকৃত έϠেϏর কাছাকািছ  έযΜট িনє έযাগফল এবং উপেরর έযাগফল έথেক,
 তাই আমরা যিদ সাব ইлারভােলর সংখҝা বাড়াই তাহেল উপেরর έযাগফল কেম যায় এবং কম έযাগফল বােড় িকᅀ যিদ 
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আমরা সসীম িনই  সাব সাব
িডিভশেনর সাব ইлারভােলর সংখҝা কখনই ϕকৃত মান έপেত সϠম হেব না
 তাই আমরা যিদ
এই এবং এর সীমা িনই তাহেল আমরা িক করব আমরা έদখেত পাব έয এই দΜুট মানই একΜট একক মােন িমিলত lns uns-
হেব
এবং এΜটই হেব আপনার আসল 0 έথেক 1 1 ъাস বগ κেϠϏ  এর মান   0 έথেক 1 1 ъাস বগ κx dx x 

এর একΜট উদাহরণ έদখা যাক িকভােব আমরা এই έকৗশলΜট বҝবহার কের ϕকৃত έϠϏ খুেঁজ έবর করেত পাির উদাহরণ dx 
হল
একΜট ফাংশন έনওয়া যাক একΜট অিবΝИт ফাংশন হেত িদন έЉাজড ইлারভােল এর সােথfx ab 
সােথ অনুমান ক჈ন έয ধনাЮক এই অনুমােনর িপছেন কারণΜটfx 
বҝাখҝা করা সহজ έয একΜট এলাকা ზধুমাϏ অেϠর একপােশ থাকেবx 
এবং অনুমান ক჈ন έয বাড়েছfx 
 তাই ϕথেম আমরা ফাংশন বাড়ােনার জনҝ এΜট করব
িকᅀ এই তϬΜট έযেকান οমাগত ফাংশেন ϕসািরত হেত পাের যা বাড়েছ না
 তাই আসুন

এর έϠϏফল έবর করার έচѭা কির যা এর সমান এবং এর সমানfx x x 
এবং এর মেধҝ থােক এবং এΜট অেϠর উপেরb x 
 তাই আসুন ছিব আকুঁন
έযেহতΦ  আমরা  ধের িনলাম έয ধনাЮক এবংfx 
বҝবধান এ οমবধ κমান আমরা ςাফΜটেক এভােব ধের িনেত পাির এΜট আপনার এΜট ab- fx x
অϠ এΜট অϠ এখন έক সমান ίদেঘ κҝর সাব-বҝবধােন ভাগ ক჈নy ab n 
 তাই এখন
সংখҝা বলুন িবр ুবলুন এΜট হল  এΜট x naught xn
 তাই হল হল x naught axn b
 তাই আমরা এই
বҝবধানΜটেক সমান ίদেঘ κҝর সাব-বҝবধােন ভাগ কেরিছn 
 তাই িক হেব έয এΜট
আপনােক ϕিতΜট সাব ইлারভােলর ίদঘ κҝ έদেব এবং বেল έয পেয়лვিল হল সমতা  বҝবধান যােত এই সূϏ h   lly xk 
еারা έযেকান িবр ুগণনা করা έযেত পাের έযখােন έথেক পয κо যায়k 1 n 
 তাই আমােদর পিরিѸিত আেছ আমরা যা কেরিছ আমরা অেϠর সমান বҝবধােনর িবр ুিবр ুিনেয় এই έϠϏΜটেক x 
উপ-έϠেϏ ভাগ কেরিছ 
এখন আসুন সংϡািয়ত কির  কম έযাগফলln 
 তাই এΜট িকছΦ ই নয় এΜট এক এΜটx x 

দুই এΜট এΜট িবেয়াগ একx xn xn 
 তাই সংϡািয়ত করেত আমরা এই আয়তেϠϏვিলর έϠϏফল খুেঁজ পাই έযვিল বοেরখার নীেচ থােকl ln 
 তাই এই ϕѸΜট এই উЗতায় তাইln 
পেয়лვিল সমানভােব বҝবধােন রেয়েছ
 তাই ϕিতΜট আয়তেϠেϏর ϕিতΜট সাব ইлারভােলর ϕেѸর
উЗতা h
 তাই হল নট এবং এক έশেষর জনҝln h fx h fx 
উЗতা আয়তেϠেϏর উЗতা িনয়িϴত হেব  ফাংশন еারা িনয়িϴত হেব িবেয়াগ এক-এ মানxn 
 তাই এ h- fx

িবেয়াগ এক যােত আমরা িলখেত পাির এ έযাগফল শূনҝ έথেক িবেয়াগ এক হয় একইভােব আমরা n ln hk- fxk n un 
এর জনҝ সংϡািয়ত করেত পাির

আমরা আয়তেϠϏვিল এভােব ίতির কির έযেহতΦ  ফাংশনΜট বΝৃд পােИ আনun 
হেব  ঊй κ রািশ িহসােব সংϡািয়ত করা হেব এ ফাংশন মান έযেহতΦh in x one-
ফাংশনΜট বাড়েছ
 তাই এই আয়তেϠেϏর উЗতা এক ফাংশেনর মান еারা িনয়িϴত হেবx 
তাই এ এক έযােগ টΦ  έশেষর জনҝ আমরা পাব এ যােত আমরা িলখেত পাির  এΜট έযমনh fx h fx h fxn 

এর έযাগফল 1 έথেক έথেক এ যায়k- nfxk h 
 তাই আমরা যা έদেখিছ έয হল সমΜѭln 

έথেক িবেয়াগ 1 έথেক এ যায় এবং হল সমΜѭ k 0 n fxk h un k
এক έথেক এ έত যায় আমরা আেগর আেলাচনা έথেকnfxk- h 
আমরা έদেখিছ έয উপাদানვিল সবসময়ই ϕকৃত έϠϏফেলর έচেয় কম এবং আপিন

Pru
tor
@
IIT
K



সব κদা ϕকৃত έϠϏফেলর έচেয় বড় এবং তােদর সীমাবд মানვিল আপনােক ϕকৃত έϠϏফল έদয় তাই
আপিন যিদ এর সীমা έনন অথ κাৎ আপিন এর সীমা শূেনҝর সমান έনন  িবেয়াগln k n 
এক έত এΜট আপনােক ফাংশেনর έϠϏফল έদয় যাfxk h 

এর মেধҝ থােক  এর সমান এর সমান এর ফেল আপিন έদখেত পােরন িকভােব এই ইিлςালΜটx x ax b 
এই সূϏ έথেক έযাগফেলর সােথ সѕিকκত আপিন কম έযাগফল বҝবহার কের পূণ κাДΜটেক মূলҝায়ন করেত পােরন  উপেরর
έযাগফল অখেЦর লুই পিরবিত κত হেব নাva  
 তাই আপিন যিদ বοেরখার ϕদЫ বοেরখার έϠϏফল গণনা করেতও বҝবহার করেত পােরন তেবuns 

অেϠর উপের এবং এর মেধҝ থাকা এখন আসুন িকছΦ  উদাহরণ সমাধান ক჈নx a b 
এবং έদখুন িকভােব এই তϬΜট কাজ কের
 তাই খুেঁজ έবর ক჈ন এর মেধҝ έϠϏফল শূেনҝর সমান সমান এক ъাস y y x
বগ κ সমান শূেনҝর সমান এবং এেকর সমান এΜট έসই একই বοেরখা যা আপিন ইিতমেধҝইx x 
আেঁকেছন
 তাই আিম এΜট আবার বҝাখҝা করেত যাΝИ না
 তাই আমরা এখন এই έϠϏΜটেক বҝবধােন ভাগ কেরিছ  সাবn 
ইлারভাল একই আকােরর
 তাই এΜট আপনার 0
 তাই নট হল 0 হল 1 এই হল িবেয়াগx xn x x 1 xn 
1 এবং এভােবই έযেহতΦ  আপিন 0 1 έক সমতΦ েলҝর সাব বҝবধােন ভাগ করেছনn 
তাই 1 িবেয়াগ  0 еারা আপনােক িদেИ  এক еারা দুই হল দুই еারা এবং n h  nx n x

িবেয়াগ এক হল িবেয়াগ এক еারা এবং হল এর জনҝ িলিখn n n xn ln 
 তাই হেব যা έলং।ln h 
  ϕিতΜট সাব-
বҝবধােনর তম
 তাই এ হল এই সমѷ আয়তেϠϏვিলর সমΜѭ যা বοেরখা এর নীেচ থােক নটln ln h fx 
যােত  এক έযাগ শূনҝ έযাগ এর মেধҝ একΜট ъাস ফাংশন মান একh x 
 তাই এক
έযাগ এক বগ κ еারা বগ κ ъাস έশষ এই এক έক 1 এ আয়তেϠϏ ক჈নn h 
এবং িবেয়াগ 1 এ ফাংশেনর মােনর উЗতা িদন কারণ ফাংশনΜট বাড়েছxn   
এবং আয়তেϠϏΜট বοেরখার নীেচ পেড় আেছ
 তাই আমরা এΜট έপেয়িছ
 তাই আমােক আবার έত িলখেত িদনln h h 
তাই আমরা সব κϏ সাধারণ  1 έযাগ পাব এΜট হল বার এবং তারপর আমরা পাব 1 বগ κ ъাস 2 বগ κn 
ъাস িবেয়াগ এক বগ κ বাই বগ κ έযেহতΦ  আমরা ϕমাণ কেরিছ έয এক еারা n n h n
 তাই আিম έক এক еারা еারাh n 
ϕিতѸাপন করেত পাির আমরা এখােন έযাগফল িহসােব পাই  ъাস সমΜѭর মান আপনার কােছn 
সুপিরিচত আপিন এক বগ κ έযাগ
দুই বগ κ ъাস িবেয়াগ এক বগ κেϠেϏর এই έযাগফলΜট িলখেত পােরনn 
 তাই এΜট 1 έযাগ
1 বাই 6 1 িবেয়াগ 1 এন এন 2 িবেয়াগ  1 еারা হল এখন এই এর সীমা িননn ln ln 
έযেহতΦ  অসীেমর িদেক থােক আমরা 1 έযাগ 1 পাই  6 έথেক 2 এΜট 1 έযাগ 1n 
বাই 3 এর সমান যা চার বাই িতন
 তাই এΜট শূনҝ έথেক এক পয κо এক έযাগ বেগ κর একΜট অিবেИদҝx 
 তাই আপিন έদখেত পােরন έয
রািশর সীমার এই ϕΝοয়াΜট কীভােব έϠϏফল গণনা করেত বҝবহার করা έযেত পাের একΜট ϕদЫ বοেরখার অধীেন উহ এর
িনেচর έϠϏফল
যা বেল অেϠর উপের এর সমান এবং এর সমান এর মেধҝ রেয়েছ আসুন আমরা আরও একΜট উদাহরণ έদিখx n x b   
যােত
আপিন আরও আরামদায়ক হেত পােরন
 তাই সমান দুই এর মেধҝ έϠϏফল িবেয়াগ সমানy e xy 
শূেনҝর কােছ শূেনҝর সমান এবং এেকর সমানx x 
 তাই এΜট আপনার অϠ এΜট আপনার অϠy x 
এবং পাওয়ার িবেয়াগ এভােব আকঁা έযেত পােরe x 
 তাই এΜট সমান 0x 
এΜট সমান 1 এΜট এর সমান  পাওয়ার িবেয়াগ এΜট এর 0 এর সমান।x y e x y 
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 তাই আবার পূব κবতλ
έϠেϏর মেতা আপনােক বҝবধানেক ভাগ করেত হেব সমান 0 িকᅀ এবং সমানx x 
1  বҝবধান 0 1 এর সাব ইлারভােল আবার 1 িবেয়াগ 0 হেব  এবংn 
এΜট ϕিতΜট সাব ইлারভােলর ίদঘ κҝ হেব এবং হেব এখােনx 1 xk x naught plus kh 

শূনҝx nought 
 তাই শূনҝ  ъাস έক еারা এক কেরxk k n 
 তাই একΜট হল এক еারা দুই হল 2 еারা x nx n
এবং এখােন উেѣখҝ έয আপিন িলখেল আপিন ვণ ফাংশন মান পােবনln h 
িকᅀ এখােন έযেহতΦ  ফাংশনΜট কমেছ   এবার ফাংশেনর মান

শূেনҝর সমান ফাংশন মান еারা িনয়িϴত হেব না িকᅀ এক এ ফাংশন মান তাইx x 
এই আয়তেϠেϏর উЗতা এ ফাংশন মান еারা িনয়িϴত হেবx one 
কারণ ফাংশন কেম যােИ একইভােব έশেষর জনҝ এΜট কায κকরী
ফাংশন মান হেব  একΜটর সমানx 
 তাই হল এক ъাস এর জনҝ িеতীয় একΜটln h fx 
ফাংশেনর মান হল দুই এ আয়তেϠেϏর উЗতার জনҝx 
কম έযাগফল দুই ъাস এর জনҝ এখােন আপনার ফাংশন িবেয়াগ x h fxn fx 0 x
 তাই আপিন
পােবন  িহসােব এ έথেক পাওয়ার িবেয়াগ এক еারা ln h e n
 তাই সাধারণh 
 তাই আমরা এΜটেক
দুই বাই έযাগ এর বাইের িলখেত পাির পাওয়ার মাইনাস ওয়ােনn e 
 তাই আমরা έপেয়িছ িহসােব ვিণত έথেক পাওয়ার িবেয়াগ এক еারা έযাগ έথেকln h e n e 
মাইনাস টΦ  বাই এন ъাস ই έথেক পাওয়ার মাইনাস ওয়ােন আপিন ওয়ান έমার িলখেত পােরন  ই টাম κ এর
আেগ আপিন িবেয়াগ পােবন িদেয় একΜটn n 
 তাই এΜট একΜট জҝািমিতক অςগিত এবং
আপিন সহজ সূϏ িদেয় এর έযাগফল িলখেত পােরন যা আপিন এΜট έপেয়েছন যা আমােক 1 еারা еারা еারা n h 
ϕিতѸাপন
করেত এবং еারা ঘাতেক ვন করেত έদয়  e h
 তাই আপিন ვন ক჈ন এবং ভাগ ক჈ন যােত আপিন পাওয়ার িবেয়াগ 1 পােবনe h 
এবং এΜট আপনােক έদেব িবেয়াগ 1 পাওয়ার আপিন জােনন έয যখন e n
অনо এর িদেক থােক তখন 0 এর έথেক অসীমতার িদেক থােকs 0 h n 
সѕকκ আপিন έদখেত পােИন έয এর িদেক থােকs 0 
 তাই এর সীমা έযমন ln- n
অসীেমর িদেক έঝাকঁ এর সীমার সমান হেব έযমন শূেনҝর িদেক থােক এবং এই সীমাΜট সমানln- h 
হেব এর সােথ এেকর সােথ পাওয়ার িবেয়াগ এক এবং পাওয়ার িবেয়ােগর সােথ  এর িপছেন একΜট কারণe 
হল এর সীমা ই এর শΝЅ িবেয়াগ 1 έযেহতΦ  হল 1h h h 0 
 তাই আপিন έদখেত পােИন έয এই পдিতর মাধҝেম
আপিন গণনা করেত পােরন 0 έথেক 1 পয κо অিবেИদҝ মান গণনা করেত পােরন  পাওয়ার িবেয়াগe 

έযΜট 1 িবেয়াগ িবেয়াগ 1 িহসােব έদখা যাক িকভােব িনিদκѭ ইিлেςলვিল সমাধান করেত অҝািл-έডিরেভΜটভ x dx u 
বҝবহার করা έযেত পাের 
এখন পয κо আমরা έদেখিছ িকভােব έযাগফেলর সীমা বҝবহার
করেত হয়  এবং িবিভт ইিлেςেলর মান খুেঁজ έবর করেত হয় চলুন έদখা যাক কীভােব অҝািл-έডিরেভΜটভস বҝবহার করা 
έযেত পাের
সুিনিদκѭ ইিлেςল খুেঁজ έবর করেত
 তাই অҝািл έডিরেভΜটভস
 তাই সমসҝা সমাধান ზ჈ করার আেগ
আমােদর িকছΦ  ধারণা িনেয় আেলাচনা করেত হেব
 তাই আসুন একΜট ফাংশন িনই
έযΜট ধনাЮক এবং অিবΝИт এবং এΜটেক আকঁেত িদন এΜট একΜট হল b
 তাই এই ফাংশনΜট এলাকা ফাংশনেক
ϕিতিনিধЯ কের  এΜট এই ছায়াযЅু এলাকােক ϕিতিনিধЯ কের এবং আিম যিদ জায়গায় রািখ তেব এΜট এলাকা ফাংশন b 
িহসােব পিরিচত  এর এΜট আপনােকx 
বοেরখার িনেচর έϠϏফল έদেব যা অেϠর উপের এর সমান এর মেধҝ থােক তাইx nx b 
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এই έϠϏফলΜট বҝবহার কের আমরা দΜুট ვ჈Яপূণ κ উপপাদҝ বিল έয একΜট
কҝালকুলােসর একΜট έমৗিলক উপপাদҝ এবং অনҝΜট έমৗিলক কҝালকুলাস দুই এর উপপাদҝ
 তাই আসুন কҝালকুলােসর
ϕথম έমৗিলক উপপাদҝ িনেয় আেলাচনা কির 
যােত এΜট বেল έয আপনার যিদ একΜট
ফাংশন থােক যিদ বс বҝবধােন অিবΝИт থােক এবং এিরয়া ফাংশনΜট έথেক একΜট িহসােব সংϡািয়ত করা হয়fx xfxdx 
তেব একΜট ডҝাশ  অনҝ উপপােদҝর সমান হয় যাx 
কҝালকুলােসর িеতীয় έমৗিলক উপপাদҝ িহসােব পিরিচত হয় ϕকৃতপেϠ সুিনিদκѭ অখЦვিল গণনা করেত বҝব჊ত হেব
এবং এΜট বেল έয একΜট অিবΝИт ফাংশন হল έЉাজ ইлারভাল এবং কҝািপটালfx ab ab 

হল έছাট এর একΜট অҝািл έডিরেভΜটভ  অথ κাৎ ডҝাশ এর সমান তারপর έথেক সমান fx fx f x fx a bfxdx fxx 
এর সমান έথেক এর সমান a x b
যােক আমরা িবেয়াগ িহসােব িলিখfb fa 
 তাই এই উপপাদҝΜট িনিদκѭ  অখেЦর মূলҝায়ন করেত বҝবহার করা έযেত পাের
তেব আমরা অҝািл-έডিরেভΜটভস জািন আমরা িকছΦ  সমসҝার সমাধান কির এবং έদিখ িকভােব এই
উপপাদҝΜট বҝবহার কের িবিভт অখЦেক মূলҝায়ন করেত হয়
 তাই আমরা ইিতমেধҝই িনিদκѭ িকছΦ  অখЦেক মূলҝায়ন কেরিছ এবং আমরা
έসვিলর সাহাযҝ έনব
 তাই আমরা έদেখিছ έয এই অখেЦর মান যা
বοেরখার িনেচর έϠϏফল এক ъাস বগ κেϠϏেক ϕিতিনিধЯ কের έযΜট সমান শূেনҝর মেধҝ থােক এবং x x x
সমান একΜটর উপের অেϠর সমান চার বাই িতন এবং যা আমরা έযাগফেলর সীমার ϕΝοয়া έথেক έপেয়িছx 
এখন অҝািл-έডিরেভΜটেভর পдিত ϕেয়াগ ক჈ন এবং έদখুন আপিন একই মান পােИন বা পােИন না তাইwhe  
এই উপপাদҝ еারা এই অখেЦর মান হেব έথেক শূনҝ έথেক যায় 1 এ έযখােন fx x x f

হল 1 ъাস বগ κেϠেϏর অҝািл έডিরেভΜটভ অথ κাৎ ডҝাশ হল 1 ъাস  বগ κx x f x x 
 তাই আমরা সহেজই জানেত পাির έয
এক ъাস বগ κেϠেϏর অҝািл έডিরেভΜটভ হেবx 
 তাই এক ъাস বগ κেϠেϏর অҝািл έডিরেভΜটভ হল x x
ъাস িকউব বাই িϑx 
 তাই ইিлেςেলর মান হল ъাস িকউব বাই 3 έথেক যায়  1-এ উপপাদҝ ϕেয়াগ কেরx x x 0 
আমরা έদখেত পাই έয আমরা 1 έযাগ 1 বাই 3 িবেয়াগ 0 পাই যা 4 বাই 3 এর সমান এবং
যা έযাগফেলর সীমা еারা আমরা έয মান έপেয়িছ তার সমান 

এর মেধҝ অবিѸত έϠϏফল সমান 0 এবং সমান বοেরখার িনেচর বοেরখার 1 এর শΝЅ িবেয়াগ x x x x
যা অেϠর উপের অবিѸত এবং আমরা έদেখিছ έয এΜট 1 মাইনাস έথেক পাওয়ার মাইনাস ওয়ান এখন যিদ আপিনx e 
িеতীয় έমৗিলক উপপাদҝ ϕেয়াগ কেরন  কҝালকুলাস এΜট
 তাই এΜট আপনার সমান হেব
সহেজই έদখেত পােরন έয এর এর িবেয়াগ মােন  িবেয়াগ ই শΝЅd dx eo x s 
িবেয়াগ হল িবেয়াগ এর িবেরাধী έডিরেভΜটভx e x 
 তাই উপপাদҝ еারা আপিন এΜটেক এভােব িলখেত পােরন এবং যা এক িবেয়াগ έথেক পাওয়ার িবেয়াগe 
এেকর সমান এবং আপিন আবার έদখেত পােরন έয এই মানΜট যা έথেক আপিন έপেয়েছন
রািশর সীমাΜট έসই মােনর সমান যা আপিন অҝািл έডিরেভΜটভ বҝবহার কের έপেয়েছন
এখন পেরর Љােস আমরা িনিদκѭ ইিлেςেলর ίবিশѭҝ সѕেকκ আরও িশখব
এবং আরও জΜটল সমসҝার সমাধান করব ধনҝবাদ আপনােক 
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