
ङ޳࢑ छࣃ ߘबలࡏ గޒంచంڒ ݟబܽद ఈ ఉపߕङ సంࡍߖ ࡹ भషद ఫంࣾߤ ల
పޔࠫࡍలߘ గށంచ࢟ܽ࢘ࡍݥ  ړߖݞ ల అߧऱښషࣃ۫ ߘ ߤफ ङޙంత ऴపࡍబܽद మڒ ࠭ కంࡓ  ࠭࠲ ڴంݡ ఫంࣾߤ ల 
షओߖ ߖޒࠫࡍల ప ߤన  ఫంࣾࣄऴ࢐ ڴफޒ
కھߘనߧࡹ   ړߖݞటࡽࡐ ࡽझ  అߧ ߖలవబࡏߝ ߖ࢐ܽ ݦऐ  ,ంܼ࠭ڕ
ओߦۮ ߘߝ బܽदڒ లڕߘంܿߕऒ ऐࡏߝ ߘయࠪలߖ ࡽటߧࡹ ߘ  x ۯంߧసࠬ ޒࠫࡍప ࠹ర߷ ޴బܽद ఇڒ ,ݟంڝ
షओߖ ࣄ छ޳ ߖ फޒ एړࡵ ࡌ ంచړߖݞ ఉపڵࡆంచబޔݡం޴, ఇకए డ అ࢑ ޴ߝసफࡍంచబݟన ࢐సफవ fx gx c 
సంఖङ छ޳ ߖ޵ ఉం݄ ࡹ ࢐సफవ సంఖङ ޴ߝఅ ࡌ పऱ࣒ ޳ࡶ   c ڴ޶బܽद ࠭ంڒ న࣒ అనంతం࠳ ޳ࡶ 
ङޙఒక ऴప ࠭࠲  ݟయܑయం࡯ޘ క సందరग ంࡹ ۫డంݟ మ࠾ࡍ ఏ޾ ఒక ࡌ࢑మంߖ ࡹరంతరం fx gx 
తघ޳ࠡ నڵంచద޴ࠡ క࠳న ࡱ߇࢑ అߖ అڕߘం޳ం కڵ࡯ ఉనऒ కएࡅ ݞږ  కएࡅ  సࠪనంi c c f c g ړ 
మࡓ ࠾ࡍంߕࣆ ݢऒ  అߖ మ࠾ࡍ అߩओ  ం.c g޳ంڕߘఅ ߖదߖڒ ࡗ܋ ࠹వదभ व߯ ݡ
 అߩओ ంచవ۪ऐڵ࠙ ޜ న࣒࠳ ߖ న࣒࠳ ߖ ޜ ߖ మనం ݡ  ఎం޶కం݄ ࡅకए ऒߕࣆ   fx gx fx fx f gx g c f 
మࡅ ࠾ࡍకए ऒߕࣆ   మߖߖ޵ ࠾ࡍ g g f

ంచవ۪ऐڵ࠙ ޜ న࣒࠳ ߖ కएࡅ న࣒࠳    కం݄ ࠳న࣒ ڒబܽद x minus f c x c gx g c x c thi  x i 
మړ ࠾ࡍ సࠪనం ڒనటऱޙ࠼ ఇవߗऒ ओߩబܽद ఇڒ ࠼ޑ࢓అ ܿࠈऱࡱۮ  మనం ఈ x c ݡ fx
छ޳ ߖ షओߖ ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ߖ ࡌ gx fx.࠭ࣃऴ࢐ ڴफޒ x c gx minus gc by x minus c 
 ఇߩओ ݡ
మనࣄ࡯ޘ ڕన ߖ࢐ܽ గమߖంచంݟ  అం݄ ࠳న࣒ ࠳ ࠑన࣒ ࡅకए  పޒࠫࡍ  ఏ޶ڒ ޵, ఇߩओ fx fc x c f ݡ
వదभ ࡅకए  ఉతओ నऒ ం ࠳న࣒ ߘం࠳ ݟన࣒  ࢇࢗ ړऱ పޒࠫࡍc x fx fc x c

व߯ړ ࠹ సࠪనం, ఎం޶కం݄ ఇ޴ అ޴ߝ ࠡదం అ࢑࠙ ࠭࠲ ߖంۧ࠭   వదभ ఈ పޒࠫࡍf c f c 
ఉࡹړߖ ఉం޴ మ࠾ࡍ వదभ ఉతओ ऒߕ కएࡅ ۯంߧసࠬ ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖ న࣒ c x c gx g࠳ 

కएࡅ ఈ ࣔరం ࠭࠲ ڼ࡮సࠪనం, అ ړ ࠹व߯ ޒࠫࡍన పݟంచబڵ࠙ ޜ న࣒࠳  పޒࠫࡍ व߯࠹ c x c g c g 
అߖ ఊࣕࣆफߕऒ ࠭  c
ఇߕࣆ ޴ऒ ఇవछ ڴ޴ߖڒ  బݟంڒ ޴బܽद ࠳న࣒ ࢗ ړళ ऱߖݞऒ छ޳ న࣒࠳ న࣒ కం݄࠳   x fx fc  x c gx gc ࡌ

छ޳ న࣒࠳  x cݟయంۯ తంࠫࡍప ࡌ
ఇ޴ व߯࠹ కం݄ व߯࠹ తపओ  మࡖకܽ ߗڒ ޶ڒ ఈ ߖషओ फ తపओޒ  మࡖకܽ ޶ڒ  f c g c fx gx
छ޳ కएࡅ బܽदڒ ޶ڒ సࠪనం ړ సంڝ ࡌ छ޳ ړ  x c ޜ ࠹व߯ ړ ࠹व߯ ޒࠫࡍऱ పࢇࢗ ࡌ x fx c gx f c g c
޴ఇ  ݟంచంߖగమ ߗڒ ޴ఉంܿం ݟంచబڵ࠙

పޒࠫࡍ व߯ࢇࢗ  ړ ࠹ऱ పړޒࠫࡍ సࠪనం ޳छ కएࡅ ࡌ కएࡅ ऱࢇࢗ ړ   పޒࠫࡍ, व߯࠹ x f x gx fx c x f x 
కएࡅ  యమం cߖ ߯ బܽद ఈڒ ,సࠪనం ړޒࠫࡍऱ పࢇࢗ ړ 
మࡍంత ߄ࣃరణ ࣆښలࡱۮ ڕऱܿࠈ అࡃङ ऒߖయࠪߖ ߯   
 loptal ߖఅ ࡽటߧࡹ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡏ߮ ߖथ܌वసफࢡ తށం۶ గ߾ఒక ऴ ޴ߝఅ ޴బܽद ఇڒ ࡏఅంܼ ࡽࡐ ࡽటߧࡹ
ఉచऑ फࣃࡍ బܽद ఇకएڒ ࡏ డ ߖశज బभంڴ ఉంڒ ޴బܽद ఇߩओ   h lopital ࡹޒबࣄࡍరణ ప߄ࣃ ంతࡍమ ߘߝ ݡ
ऒߖయࠪߖ फࣃయܑ࡯ޘ   ऱcfxࢇࢗ ړ ,ߘ

పࢇࢗ ړ ޒࠫࡍऱ పړޒࠫࡍ సࠪనం, ఇ޴ సࠪనం  ߕࣆऒ పऱ࣒ ޳ࡶ  న࣒ అనంతం అం݄ x x cgx࠳ ޳ࡶ  fx 
छ޳ ऒߕࣆ ޴ఇ ,޴ంޔࢂࢗ ړ ޒࠫࡍప ࡌ छ޳  ऒߕࣆ ࡌ छ޳ అనంతం ޳ࡶ  gx x cࡌ
అనంతం ࡐపంࡹ ఉంܿంڒ ,޴బܽद మనڕ ఈ అࡍߖ भషद ࡐపంߕࣆ ࡹऒ ޜ
ऒߕࣆ छ޳ అనంతం ޳ࡶ  ओߩన࣒ అనంతం  అ࠳ ࡌ ऒߖయࠪߖ ޒపऴࣆఈ ఆ ࠭࠲ ޴ఇ ݡ  వࡍ फంపܑࣃफ ࠭
మࡓ ࠾ࡍండవ ఊహ ݟڴ ݞږద  ఆ పޒࠫࡍ व߯ߘ ࠹ంݟ व߯ߘ ࠹ంޔࢂࢗ ړ ݟం޴ ume x f x g x c 
బܽदڒ ޴ఉం ࡹړߖఉ ޴బܽद ఇڒ
ఈ ఫంࣾߤ ల ࡅకए  ఉతओ ऒߕ ల ࡅకए షओߖ   కएࡅ फޒ  పޒࠫࡍ మߝڕࡏۯ ࠾ࡍటߩओ  ఈ f g x x c ݡ
పޒࠫࡍ ఉందߖ మ࠾ࡍ మనڕ ఆ व߯࠹ ఉందߖ అڕߘం޳ం.g 

అ޴ߝ అߖऒ ऒߕࣆ ړ  फࣃࡍకڶఅం ࡹన సమయం࠳సࠪన ړ ࢡబࣗ ߘߝ , ޶ڒ  x x  ࠭࠲ బܽदڒ ,ߘ x
ఆ వङ ࠹࢑ంۨ, व߯࠙ ߖమం ఉందࡌ࢑ ంతڜ వߖࡹ߅ అߖऒ ऒߕࣆ ړ  g x޶ڒ 

వదभ ఉండవ۪ऐ  తపओ  అߩओ ओߩఅ  ߩంڵ࠭ ݡ c x c ޒࠫࡍప ߝڕࡏۯ ݡ
छ޳ ړ కएࡅ ࠹व߯ ࠑ ࠹व߯ ޒࠫࡍఈ ప ࠾ࡍమ ޴ఉం ࡹړߖఉ ޴ఇ ࡌ  పޒࠫࡍ తపओ  మࡖకܽ gx f x g x 
బܽद ఇకएڒ ޶ڒ డ మనం ޳छ gx fx.࡯ంۧߖగమ ߖఅ 0 ࠑ 0 ࠲ఉం݄ ࠪऴత ڵ࡯క ߖ ఈ ࡌ
޳ࡶ  
ఇߖऔ औߖఇ  ܾߖ छ޳ ࠹ర߷ ܾߖ फࣃऴ࢐ ߖఅ ࠹व߯ ܊ ࠑ ࠹व߯ ࠆఎ ߖޒࠫࡍఈ ప ࠭࠲ ,ࡌ ࠭, ఈx x 
ऒߕࣆ ڕఉం݄, మన ޒࠫࡍప ߩ࢙ ݟڕ छ޳  ऒߕࣆ ࡌ ࠭࠲ ,ం݄ڕࡶ ޒࠫࡍప ࡹపంࡐ 
ఈ ఎߧࣔ'ࡽటߖ ࡽయࠪߖऒ  వࡍ फంపܑయ࠭ࡶ.
ऒߖڜ బܽद మనంڒ    ఉ޳హరణల޳۫ ߘभ ం ࠴దܽ ఉ޳హరణ.
ం޳ంڕࣆޓ ߖޒࠫࡍప ߘߝ 

ऒߕࣆ ݟంߘ ߤ࣌ బܽद ఇకएڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ డ మనం ۫ࣄనటऱڕࡏۯ ړ ߤ࣌  ޙ࠼ంܿం޴ x x x x 0 x
మڕࡏۯ ړ0 ࠾ࡍంܿం޴ మڕࡏۯ ړ0 ࠾ࡍంܿం޴x x 
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ओߩఇ ޴బܽद ఇڒ కएࡅ బܽद మనంڒ ޴ఉంܿం ࡹపంࡐ 0 ࠑ 0 ݡ  పߖޒࠫࡍ ۫࣋फ x x
కएࡅ छ޳  छ޳ ࡌ కएࡅ ࡌ  సࠪనంx d d x dx ړ 

కएࡅ ࠾ࡍమ ߤ࣌ڜ  ఉతओ నऒ ం ఒకܽ అߖ మనࣄ࡯ޘ ڕనటऱߕࣆ ,ޙ࠼ऒ ళࢗ ړ ऱߖݞऒ  పࠫࡍతం x   x x 
కएࡅ ߤ࣌  ړߖݞయۯ  ఉతओ నऒ ం ఒకܽ కߘక ఇ޴x 

కएࡅ  పړޒࠫࡍ ఒకޜߖ޳ సࠪనం అߖ మߕࣆ ࠾ࡍऒ ओߩనࡍۯ ړ కएࡅ ݡ  పޒࠫࡍ  cos x x cos x cos
తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ.

ऒߕࣆ ఇకए ࠭࠲ బܽदڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ޴బܽद ఇڒ ݟంచంڵ࠙ ޜఒకܽ ߘ డ ߰ం޴޻ ఏࠫటం݄ ఇ޴ ఉనऒ   
ఉతओ నऒ ం ࡅకए  పޒࠫࡍ
మ࠾ࡍ ࣔరం ࠬࡏ ఉతओ నऒ ం व߯ߖ ࠹ ۫࣋फ  ఇ޴g x
అߖऒ ऒߕࣆ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ1 ړ  కएࡅ బܽदڒ ޶ڒ  కएࡅ ޒࠫࡍప ࡽࡐ  छ޳ ړ0  x ړ ࡌ x loptal x x x
ళऱడంࢗ
అ޴ߝ మనం ړࡵ ڴࡏߝए ంۨన ړߖ޳ సࠪనం, ఇకए డ ࡅ ߤ࣌ ࠭࠲కए  ఉతओ నऒ ం ߤ࣌ڜ అ࢐ ߝసफߖ࢐ऒ  x x 
ఉపࣃڵࡆफ మࡏڷ ߖफం۪ڝంݟ.

फࣃڵࡆఉప ߖߖ޳ ࠭࠲ ޴ߝఅ ߤ࣌ ࠭ x cos x 
.
  అత࢐ ߖసफߖ࢐ऒ ऒߖڜ   ఇతర ࠪࡌठ ల ޳छ ओߩఅ ࡌ మనం ݡ
ఈ ࣔߧటࡓ ࡽࡐ ࡽండవ ఉ޳హరణߘ ఉపڵࡆంۨ ࣌ࡅ ߤకए  పߖޒࠫࡍ l' x x
छ޳ छ޳ ࡌ యవ۪ऐ࢘ ߕఅంచ ݞږ ࡌ   చޔరऴసం కߘక మࢁऱ ߘߝ ۫࣋फ అం݄ x fx e x
న࣒ ࣋ए࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ छ ࡛ 0 లవం 0 ࣔరం 0 ݞږ మߙ ࠾ࡍङ మࡔట࡛ మ࠾ࡍ ࣔరం ࡓంݢxgx x 

కएࡅ కएࡅ బܽद లవంڒ ࡱ߇࢑  రంతరߖ   పߕࣆ ޒࠫࡍऒ    పޒࠫࡍ  ࣔరం ߕࣆऒ  బܽद,xڒ 
ఆࣆపऴߖ ޒయࠪߖऒ  వࡍ फంపܑయడం ޳छ కएࡅ గణన ޴ఇ ࡌ  ఉతओ నऒ ం ࡅకए ऒߕࣆ  'l ړޒࠫࡍऱ పࢇࢗ ړ x 

సࠪనం, ఇ޴ 
फ e࣋ڵ࠙ ޜݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ ߖ x x

ఇ࠭࠲  ޴ ఇߩओ ओߩఇ ߖޒࠫࡍफ ఈ ప࣋ڵࡆఉప ߘయࠪలߖ ࡽటߧࣔ ݡ 'న࣒ ఒకܽ   l࠳ ఇ ݟడం۫ ݡ x x 
సࠬߧం޵ڜ ۯभ ߕࣆऒ  ऒeߕࣆ ړ
ऒߕࣆ ޴న࣒ ఒకܽ ఇ࠳ ఇపओ ޴బܽद ఇڒ  ऒߕࣆ ڔܽ ऒߕࣆ ࡹపంࡐ  ߖ ࡽࡐ ࡽటߧࡹ ऱࢁబܽद మనం మڒ ޴ఉం ࡹ
వࡍ फంపܑయړߖݞ ऴపయޒऒ ంచవ۪ऐ
ओߩబܽद మనం ఇڒ ऱ ఉతओࢁమ ݡ ऒߕ ऒߖ  ప࣋࡯ࢣࡍफ ߙङ మࡔట࡛ మ࠾ࡍ ࣔరం ࡅకए ङߙ    మࡔట࡛ ࡅకए
ఉతओ నऒ ం ߘంݟ వరڕ వࣆफం޴ ࣔరం ࡅకए  ఉతओ నऒ ంe x 
ऱ కࣾङࢁమ ޴ఇ ݡంࡓ छ޳ ంచడంڵࡆఉప ߘ ओߩఇ ࡌ  బܽद ఈn e xڒ ߤరంతర ఫంࣾߖ ޴ߝఅ ݟంߘ ݡ
పޒࠫࡍ మࡖకܽ ߘ ޶ڒంڵ࠙ ݟంచబݟన ߕࣆऒ ओߩబܽद ఇڒ సࠪనం ړݡంࡓ ړఒకܽ ޴ఇ ړ మనం ఇకए ݡ డ e 
फనऒࣆ۫ ऱܿ࢐ ڴङ ङڣ హరణ޳ఈ ఉ  ݟంచంߖ
ఇకए డ ࠭࠲ ప࡮࠮ ߖޒࠫࡍङ ంకనం ۯయࡓ ړߖݞంࡏࣃݡऱ ఆࣆపऴߖ ޒయࠪߖऒ  ఉపڵࡆంۧڒ ࡯బܽद l'
పړࡵ ߖޒࠫࡍए ంచ࠭࠲ ړߖݞ అߝక ࡏࣃऱ ߧࡹటߖ ࡽయࠪలߘ వࡍ फంపܑయవలࣄ ఉంܿం޴ 
, మనం పߖޒࠫࡍ అంచߕ ࢘యړߖݞ ऴపయޒऒ ంۨనߩओ ऒߖڜ ۯసంభ࢑ం ݡ  సంړ ऱషदతలߘߝ ߘ ऴపࣃफ फࣃ࢑ . ߘ

అనంతం ߘంݟ  ప ऱ࣒  x e x e ݟంߘ 
బܽद ఇకएڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ న࣒࠳ ݟంߘ న࣒ ఇ࠳ ݟంߘ ఇ ࠑ న࣒࠳ డ మనం ۫ࣃफ ࠭ x x x  x
అనంతం ޵ڜ ߝڕࡏۯ ړभ ఇ޴ అనంڕࡏۯ ړߖޑంܿంߘ ޴ం࠳ ݟన࣒ ߕࣆ ړऒ e޴ంܿంڕࡏۯ ړ x e x
ఇ޴ అనంతం ࡐపంࡹ అనంతం ࡐపంࡹ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం
ంచబడవ۪ऐ޴ࢬ ߖంۧలڵࡆఉప ߖ ࡽࡐ ࡽటߧࡹ ڴࡏߝ 'फ l࣋ڵࡆఉప ߘయࠪలߖ ޒపऴࣆబܽद మనం ఆڒ ,
, ఇߘ ړ ޴ంߘ ݟంݟ ఉతओ నऒ ం ࡅకए  అనంࢗ ړߖޑళ ऱߖݞऒ  పࠫࡍతం ۯయړߖݞ సࠪనం.x e e 
  e
కएࡅ న࣒࠳ ݟంߘ  ఉతओ నऒ ం ߘంݟ వర࠳ ڕన࣒ ఇࣆफం࠳  ޴న࣒ ࣔరం ࡅకए  ఉతओ నऒ ంޜ x e th e x 
ओߩనݟంచబڵ࠙ ݡ

ప  ړ ऱ࣒ ओߩఇ ,޴फంࣆఇ ߖ న࣒࠳ ݟంߘ  లవంe ,ޙ࠼నటऱࣄ۫ ऱ అనంతం వదभࢁమనం మ ݡ x e x
అనంతం ࣔరం ݞږ అనంޔࢂࢗ ړߖޑంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఇపओ ޴ఉంܿం ڴఅనంతం ࡹపంࡐ అనంత ڔܽ
ఇకए ߘߝ డ ऴࣃ࢐फ ऒߖయࠪߖ ޒపऴࣆఆ ࠭࠲  ߘ  వࡍ फంపܑࣆफߕऒ మۮ ߖపओ 'lߘߝ ऱࢁమ ړߖݞ lh 

ఆࣆపऴߖ ޒయࠪߖऒ  వࡍ फంపܑ࣋फ, మనڕ పޒࠫࡍ వࣆफం޴ ఇߖऔ ళࢗ ړ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ܾߖ ऱడం వలన ړ  ప ऱ࣒  l' x e x e 
ݟంߘ
బܽद ఇకएڒ ޒࠫࡍప ࡱఅస ޴ߝన࣒ అ࠳  ޴ఉంܿం ڕన࣒ వర࠳ ݟంߘ ݟంߘ న࣒࠳ డ మనం x e x e x 

ࡍऱ వࡏࣃ కߝఅ ߖ  ࡽࡐ ࡽటߧࣔ फంపܑయడం ޳छ 'lݞږ ࡌ
ఈ పߖޒࠫࡍ గށంచڒ ࠭ࡶబܽद మనం ߧࡹ ڴࡏߝటߖ ࡽࡐ ࡽ వࡍ फంపܑయడం ޳छ एړࡵ ߖޒࠫࡍప ࡌ ంచ࠭ࡶ.
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eڴలంږߘࣃ సࠪనం, ఆ߯ ړ టदడం߭ ߖ ړ x y x 

అనంతం అనంڕࡏۯ ړߖޑంܿం޴ , ఆ߯ పړ ޒࠫࡍ  ప ऱ࣒ y eࠑ న࣒࠳ ړ  x e x 
ప  ޴న࣒ ఇ࠳ ݟంߘ న࣒ ఇ࠳ ݟంߘ ऱ࣒  తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ  ఇ ߘం࠳ ݟన࣒e x x y 
వరߘ ڕం࠳ ݟన࣒ వࠑ ߤ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇڒ ޴వ۪ऐ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  వࠑ ߤ ࣋ए छ  న࣒ x y y y y y࠳ ࡛

వߤ అߖ ऴ࢐యబݟంڒ ޴బܽद 
కएࡅ ߖ  అనంࢗ ړߖޑళ ऱߖݞऒ  పࠫࡍతం ۯయంݟx e 

.
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠑ 1  छ एړࡵ ߖ న࣒ 1࠳ ࡛ ంచడం ఎڿ࡮ మనࣆࡱޘ ڕ   y y 

చޔరऴసం ఆ߯ ఇ޴
ऒߕࣆ ऒߕࣆ న࣒࠳ ఒకܽ ړ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद పޒࠫࡍ ఒకܽ ߧࡹ ࠭࠲ ޳ࡶటߖ ࡽࡐ ࡽ ఉపڵࡆంۨ 
అనంతం ࣋ए छ  yړߖݞయࡌ ߖޒࠫࡍऱ పࢇࢗ ړ ࡛
ంచవ۪ऐڵࡆఉప ߖ ࡽࡐ ࡽటߧࡹ , ఇ޴ ࣋ए छ औߖన࣒ ఒకܽ  ఇ࠳ ఒకܽ ݟంߘ ࡛ छ޳ ܾߖ औߖఇ ࡌ  y ࠹ర߷ ܾߖ
छ޳  ࡽటߧࣔ బܽदڒ 'lࡌ
మనం ߖߖ޵ పޒࠫࡍ అనంతంࢗ ړళ ऱడం  అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  , లవం ࡅకए  ఉతओ నऒ ంy 

యవ۪ऐۯ भ޶ర ޜ ߖఈ 2 ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޴फంࣆఇ ߖ ऱࢁफ మ࣋ڵ࠙ ޜరంࣔ ߖ  మ࠾ࡍ ఇ2޴y 2y 2y
.޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ1
ओߩమనం ఎ ޶ం࠭ ړߖݞయۯ फࣆڣదర ,޴फంࣆߧ۫ హరణ޳బܽद ఈ ఉڒ   ङޑంత ऴపڜ ߕݧ ࠪऒ యం
झ࡯࠻ۯ  ఉంܿంࡽࡐ  ޴ మనం మࡖక ఉ޳హరణߘ ۫డవ۪ऐ , ఇకए డ ఆࣆపऴߖ ޒయࠪߖऒg lopital l'
ࡍవ ڴࡏߝ फంపܑయడం ఎకए ,޶ࡌ ڔݟ
కߘక ߘߝ వర ठ࠮లం  ప ऱ࣒ వర ߖ1  ठ࠮లంx 
छ޳ వర ࡌ ठ࠮లం ࠳న࣒ 1 వర ठ࠮లం ڵ࠙ ޜంۧڒ ߘబܽद ఇ޴ మࢁऱ అనంతం  ఇߖऔ छ޳ ࠹ర߷ ܾߖ x x x ࡌ
మ࠾ࡍ మనం ߧࣔ ڴࡏߝటߖ ࡽࡐ ࡽ ఉప࣋ڵࡆफ,l'
ఇ޴ పߖޒࠫࡍ అనంࢗ ړߖޑళ ऱړߖݞ సࠪనం అޔ࢓ం޴ వర ठ࠮లం ࡅకए  ఉతओ నऒ ంx x  

వర  ࠑ  ठ࠮లం  ప ऱ࣒    ఇࣆफం޴, మన࠳ ڕన࣒ ࣔ࠳ ړ ࠆన࣒ ࣔ1ࠆ 2 x x 
ఉంܿం޴.x 

ప  ݋ࡐ ݡంࡓ ఒకܽ ڕऱ మనࢁఆ߯ మ ݀ ࠑ ޓన࣒ ऴ࠳   ऱ࣒ x x x ݀ ࠑ ޓన࣒ ऴ࠳ ݟంߘ ࠆࣔ 
అనంޔࢂࢗ ړߖޑం޴  ఇకए డ ߙङ మࡔట࡛ ߕࣆऒ ࡱ޳ప ݡంࡓ ݞږ రంࣔ ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ړ
ऒߕࣆ फࡿࢗ ړ ऒߕࣆ ޴బܽद ఇڒ ࠼ ऒߕࣆ ࡹపంࡐ   మనం మࢁऱ ߧࡹటߖ ࡽࡐ ࡽ వࡍ फంపܑ࣋फ, మనڕ పޒࠫࡍ x 
అనంతంޔࢂࢗ ړం޴, ఇ޴ సగం

࡛ࠂ ߤన࣒ వ࠳ ڕబܽद మనڒ ,޴ఉంܿం ړߖڴన࣒ స࠳ ݟంߘ फ ߘం࠳ ݟన࣒ ऴࠑ ޓ ݀ మ࠾ࡍ పऱ࣒x x 
ఇߘ ݡ࠮  ޴ంߘ ڷࡱߕ ݟం࠳ ݟన࣒ ࠑ ࢟ࠀ ݀ వࣆफం޴ ఇ࠳ ޴న࣒ వ࡛ࠂ ߤ फx 

छ޳ ޶న࣒ ఐ࠳ ݟంߘ ڷࡱߕ ݟంߘ ݡ࠮ న࣒࠳  ޴ంޔ࢓అ ޤ ݀ ࠑ ޓన࣒ ऴ࠳ ݟంߘ  x s x ݡంࡓ ࡌ
అޔ࢓ం޴ ఇ޴ మࢁऱ ߕࣆऒ ऒߕࣆ ࡹపంࡐ   అޔ࢓ం޴
ࡍవ ߘయࠪలߖ ࡽటߧࡹ ࡮ బܽदڒ फంపܑయడం వలన ఈ వङ ڔ फకరణ మࡍంత ړ ऱషदంޔࡏࠪ ڴం޴   ఈ వङ ڔ फకరణ 
మࡍంత ړ ऱషदంޔࡏࠪ ڴం޴, అޙ࠼ మనం పߖ ޒࠫࡍ అనంతం  వర ठ࠮లం అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ .x x 

 ప ऱ࣒  ఒకܽ వర ठ࠮లం ޳छ వర ࡌ ठ࠮లం ࠳న࣒ ఒకܽ వర ठ࠮లం ࠭࠲ ఈ వङ ڔ फకరణࣆ ߘలభతరం x x x   
యవ۪ऐۯ  మ࠾ࡍ
ऒߖ޵   ప ऱ࣒  వ࠳ ࠑ ߤన࣒ వߤ అߖ ऴࣄ࢐, ఆ߯ ఈ పޒࠫࡍ ఒకܽ అߖ ۫డటం ࣆలభం.x x 

छ޳ ఇకए ࡏࠬ ޳ࡶ రంࣔ ࡌ డ ఆࣆపऴߖ ޒయࠪߖऒ  ఉపڵࡆంచవ۪ऐx l'
మ࠾ࡍ ఇ޴ పޒࠫࡍ అనంࢗ ړߖޑళ ऱడం అߝ ఉతओ నऒ ం ఒڜए కए  x޴फంࣆఇ ڴܽ
ࡏࠬ బܽदڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ޴బܽद ఇڒ
ऒߖయࠪߖ ࡽటߧࡹ ࡍవ ڴनݟڷ  फంపܑయږడదߖ ఈ ࡓంݡ ఉ޳హరణߧ۫ ࡱంۧ࠼.
ࡍవ ߖ ࡽటߧࣔ ࡏࠬ  फంపܑయړߖݞ ࠭ంߖڜ   ޶ऒ  సరࢁకృతం ۯయړߖݞ ऴపయޒऒ ంచంݟl'
ఇߩओ ऒߖయࠪߖ ࡽటߧࣔ ఈ ࠭࠲ ݡ ऒߕࣆ  ࡓ  ऱܿ అనంతం ޳ࡶ అనంతం ࠳న࣒ ఇߖऔ 'l ݟంߘ ܾߖ ah 1 
శړ फ అనంతం 0 వరڕ ఇతర అࢢߖऐ త ߦࡐల ڝసం ఉపڵࡆంచవచऐ फࣃ۫ ߖ  ߕڽ࡮ఎ ߖ࢐ܽ నࡷద࠴ 0  ࠭
ऒߕࣆ छ޳  ऒߕࣆ ࡌ ړࡹ
छ޳ లߦࡐ అనంతం ޳ࡶ రऐࠪ ڴఅనంతం ࡌ డం ޳छ ए࣋ ڕహరణ޳ఉ ࡌ छ  ऱ x xࢇࢗ ړߖޑऱ అనంࡏࣃ ࡛
పߖޒࠫࡍ గ޳ށभ ం e
బܽद ఇకएڒ న࣒࠳ డ మనం ۫࣋फ అనంతం ࣋ए छ  న࣒x x x e࠳ ݟంߘ అనంతం  ޴ంޔࢂࢗ ࡛

ऒߕࣆ औߖఇ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ झ࠹݅ ܾߖ ऐࢢߖన ఒక అࣄ۫ మనం ޴ఇ ,࠹ర߷ ࡗ܋  త ࡐపంx 
ఇకए ߗڒ డ మనڕ ఇࡓ ޴ంݡ ఫంࣾߤ ల ఉతओ షओߖ ల ߤఫంࣾ ݡంࡓ ࠾ࡍफ మޒ బܽदڒ ޶ڒ फޒ
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ࡍవ ߖ फంపܑయవ۪ऐ   ࠭ంڴ޶ ఆऴశయ ߖయమం ߖ޳ऒ షओߖ ల ߤఫంࣾ ݡంࡓ  ऐࡌࠪ ڴफޒ 'బܽद మనంlڒ ,࡯
ऒߖ޵  పڴޒࠫࡍ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  అనంతం  ڵ࠙ ޜ ߖంచڵ࠙ ޜ ڴంచవ۪ऐ , ఇߩओ x x eݡ x
మనం లవంߘ ۫࣋फ అ޴ అనంޔࢂࢗ ړߖޑం޴   ࣔరం ݞږ అనంޔࢂࢗ ړߖޑం޴
ऒߖޑఅనం ࡹపంࡐ అనంతం ࠭࠲  బܽदڒ  ߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद ࠭࠲ ఎంऴడڒయల ߖయࠪߖऒ  వࡍ फంపܑࣃफ ࠭
మ࠾ࡍ 

࣋ए छ కएࡅ ࡛  ఉతओ నऒ ం ࡅకए  పޒࠫࡍ అనంࢗ ړߖޑళ ऱడంx x 
ఉతओ నऒ ం ߘంߖ ݟ ఇࣆफం޴ ఇ޴ ఇ2޴ x e x x x 

ఇపओ ऒߖయࠪߖ ޒపऴࣆఆ ࡍࣃఒక ڕలߜ ࠭࠲  బܽदڒ అనంతం ࡹపంࡐ అనంతం ڔܽ  వࡍ फంపܑࣃफ ࠭  re 
మ࠾ࡍ ఇ޴ పࢇࢗ ړ ߖޒࠫࡍऱ పߖޒࠫࡍx

రంeࣔ 2   ޴ఇ ,޴फంࣆڵ࠙ ړࡹఅనంతం ߖ ߖ ڴంచڵ࠙ ޜ x x x 
అనంޔࢂࢗ ړߖޑంڒ ޴బܽद ఇߕࣆ ޴ऒ పవ۪ऐ۫ ߖޒࠫࡍऱ పࢇࢗ మనం ڴరణం߄ࣃ బܽदڒ సࠪనం ړ   x x 
కएࡅ  అనంతం ߘంࡏࣃ ݟऱn 

తघߕధ ߕ޼ఏ ڕన࣒ వర࠳ ݟంߘ క ࡌߪप ంకం ڝసం ఇړ0 ޴ సࠪనం, ఎం޶కం݄ ߖ޵ ࠭࠲ऒe x n 
छ޳ ݟంߘ ݟంߘ फࣃऴ࢐ ߖफ అ࣋ڵ࠙ ݟంߘ ࡌ ࠭ మߧࣔ ࠭࠲ ࠾ࡍటߖ ࡽయࠪߖऒ  x n e x x   l'

వࡍ फంపܑࣇफ  ఉంܼ࠭.

ఉతओ ࡏࠬ నऒ ం ڕࣆޓనऒ ओߩ ओߩరం ఎలऱࣔ  ݡ  e x,޴ఉంܿం ڕవర ݟంߘ ݢ
అޙ࠼  లవం ߘంݟ వరڕ ఉంܿంڒ ,޴బܽद ߘ ࠭࠲ంߘ ݟంݟ ఉతओ ऒߕ ऒߖ నऒڕࣆޓ  ओߩ  x n x n ݡ
ంకంޑۅ
ఒకܽ తڷठޔంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ఉతओ నऒ ం ࡏࣃऱ ڕࣆޓం݄.n 
  అߩओ ङߙ మనం ݡ మࡔట࡛ ࣄ ࡹबࡌంߖڒऒ  ߰ం࠭ޑ޶ మ࠾ࡍ ࣔరం
ఇపओ ऒߕࣆ ޒࠫࡍబܽद ఈ పڒ ޴ఉం ړ ڔܽ x ڴహరణ޳ండవ ఉࡓ  e x
ఫంࣾࡓ ߤ ऱܿ సహజ ߘ ߩ࢙ݟڕ ڕ ۃ࡮ంߕࣆ ݟऒ भ޳۫ ߖޒࠫࡍऱ   పࢇࢗ ړ ం ڒబܽद మనం ఇకए డ ఉߕऒ ࠭x x 
రछߖ ۃ࡮ ۨంచబݟనం޶న ޒۯ ݟڕ పڝࣆޓ ߖޒࠫࡍవడం వలన ڕࣆޓ ࠹࡯ ࠭࠲ంܿߕऒ ࠭  ఇ޴ x x 
ऒߕࣆ  ప ऱ࣒ ओߩఇ ۃ࡮ కం݄޶ఎం ޴ంޔࢂࢗ ړ  ऒߕࣆ ݡ  కం݄ కం݄ ఎڕए వ ڝసం ࠪऴత࠲ x x 
రछߖ ۨంచబݟం޴, x
ओߩటߝڕࡏۯ ړ0 x x޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ړ ۃ࡮ ,మనం ۫࣋फ ޾ంޔڷࡏఈ ఏࠫ జ ݡ

ఇ޴ ऴపږޒల అనంڕࡏۯ ړߖޑంܿం޴ అࡅ ۃ࡮ ߖకए  ऴࡏڷ ࠆڴफࣆۯफంۃ࡮ 1 ޴ వదभ ఇ࡮ ఉంܿం޴ x x x
0 మ࠾ࡍ కం݄ తڕए వ 1ࡱ࢑ ۃ࡮ ړవx x 
ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴ మࡱ࢑ ۃ࡮ ࡏࠬ ࠾ࡍవߘ తڵ ठࣇफ ఉనऒ ߝ ం޶న ऴపږޒల అనంړߖޑ x   x 
బܽद ఈڒ ޴ంޔࢂࢗ
పߕࣆ ޒࠫࡍऒ ऒߖ޵ ޴ఉంܿం ࡹపంࡐ   న࣒ అనంతం࠳ ऱࡏࣃ  ऒߕࣆ  छ޳  ऒߕࣆ ࡌ ޳ࡶ ڴ
అనంతం ޳छ ऐࡌࠪ ړࡹపంࡐ అనంతం ࡌ भ޳ऴ࢐ ߖఅ ۃ࡮ బܽद మనంڒ ࡯ ం ఇ޴ సࠪనం అߖx x x 
ऴ޳࢐भ ం.
ऒߖ޵  ओߩఇ ړ ࢟ܽڻߜ ంۨڵ࠙ ޜ ߖఅ ۃ࡮  లవంx x ޴ఇ ݡ
ऴపږޒల అనంޔࢂࢗ ړߖޑం޴   ࣔరం  ࢟ܽ܊ߦ ఇߖऔ బܽदڒ ړܾߖ
ఇ޴ ఇߖऔ छ޳ ࠹ర߷ ܾߖ औߖగܽ࢟ ఇߜ ࡌ 'lޒࠫࡍరం ఈ పڒయమం ऴపߖ ޒపऴࣆబܽद ఆڒ ܾߖ

ऒߕࣆ ۃ࡮ ళࢗ ړ ऱడం అߕࣆ ޴ߝऒ  x x x x޴యమం ఇߖ ޒపऴࣆసࠪనం 'ఆ ړޒࠫࡍऱ పࢇࢗ ړ
పړ ޒࠫࡍ  ప ऱ࣒ కएࡅ  సࠪనం ړ ࢟ܽ࢘ࡍݥ  న࣒ x࠳ ࠑ  ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ࠑ  ۃ࡮  0 x 1 x 1 x 1
ए࣋ ࠑ छ ࡛ మߖ޵ ࠭࠲ ࠾ࡍऒ  సరࢁకృతం ࣋ۯफ 1 ޳छ छ޳ న࣒ 1࠳   ޴ంݟంచబڵ࠙ ࡌ ए࣋ ࡌ छ  న࣒x x x࠳ ࡛

తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔx  
కएࡅ న࣒࠳ ޴బܽद ఇڒ   ప ऱ࣒ సࠪనం.x 0 ړ ޴ఇ ޒࠫࡍऱ పࢇࢗ ړ  x 0
కएࡅ ۃ࡮ బܽदڒ   పޒࠫࡍx x 
ऒߕࣆ ओߩనࡍۯ ړ ऒߕࣆ ݡ  xڕసࠪనం, మన ړ
߷ర࠹ ఇߖऔ औߖన࣒ ఇ࠳ ܾߖ కएࡅ ܾߖ  పޒࠫࡍ ఉనऒ  ఉ޳హరణ޳۫ ߘभ ం, ڒబܽद మనం పߖ ߖޒࠫࡍ x
एړࡵ ంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం
బܽद x x x xڒ ޴ంޔࢂࢗ ړబܽद 0ڒ ߤ࣌ ࠑ న࣒ 1࠳ ࠑ 1  0
పऱ࣒ ݟంߘ ఎడమ ࠾ࡍమ ݟڕ ऒߕࣆ ߤ࣌ ࠾ࡍన࣒ అనంతం మ࠳ ޳ࡶ  ओߩనࡍۯ ړ ऒߕࣆ  ݡ  x x ړ
޴ంܿంڕࡏۯ
औߖఇ ޴బܽद ఇڒ औߖన࣒ ఇ࠳ ܾߖ ओߩఇ ࠹ర߷ ܾߖ ఇకए ݡ డ మనం ఏࠫ ۯయగలం  మనం ߄ࣃరణ ࣔరం 
,ߖڕࣆޓ
ऒߖ޵ ంచవ۪ऐڵ࠙ ޜ ߤ࣌ ߖ న࣒࠳ ߤ࣌  , ఇߩओ फ,x x࣋۫ ڴ0 ۯంߧమనం సࠬ ݡ x x x 
లవం 0ڕࡏۯ ړంܿం޴ మߝڕࡏۯ ࠾ࡍటߩओ  xړ0  ݞږ రంࣔ 0 ݡ
.޴फంࣆవ ࡹపంࡐ 0 ݟంߘ 0 ڕబܽद మనڒ ޴ంܿంڕࡏۯ
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ࡍవ ߖ ࡽࡐ ࡽటߧࡹ ࠭࠲   फంపܑࣃफ ࠭ మ࠾ࡍ
ऒߖ޵  పޒࠫࡍ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ ङߙ ऱࢇࢗ ړ  0  మࡔట࡛ ࡅకए  ఉతओ నऒ ంx 
ఇవछ ం࠳  ݟన࣒ ߖ ࣔరం ࡅకए ఉతओ ࠭࠲ ,ڴంచڵ࠙ ޜ ࢟ܽ࢘ࡍݥ  फs cos x 1ޒ
ऒߖయࠪߖ  ఉపࣃڵࡆफ ࠭ మߖ޵ ࠾ࡍऒ ప  ߤ࣌  ऱ࣒ ओߩఇ ,ݟందం߰ ڴ  ओߩటߝڕࡏۯ ړ0 ݡ x x cos x ݡ x 
ఏࠫ జޔڷࡏం޴ cos x
 cos 0 sine x x cos x ࠾ࡍమ  ޴ఉంܿం ڵ࡯రం కࣔ ࠾ࡍఅం݄ 0 మ ,޴ంޔࢂࢗ ړన࣒ 1࠳ న࣒ 1࠳
బܽदڒ
ఇڕࡏۯ ړ ݞږ ޴ంܿంڒ ޴బܽद మనڕ  ߷ర࠹ వࣆफంڒ ޴బܽद మనం మࢁऱ ڕࣆޓ ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥం݄ 0 0 0

ఆࣆపऴߖ ޒయࠪߖऒ   వࡍ फంపܑయړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం l'
మనࡅ ڕకए  ఉతओ నऒ ం వࣆफం޴   మన࠳ ڕన࣒ ࣌ߤcos x 

ఉతओ ߤ࣌ రంࣔ  ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ݟంߘ నऒ ం మ࠾ࡍ x x cos x x cos
 ప ऱ࣒ ओߩఇ ,޴फంࣆఇ ߖ ߤ࣌ న࣒࠳  ऒߕࣆ మనం ݡ ऒߕࣆ ޙ࠼ఉంۨనటऱ ߖ న࠳సࠪన ړ x cos x x x ړ x x 

ऒߕࣆ
అޙ࠼  ࣔరంࡹ మనڕ ఉంܿం޴, ఇߖ޵ ߘߝ ޴ऒ  ऴࣃ࢐फ  న࣒cos zero plus cos zero࠳  ߘ
ओߩఇ , ڴంచڵ࠙ ޜ న࣒࠳ 2 ߖ फࡏڷ ऒߖ޵ మనం ݡ  0x cos x x sin x
ऒߕࣆ ޴బܽद ఇڒ ంۧంڵ࠙ ޜݡంࡓ ߖసࠪనం అ ړ ࠭࠲ బܽदڒ సࠪనం ړ
ఈ పߕࣆ ߖޒࠫࡍऒ ऒߖయࠪߖ ऱࡏࣃݡంࡓ ߖసࠪనం అ ړ  ఉపڵࡆంۨ ړࡵए ంచగ࠭ޑڷࡱl'hopital 
ऒߖ޵ ऒߕࣆ  छ޳  ऒߕࣆ ࡌ ऐࡍࠪ ړࡹపంࡐ  న తࡌछ త ఇߩओ ప 1 ߖޒࠫࡍమనం ప ڴ࢑ధం޻అ ݡ ऱ࣒  x x 
ళࢗ ړ న࣒࠳ ऱߖݞऒ  ۫డవ۪ऐ
ࡓ 1 ऱܿ ߯ ߘంڒ 2 ݟబܽद ߘ ߩ࢙ ݟڕం޵ڜ ߝڕࡏۯ ړ1 ݟभ ఇޔࢂࢗ ړ0 ޴ం࠳   ޴న࣒ 1, ఆ߯x, x x 
మన2 ࠑ 10 ڕ ఉంܿంڒ ޴బܽद ܼࢇࢗ ړ ࡏࠬ ߤऱ ޵ڜभ అ޴ అనంతం ࢟ܽ܊ߦ  అనంړߖޑ pi x x pi
 ޴ంޔࢂࢗ
2 ఎడమ మߘ ݟڕ ࠾ࡍంݟ ఇ޴
ऴపږޒల అనంޔࢂࢗ ړߖޑంڒ ޴బܽद ఇకए డ ࠭࠲ పߖޒࠫࡍ
x pi x pi޴ంܿంڕࡏۯ ړ 2 ߖ 2 ࠑ బܽदڒ   ޴ంܿంڕࡏۯ ړ1 ݟంߘ ݟڕ  ంܼ࠭ڕࣆޓ
ࡓ  ޴బܽद ఇڒ ऱܿ ࠳న࣒ అనంړߖޑ సࠪనం  ߧࡹటߖ ࡽࡐ ࡽ ఉపڵࡆంచగల࠭ మనం ߕࣆ ߖߖ޳ऒ0
छ޳ ऒߕࣆ ࡌ ऐࡌࠪ ړࡹపంࡐ అనంతం ޳ࡶ ړ x ߖߖ޵ బܽदڒ ,࡯
ऒޒऴపయ ړߖݞऴ࢐య ڴ ݋ంܐంܼڝ ࠑ ߤవ ߤܼ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ भ޳ ం, ڒబܽद మనం ߖ޵ऒ
ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ݡంࡓ ߯ ࠆఆ ݋ڒ  ఇߩओ ऒߕࣆ ڕమన ݡ  వࣆफంߕࣆ  ޴ऒ  ߷ర޳ ࠹छ  x x ࠭࠲ ,ࡌ

ࡍవ ߖ ࡽࡐ ࡽటߧࣔ फంపܑ࣋फ, ఇ޴l'
పߖޒࠫࡍ ఒకޜߖ޳ క࠳ ߧ࡯న࣒ ࡅకए    ఉతओ నऒ ం ࡅకए  ఒక ఉతओ ऒߕ  x xړߖ

సࠪనంڴ ఉంܿం޴.
 
छ޳ 2 ऒߖ޵ ࠭࠲ ࡌ  ߰ం࠭ޑ޶ మ࠾ࡍ ఇ޴ పޒࠫࡍ  ప ऱ࣒ ࡓ ߯ ࠑ న࣒ 2࠳  ऱܿ ࣌ߤ ࣋ए छ ࡛ ߯x x 1 
ओߩఇ ࠾ࡍమ 2 ࠑ నऒޔࢂࢗ ړ1 ݟంߘ ߩ࢙ లږߘࣃ ݡ ओߩ  xb  ecause 1 by cosecant sine xݡ

ए࣋ ߤ࣌ ऱࡏࣃ ࠑ ݡంࡓ న࣒࠳ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔࢂࢗ ݡంࡓ ړ छ pi  2 x piࠑ ߤ࣌ ݡంࡓ ߯ ࡛ pi pi 
pi ࠹ర߷ 0 ࠑ 0 ڕఅం݄ మన ޒࠫࡍన ప࠳క రకࡖసࠪనం మ ړ ࠑ ݡంࡓ న࣒࠳  ޴బܽद ఇڒ ఒకܽ ݡంࡓ
ఉందߖ అڕߘం޳ం, ڒబܽद ߘ ߩ࢙ݟڕంߕࣆ ݟऒ ओߩటߝڕࡏۯ ړ फࣃऴ࢐ ߖޒࠫࡍప ړ పవ࡛ ݡ ࠭x x x x 
ओߩఇ ޴బܽद ఇڒ ऒߕࣆ ݡ ऒߕࣆ ړ  ޴ఉంܿం ࡹపంࡐ 

ఈకछ ओߩఅ ޴ ܿ ܿ ࡽ ం݄ fx x x fxڕࣆޓ ۃ࡮ ࡽర۪ߝ ۃ࡮ మనం ݡ
ࡓ ऱܿ సహజ ړ ۃ࡮ సࠪనం అߖ ఇߩओ టం݄ x xࠫ࠲࢑షయ నࣄ࡯ޘ ڕమన ݡ x 

పߕࣆ ޒࠫࡍऒ  x x x޴ఇ ۃ࡮ ޙࢀࢗ ړ
ऒߖ޵  సࠪనం ړ0 ఆ߯x ,ࣄऴ࢐ ߖఅ ࠑ ߖ ۃ࡮ ࠭࠲  x x 

ఆࣆపऴߖ ޒయࠪߖऒ  ఉపڵࡆంۨ ఈ పڒ 0 ޒࠫࡍబܽद ࠭࠲ గށంۧ࠭ ڒబܽद పߕࣆ ޒࠫࡍऒ ళࢗ ړ ऱడం l' x 
మࡅ ۃ࡮ ࠾ࡍకए ऒߕࣆ ۃ࡮   క మనంfxߘసࠪనం క ړ
కھߘనవలࣄన޴ ఏ޴?  పڒ ޒࠫࡍబܽद ఇߩओ తపओ ړ ۃ࡮ పవ࡛ ޴ߝఅ ݡ  మࡖకܽ ޶ڒfx fx fx e 
ऒߕࣆ ޒࠫࡍబܽद పڒ ళࢗ ړ ऱడం మࡅ ࠾ࡍకएx fx 
పޒࠫࡍ  ప ऱ࣒ ళࢗ ړ  ऱడం తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ.x 0 e
  పవ࡛ ۃ࡮ మ࠾ࡍ ఎڡझ  ߱ ऒߕࣆ ޒࠫࡍపవ࡛  ప ޴న   ఇ޶నం࠼అ ߤరంతర ఫంࣾߖ ޴ߝఅ ࡽलయߖߜ  fx x ړ
నऒޔࢂࢗ e ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ ۃ࡮ ࠾ࡍమ ړ  fx
ఎం޶కం݄ ߘంߖ ݟరంతర ఫంࣾߖ ڕ ߤరంతరంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡅకए  పޒࠫࡍ వࡵ e x x f f 
ఉంܿం޴  పޒࠫࡍ మ࠾ࡍ ఇߩओ ݡ
ఈ పߕࣆ ޒࠫࡍऒ   అ࠭࠲ ߖ ఇపओ ङ࡮࠮ ښܽ ంకనం ࠭ࣃۯ, కߘక
ఇ޴ ఒకړߖ޳ సࠪనం  ߕࣆऒ ߘߝ ,సࠪనం ړߖ޳ఒక ࡍప޶త ޒࠫࡍబܽद ఈ పڒ సࠪనం ړ 
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షओߖ ఆ  ߘޑߩ۫ ڕࠬ కएࡅ फޒ  పޒࠫࡍ व߯࠹ మ࠾ࡍ व߯࠹ ఉࡹړߖ అవసరం f x g x 
छ޳ ,ޙ࠼ऱనటऱࢀࢗ ړ ࠹व߯ ݟంߘ ࠹व߯ ޒࠫࡍబܽद పڒ కएࡅ ࡌ  పޒࠫࡍ ఉࡶ ࡹړߖదߖ x cf x g x gx fx 
मࡌߖ ࠭࠲ ऒߖ޵ ߘߝ ߖఅ ࠭ࡶంచࡍ ए࡛ࠪࡍ  फࣃऴ࢐ ڴ ݋ߠ  ओߦۮ ࠭࠲ ߘ ࠭ అం݄
పޒࠫࡍ  ఉనऒ టऱ޳ ,ޙ࠼छ  gx fxߗڒ ࠼ఉంܼ ࡮ښఒ అ࢑ ࠾ࡍమ ޴ఉం ݞږ ޒࠫࡍప ࡌ

व߯ࠑ ࠹ व߯࠹ పࡶ ޒࠫࡍనపओ छ޳ ޴అ   ڔܽ అర ߖఉంܿంద ޒࠫࡍప ࡌ बం ޶ڒ.f x g x gx fx 

ఉ޶ࡶ ࡹړߖ ఉ޳హరణߖ ڕ  ప ऱ࣒ తం fxࠫࡍప ߖڿ ఆ߯ ,ݟంڝࣆޓ ߖ సࠪనం ࠾ࡍమ ߤࣄ  x x gx x x 
కएࡅ  ݟయంۯ  ధߕతघ క అనంతం అ޴ߝ అనంړߖޑ సࠪనం, ఇ޴fx 

కएࡅ  పࡅ ޒࠫࡍకए కएࡅ   అనంࢇࢗ ړߖޑऱ పݞږ ޒࠫࡍ ఇߩओ  ంۨ మనం x x g f x fࡍڷ ࠹व߯ ݡ
व߯ߖ ࠹ ۫࣋फx
ఇ1  ޴ ప ऱ࣒  x g x f࠹బܽद మనం व߯ڒ 1 ݟంߘ  సࠪనం ࠹व߯ ࣒ڒ 

छ޳ పऱ࣒ ߤవ ޴సࠪనం, ఇ ړ ࠹व߯ ࡌ కएࡅ ߖ޵ బܽदڒ సࠪనం ړ   అనంࢇࢗ ړߖޑऱ పޒࠫࡍ   x g x cos x x 
పޒࠫࡍ x
అనంతం1 ߖࡹ ప ऱ࣒ ళࢗ ړ  ऱడం వలऱ ఇ޴ ఉ޶ࡶ ࡹړߖ.cos x
  అనంతం వదभ ࡅకए  పޒࠫࡍcos x 
ఉ޶ࡶ ࡹړߖ ఇ޴ ऴపږޒల ఒకܽ మ࠾ࡍ ఒకܽ మధङ फࣇۯ లనంݩ   బܽदcos xڒ ޴ఉంܿం ߝ

అనంߖޑऒ  సࠬߧం޵ڜ ۯभ పޒࠫࡍ ఉండ޶, అࡅ ޙ࠼కए  ప޳ ޒࠫࡍछ    x x fx gx ڕఅనంతం వర ࡌ
సࠪనం ړޒࠫࡍऱ పࢇࢗ

x plus sin x  xޒࠫࡍफ ప࣋ڵ࠙ ޜ ߖ
ప 1 ߖ ऱ࣒ छ޳ ߤ࣌  ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅనంతం అ ࡌ  మ࠾ࡍ ఇߩओ ओߩటߝڕࡏۯ ړߖޑఅనం ݡ x ߤ࣌ ݡ x x x   
xࣆࡱޘ ڕమన ߖఅ ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ړ

ऴపږޒల మ࠾ࡍ  ఒక ࣔరం అనంޔࢂࢗ ړߖޑంڒ ޴బܽद ఈx  x 
ऒߕࣆ ࠑ ߤ࣌ x x xb yx xޜ ఒకܽ కం݄ ޴ߝఅ ߖࡹ ݭ࠵ పంߦ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ
సࠪనం మߕࣆ  ࠾ࡍऒ एڕసࠪనం కం݄ ఎ ړ వ మ޳ ࠾ࡍछ एڕఒకܽ కం݄ ఎ ࡌ వ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴x 

అనంߖޑऒ  సࠬߧం޵ڜ ۯभ ఇߕࣆ ޴ऒ  x޴ంޔࢂࢗ ړ
म޳ࣄ ࢑۶ ݭంࢡ బܽदڒ ంతం ప޳ ޒࠫࡍछ కएࡅ పంߦ ࡌ  అనంతం ࠑx x 

ఇ޴ అߖ మనం ۫ړ0  ࠭ࢡ సࠪనం ڒబܽद , ޳छ కएࡅ ࡌ  అనంࢇࢗ ړߖޑऱ   పޒࠫࡍx gx fx x 
వߤ పऱ࣒ 'l ړߖݞంచڵࡆఉప ߖ ࡽࡐ ࡽటߧࣔ ڴࡏߝ మనం ޙ࠼సࠪనం అ ړߖ޳ఒక ޴సࠪనం, ఇ ړࡗ܋ 
ऴపయޒऒ ࣋फ,
అߩओ   f x g x.࠭ޑ޶ం߰ ߖޒࠫࡍప ࠹व߯ ࠑ ࠹మనం व߯ ݡ
 ఉߗڒ ޶ࡶ ࡹړߖ
ఈ అసࡱ పࡶ ޒࠫࡍదߖ޵ ߖ అర बం ڒ ޶ڒబܽद ߘߝ ޜߖ޵ ఈ ఉపߕङ ऒߖࣃ  ఆࣃ࢘ߧफ ధనङ ߘ  ڕࠬ   ࡱ޳࢐
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