
மாணவரக்ைள வரேவற்ழேறாம் எனேவ இந்த ௳ரி௵ைர௜ல் ஶ௣ப்௔ட்ட ெசயல்பா௄களின்
வரம்௖கைளக் கணக்ழ௄வதற்கான வ௯த்ேதான்றல்களின் பயன்பாடை்டக் காண்ேபாம், 
ேம௩ம் ஶ௣ப்பாக இரண்௄ ெசயல்பா௄களின் ௳ழதமாக எ௱தப்பட்ட ெசயல்பா௄களின் 
வரம்ைபக் கண்ட௣வதற்கான ேலா௔டல் ௳ொகள் என அ௣யப்ப௄வைதக் கற்௥க்ெகாள்ேவாம்.
  ேலா௔டல் ௳ொகைளக் கற்௥க் ெகாள்௬ங்கள், எனேவ இௌ வூவ வரம்௖களின் வரம்௖கைளக் 
கணக்ழடப் பயன்ப௄ழறௌ   மற்௥ம் ஆழயைவ ஒ௠ ஶ௣ப்௔ட்ட இைடெவளி௜ல் fx gx 
ெதாடரந்்ௌ ேவ௥ப௄த்தக்ஷூய ேவ௥ப௄த்தக்ஷூய ெசயல்பா௄கள் என்௥ 
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் , ஐ உள்ளடக்ழய ஆனௌ இன் க்ஶ சமம் என்௥ம் இரண்௄ம் c c c g 
ௗஜ்௷யமாஶம் என்௥ம் ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.

ஐ ஆல் ல் ஐ ல் வஶக்கலாம் இன் ௗஜ்௷யம் மற்௥ம்  fx gx gx fx minus f gx minus g c f c 
இன் ௗஜ்௷யம் மற்௥ம் இைத g f

என எ௱தலாம் x minus f gx minus g of c, x minus c
ஐச ்ேசரந்்தௌ மற்௥ம் க்ஶ சமமாக இல்ைல என்றால் இைவ அைனத்ௌம்  so thi  x x c 

ெசல்௩பூயாஶம், எனேவ இப்ேபாௌ
ைமனஸ் ைமனஸ் மற்௥ம் ௳ழதமாக fx fc x c gx minus gc by x minus c gx

௛லம் ஐ எ௱ொ௞ள்ேளாம்.fx 
ைமனஸ் ஆல் ைமனஸ் எஃப்஼௜ன் வரம்௖ x fc x 

ேவெறான்௥௘ல்ைல, இப்ேபாௌ இல் உள்ள எஃப் இன் வ௯த்ேதான்றல் ஐ ைமனஸ் எஃப்஼ c x x 
ஆல் ைமனஸ் எஃப்஼க்ஶ ெசல்௩ம் வரம்௖x 
, இௌ எஃப் ௔ைரம் ஼க்ஶ சமம், ஏெனனில் இௌ எஃப் ேவ௥ப௄த்தக்ஷூயௌ என்௥ நாங்கள் 
க௠ௌழேறாம்.

இல் இந்த வரம்௖  c 
உள்ளௌ மற்௥ம் அௌ இல் உள்ள வ௯த்ேதான்ற௩க்ஶச ்சமம் மற்௥ம் ெந௠ங்ஶம் இன் c x c gx 
ைமனஸ் g

ஐ ைமனஸ் ஆல் வஶத்தால் ப்ைரம் க்ஶ சமம், ப்ைரம் என்ற இந்த வஶப்௔ன் c x c g c g 
வரம்௖   என்௥ க௠ௌழேறாம்.
 c
இௌ ௗஜ்௷யமல்ல என்௥ ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ, எனேவ ைமனஸ் க்ஶ ெசல்௩ம் ஐ fx fc x 
வரம்௔ட௵ம்.
 
gx
ஆல்  க்ஶ சமமாக இல்ைல, எனேவ வரம்௖ இன் க்ஶ ஆல் வழப்பௌ ௔ைரம் x x fx c gx f c 
க்ஶ ௔ைரம் ஆல் வஶக்கப்ப௄ம் ஆனால் கவனிக்க௵ம்  இௌ g c 

வரம்௔ற்ஶச ்சமம், இன் ௔ைரம் வரம்௔னால் வஶக்கப்ப௄ழறௌ  ன் க்ஶ க்ஶ x f x   x- c- gx-
ெசல்௩ம் வரம்௖  ன் க்ஶ ெசல்௩ம் வரம்௖க்ஶ சமம்.fx- c-
 

என்பௌ ஒ௠ ௔ெரஞ்ா கணித௳யலாளரின் ெபயர ், இௌ என்௥ loptal lopital 
உசச்ரிக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ இங்ேக அைமொயாக இ௠க்ழறௌ, எனேவ இப்ேபாௌ நான் h 
lopital
௳ொைய ௘க௵ம் ெபாௌவான ிழ்நிைல௜ல் ஷ௥ேவன் , cfx
க்ஶ ெசல்௩ம் வரம்௖  ெசல்௩ம் வரம்௖ க்ஶ சமம்   ஆஶம்  ௗஜ்௷யம் அல்லௌ ஷட்டல் x x cgx 
அல்லௌ க௯த்தல் ௚ூ௳௧ என்பௌ ஆல் வரம்௖ ஆகப் ேபாழறௌ, இௌ ௗஜ்௷யத்தால் fx gx x 
ௗஜ்௷யம் அல்லௌ ௚ூ௳௧யால் ௚ூ௳௧ வூவத்ொல் உள்ளௌ,
எனேவ இந்த வைரய௥க்கப்படாத வூவத்ொல் ௗஜ்௷யத்ொல்
ௗஜ்௷யத்ொல் ௗஜ்௷யத்ொல் அல்லௌ ௚ூ௳௧யால் க௯த்தல் ௚ூ௳௧  ௔றஶ இைத நாங்கள் 
இந்த எல்'ேஹா௔டல்
௳ொையப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம், இரண்டாவௌ அ௑மான௚ம் க௱ைதயாஶம்  அந்த வரம்௖ ume 

ப்ைரம் இன் க்ஶ ப்ைரம் க்ஶ ெசல்ழறௌ, எனேவx f x c g x 
இந்த ெசயல்பா௄களின் வ௯த்ேதான்றல்களின் ௳ழதத்ொன் வரம்௖ மற்௥ம் என f g x 
அேஶம் ேபாௌ இந்த வரம்௖ உள்ளௌ மற்௥ம் நம்௘டம் அந்த ப்ைரம் உள்ளௌ என்௥ c g 
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.
  x  
என்பௌ அைனத்ௌ க்ஶம் ௗஜ்௷யமற்றௌ.x 
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ஐ ஆல் அேஶம்ேபாௌ வரம்௖x- gx x fx 
உள்ளௌ, இந்த வரம்௖ ப்ைரம் ன் ப்ைரம் இன் வரம்ைபத் த௳ர ேவ௣ல்ைல, எனேவ f x- g x 
இங்ேக கவனிக்க ேவண்ூயௌ என்னெவன்றால், ஆல் இந்த ஐ ஆல் 0-0.gx- fx- gx-
  அல்லௌ
௚ூ௳௧  ௚ூ௳௧ வூவத்ொன் ௛லம் இந்த வரம்ைப எஃப் ப்ைரம் இன் ௷ ௔ைரம் என x x 
எ௱தலாம் 
.

எனேவ ஼ல உதாரணங்கைள ௚த௧ல் பாரப்்ேபாம்  க்ஶ ெசல்ழறௌ ஐ x 0 sine x x 0 
ெந௠ங்ஶழறௌ மற்௥ம் x
0 ஐ ெந௠ங்ஶழறௌ, எனேவ இௌ 0 க்ஶ 0 வூவத்ொல் உள்ளௌ, எனேவ ன் வரம்ைபப் பாரத்்தால் x 
x x 

இன் வ௯த்ேதான்ற௧ன் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்ெசல்௩ம்  ௗஜ்௷யத்ொற்ஶப் d by dx of x x 
ேபாவைத வரம்௔ட
, ைசன் இன் வ௯த்ேதான்றல் ேகாைசன் மற்௥ம் இன் வ௯த்ேதான்றல் ஒன்௥, எனேவx x x 
இௌ இன் வரம்௖க்ஶ ஒன்௥ சமம் மற்௥ம் ௗஜ்௷யத்ைத ெந௠ங்ஶம் ேபாௌ இன் cos x x cos x 
வரம்௖  த௳ர ேவ௣ல்ைலcos 
ௗஜ்௷யத்ைத ஒன்றால் வஶத்தால் இௌ ஒன்௣ற்ஶச ்சமம் எனேவ நாங்கள் இங்ஶக் ழைடத்தௌ 
என்னெவனில்,
இௌ இ௠க்ஶம்  வ௯த்ேதான்ற௧ன் வரம்௖ மற்௥ம் வஶ நீங்கள் ப்ைரம் என்ற g x 
வ௯த்ேதான்றைலப் பாரத்்தால், இௌ
அைனத்ௌ க்ஶம் 1 க்ஶ சமம், எனேவ இௌ ௗஜ்௷யமல்ல .x 

இன் ேலாப்டல் ௳ொ வரம்௖ இன் ஆல்  x x x x
க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் 

என்பௌ என்பைத நாங்கள் பயன்ப௄த்ௌழேறாம் sine x cos x 
அவரௌ உண்ைம ேவ௥ ஼ல வ௯களில் ௔றஶ நாம்
இந்த எல்'ேஹா௔டல் ௳ொையப் பயன்ப௄த்ொ ைசன்  இன் வரம்ைப ஒன்௥க்ஶ சமமாக x 
மொப்௔டலாம் இரண்டாவௌ உதாரணம் வரம்௖ க்ஶ 0 க்ஶ ெசல்௩ம் ைமனஸ் ஒன்௥x x x 
க௯த்தல் ஐ ஆல் வஶக்கலாம்  சௌரம் எனேவ ௙ண்௄ம் நான் இைதப் பாரத்்தால் என்பௌ x x fx 

க்ஶ e x
க௯த்தல் ஒன்௥ க௯த்தல் சௌரம் 0 என்பௌ 0 வஶத்தல் 0 ஆஶம், ேம௩ம் எண் மற்௥ம் வஶ xgx x 
இரண்௄ம்

இன் ெதாடரச்஼்யான  ெசயல்பா௄கள் எனேவ எண் வரம்௖ ௗஜ்௷யமாஶம்   வரம்௖  வஶத்தல் x 
ௗஜ்௷யமாஶம், எனேவ
எல்'ேஹாப்௔ட்டல் ௳ொையப் பயன்ப௄த்ௌவதன் ௛லம் இௌ வரம்௔ற்ஶச ்சமம் எண்களின் x x 
வ௯த்ேதான்ற௧ன் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்ெசல்ழறௌ
, இௌ க௯த்தல் ஒன்ைற இரண்டால் வஶத்தால் இௌx x 
எல்'ேஹா௔டல் ௳ொகைளப் பயன்ப௄த்ொனால் இந்த வரம்ைப இப்ேபாௌ பாரக்்க௵ம் e x 
ைமனஸ் ஒன்௥   ௗஜ்௷யத்ைத ெந௠ங்ஶம் ேபாௌ ௗஜ்௷யம்x 
க௯த்தல் ஒன்௥ ௗஜ்௷யமாஶம், எனேவ இௌ இன்௑ம் ௗஜ்௷யத்ொல் ௗஜ்௷யத்ொல் உள்ளௌ, 
எனேவ நாம் ௙ண்௄ம் ேலா௔டல் ௳ொையப் பயன்ப௄த்த ௚யற்஼ ெசய்யலாம்,
எனேவ இப்ேபாௌ ௙ண்௄ம் பாரக்்ஶம்ேபாௌ வ௯த்ேதான்றல் எண் மற்௥ம் வஶப்௔ன்  எண் 
மற்௥ம்
வஶப்௔ன் வ௯த்ேதான்றல் வஶப்௔ன் வ௯த்ேதான்றல்e to the x 
இரண்௄ ஆஶம், இௌ ௙ண்௄ம் ஆர௔்ட்டைலப் பயன்ப௄த்ௌவதன் ௛லம் என்பௌ n e to the x 
ஒ௠ ெதாடரச்஼்யான ெசயல்பாடாஶம், எனேவ இந்த
வரம்௖ ஒன்௥ம் இல்ைல க்ஶ இரண்டால் வஶக்கப்படட் ௗஜ்௷யம்   இௌ ஒன்௥க்ஶ இரண்டாக e 
சமமாக உள்ளௌ  இந்த உதாரணம்
இங்ஶ வரம்ைப மொப்௔௄வதற்ஶ நாங்கள் இரண்௄ ௚ைற ௳ொையப் பயன்ப௄த்த l'hopital 
ேவண்ூ௜௠ந்தௌ எனேவ வரம்ைபக் கணக்ழ௄வதற்ஶ நாம் பல௚ைற ௳ொகைளப் lopital 
பயன்ப௄த்த ேவண்ூ௜௠க்ஶம்.

௚ூ௳௧க்ஶ ௧௠ந்ௌ ஷட்டல் க்ஶ  x e x e 
க௯த்தல் ௛லம் க்ஶ க௯த்தல் க்ஶ ைமனஸ் ஆக ெசல்ழறௌ, எனேவx e x e x   

௚ூ௳௧ைய க்ஶ அேஶம்ேபாௌ இௌ ௚ூ௳௧ைய ெந௠ங்ஶழறௌ ைமனஸ் க்ஶ x e e x 

Pru
tor
@
IIT
K



ௗஜ்௷யத்ைத அேஶழறௌ
இௌ ௚ூ௳௧ வூவத்ொன் ௚ூ௳௧ வூவத்ைதப் 
ெப௥ழறௌ, எனேவ ேலா௔டல் ௳ொைய ேநரூயாகப் பயன்ப௄த்த நாம் ஆைசப்படலாம் 

என்பதன் வ௯த்ேதான்றல் ைமனஸ் இ௧௠ந்ௌ ஐக் க௯க்ழறௌ  க௯த்தல் ௔ரி௳ன் e  x th e x 
வ௯த்ேதான்றலால்
வஶக்கப்ப௄வௌ  க்ஶ ஷட்டல் க்ஶ ைமனஸ் ஐக் e x e x 
ெகா௄க்ழறௌ 
எல்'ேஹா௔ட்ட௧ன் ௳ொையப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம் என்௥ ெசால்ல, நான் ௙ண்௄ம்
எல்'ேஹா௔ட்டல் ௳ொையப் பயன்ப௄த்ொனால், நமக்ஶ வரம்௖ ழைடக்ஶம் ௚ூ௳௧ x 
வ௯த்ேதான்ற௩க்ஶப் ேபாழறௌ, க்ஶ ஷட்டல் க்ஶe x e 
ைமனஸ் க்ஶ க்ஶ க௯த்தல் வைர ெகா௄க்கப்ப௄ம்.x e x e 
  ைமனஸ் என்பௌ அசல் வரம்பாஶம், எனேவ எல்'ேஹா௔டல் ௳ொைய   பல ௚ைற x 
பயன்ப௄த்ௌவதன் ௛லம் 
இந்த வரம்ைப எங்களால் கணக்ழட ௚ூயாௌ  
என்பைத இங்ேக காண்ழேறாம்.

க்ஶ என்பௌ க்ஶ சமம் ௔ன்னர ் ேநரம்ைற e x y x 
௚ூ௳௧ ௚ூ௳௧ைய ெந௠ங்ஶழறௌ , ௔ன்னர ்வரம்௖ க்ஶ ஷட்டல் க்ஶ க௯த்தல் y e x e x by

க்ஶ க௯த்தல் க்ஶ ைமனஸ் இௌ ௔ளஸ் த௳ர ேவ௣ல்ைல  இ௧௠ந்ௌ க௯த்தல்e x e x y e 
க்ஶ க்ஶ ைமனஸ் ஒன்௥ ஆக இ௠க்ஶம் , இௌ இ௠க்கலாம் ஸ்ெகாயர ்௔ளஸ் ஒன் x y y y y 

ஆல் ஸ்ெகாயர ்ைமனஸ் ஒன் என எ௱தப்பட்டதால், ஐ ௚ூ௳௧க்ஶ y x e
௧௠ந்ௌ ௔ளஸ் க்ஶ ைமனஸ் இ௧௠ந்ௌ ைமனஸ் க்ஶ ைமனஸ் வைர ெசல்வைத x e x x e x 
வரம்௖க்ஶட்ப௄த்ௌவௌ இன் ௚ூ௳௧க்ஶ வ௠வதற்கான வரம்ைபத் த௳ர ேவ௣ல்ைல.y 

சௌரம் ஷட்டல் 1 ஆல் சௌரம் க௯த்தல் 1 ஐ எப்பூக் கணக்ழ௄வௌ என்௥ நமக்ஶத் ெதரி௞ம்y y 
சௌர எண் மற்௥ம்   வஶப்௔னால் வஶக்க ௚ூ௞ம் சௌரம், ௔ன்னர்y 

இௌ ஒன்௥ ைமனஸ் ௗஜ்௷யத்தால் ஒன்௥ ஷட்டல் ௗஜ்௷யமாக மா௥ம், எனேவ வரம்௖ ஒன்௥ 
அல்லௌ எல் ேஹாப்௔ட்டல் ௳ொையப் பயன்ப௄த்ொ இன்ஃ௔னிடூ் சௌரம்y y 
ஷட்டல் சௌரம் ைமனஸ் ஒன்௣ன் வரம்ைப எ௱த ேலா௔டல் ௳ொையப் பயன்ப௄த்தலாம்.y 
  ௚ூ௳௧௜ன் ௛லம் ௚ூ௳௧ பூவத்தால், ஆல், எண்ணின் வ௯த்ேதான்ற௧ன்l'hopital 

வரம்௖ ௚ூ௳௧  என்௥ எ௱தலாம் y y 
வஶப்பால் வஶத்தால் ௙ண்௄ம் ெகா௄க்ழறௌ, ேம௩ம் இந்த 2ஐ ஐ ரத்ௌ ெசய்யலாம், 2y 2y  2y

இௌ
1 க்ஶ சமம் என்பைதப் ெப௥ழேறாம்.
  எனேவ இந்த உதாரணம் எப்ேபாதாவௌ   ௳ண்ணப்௔ப்பதற்ஶ ௚ன் ஼ல மாற்௤௄கைளச ்
ெசய்ய ேவண்௄ம் என்பைதக் காட௄்ழறௌ

௳ொைய நாம் ேவ௥ எ௄த்ௌக்காடை்டப் பாரக்்கலாம், இங்ஶ ம௠த்ௌவ ௳ொைய g lopital l'
ேநரூயாகப்
பயன்ப௄த்ௌவௌ எங்ஶம் ழைடக்காௌ, எனேவ நான் எ௱ௌழேறன் வரக்்க௛லம் ஷட்டல் 1 x 
வரக்்க௛லத்தால் வஶப்௔னால் x x

க௯த்தல் 1 வரக்்க௛லத்தால் எனேவ இௌ ௙ண்௄ம் ௚ூ௳௧  ௚ூ௳௧ வூவத்ொன் ௛லம் x x 
மற்௥ம் நாம் ேநரூயாக ௳ொையப் பயன்ப௄த்ொனால்l'hopital 
இௌ வரம்௖க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் x 
.
  ைமனஸ் ௛ன்௣ன் ௛லம் இரண்௄ ௔ன்னர ்௙ண்௄ம் ஒன்௥க்ஶ இரண்௄ ௡ட் ஷட்டல் அைர x x
௚தல் ைமனஸ் ௛ன்௣ல் இரண்௄ 
உள்ளௌ நாம் ௙ண்௄ம் ேலா௔டல் ௳ொையப் பயன்ப௄த்ொனால், எல்ைல ௚ூ௳௧க்ஶ x 
ெசல்௩ம் இௌ அைர

க்ஶ ைமனஸ் பாொ, எனேவ ைமனஸ் ஒ௠ நான்ழல் ஒ௠ ௧௠ந்ௌ ைமனஸ் 3 ைப ௅ வைர x x 
ெப௥ழேறாம், ௔ன்னர ்ஷட்டல்
இௌ  ௛ன்௣௧௠ந்ௌ நான்ஶ க்ஶ ைமனஸ் ஃைபவ் ௅ ௅ ஆஶம் இௌ ைமனஸ் ஒ௠ நான்ழல்x 

௚தல் ைமனஸ் ௛ன்௣௧௠ந்ௌ இரண்௄ வைர இ௠க்ஶம்  கள் ைமனஸ் ௛ன்௣ல் நான்ஶ x thi x
ஆக ைமனஸ் ஐந்ொல் இரண்டாக மா௥ழறௌ, இௌ ௙ண்௄ம் ௗஜ்௷யத்தால் ௗஜ்௷ய வூவமாஶம்
எனேவ லா ேலா௔டல் ௳ொகைளப் பயன்ப௄த்ௌவதால் இந்த ெவளிப்பாட்ைட ேம௩ம் ேம௩ம் 
஼க்கலாக்ஶழறௌ.
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ஷட்டல் ஒன்௥ வரக்்க௛லத்தால் ௛லம் வரக்்க௛லத்தால் க௯த்தல் ஒன்௥ வரக்்க௛லத்தால் x x 

இந்த ெவளிப்பாடை்ட எளிதாக்கலாம் மற்௥ம்x   
இைத ௔ளஸ் ஒன் ௛லம் க௯த்தல் ஒன்௥ என எ௱தலாம் , ௔ன்னர ்இந்த வரம்௖x x 
எண் மற்௥ம் எண்கைளப் ௔ரிப்பதன் ௛லம் எளிதாகக் காணலாம்.

ஆல் வஶத்தல் அல்லௌ நீங்கள் இங்ேக ஐப் பயன்ப௄த்தலாம்  x l'hopital rule 
மற்௥ம் இௌ வரம்௖ ௚ூ௳௧க்ஶ ேபாழறௌ என்பௌ வ௯த்ேதான்றல் ஒவ்ெவான்றாகக் x 
ெகா௄க்ஶம்,
எனேவ இௌ ஒன்௥க்ஶ சமம் எனேவ இந்த இரண்௄ எ௄த்ௌக்காட௄்க௬ம் நீங்கள்
ேலா௔ட்டல் ௳ொையக் கண்௛ூத்தனமாகப் பயன்ப௄த்தக் ஷடாௌ என்பைதக் காட௄்வதாஶம்.
 நீங்கள் ஐப் பயன்ப௄த்ௌவதற்ஶ ௚ன்   ஼ல எளிைமப்ப௄த்த ௚யற்஼க்க௵ம்,l'hopital 
இப்ேபாௌ இந்த ௳ொயானௌ ௗஜ்௷ய மடங்ஶ ௚ூ௳௧ அல்லௌ ௚ூ௳௧ க௯த்தல் l'hopital 
௚ூ௳௧ ௚தல் சக்ொ ௚ூ௳௧ 0 வைர ேபான்ற ௔ற நிசச்யமற்ற வூவங்க௬க்ஶப் ah 1 
பயன்ப௄த்தப்படலாம் என்பைதக் காண்ேபாம்.
  0 ேபான்றைவ எப்பூயாவௌ ௗஜ்௷யத்தால் ௗஜ்௷யமாகேவா
அல்லௌ ௚ூ௳௧ வூவங்களின் ௛லம் ௚ூ௳௧யாகேவா மாற்௥வதன் ௛லம் 
எ௄த்ௌக்காட்டாக 

சௌர ௚ைறகளின் ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்௩ம் இன் வரம்௖ என்ன என்பைதக் கணக்ழடலாம்., x x 
௧௠ந்ௌ  க௯த்தல் வைர. e x 

 
௚ூ௳௧ இ௧௠ந்ௌ க௯த்தல்e 

ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்ெசல்ழறௌ, எனேவ இௌ ௚ூ௳௧ மடங்ஶ ௗஜ்௷ய வூவமாஶம், இௌ நாம் x 
பாரத்்த ஒ௠ நிசச்யமற்ற வூவம்
ஆனால் இங்ேக இௌ இரண்௄   சார௖்களின் தயாரிப்௖ ஆஶம் , ஆனால் இரண்௄ 
ெசயல்பா௄களின் ௳ழதம் அல்ல, எனேவ

பயன்ப௄த்த ௚ூ௞ம்  ேஹாப்௔டல் ௳ொ ௚த௧ல் அைத இரண்௄ சார௖்களின் ௳ழதமாக l' 
மாற்ற ேவண்௄ம், எனேவ
இைத வரம்பாக வரம்பாக எ௱தலாம் x x 
நாம் ௚ூ௳௧ வூவத்ொல் ௚ூ௳௧ையப் ெப௥ழேறாம், எனேவ லாப்ஸ்டர ்௳ொையப் 
பயன்ப௄த்தலாம் மற்௥ம் சௌரத்ொன் வ௯த்ேதான்ற௧ன்x 
வரம்௖ ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்௩தல்   எனப் ெப௥ேவாம் நாங்கள் ஒ௠ மாதத்ொற்ஶ ஒ௠௚ைற x 
எல்'ேஹா௔டல் ௳ொைய பயன்ப௄த்ௌழேறாம்  மற்௥ம் இௌ வரம்௖ க்ஶre x 
2 இன் இன்ஃ௔னிடூ்ைய ஆல் வஶக்க ஐ அளிக்ழறௌ ௚ூ௳௧க்ஶ ௚தல் ௚ைற வைரe x  x n 

க்ஶ ைமனஸ் வைர எந்த ேநரம்ைற ௚௱ எண் க்ஶம் இௌ 0 க்ஶ சமம், ஏெனன்றால் இைதe x n 
௧௠ந்ௌ க்ஶ ஆல் க்ஶ வஶத்ௌ என்௥ எ௱ௌழேறாம்.x n e x x   

 
நீங்கள் வ௯த்ேதான்றைல எ௄க்ஶம்ேபாௌ  வஶத்தல் எப்ேபாௌம் க்ஶ ஆக இ௠க்ஶம், e- x 
அேதசமயம் எண் க்ஶ ஆக இ௠க்ஶம் x- n 
௔றஶ நாம் எண்ணில் ஒ௠ மா௣௧ையப் ெப௥ழேறாம் மற்௥ம் வஶப்௔ன்

க்ஶ இன்௑ம் உள்ளௌ, எனேவ இந்த வரம்௖ ௗஜ்௷யமாக இ௠க்ஶம் இரண்டாவௌ உதாரணம்x e 
x
ெசயல்பாடூ்ன் மடங்ஶ இயற்ைகப் பொ௳ன் வலப்பக்கத்ொ௧௠ந்ௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்x 
ெசல்௩ம்   வரம்ைபப் பாரப்்ேபாம், எனேவ இங்ேக நாம் இ௠க்ழேறாம்.x 

லாக் வைரய௥க்கப்பட௄்ள்ளதால், வலௌ ைக வரம்ைப எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம் அௌ x x 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶப் ேபாழறௌ, ஏெனனில் என்பௌ ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட க்ஶ மட௄்ேம x x 
வைரய௥க்கப்பட௄்ள்ளௌ, இப்ேபாௌ

ஐ ெந௠ங்ஶம்ேபாௌ இந்த என்ன நடக்ழறௌ என்பைதப் பாரத்்தால், ஐ x 0 x x 0 
ெந௠ங்ஶம்ேபாௌ என்ன நடக்ழறௌ என்பைதப்
பாரத்்தால் எொரம்ைற ௚ூ௳௧ைய அேஶழறௌ என்பைத நாங்கள் பாரத்்ேதாம்.x x 
 1 பொ௵ இல் இௌ 0 மற்௥ம் 1 க்ஶம் ஶைறவான க்ஶ இன் மொப்௖x x x 
எொரம்ைறயாக உள்ளௌ, ேம௩ம் இன் மொப்ைபக் ஶைறக்ஶம் ேபாௌ எொரம்ைற x   log x x 
௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்ழறௌ, எனேவ இந்த
வரம்௖ ௗஜ்௷ய ௚ைற க௯த்தல் ௚ூ௳௧ வூவத்ொல் இ௠க்ஶம்.
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 இைத ௗஜ்௷யத்தால் ௗஜ்௷யமாகேவா அல்லௌ
௚ூ௳௧ைய ௚ூ௳௧ வூவமாகேவா மாற்ற ேவண்௄ம், எனேவ என்௥x log x 
எ௱ௌேவாம், இௌ ஆல் ஆல் வஶத்தால் எொரம்ைறக்ஶ சமமாக எ௱தலாம்.x x 
  ேநரம்ைற ௚ூ௳௧க்ஶ எனேவ
இௌ ௚ூ௳௧ வூவத்ொன் ௛லம் எொரம்ைற ௚ூ௳௧, எனேவ எல்'ேஹா௔டல் ௳ொ௜ன்பூ இந்த 
வரம்௖

லாக் இன் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ஷட்டல் என்பௌ வரம்௖க்ஶ சமமாஶம்.x x x   
 'ம௠த்ௌவ ௳ொ இௌ

வரம்௖க்ஶ சமம் 0 ஷட்டல் வ௯த்ேதான்றல்  இன் இன் 1 ஆல் வ௯த்ேதான்றல் 1 ஆல் x log x x x
என்பௌ ைமனஸ் 1
ஆல் சௌரம் ஆஶம், ேம௩ம் இைத 1 ஆல் வஶக்க   ைமனஸ் 1 ஆல் சௌரம் ைமனஸ் x x x x  
என்பைதத் த௳ர ேவெறான்௥௘ல்ைல,
எனேவ இௌ ைமனஸ் இன் 0 ஷட்டல் ஆஶம் இௌ 0 க்ஶ சமம்.x x 
 எனேவ இன் வரம்௖x log x 
ௗஜ்௷யத்ைத ெந௠ங்ஶம் ப்ளஸ் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம்.
 எ௄த்ௌக்காட்டாக,
௚ூ௳௧ைய க௯த்தல் ௚ூ௳௧ பூவத்ொன் வரம்ைபப் பாரக்்க ௚யற்஼ப்ேபாம், எனேவ x 0 
க்ஶ ெசல்௩ம் வரம்ைபக் கணக்ழட ௚யற்஼ப்ேபாம்.

1 ஆல் ைமனஸ் 1 ஆல் ைசன் எனேவ ஆனௌ 0 க்ஶ ெசல்௩ம் ேபாௌ ஒன்௥ x x, x x x 
அேஶ௚ைறகள்
ஷட்டல் அல்லௌ க௯த்தல் ௚ூ௳௧ைய வலௌ மற்௥ம் இடத்ொ௧௠ந்ௌ மற்௥ம் ைசன் x x 
ௗஜ்௷யத்ைத ெந௠ங்ஶழறௌ  ௗஜ்௷யத்ைத அேஶழறௌ,
எனேவ இௌ ௚ூ௳௧ க௯த்தல் ௚ூ௳௧ வூவமாஶம், இப்ேபாௌ நாம் என்ன ெசய்யலாம்  நாம் 
ெபாௌவான வஶப்௔ைன எ௄த்ௌ,
இைத ைசன் ைமனஸ் ஆல் வஶக்க ைசன் என எ௱தலாம்  நாம் ேலா௔டல் ௳ொையப் x x x x 
பயன்ப௄த்தலாம் மற்௥ம்
இைத வரம்௖ என்௥ எ௱தலாம் x 

ஐப் ௔ரித்ௌ   தயாரிப்௖ ௳ொையப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம்s cos x minus 1 
, இைத ஆகப் ெப௥ழேறாம், இப்ேபாௌ ஐ ெந௠ங்ஶம்ேபாௌ என்ன sine x plus x cos x x 0 
நடக்ழறௌ cos x
க௯த்தல் 1 ஆனௌ ைமனஸ் 1 ஆகச ்ெசல்ழறௌ, அதாவௌ 0 மற்௥ம் வஶப்௔ல் உள்ளௌ  cos 0 

மற்௥ம் எனேவsine x x cos x 
இௌ௵ம் 0ஐ ெந௠ங்ஶழறௌ எனேவ 0 க்ஶ 0 பூவத்ைதப் ெப௥ேவாம்   எனேவ ௙ண்௄ம் 
வ௯த்ேதான்றைல எ௄த்ௌக் ெகாண்டால், ஐ ௙ண்௄ம் பயன்ப௄த்த l'hopital rule 
௚யற்஼ப்ேபாம் 

என்பதன் வ௯த்ேதான்றல் ைமனஸ் cos x sine
ஆனௌ  என்பௌ மற்௥ம் x denominator sine x derivative cos x x cos
ஆனௌ ஐக் ெகா௄க்ஶம்  ைமனஸ்x plus cos x minus x sine x 

ஶ௣ ஐ 2 ஆல் வஶத்தால் , இப்ேபாௌ நாம் இைதப் ெப௥ழேறாம் 0x cos x minus x sin x 
இரண்டால் வஶத்தால், இௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம், எனேவ 
இந்த வரம்ைப ௳ொைய இரண்௄ ௚ைற பயன்ப௄த்ொ கணக்ழட ௚ூ௞ம்.l'hopital 

இைத ௗஜ்௷யமாக ௗஜ்௷யமாக மாற்௣ய ௔றஶ, இப்ேபாௌ இேதேபால் இன் வரம்ைப 1 x 
ஷட்டல் ைமன௻ல் பாரக்்கலாம்x 
1 மடங்ஶ டான் ைப 2 எனேவ வலௌ பக்கத்ொ௧௠ந்ௌ 1 ஐ ெந௠ங்ஶம் ேபாௌ க௯த்தல் 1 x x x 
இௌ 0 க்ஶ ெசல்ழறௌ, ௔றஶ
எங்களிடம் 10 ைப 2 ஆக உள்ளௌ, எனேவ டான் நீங்கள் ைபக்ஶ ெசல்௩ம்ேபாௌ அௌ x x 
௚ூ௳௧ ேநரம்ைற  ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்ழறௌ 
2 இட௘௠ந்ௌ
வல௘௠ந்ௌ இௌ எொரம்ைற ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்ழறௌ, எனேவ

வலப்௖றத்ொ௧௠ந்ௌ 1ஐ ெந௠ங்ஶம்ேபாௌ   எனேவ ஐ 2 ஐ ெந௠ங்ஶழறௌx pi by 2 x pi 
, எனேவ இௌ 0 மடங்ஶ க௯த்தல் ௚ூ௳௧க்ஶ சமம்  ேலா௔டல் ௳ொையப் பயன்ப௄த்த ௚ூ௞ம் 
நாம் அைத ௗஜ்௷யத்தால்
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ௗஜ்௷யமாகேவா அல்லௌ ௚ூ௳௧ைய ௚ூ௳௧ வூவமாகேவா மாற்ற ேவண்௄ம், எனேவ 
இைத x
ைமனஸ் ஒன் ைப டான் என்பௌ ஒன்௥ ேகாட்டான்ெஜன்ட் என எ௱த ௚யற்஼ப்ேபாம், எனேவ
இைத காட் ஆஃப் ைப இரண்டாக எ௱தலாம் இப்ேபாௌ ௗஜ்௷யம் ழைடக்ஶம்  ௗஜ்௷ய x 
பூவத்ொன்பூ, எல்'ேஹா௔டல் ௳ொையப் பயன்ப௄த்ொனால், இௌ

வரம்௖க்ஶ சமமாஶம்.x 
 ஆல்
2 எனேவ இைதப் ெப௥ழேறாம், இௌ ஷட்டல் ைமனஸ் 2 ைப ைப ௚ைறகள் ைசன் x 1 
ஸ்ெகாயர்
ைப  2 எக்ஸ்௔க்ஶ வ௠வைதத் த௳ர ேவ௣ல்ைல  ஆனௌ மற்௥ம் ecause 1 by cosecant sine 
இப்ேபாௌ ேநரம்ைற பக்கத்ொ௧௠ந்ௌ 1 க்ஶx 
ெசல்௩ம் ேபாௌ க்ஶ இரண்௄ ெசல்ழறௌ, எனேவ இௌ ைமனஸ் இரண்௄ pi  2 x pi by pi 
௚ைறகள் இரண்௄ sine square pi sine pi by
இரண்௄ ஒன்௥ எனேவ இௌ ஒன்௥  ைமனஸ் ௅ ைப ைபக்ஶ சமம் மற்ெறா௠ வைக வரம்௖ 
நம்௘டம் 0 ஆல் 0 பூவம் இ௠ப்பதாக ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், எனேவ வலப்பக்கத்ொல் இ௠ந்ௌ x 
ௗஜ்௷யத்ைத ெந௠ங்ஶம் ேபாௌ சக்ொ க்ஶ இன் வரம்ைப எ௱ௌழேறாம் என்௥ x x x 
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்,
எனேவ இௌ ௗஜ்௷யத்தால் ௗஜ்௷ய வூவமாஶம்.
 

க்ஶ சமமான க்ஶ சமம் , இன் இயற்ைகப் பொைவ எ௄த்ௌக் ெகாண்டால், இன் x fx x fx x 
இயற்ைகப்
பொ௳ன் மடங்ஶ இயற்ைகப் பொேவ௄ சமம் என்பௌ இப்ேபாௌ நமக்ஶத் ெதரிந்த ௳ஷயம் x 
என்னெவன்றால், 

வரம்௖ இன் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்ெசல்வைதக் ஷடூ் இௌx x x log x x 
0 க்ஶ சமம்.
  இைத நாங்கள் லாக் ஆல் என்௥ எ௱ொ, ௔ன்னர்x x 

ம௠த்ௌவமைன ௳ொையப் பயன்ப௄த்ொ இந்த வரம்௖ 0 ஆக உள்ளௌ, எனேவ இன் வரம்௖ l' x 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்ெசல்௩ம் மற்௥ம் இன் பொ௳ன் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம் என்பௌ நாம்fx 
கண்௄௔ூக்க ேவண்ூயௌ என்ன  இன் வரம்௖ எனேவ இப்ேபாௌ என்பௌ க்ஶfx fx e 
பவர ்லாக் எஃப்எக்ஸ் ஆகாௌ எனேவ   வரம்௖ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்ெசல்வௌ மற்௥ம் இன்x fx 
வரம்௖ என்பௌ இன் 0 ஷட்டல் ஆஶம்  பவர ்லாக் எஃப்எக்ஸ் மற்௥ம் எக்ஸ்ேபாெனன்௹யல் x e 
ஒ௠ ெதாடரச்஼்யான ெசயல்பா௄ என்பதால்   இௌ பவர்
௧௘ட் க்ஶ x e 
க்ஶ சமம்.
  வரம்௖ மற்௥ம் இப்ேபாௌ
இந்த வரம்௖ ௗஜ்௷யம்   என்பைத நாங்கள் ஏற்கனேவ மொப்௔ட௄்ள்ேளாம், எனேவ
இௌ ஒன்௥க்ஶ சமமான ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் ௔ைரம் மற்௥ம் ௷ ௔ைரம் இ௠ப்பௌ f x x 
அவ஼யம்
எனேவ வரம்௖ ப்ைரம் க்ஶ ௷ ௔ைரம் இல்ைல என்றால், ௷எக்ஸ் ௛லம் எஃப்எக்ஸ் x cf x x 
வரம்௖ இல்ைல என்௥ ௚ூ௵ ெசய்ய ௚ூயாௌ.
 வரம்௖  இ௠ந்தால்,
௷எக்ஸ் ௛லம் வரம்௖ உள்ளௌfx 
                                                                                
                                                          எஃப்எக்ஸ்/௷எக்ஸ்/௷எக்ஸ்- 
இன் வரம்௖ எஃப் ௔ைரம் ைப ௷ ௔ைரம் x 
எக்ஸ்.
  இல்ைல எ௄த்ௌக்காட்டாக க்ஶ சமமான மற்௥ம் மற்௥ம் க்ஶ சமம் ௔ன்னர ்x fx sin x gx x 

வரம்௖  என்பௌ ௚ூ௳௧க்ஶ சமம்.x go ing to positive infinity of fx 
  க்ஶ 1 ஆக, எஃப் ௔ைரம்

ஆல் ௷ ௔ைரம் ஐப் பாரத்்தால், இௌ ஒன்௥ ஷட்டல் காஸ் க்ஶ சமம் எனேவ இதன் வரம்௖ x x x x
என்பௌ ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்௩ம் வரம்௖ வரம்௖ x x
1 ஷட்டல் காஸ் இன் ௚ூ௳௧க்ஶ ேபாழறௌ, இௌ இ௠ப்பொல்ைல.x 
 cos x at

வரம்௖ இல்ைல அௌ எொரம்ைற ஒன்௥க்ஶம் ஒன்௥க்ஶம் இைட௜ல் infinity cos x 
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ஊசலா௄ழறௌ எனேவ
௚ூ௳௧ைய ெந௠ங்ஶம் ேபாௌ வரம்௖ இல்ைல எனி௑ம் இன் வரம்௖ இன் க்ஶ x x fx infinity

௛லம் ெசல்ழறௌ gx  
.

மற்௥ம் ஐ ஆல் வஶத்தால் வரம்௖  x sin x x 
ஷட்டல் ைசன் ஆல் இன் ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்௩ம் வரம்௖ என எ௱தலாம், இப்ேபாௌ x 1 x x x   

௚ூ௳௧ைய ெந௠ங்ஶம் ேபாௌ ைசன் க்ஶ என்ன நடக்ஶம் என்பைத நாம் அ௣ேவாம்.x 

ஒ௠ வஶத்தல் ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்ழறௌ எனேவ இந்தx 
ைசன் ஆல் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ெசல்ழறௌ எனேவ பாவம் ேமாூல் உள்ள என்பௌ x x xb yx 
ஒன்௥க்ஶ ஒன்௥க்ஶ சமமாக உள்ளௌ மற்௥ம்
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக அொகமாக உள்ளௌ, ேம௩ம் ஒன்௥ என்பௌ ௚ூ௳௧ைய x   x 
ெந௠ங்ஶம் ேபாௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ெசல்ழறௌ
எனேவ சாண்ட௳்ச ்ேதற்றத்ொன் வரம்௖ ஼ன் ௚ூ௳௧க்ஶ ௛லம் க்ஶ ெசல்ழறௌ x x x x 
என்பைத நாம் பாரத்்ேதாம்.

0 க்ஶ சமம் எனேவ , ஆல் இன் ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்௩ம்   வரம்௖gx fx x 
ஒன்௥ ஷட்டல் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம், இௌ ஒன்௥க்ஶ சமம் என்றா௩ம், ஐப் l'hopital rule 
பயன்ப௄த்த நாம் ேநரூயாக ௚யற்஼த்தால்

வரம்ைபப் ெப௥ழேறாம்., f prime x by g prime x   
 இல்ைல ஆனால்
இந்த அசல் வரம்௖ இல்ைல என்௥ அரத்்தம் இல்ைல எனேவ இத்ௌடன் இந்த ௳ரி௵ைரைய 
நி௥த்ௌழேறன் நன்௣ 
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