
छाũो ंका ˢागत है
 इसिलए इस ʩाƥान मŐ हम कुछ कायŘ
की सीमाओ ंकी गणना करने के िलए डेįरवेिटव का एक आवेदन देखŐगे,
 इसिलए अिधक िवशेष ŝप से हम
सीखŐगे िक दो कायŘ के अनुपात के ŝप मŐ िलखे गए कायŘ की सीमा का पता लगाने के िलए लोिपटल िनयमो ंके ŝप मŐ Ɛा जाना जाता 
है,
 इसिलए मुझे बताएं िक 
हम करŐ गे  लोिपटल िनयमो ंको जानŐ,
 इसिलए इसका उपयोग फॉमŊ सीमा की सीमा की गणना करने के िलए िकया जाता है , जो िक अनुपात से तक पŠंचता है, x fx gx 
जहां िवˑाįरत वाˑिवक संƥा मŐ है, इसका मतलब है िक या तो एक वाˑिवक संƥा है या ɘस या माइनस इनिफिनटी है,c c 
 इसिलए पहले चलो  हम एक िवशेष मामले को देखते हœ मान लीिजए और कुछ अंतराल मŐ लगातार अलग -अलग िभɄ कायŊ हœ ,fx gx 
िजनमŐ शािमल है, यह भी मानते हœ िक का के के बराबर है और दोनो ंशूɊ हœ और मान लŐ िक पर Ůाइम शूɊ c c f, c g c g 
नही ंहै तो हम को के ŝप मŐ िलख सकते हœ Ɛोिंक घटा का से िवभािजत घटा का है Ɛोिंक का fx gx fx f c g gx c g c 

शूɊ है और का शूɊ है और इसे हम f c g f
घटा से िवभािजत से के ऊपर िलख सकते हœ  माइनस ऑफ़ ओवर माइनस सो िथ  ये सभी माɊ हœ x f c x c gx g c x c s 

यिद से संबंिधत है और के बराबर नही ंहै, तो अब हमने इस कोx , i x, c fx by gx 
घटा गुणा घटा और घटा गुणा घटा के अनुपात के ŝप मŐ िलखा है, अब ȯान दŐfx fc x c gx gc x c 

िक हम Ɛा जानते हœ  यह है िक एफएƛ माइनस एफसी बटा एƛ माइनस सी की सीमा
कुछ भी नही ंहै, लेिकन सी पर एफ का ʩुȋɄ है अब एƛ को एफएƛ माइनस एफसी बटा एƛ माइनस सी तक सीिमत
करŐ  यह एफ Ůाइम सी के बराबर है Ɛोिंक हमने माना है िक एफ अलग है  पर यह सीमाc 
मौजूद है और पर ʩुȋɄ के बराबर है और की सीमा घटा के आने वाले c x gx g  c c
को घटा से िवभािजत करने पर अभाǛ के बराबर है, हम यह भी मान रहे हœ िक इस हर की सीमा जो अभाǛ है  सी यहx c g c g 
गैर-शूɊ होने के िलए िदया गया है
 इसिलए एƛ माइनस एफसी के सी तक एƛ को सीिमत करŐ  एƛ माइनस सी ओवर जीएƛ माइनस जीसी बाय एƛ माइनस सी
यह कुछ भी नही ंहै, लेिकन एफ Ůाइम सी ओवर जी Ůाइम सी है लेिकन यह अनुपात एफएƛ के अलावा कुछ भी नही ंहै  gx
Ȫारा के िलए के बराबर नही ंहैx c 
 इसिलए की बटा के पर जाने की सीमा Ůाइम के बराबर है, िजसे से िवभािजत िकया गया है x fx gx c f c g prime c 
लेिकन ȯान दŐ  िक  यह

की सीमा Ůाइम के पर जाने की सीमा के बराबर है, इसे से अभाǛ तक जाने की सीमा से िवभािजत िकया जाता x f x c x g x 
है, ऐसा
 इसिलए है Ɛोिंक अभाǛ और अभाǛ को िनरंतर माना जाता है ,f x g x 
 इसिलए के बराबर पर िनरंतर माना जाता है।x c 

की सीमा बटा के पर जाने की सीमा के बराबर है, Ůाइम के पर जाने वाले की सीमा को अभाǛ से  x fx gx c f x c x g x 
िवभािजत िकया जाता है,
 इसिलए यह उपरोƅ िनयम जो अिधक सामाɊ मामलो ंके िलए माɊ है, को लोिपटल िनयम के ŝप मŐ जाना जाता है , 
इसिलए यह लोɐल एक ůांसीसी गिणतǒ का नाम है और इसे लोिपटल के ŝप मŐ उǄाįरत िकया जाता है
 इसिलए यहां एच चुप है
 इसिलए अब मœ लोिपटल
िनयम को और अिधक सामाɊ İ̾थित मŐ बताऊंगा मान लीिजए िक की मŐx cfx 
जाने की सीमा के पर जाने की सीमा के बराबर है जो बराबर है  जीरो या ɘस या माइनस इनिफिनटी जो िक बाय x cgx fx gx 
िलिमट है पर जा रहा है, यह फॉमŊ जीरो बाय जीरो या इनिफिनटी बायx c 
इनिफिनटी है,
 इसिलए यिद हमारे पास यह सीमा है तो इनमŐ से िकसी एक अिनिʮत फॉमŊ मŐ ज़ीरो बाय
ज़ीरो या ɘस माइनस इनिफिनटी बाय इनिफिनटी है  िफर यह हम इस िनयम को लागू करते हœl'hopital  
और दूसरी धारणा भी ass .
 है  िक सीमा से Ůाइम के तक Ůाइम यह मौजूद हैume x f x c g x 
 इसिलए मान लीिजए िक हम िकसी तरह जानते हœ िक
इन कायŘ के ʩुȋɄ के अनुपात की सीमा और जैसे-जैसे पास आता है, यह सीमा मौजूद है और हमारे पास वह Ůाइम है  f g x g x
अंतराल मŐ सभी के िलए गैर-शूɊ है, मœ संभवतः  के बराबर पर ˢीकार करता šं,x x c 
 इसिलए हम मानते हœ िक
कुछ अंतराल है िजसमŐ उस अंतराल मŐ सभी के िलए जी Ůाइम गैर-शूɊ है,x 
िसवाय सी पर हो सकता है तो िनʺषŊ है िफर जैसे ही

बाय के पास पŠंचता है, यह मौजूद होता है और यह सीमा और कुछ नही ंबİʋ Ůाइम बटा Ůाइम की सीमा x fx gx f x g x 
होती है,
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 इसिलए यहां यह ȯान रखना महȕपूणŊ है िक केवल अगर हमारे पास यह बाय बटा 0 है  या इİɈिनटीfx gx 0 
बाई इİɈिनटी फॉमŊ तो हम इस िलिमट को इस तरह िलख सकते हœ Ůाइम बाय जी Ůाइम कीf x x 
िलिमट, बशतő राइट हœड साइड की यह िलिमट मौजूद हो, अगर हमारे पास ज़ीरो बाय ज़ीरो फॉमŊ नही ंहै तो हम इस l'hopital 
िनयम को लागू नही ंकर सकते हœ।

तो आइए कुछ उदाहरण देखते हœ पहले उदाहरण मुझे साइन बटा के शूɊ तक जाने की सीमा लेते हœ, x x 
तो यहां अगर हम देखते हœ  जैसे पर जाता है साइन की ओर जाता है और के करीब पŠंचता है,x 0 x 0 x 0 
इसिलए यह 0 बटा 0 ŝप का है अब यिद हम

के बटा बटा के ʩुȋɄ के की शूɊ तक जाने की सीमा को देखŐ तो यह बराबर है  को शूɊ तक सीिमत करने के x x d dx x x 
िलए
साइन के ʩुȋɄ को सीिमत करने के िलए यिद हम जानते हœ िक कोसाइन है और का ʩुȋɄ एक है, तो हमŐ यह िमलता है िक x x x 
यह
कॉस एƛ की सीमा के बराबर है और कॉस एƛ की सीमा जैसे ही एƛ शूɊ के करीब पŠंचता है, इसके अलावा और कुछ नही ंहै।

शूɊ को एक से िवभािजत िकया जाता है तो यह एक के बराबर होता है
 इसिलए हमŐ यहां जो िमला है वह यह है िक ʩुȋɄ की सीमा
यह मौजूद है और यिद आप ʩुȋɄ जी Ůाइम एƛ देखते हœ
तो यह सभी एƛ के िलए 1 के बराबर है,
 इसिलए यह गैर-शूɊ है ।

की लोɐल िनयम सीमा पाप बटा के 0 पर जा रही है यह x x x 
एक के बराबर है िजसकी हमने सीधे गणना की है ȯान दŐ  िक यहां हम इस तȚ का उपयोग करते हœ िक साइन एƛ का ʩुȋɄ कोसाइन
एƛ है वाˑव मŐ यिद आपको याद है िक हमने िजस तरह से
ʩुȋɄ की गणना की है  साइन एƛ का कॉस एƛ है, हम इसका इˑेमाल करते हœ हमने इस तȚ का इˑेमाल िकया है िक पाप एƛ 
बटा एƛ की सीमा एक के बराबर है,
लेिकन मान लीिजए िक आप टी जानते हœ  उसके तȚ को िकसी अɊ माȯम से तो हम
इस िनयम का उपयोग करके एक के बराबर साइन की सीमा का मूʞांकन भी कर सकते हœ दूसरा उदाहरण l'hopital x x x 
आइए हम सीमा को के 0 से घटा एकx e x 
शूɊ से से िवभािजत करके देखŐ  वगŊ तो िफर से अगर मœ इसे देखता šं तो एफएƛ ई से एƛ हैx 
शूɊ से एक घटा वगŊ 0 है अंश 0 है भाजक भी 0 है और अंश और हर दोनो ंिनरंतरxgx x 
कायŊ हœ x
 इसिलए अंश की सीमा शूɊ है   सीमा  हर का शूɊ है इसिलए

िनयम लागू करने से यह अंश के ʩुȋɄ के शूɊ तक जाने वाली सीमा के बराबर हैl'hopital x 
जो िक को माइनस एक को दो से िवभािजत करता है, यह अबx x 

िनयमो ंका उपयोग करके है यिद हम  इस सीमा को अब देखŐ ई से एƛ शूɊ एक के ŝप मŐ एƛ शूɊ के करीब l'hopital 
पŠंचता है ई शूɊ
शूɊ से शूɊ है जो शूɊ है
 इसिलए यह अभी भी शूɊ से शूɊ ŝप मŐ है
 इसिलए हम िफर से लोिपटल िनयम लागू करने का Ůयास कर सकते हœ
इसिलए यिद हम अब िफर से ʩुȋɄ देखŐ अंश और हर मŐ से हमŐ
अंश का ʩुȋɄ िमलता है से हर का ʩुȋɄe x 
दो है यह िफर से कƗीय का उपयोग कर रहा है अब से एक िनरंतर कायŊ हैn e x 
 इसिलए यह
सीमा कुछ भी नही ंहै से शूɊ को दो से िवभािजत िकया जाता है जो एक बटा दो के बराबर होता हैe 
 इसिलए अब िटɔणी करŐ  जैसे हम यहां देखते हœ  यह उदाहरण
यहां हमŐ सीमा का मूʞांकन करने मŐ सƗम होने के िलए दो बार िनयम का उपयोग करना पड़ा है ,l'hopital 
 इसिलए सीमा की गणना करने के िलए हमŐ कई बार लोिपटल िनयम लागू करना पड़ सकता है , मुझे कुछ जिटलताओ ंका उʟेख करना 
चािहए जो हो सकती हœ मान लीिजए िक हम सीमा का मूʞांकन करने का Ůयास करते हœ ई के अनंत तक जा रहा है एƛ ɘस ई सेx 
माइनस एƛ बाय ई से एƛ माइनस ई से माइनस एƛ तक तो यहां हम देखते हœ िक जैसे एƛ
अनंत ई से एƛ तक पŠंचता है यह अनंत तक पŠंचता है ई शूɊ से एƛ शूɊ तक पŠंचता है
 इसिलए  हमŐ
यह िमलता है िक यह अनंत ŝप से अनंत ŝप का है,
 इसिलए हमŐ सीधे लोिपटल िनयम का उपयोग करने के िलए लुभाया जा सकता है, 
इसिलए यिद हम िनयमो ंका उपयोग करते हœ तो यहl'hopital 

को ʩुȋɄ के अनंत तक जाने के बराबर है ई से एƛ को ई को एƛ देता है  x e
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का ऋणाȏक से ʩुȋɄ, से x e th .
 का ऋण देता है  ई माइनस को िडनोिमनेटर के ʩुȋɄ Ȫारा िवभािजत िकया गयाx 
है, ई को एƛ ɘस ई को माइनस एƛ देता है अब अगर हम िफर से अनंत पर देखते हœ तो अंश अनंत मŐ जाता
है और अनंत मŐ भी जाता है,
 इसिलए यह अभी भी अनंत ŝप से अनंत ŝप मŐ है,
मœ िलखंूगा  Ţम मŐ कहने के िलए िक हम के िनयम को िफर से लागू कर रहे हœ यिद मœ लागू करता šँl'hopital 

िनयम हमŐ सीमा िमलती है जो अनंत ʩुȋɄ मŐ जाती है को ɘस कोl'hopital x e x e 
माइनस से से माइनस तक  माइनस जो िक मूल सीमा ही है,x e x e x 
 इसिलए यहां हम देखते हœ िक िनयम   कई बार लागू करने से भी हमl'hopital 
इस सीमा की गणना नही ंकर पाएंगे,
 इसिलए हम सीधे लोिपटल िनयम लागू करके सीमा की गणना करने मŐ सƗम नही ंहोगें,  हालांिक अगर हम को मŐ डाल दŐ  तो e x y 
के बराबर है िफर जैसे ही धनाȏकx 
अनंत तक पŠंचता है अनंत तक पŠंचता है और िफर सीमा से जोड़ से ऋण गुणाy e x e x 

से घटा से घटा हो जाती है, यह और कुछ नही ंबİʋ ɘस है  से माइनसe x e x  y e 
एक बटा बटा घटा एक बटा होगा और यह हो सकता है वगŊ ɘस वन बटा वगŊ घटा एक के ŝप मŐ िलखा जाता हैx x y y y y y 

 इसिलए को के अनंत तक जाने की सीमाx e 
जोड़ से घटाकर से से घटा से से घटाकर कुछ भी नही ंबİʋ x e x e x e x y

की अनंत तक जाने की सीमा है  वगŊ जोड़ 1 बटा वगŊ घटा 1 िजसे हम गणना करना जानते हœ, हमy y 
उǄतम शİƅ वगŊ अंश और हर से िवभािजत कर सकते हœ जो िक की सीमा के बराबर है जोy y 
1 जमा 1 के अनंत तक वगŊ से 1 घटा 1 गुणा है  वगŊ और िफर यह एकy y 
+ शूɊ बटा एक शूɊ शूɊ हो जाता है
 इसिलए सीमा एक है या हम िनयम का उपयोग कर सकते हœ हम की अनंतता वगŊ मŐ जाने की सीमा िलखने के l'hopital y y 
िलए लोिपटल िनयम का उपयोग कर सकते हœ
ɘस एक बटा वगŊ घटा एक यह है  इİɈिनटी बाय इİɈिनटी फॉमŊy 
 इसिलए l'hopital
हम इसे इस तरह िलख सकते हœ िक अंश के ʩुȋɄ की सीमा अनंत तक जा रही हैy 

को हर से िवभािजत करके िफर से देता है और हम इस 2 को से रȞ कर सकते हœ और हमŐ यह2y 2y 2y 
1 के बराबर िमलता है।
  तो यह उदाहरण िदखाता है िक कभी-कभी हमŐ आवेदन करने से पहले कुछ Ůित̾थापन करना पड़ता है
जी लोिपटल िनयम हम एक और उदाहरण देख सकते हœ जहां एल'हॉिपटल िनयम को सीधे लागू
करना कही ंनही ंिमलेगा,
 इसिलए मान लीिजए िक मœ वगŊमूल ɘस 1 को वगŊमूल से िवभािजतx x 
करता šं वगŊमूल से घटाकर 1 वगŊमूल से तो यह िफर से अनंत का है  अनंत ŝप से और अगर हम सीधे िनयम काx x l'hopital 
उपयोग करते हœ तो
यह सीमा के अनंत तक जाने के बराबर होगा वगŊमूल का ʩुȋɄx x 
1 बटा 2 वगŊमूल ɘस हमारे पास से माइनस आधा है यह माइनस आधा हैx x 

से  घटा तीन बटा दो तो िफर से हमारे पास एक बटा दो मूल जमा आधा से घटा तीन बटा दो अब जैसे x x x x
अनंत तक जाता है  यहाँ अंश शूɊ हो जाता है और हर भी दोनो ंपद
शूɊ हो जाता है
 इसिलए यह शूɊ से शूɊ ŝप है यिद हम िफर से लोिपटल िनयम लागू करते हœ तो हमŐ सीमा अनंत तक जाती है यह आधाx 

से घटा आधा हैx 
 इसिलए हमŐ घटा एक चौथाई से घटा तीन बटा दो और िफर ɘसx 
यह तीन बटा चार से घटा पांच बटा दो बटा यह माइनस एक चौथाईx 

से माइनस Ūी बटा टू िथ .x 
 होगा  माइनस Ūी बटा फोर से माइनस फाइव बटा टू हो जाता है, यह िफर से ज़ीरो बाय ज़ीरो फॉमŊ होता हैs x 
इसिलए ला लोिपटल िनयमो ंको लागू करने से यह एƛŮेशन अिधक से अिधक जिटल हो जाता है और अिधक जिटल हो जाता है हालांिक
हम बस िलख सकते हœ एƛ को अनंत तक जाने की सीमा
वगŊमूल ɘस वन बटा वगŊमूल बटा वगŊमूल माइनस वन बाय ˍायर ŝट जैसा िक हम इस ʩंजक को सरल बना सकते हœ x  x x x 
और
इसे ɘस वन बटा माइनस वन िलख सकते हœ और िफर यह देखना आसान है िक यह सीमा एक हैx x 
या तो अंश को िवभािजत करके और  Ȫारा हर या आप यहां िनयम का उपयोग कर सकते हœx l'hopital 
और यह सीमा है अनंत तक जा रहा है ʩुȋɄ का एक एक करके देगा,x 
इसिलए यह एक के बराबर है
 इसिलए ये दो उदाहरण यह िदखाने के िलए थे िक आपको
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नेũहीन िनयम लागू नही ंकरना चािहए लेिकन लागू करने से पहले कुछ सरलीकरण करने का Ůयास करŐl'hopital 
अब हम देखŐगे िक इस िनयम का उपयोग अɊ अिनिʮत ŝपो ंके िलए िकया जा सकता है जैसे िक शूɊ गुणा अनंत या l'hopital 
अनंत शूɊ से अनंत से घात अनंत 0 से घात तक  0 आिद िकसी भी तरह से शूɊ से शूɊah 1 
या अनंत ŝपो ंȪारा अनंत मŐ बदलते हœ , उदाहरण के िलए पहले गणना करते हœ िक की सीमा वगŊ गुणा सेx x e 
माइनस तक की सीमा Ɛा है,x 
 इसिलए यिद हम देखते हœ िक अनंत तक जाता है तो वगŊ जाता है  अनंत ई से माइनसx x 

शूɊ हो जाता हैx 
 इसिलए यह अनंत गुणा शूɊ ŝप है िजसे हमने देखा है जो एक अिनिʮत ŝप है,
लेिकन यहां हमारे पास यह दो कायŘ का एक उȋाद है और दो कायŘ का अनुपात नही ंहै तािक

लागू हो सके।l 
िनयम पहले हमारे पास इसे दो कायŘ के अनुपात मŐ पįरवितŊत करने के िलए है,  hopital 

 इसिलए हम
इसे वगŊ के अनंत तक जाने की सीमा के ŝप मŐ िलख सकते हœ, अब ई से से िवभािजत िकया गया है, अगरx x 
हम अंश देखते हœ तो यह अनंत तक जाता है।
 भाजक भी अनंत तक जाता
है।
  हम अनंत ŝप से अनंत Ůाɑ करते हœ
 इसिलए हम लॉबːर िनयम लागू कर सकते हœ और
हमŐ यह िमलता है िक वगŊ के ʩुȋɄ की सीमा अनंत तक जातीx x 
है ई का 2 ʩुȋɄ देता है को से यहx x e x 
अभी भी अनंत ŝप से अनंत है
 इसिलए  हम एक बार ल'होिपटल िनयम लागू करते हœ  और यह सीमा re x
को 2 के अनंत तक जाने के िलए से से िवभािजत करता है अब जैसे अनंत मŐ जाता है, यह अंश 2 मŐ जाताe x x 
है और हर अनंत तक जाता है,
 इसिलए यह शूɊ के बराबर है
 इसिलए आम तौर पर हम की उस सीमा को िदखा सकते हœ  के अनंत से गुणाx x n 

से घटा यह िकसी भी धनाȏक पूणाōक के िलए 0 के बराबर है, ऐसाe x n 
 इसिलए है Ɛोिंक हम इसे

से से िवभािजत करके से िलखते हœ और हम िनयम लागू करते रहते हœ इसिलएx n x l'hopital 
जब आप ʩुȋɄ लेते हœ तो िडनोिमनेटर हमेशा ई से एƛ होता है, आप एƛ से ई Ůाɑ करते रहते हœ
जबिक अंश एƛ से एन तक होता है,
 इसिलए जब हम एƛ के ʩुȋɄ को मŐ लेते हœ तो घातांक एक से कमn 
हो जाता है,
 इसिलए यिद हम ʩुȋɄ बार लेते हœ।n 
  तो हम अंश मŐ एक İ̾थरांक Ůाɑ करते हœ और हर
अभी भी ई से तक हैx 
 इसिलए यह सीमा शूɊ होगी दूसरा उदाहरण आइए हम फ़ंƕन के दाईं ओर से शूɊ पर जाने वाले की सीमा को देखŐ केx x 
Ůाकृितक लॉग का तो यहां हम हœ  दािहने हाथ कीx 
सीमा ले रहे हœ Ɛोिंक लॉग को यहां पįरभािषत िकया गया है, हम x lim .
 ले रहे हœ यह शूɊ ɘस पर जा रहा है Ɛोिंक लॉग को केवल शूɊ से अिधक के िलए पįरभािषत िकया गया है, अगर हमx x x 
देखते हœ िक यह Ɛा होता है जैसे ही के करीब पŠंचता है ɘस हमने देखा है िकx x 0 
लॉग के साथ Ɛा होता है यह नकाराȏक अनंत तक पŠंचता है याद रखŐ िक लॉग का Ťाफ 1 लॉग पर इस तरह है है और 1x x x 0 
से कम के िलए लॉग काx 
मान ऋणाȏक है और जैसे-जैसे आप का मान घटाते जाते हœ लॉग ऋणाȏक अनंत तक जाता रहता है,x x 
 इसिलए यह
सीमा शूɊ गुणा माइनस इनिफिनटी के ŝप की होती है।
 इसे शूɊ से शूɊ या
अनंत को अनंत ŝप मŐ बदलना है तो चिलए लॉग िलखते हœ यह बराबर है हम इसेx x 

से िवभािजत के ŝप मŐ िलख सकते हœ अब यह अंशx x 
है ऋणाȏक अनंत मŐ जाता है   हर जाता है  सकाराȏक अनंत के िलए तो
यह अनंत ŝप से ऋणाȏक अनंत है
 इसिलए िनयम Ȫारा यह सीमाl'hopital 

शूɊ पर जा रहा है का योग की सीमा के बराबर है और लॉग का एक बटा और यह अगर मœ का उपयोग करताx x x , x x x l 
šं  'होिपटल ŝल यह
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ʩुȋɄ के 0 ɘस ɘस की सीमा के बराबर है'  का लॉग देता है 1 बटा ʩुȋɄ 1 बटा माइनसx x x x 
वगŊ है और यिद हम इसे सरल बनाते हœ तो 1 गुणा िवभािजत घटा 1 बटा वगŊ कुछ भी नही ंहै, लेिकन शूɊ से है1 x x x x 

तो यह सीमा है जो शूɊ से का योग है जो 0 के बराबर है।x x 

 इसिलए लॉग की सीमा, जैसे ही x x x
शूɊ के करीब पŠंचती है, शूɊ के बराबर है, आइए हम उदाहरण देखने की कोिशश करते हœ जहां हमारे पास
अनंतता ऋण अनंत के ŝप की सीमा है, तो आइए हम सीमा की गणना करने का Ůयास करŐx 
जो 0 पर जा रही है।
  1 से घटा 1 साइन से, जैसे िक पर जाता है, पास जाता है,x x x 0 x 
ɘस या माइनस इनिफिनटी दाएँ और बाएँ से और साइन जैसे-जैसे शूɊ के करीबx x 
पŠँचता है  शूɊ
 इसिलए यह इİɈिनटी माइनस इनिफिनटी फॉमŊ है अब यहाँ हम Ɛा कर सकते हœ  हम आम भाजक को ले सकते हœ और
इसे साइन एƛ माइनस एƛ के ŝप मŐ एƛ साइन एƛ से िवभािजत कर सकते हœ, अगर हम देखते हœ िक एƛ 0 के करीब पŠंच रहा 
है तो अंश 0 के
करीब आ रहा है और जैसे ही एƛ 0 के करीब आ रहा है भाजक भी
0 के करीब आ रहा है
 इसिलए हमŐ 0 से 0 फॉमŊ िमलता है
 इसिलए  हम लोिपटल िनयम लागू कर सकते हœ और इसे अंश के ʩुȋɄ
के 0 तक जाने वाली सीमा के ŝप मŐ िलख सकते x 
हœ।

माइनस 1 को हर के ʩुȋɄ से िवभािजत करके हम उȋाद िनयम का उपयोग करते हœ  s cos x 
और इसे साइन ɘस के ŝप मŐ Ůाɑ करते हœ अब Ɛा होता है जब x x cos x x 0 cos x
माइनस 1 के पास जाता है, माइनस 1 पर जाता है, तो यह 0 है और हर के पास है  साइन एƛ और एƛ कॉस एƛ इसिलएcos 0 
यह भी 0 के करीब पŠंच जाता है
 इसिलए हमŐ 0 बाय 0 फॉमŊ िमलता है
 इसिलए आइए हम िफर से 'हॉिपटल िनयम' लागू करने का Ůयास
करŐ  यिद हम िफर से ʩुȋɄ लेते हœ तो हमŐ कॉस एƛ का ʩुȋɄ Ůाɑ होता है जो
िक ʩुȋɄ से िवभािजत होता है।
  िडनोिमनेटर साइन एƛ ʩुȋɄ कॉस एƛ है और एƛ कॉस
एƛ ɘस कॉस एƛ माइनस एƛ साइन एƛ देगा, अगर हम एƛ को शूɊ के बराबर रखते हœ तो पाप शूɊ शूɊ है
लेिकन हर मŐ हमारे पास कॉस ज़ीरो ɘस कॉस ज़ीरो है, मुझे इसे िलखने दŐ   माइनस
साइन को 2 माइनस से िवभािजत िकया जाता है और अब हमŐ यह 0 के बराबर िमलता है,x cos x x sin x 
जो दो से िवभािजत होता है,
 इसिलए यह शूɊ के बराबर है,
 इसिलए हम यह गणना करने मŐ सƗम हœ िक
यह सीमा दो बार िनयम का उपयोग करके शूɊ के बराबर है।l'hopital 

इसे शूɊ से शूɊ ŝप मŐ पįरवितŊत करने के बाद अब इसी तरह हम एƛ की सीमा को एƛ माइनस के 1 ɘस पर देख सकते हœ
पाई का 1 गुना टैन 2 तो जैसे दािहने हाथ की ओर से 1 के पास पŠंचता है घटा 1 यह 0 पर जाता है और िफरx x x 
हमारे पास 10 बटा 2 होता हैpi x 
 इसिलए tan x 
जैसे ही आप पर जाते हœ तो यह अनंत धनाȏक अनंत मŐ चला जाता है  2 बाएँ से औरpi 
दायी ंओर से यह ऋणाȏक अनंत तक जाता है,
 इसिलए यहाँ हम सीमा ले रहे हœ
Ɛोिंक दायी ंओर से 1 की ओर बढ़ता हैx 
 इसिलए बटा 2 दाएँ से बटा 2 आताpi x pi 
है,
 इसिलए यह 0 गुना माइनस इनिफिनटी के बराबर है  लोिपटल िनयम का उपयोग करने मŐ सƗम हमŐ इसे शूɊ से
शूɊ मŐ या अनंत ŝप से अनंत ŝप मŐ पįरवितŊत करना चािहए तािक इसे के ŝप मŐ िलखने का Ůयास करŐx 
माइनस वन बटा टैन एक बटा कोटंगŐट है,
 इसिलए हम इसे
पीआई के खाट के ŝप मŐ दो एƛ के ŝप मŐ िलख सकते हœ अब हमŐ शूɊ िमलता है  शूɊ ŝप से
 इसिलए यिद हम िनयम लागू करते हœ तो यहl'hopital 
सीमा के बराबर है, के ʩुȋɄ के एक ɘस पर जा रहा है घटा एक का एक ʩुȋɄ देता हैx x 
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कोटŐगŐट का घटाव कोसेकŐ ट वगŊ का 2 गुणा का ʩुȋɄ 2 है  Ȫाराpi x pi x pi 
2 तो हमŐ यह िमलता है और यह और कुछ नही ंबİʋ की सीमा है जो माइनस 2 के 1 ɘस को गुणा साइन ˍायर x pi pi
Ȫारा 2 तक ले जाती है  साइन है और अब जैसे धनाȏक पƗ से 1 पर जाता है xb ecoase 1 by cosecant x pi
ब 2 बटा दो जाता है, तो यह माइनस दो बटा गुना साइन ˍायर बटा दो साइन बटाx pi pi pi pi 
दो के बराबर है, तो यह है  माइनस टू बटा पीआई के बराबर एक अɊ Ůकार की सीमा मान लीिजए िक हमारे पास 0 बटा 0 फॉमŊ है,
 इसिलए मान लीिजए िक हम की सीमा को घात तक िलखते हœ Ɛोिंक दाईं ओर से शूɊ के करीब पŠंचता हैx x x 
तो यह शूɊ से शूɊ ŝप है अब हम यहां Ɛा करते हœ चलो के बराबर है तो यिद हम का लॉग लŐ तो के Ůाकृितक fx x x fx x 
लघुगणक
के गुणा के बराबर है, अब हम जो जानते हœ वह यह है िक हमने देखा है िक सीमा शूɊ पर जा रही है और का योग यहx x x x 
0 के बराबर है  इसकी गणना हमने इसे बटा 1 बटा के ŝप मŐ िलखकर की है और िफर िनयम का उपयोग करते x x l'hopital 
Šए
यह सीमा 0 है
 इसिलए की सीमा शूɊ से अिधक के लॉग का योग शूɊ के बराबर है जो हमŐx fx 
खोजना है वह Ɛा है  की सीमा तो अब और कुछ नही ंबİʋ fx fx e
पावर लॉग के िलए हैfx 
 इसिलए की सीमा को शूɊ से अिधक तक ले जाना और कुछ नही ंहै,x x fx 

को 0 से अिधक से अिधक तक ले जाना है  पावर लॉग और Ɛोिंक घातांक एक िनरंतर कायŊ है यह ई के बराबर है शİƅ कीx e fx 
सीमा लॉग एफएƛ के शूɊ ɘस पर जा रहा है ऐसाx 
 इसिलए है Ɛोिंक ई से एƛ िनरंतर कायŊ के िलए िनरंतर है एƛ की एफ की सीमा एफ के समान है  सीमा का और अब
हमने पहले ही मूʞांकन कर िलया है िक यह सीमा शूɊ है
 इसिलए यह ई के बराबर है
शूɊ जो एक के बराबर है
 इसिलए यह सीमा अगले एक के बराबर है मœ आपको िदखाऊंगा
िक यह अनुमान है िक अनुपात की सीमा अभाǛ और अभाǛ का अİˑȕ आवʴक है,f x g x 
इसिलए मœ इसे एक िटɔणी नोट के ŝप मŐ िलखता šं िक यिद Ȫारा अभाǛ तक जाने की सीमा अभाǛ मौजूद नही ंx cf x x x 
है, तो हम यह िनʺषŊ नही ंिनकाल सकते हœ िक Ȫारा की सीमा मौजूद नही ंहै, तो Ɛा  हमने कहा है िक अगर सीमाgx fx 
मौजूद है तो सीमा भी मौजूद है और वे समान हœ लेिकन भले हीfx by gx 

अभाǛ बटा अभाǛ की सीमा मौजूद न हो, इसका मतलब यह नही ंहै िकf x g x 
Ȫारा की सीमा  उदाहरण के िलए मौजूद नही ंहै के बराबर और के बराबर लŐ और िफर को सीिमत gx fx x fx sin x gx x 

करŐ   के धनाȏक अनंत मŐ Ůवेश करना अनंत के बराबर है जो िकfx 
के के अनंत तक की सीमा भी है अब अभाǛ के बारे मŐ Ɛा है यिद हम अभाǛ को देखŐ तो यहx g x f x f x 

1 जोड़ के बराबर है Ɛोिंक अभाǛ बराबर है  से 1x g x 
 इसिलए यिद हम Ůाइमf 

को Ůाइम Ȫारा देखते हœ तो यह एक ɘस कॉस के बराबर है,x g x x 
 इसिलए के अनंत तक जाने की सीमा की सीमा हैx x 
जो 1 ɘस कॉस के अनंत तक जा रही है जो अİˑȕ मŐ नही ंहै Ɛोिंक ऐसाx 
 इसिलए है  अनंत पर की सीमाcos x 
मौजूद नही ंहै Ɛोिंक यह ऋणाȏक एक और एक के बीच दोलन करता रहताx 
है
 इसिलए कोई सीमा नही ंहै Ɛोिंक अनंत के करीब पŠंचता है लेिकन की सीमा Ȫारा की अनंत तक जाती है   यह की x x fx gx x 
अनंत तक जाने की सीमा के बराबर है

ɘस को से िवभािजत िकया जाता है िजसे सीमा के ŝप मŐ िलखा जा सकता है जोx sin x   x x 
1 ɘस साइन के अनंत तक जाता है और अब के साथ Ɛा होता है जैसे अनंत तक पŠंचता है हम जानते हœ िक x sine x x x x 
साइन

नकाराȏक एक के बीच बंधा Šआ है और  एक हर अनंत तक जाता हैx x 
 इसिलए यह
साइन बटा शूɊ हो जाता है और पाप पाप मॉड मŐ एक बटा के बराबर से कम है औरx x xb yx x 
शूɊ के बराबर से बड़ा है और एक बटा यह शूɊ पर जाता है Ɛोिंक अनंत के करीब पŠंचता हैx x 
इसिलए हमने देखा है िक सœडिवच Ůमेय की सीमा से के अनंत तक जा रहा हैx x x x 
यह है  0 के बराबर
 इसिलए की सीमा Ȫारा के अनंत तक जाने की सीमाx x x fx 
एक जमा शूɊ के बराबर है जो एक के बराबर है हालांिक अगर हम सीधे िनयम का उपयोग करने का Ůयास करते हœl'hopital 
तो हमŐ Ůाइम बटा Ůाइम की सीमा िमलती है जो िक  मौजूद नही ंहै लेिकन इसका मतलब यह नही ंहैf x g x 
िक यह मूल सीमा मौजूद नही ंहै
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 इसिलए इसके साथ मœ इस ʩाƥान को बंद कर दंूगा धɊवाद 
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