
Ѿাগত িশϠাথλেদর
 তাই এই বক্তৃতায় আমরা িনিদκѭ ফাংশেনর
সীমা গণনা করার জনҝ έডিরেভΜটেভর একΜট ϕেয়াগ έদখেত পাব
 তাই আরও িনিদκѭভােব আমরা
িশখব έয দΜুট ফাংশেনর অনুপাত িহসােব έলখা ফাংশেনর সীমা খুেঁজ έবর করার জনҝ লিপটাল িনয়মვিল কী নােম পিরিচত 
তাই আমােক বলেত িদন έয আমরা করব  έলািপটাল িনয়মვিল িশখুন
 তাই এΜট 

еারা অনুপাত এর অনুপােতর সীমা অনুগামী এর সীমা গণনা করেত বҝব჊ত হয় έযখােন বিধ κত বাѷব gx fx x c c 
সংখҝায় এΜট еারা আমরা বলেত চাই έয হল একΜট বাѷব সংখҝা বা έযাগ বা িবেয়াগ অসীমc 
 তাই ϕথেম আসুন  আমরা একΜট িবেশষ έϠেϏ έদিখ, ধ჈ন এবং িকছΦ  বҝবধােন οমাগত িডফােরΝхেয়বল fx gx 
িডফােরনিশয়াবল ফাংশন রেয়েছ এর মেধҝ রেয়েছ এবং অনুমান কির έয এর এর এর সমান এবং উভয়ই i c c f c g 
শূনҝ 
এবং আমরা ধের িনই έয এ ϕাইম অ শূনҝ।c g 
 তাহেল আমরা িদেয় fx 

έক িলখেত পাির fx 
িবেয়াগ গ এর উপর িবেয়াগ গgx x 

 তাই িথ  এვিল সবই ίবধ যিদ এর অоগ κত হয় এবং এর সমান না হয়x i x c 
 তাই এখন আমরা এই έক িদেয় িলেখিছfx gx 

িবেয়াগ еারা িবেয়াগ এবং িবেয়াগ еারা িবেয়াগ এর অনুপাত িহসােব এখনfx fc x c gx gc x c 
আমরা যা জািন তা লϠҝ ক჈ন িবেয়াগ еারা িবেয়াগ এর সীমাΜটfx fc x c 
িকছΦ ই নয় এখন এ এর έডিরেভΜটভ এখন সীমা এর এ যােИ িবেয়াগ িবেয়াগc f x c- fx fc x 

এΜট έমৗিলক এর সমান έযেহতΦ  আমরা ধের িনেয়িছ έয পাথ κকҝেযাগҝ  এ এই সীমাΜটc f c f c-
িবদҝমান এবং এ έডিরেভΜটেভর সমান এবং এর কাছাকািছ আসার সীমা িবেয়াগ c- x gx g

еারা ভাগ করেল িবেয়াগ সমান হয় ϕাইম এর পাশাপািশ আমরা ধের িনΝИ έয এই হরΜটর সীমা যা ϕাইম  c x c g c g 
c
এΜটেক অ-শূনҝ িহসােব έদওয়া হেয়েছ
 তাই এর িবেয়াগ বাই িবেয়াগ এর উপের িবেয়াগ বাই িবেয়াগ এ সীমাবд ক჈নx- fx fc x c gx gc x c 
এΜট ϕাইম এর উপর ϕাইম ছাড়া আর িকছΦ ই নয় তেব এই অনুপাত ছাড়া আর িকছΦ ই নয়f c g c fx 

এর জনҝ এর সমান নয়x gx  c 
 তাই এর সীমা এর এ যােИ еারা ϕাইম এর সমান ভাগ еারা িকᅀ মেন রাখেবন έয  এΜটx fx c gx f c g prime c 

এর সীমার সমান যা ϕাইম এর এ যাওয়ার সীমা িদেয় ভাগ কের ϕাইম এর এ যােИ কারণ ϕাইম x f x c x g x c f 
এবং ϕাইম έক অিবΝИт বেল ধের έনওয়া হয় এর সমান এ অিবΝИт বেল ধের έনওয়া হয় еারা এর x g x x c gx fx-
এ যাওয়ার এর সীমা এর এর এ যাওয়ার সীমা еারা ভাগ করা হয়c- x- f prime x- x- c- g prime x 

 তাই এই উপেরর িনয়মΜট যা আরও সাধারণ έϠেϏ ίবধ তা έলািপটাল িনয়ম িহসােব পিরিচত
 তাই এΜট হল একজন ফরািস গিণতেϡর নাম এবং এΜটেক িহসােব উЗারণ করা হয়loptal lopital 
 তাই এখােন নীরবh 
 তাই এখন আিম
আরও সাধারণ পিরিѸিতেত িনয়মΜট বলেবা ধ჈ন এlopital x cfx 
যাওয়ার সীমা এ যাওয়ার সীমা এর সমান যা  শূনҝ বা έযাগ বা িবেয়াগ অসীম যা еারা সীমা এ যােИ cgx x fx gx x c 
এΜট শূনҝ еারা শূনҝ বা অসীম еারা
অসীম আকােরর
 তাই যিদ আমােদর এই সীমাΜট থােক এই অিনিদκѭ আকাের শূনҝ еারা
শূনҝ বা ъাস িবেয়াগ অসীম еারা অসীম  তারপের আমরা এই িনয়মΜট ϕেয়াগ কিরl'hopital  
এবং িеতীয় অনুমানΜটও গাধা  έয সীমা ϕাইম এর এর ϕাইম এর সােথ এΜট িবদҝমান আেছume x f x c g x 
 তাই ধ჈ন আমরা έকানভােব জািন έয
এই ফাংশনვিলর έডিরেভΜটেভর অনুপােতর সীমা এবং যখন এই সীমার কােছ আেস তখন আমােদর কােছ έসই f   g x 
Νজ ϕাইম রেয়েছ  বҝবধােন সমѷ এর জনҝ অ-শূনҝ, আিম সјবত এর সমান এ ςহণ কিরx x- x- c-
 তাই আমরা ধের িনই
έয িকছΦ  বҝবধান আেছ έযখােন ϕাইম έসই বҝবধােন সমѷ এর জনҝ অ-শূনҝg x-
হয় বҝতীত তাহেল উপসংহার হল তাহেল সীমাΜট যখন c x

এর এর কােছ আেস еারা এΜট িবদҝমান থােক এবং এই সীমাΜট Νজ ϕাইম еারা ϕাইম এর সীমা ছাড়া fx c- gx x f x 
আর িকছΦ ই নয়
 তাই এখােন এΜট লϠ করা ვ჈Яপূণ κ έয ზধুমাϏ যিদ আমােদর এই বাই থােক তাহেল 0 হেব  বা ইনিফিনΜটfx gx by 0 
ইনিফিনΜট ফম κ еারা তাহেল আমরা এই সীমাΜটেক িলখেত পাির এর সীমা িদেয়f prime x g prime x 
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যিদ ডান িদেকর এই সীমাΜট িবদҝমান থােক যিদ আমােদর কােছ শূনҝ έথেক শূনҝ আকাের সীমা না থােক তেব আমরা
এই িনয়মΜট ϕেয়াগ করেত পাির না  সুতরাং আসুন আমরা িকছΦ  উদাহরণ έদিখ ϕথম উদাহরেণ আিম সীমাl'hopital 

এর সাইন এর শূেনҝ এর িদেক যাΝИx x x 
 তাই এখােন যিদ আমরা έদিখ  έযেহতΦ  এর কােছ যায় সাইন এর কােছ যায় এবং x 0 x 0 x
0 এর কােছ যায়
 তাই এΜট 0 বাই 0 আকাের এখন যিদ আমরা এর সীমা έদিখx 

এর έডিরেভΜটেভর শূেনҝ যােИ এর এর তাহেল এΜট সমান  έক শূেনҝ সীমাবд করেতsin x x dx dx x 
হেল সাইন এর έডিরেভΜটভ যিদ আমরা জািন έয έকাসাইন এবং এর έডিরেভΜটভ একΜটx x x 
 তাই আমরা পাই এΜট

এর সীমার সমান এবং শূেনҝর কােছ έগেল এর সীমাΜট ছাড়া আর িকছΦ ই নয়cos x x cos x cos 
শূনҝেক এক еারা ভাগ করা হয়
 তাই এΜট এক এর সমান  এর িনয়েমর সীমা এর 0 এর এরx loptal sin x x 
সােথ এΜট একΜটর সমান যা আমরা সরাসির গণনা কেরিছ έয এখােন আমরা এই তথҝΜট বҝবহার কির έয সাইন এর x 
έডিরেভΜটভ আসেল έকাসাইন যিদ আপিন মেন কেরন έয আমরা έযভােব έডিরেভΜটভ গণনা কেরিছx 

এর কারণ আমরা এΜট বҝবহার কির আমরা বҝবহার কির еারা এর সীমা এেকর সমানsine x cos x sin x x 
িকᅀ ধ჈ন আপিন জােনন তার সতҝতা অনҝ έকােনা উপােয় তাহেল আমরাt  
এই িনয়মΜট বҝবহার কের সাইন еারা এর সীমােক এেকর সমান মূলҝায়ন করেত পাির িеতীয় উদাহরেণ l'hopital x x 
আসুন সীমা এর 0 έথেক িবেয়াগ একx x 
িবেয়াগ ভাগ কের έদিখ  বগ κx 
 তাই আবার যিদ আিম έদিখ এΜট হল হল έথেক fx e x
িবেয়াগ এক িবেয়াগ হল বগ κ 0 হল লব 0 হরও 0 এবং লব এবং হর উভয়ইxgx x 

এর অিবΝИт  ফাংশনx 
 তাই লেবর সীমা শূনҝ হল সীমা  হর হল শূনҝ তাই

িনয়ম ϕেয়াগ কের এΜট িনয়ম ϕেয়াগ কের লেবর έডিরেভΜটেভর শূনҝেত সীমার সমানl'hopital l'hopital x 
যা ই έদেব িবেয়াগ একেক দুই িদেয় ভাগ করেল এΜট এখনx x 

িনয়ম বҝবহার কের যিদ আমরা  এখন এই সীমাΜট έদখুন িবেয়াগ এক έত যখন শূেনҝর কােছ আেস l'hopital x x 
তখন হল শূনҝe 
িবেয়াগ এক যা শূনҝ
 তাই এΜট এখনও শূনҝ еারা শূনҝ আকাের রেয়েছ
 তাই আমরা আবার έলািপটাল িনয়ম ϕেয়াগ করার έচѭা করেত পাির
তাই যিদ আমরা এখন আবার έডিরেভΜটভ έদিখ লব এবং হর এর আমরা পাই
লেবর έডিরেভΜটভ হল έথেক হর এর έডিরেভΜটভ হলe x 
দΜুট হল এΜট আবার অরিবটাল বҝবহার কের এখন একΜট অিবΝИт ফাংশনn x 
 তাই এই
সীমাΜট ই শূনҝেক দুই еারা ভাগ করা ছাড়া আর িকছΦ ই নয় এই উদাহরণΜট
এখােন সীমাΜট মূলҝায়ন করেত সϠম হওয়ার জনҝ আমােদর িনয়ম দুবার বҝবহার করেত হেয়িছলl'hopital 
 তাই সীমা গণনা করার জনҝ আমােদর έলািপটাল িনয়মვিলেক έবশ কেয়কবার ϕেয়াগ করেত 
হেত পাের আমােক িকছΦ  জΜটলতা উেѣখ করা যাক যা ধ჈ন আমরা সীমা মূলҝায়ন করার έচѭা কির ই এর অনেо যােИ x x
এর সােথ ই এর কােছ
িবেয়াগ έথেক έথেক িবেয়াগ έথেক িবেয়াগ x x e x e x ,
 তাই এখােন আমরা έদখেত পাΝИ
έয যখন অনо ই এর কােছ আেস তখন এΜট অসীম ই এর কােছ িবেয়াগ শূেনҝর কােছ আেসx x 
 তাই  আমরা পাই
এΜট ইনিফিনΜট বাই ইনিফিনΜট ফেম κর,
 তাই আমরা সরাসির έলািপটাল িনয়ম বҝবহার করেত ϕলুѐ হেত পাির 
তাই যিদ আমরা িনয়মვিল বҝবহার কির l'hopital 
তেব এΜট έত ই-এর έডিরেভΜটেভর অসীমেত িগেয় Μটেক έদয়।x x e 

িবেয়াগ έথেক এর έডিরেভΜটভ ই έথেক তম এর িবেয়াগ έদয়  িবেয়াগ হর-এর έডিরেভΜটভ еারা ভাগx e e x 
করেল  έযাগ কের έক έদয় িবেয়াগ এখন যিদ আমরা আবার অসীমেত έদিখ লবΜটx e- x 
অসীম হর-এ যায় έসও অসীেম যায়
 তাই এΜট এখনও অসীম আকাের অসীম হয় এখােন
আিম িলখব  সাজােনা বলেত έয আমরা এর িনয়ম ϕেয়াগ করিছlh l'hopital 
 তাই আবার যিদ আিম
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িনয়ম ϕেয়াগ কির তাহেল আমরা সীমা পাব ইনিফিনΜট έডিরেভΜটভ-এ িগেয় ই-έক ъাস ই έদেবl'hopital x x 
িবেয়াগ বাই έথেক িবেয়াগ ই  িবেয়াগ যা আসল সীমা িনেজইx e x x 
 তাই এখােন আমরা έদখেত পাΝИ έয িনয়ম έবশ কেয়কবার ϕেয়াগ কেরও আমরাl'hopital 
এই সীমাΜট গণনা করেত সϠম হব না
 তাই আমরা সরাসির έলািপটাল িনয়ম ϕেয়াগ কের সীমা গণনা করেত সϠম 
হব না তেব যিদ আমরা এর সােথ বসােনা এর সমান তারপর যখন ধনাЮকx e y x 
অসীমতার কােছ আেস অসীেমর কােছ আেস এবং তারপর সীমাΜট হেয় যায় έথেক ъাস έথেক িবেয়াগ еারাy e x e x 

έথেক িবেয়াগ έথেক িবেয়াগ এΜট έযাগ ছাড়া িকছΦ ই নয়  έথেক িবেয়াগe x e x y e 
হেব এক еারা еারা িবেয়াগ এক еারা এবং এΜট হেত পাের বগ κ ъাস ওয়ান বাই বগ κ মাইনাস ওয়ান িহসােব x y y y y y 

িলিখত
 তাই এর অনেоx 
িগেয় ъাস ই έথেক িবেয়াগ বাই έথেক িবেয়াগ έথেক িবেয়াগ এর অসীেম যাওয়ার সীমা ছাড়া আর িকছΦ ই x x e x e x y 
নয়

বগ κ ъাস 1 বাই বগ κ িবেয়াগ 1 যা আমরা কীভােব গণনা করেত জািন আমরাy y 
সেব κাЗ শΝЅ বগ κ লব এবং হর যাy 

এর সীমার সমান 1 έযাগ 1 еারা বগ κ еারা 1 িবেয়াগ 1 еারা এর সীমার সমান।y y y 
  বগ κেϠϏ এবং তারপর এΜট হেয় যায় এক
έযাগ শূনҝ বাই এক িবেয়াগ শূনҝ
 তাই সীমাΜট এক বা আমরা িনয়ম বҝবহার করেত পাির আমরা এর সীমা িলখেত έলািপটাল িনয়ম বҝবহার l'hopital y 
করেত পাির বগ κেϠϏy 
ъাস ওয়ান বাই বগ κ িবেয়াগ এক এΜট হল  ইনিফিনΜট বাই ইনিফিনΜট ফম κy 
 তাই еারাl'hopital  
আমরা এΜটেক সীমা িহসােব িলখেত পাির ইনিফিনΜটেত িগেয় লেবর έডিরেভΜটভ এর έদয় হর িদেয়y 2y 
ভাগ করেল আবার έদয় এবং আমরা এΜট 2 еারা বািতল করেত পাির এবং আমরা এΜট2y 2y 
1 এর সমান পাই।
 
 তাই এই উদাহরণΜট έদখায় έয έকােনা সময় আেবদন করার আেগ আমােদর িকছΦ  ϕিতѸাপন করেত হেব

িনয়ম আমরা অনҝ একΜট উদাহরণ έদখেত পাির έযখােন িনয়ম সরাসির ϕেয়াগ করাg lopital l'hopital 
έকাথাও পাওয়া যােব না
 তাই ধ჈ন আিম িলিখ বগ κমূল έযাগ 1 বগ κমূল еারা ভাগx x 
কের বগ κমূল িবেয়াগ 1 еারা বগ κমূল x x
 তাই এΜট আবার অসীম  ইনিফিনΜট ফম κ еারা এবং যিদ আমরা সরাসির িনয়ম বҝবহার কির তাহেলl'hopital 
এΜট হেব সীমা এর সমান হেব ইনিফিনΜটেত যাওয়ার বগ κমূল এর έডিরেভΜটভx x 
1 বাই 2 বগ κমূল έযাগ কের আমােদর কােছ আেছ িবেয়াগ অেধ κক এΜট িবেয়াগ অেধ κকx x 

িবেয়াগ িতন বাই দুই তারপর আবার আমােদর কােছ আেছ এক বাই দুই ჈ট έযাগ অধ κ έথেক িবেয়াগ িতন বাই দুই x  x x 
এখন έযেহতΦ  অসীেমx 
যায় এখােন লব শূনҝ হয় এবং হর উভয় পদও
শূনҝ হয়
 তাই এΜট শূনҝ еারা শূনҝ আকাের যিদ আমরা আবার έলািপটাল িনয়ম ϕেয়াগ কির তাহেল আমরা সীমা পাব অসীমেত x 
িগেয় এΜট অেধ κক

έথেক িবেয়াগ অেধ κকx 
 তাই আমরা পাই িবেয়াগ এক চতΦ থ κাংশ έথেক িবেয়াগ িতন বাই দুই এবং তারপর ъাসx 
এই িতন বাই চার έথেক িবেয়াগ পাচঁ বাই দুই এΜট হেব িবেয়াগ এক চতΦ থ κাংশx 

έথেক িবেয়াগ িতন বাই দুই িথ  হেয় যায় িবেয়াগ িতন বাই চার έথেক িবেয়াগ পাচঁ বাই দুই এΜট আবার শূনҝ বাই শূনҝ x s x 
আকাের
তাই িনয়মვিল ϕেয়াগ করেল এই রািশΜট আরও জΜটল হেয় ওেঠ তেব আমরা সহজভােব িলখেত পাির সীমাla lopital 

অনেо যােИx 
বগ κমূল বগ κমূল еারা έযাগ এক বগ κমূল িবেয়াগ এক еারা বগ κমূল έযেহতΦ  আমরা এই রািশΜটেক সরলীকরণ x  x   x x 
করেত পাির এবং
এΜটেক έযাগ এক еারা িবেয়াগ এক িহসােব িলখেত পাির এবং তারপের সহেজই έদখা যায় έয এই সীমাΜট একx x 
হয় হয় লব ভাগ কের এবং  িদেয় িডেনািমেনটর বা আপিন এখােন িনয়ম বҝবহার করেত পােরনx l'hopital 
এবং এΜট হল সীমা έডিরেভΜটেভর ইনিফিনΜটেত িগেয় একΜটx 
কের έদেব
 তাই এΜট এেকর সমান আপিন ϕেয়াগ করার আেগ িকছΦ  সরলীকরণ করার έচѭা ক჈নl'hopital 
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এখন আমরা έদখব έয এই িনয়মΜট অনҝানҝ অিনিদκѭ ফেম κর ফম κვিলর জনҝ বҝবহার করা έযেত পাের έযমন l'hopital 
Νজেরা টাইম ইনিফিনΜট বা ইনিফিনΜট মাইনাস ইনিফিনΜট έথেক পাওয়ার ইনিফিনΜট 0 έথেক পাওয়ার  0 ইতҝািদ ah 1 
έকােনাভােব শূনҝ еারা শূনҝ
বা অসীম еারা অসীম আকাের পিরবিত κত হয়,
 তাই উদাহরণ Ѿ჉প ϕথেম গণনা করা যাক এর অসীম বগ κ ვন έথেকx x e 
িবেয়াগ এর সীমা কত,x 
 তাই এখােন যিদ আমরা έদিখ অনо বগ κাকার যায়  ইনিফিনΜট ই έথেক িবেয়াগx x 

শূেনҝ যায়x 
 তাই এΜট ইনিফিনΜট ვণ শূনҝ ফম κ যা আমরা έদেখিছ একΜট অিনিদκѭ ফম κ
িকᅀ এখােন আমােদর কােছ এΜট দΜুট ফাংশেনর একΜট ვণফল এবং দুΜট ফাংশেনর অনুপাত নয় তাই

ϕেয়াগ করেত সϠম হেত পাের  হাসপাতােলর িনয়েম ϕথেম আমােদর এটােক দΜুট ফাংশেনর অনুপােত ჉পাоর করেতl' 
হেব
 তাই আমরা
এΜটেক এর সীমা িহেসেব িলখেত পাির এর বেগ κর অনেо িগেয় ভাগ কের িদেয় এখন যিদx x e x 
আমরা লবΜটেক έদিখ এΜট ইনিফিনΜটেত যায় হরও অসীেম যায়
তাই  আমরা অনо আকাের অসীম পাই
 তাই আমরা গলদা িচংিড়র িনয়ম ϕেয়াগ করেত পাির এবং 

বগ κেϠেϏর έডিরেভΜটেভর সীমা অসীেম িগেয়x x 
এর έডিরেভΜটভ έদয় এর জনҝ এর এΜট2 x x e x 

এখনও অসীম আকােরর еারা অসীম আমরা একবার হাসপাতােলর িনয়ম ϕেয়াগ কির  এবং এΜট সীমা έদয় έকre x 
2 এর অসীমতায় ভাগ কের έক এখন অসীেম যায় এই   লব 2 হরx x 
অসীেম যায়
 তাই এΜট শূেনҝর সমান
 তাই আেরা সাধারণভােব আমরা এর সীমাΜট έদখােত পাির  এর অসীমতা έথেক বারx x n 

έথেক িবেয়াগ এΜট έযেকােনা ধনাЮক পূণ κসংখҝার জনҝ 0 এর সমান এর কারণ আমরা এΜটেক িলিখe x n 
έথেক ভাগ কের িদেয় এবং আমরা িনয়ম ϕেয়াগ করেত থািকx n e x l'hopital 

আপিন যখন έডিরেভΜটভ িনেবন তখন এর হর সব κদা থােক আপিন এর কােছ έপেত থােকনx e x e 
έযখােন লবΜট এর জনҝ x n
 তাই যখন আমরা এর έডিরেভΜটভেক έত িনই তখন সূচকΜট এক еারা ϟাস পায়x n 
তাই যিদ আমরা έডিরেভΜটভ বার কির  তাহেল আমরা লবΜটেত একΜট ቀবক পাব এবং হর হলn 

এর কােছ এখনও x- e
 তাই এই সীমাΜট শূনҝ হেব িеতীয় উদাহরণ আসুন x-
এর ফাংশেনর বার ϕাকৃিতক লেগর ডান έথেক শূেনҝ যাওয়া এর সীমা έদিখx x 
 তাই আমরা এখােন আিছ  ডান হােতর
সীমা িনΝИ কারণ এখােন সংϡািয়ত করা হেয়েছ আমরা িনΝИ  এটা শূনҝ ъােস যােИ কারণ লগ log x lim x x 
ზধুমাϏ শূেনҝর έচেয় বড় এর জনҝ সংϡািয়ত করা হেয়েছ এখন যিদ আমরাx 
έদিখ যখন 0 এর কাছাকািছ আেস তখন এই িক হয় এবং আমরা έদেখিছ έযx x 
লগ এর সােথ কী ঘটেব এΜট έনিতবাচক অসীমতার িদেক এিগেয় যায় মেন কির έয লগ এর ςাফ 1 লগ এর মত হল x x x 
0 এবং এর কম হেল এর মানx 1 log x 
ঋণাЮক এবং আপিন এর মান কমােত থাকেল ঋণাЮক অসীেম চেল έযেত থােকx   log x 
 তাই এই
সীমাΜট শূনҝ ვণ িবেয়াগ ইনিফিনΜট আকাের থােক আমরা  এΜটেক শূনҝ еারা শূনҝ বা
অসীম еারা অসীম আকাের ჉পাоর করেত হেব
 তাই আসুন িলিখ এΜট সমান আমরা এΜটx log x 
িলখেত পাির লগ έক еারা ভাগ কের ঋণাЮক এখন এই লবΜটx x 
ঋণাЮক অসীেম যায়   হর যায়  পΝজΜটভ ইনিফিনΜট έথেক তাই
এটা হল έনেগΜটভ ইনিফিনΜট বাই ইনিফিনΜট ফম κ
 তাই িনয়ম অনুসাের এই সীমাl'hopital 

লগ এর শূনҝ έযােগ যােИ έলাগ এর শূনҝ έযােগ যাওয়া সীমা সমান হেব একΜট কের লগ এবং এΜট যিদ x x x x x x x 
আিম বҝবহার কির  'হসিপটাল িনয়ম এΜট হলl 
সীিমত এর সমান যা έডিরেভΜটেভর 0 ъােস যােИ  έদয় 1 এর έডিরেভΜটভ 1 হল িবেয়াগ 1x of log x by x by x 

বগ κ еারা িবেয়াগ এবং যিদ আমরা এই 1 έক еারা ভাগ করেল িবেয়াগ 1 еারা বগ κেϠϏ িবেয়াগ ছাড়া আর িকছΦ ই নয়x x x 
তাই এই সীমা িবেয়াগ এর 0 έযােগ যােИ যা 0 এর সমান।x x 
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 তাই লগ এর সীমা যখন x x x
শূেনҝর কােছ আেস ъাস শূেনҝর সমান হয় আসুন আমরা উদাহরণ έদখার έচѭা কির έযখােন আমােদর
ফম κ ইনিফিনΜট িবেয়াগ ইনিফিনΜটর সীমা আেছ
 তাই আসুন 0-έত যাওয়া সীমা গণনা করার έচѭা কিরx 
সাইন এর 1 বাই িবেয়াগ 1 যােত এক বাই এর কােছ যায়x x x 0 x 
ъাস বা িবেয়াগ ইনিফিনΜট ডান এবং বাম έথেক এবং সাইন যখন শূেনҝর কােছ আেস তখন শূেনҝর কােছ আেসx 
তাই এΜট ইনিফিনΜট িবেয়াগ ইনিফিনΜট ফম κ এখন এখােন আমরা যা করেত পাির তা হল  আমরা সাধারণ হরΜট িনেত পাির 
এবং
এΜটেক সাইন িবেয়াগ έক সাইন еারা ভাগ কের িলখেত পাির এখন যিদ আমরা έদিখ এর কােছ আেস লবΜটx x x x x 0 
0 এর
কােছ আসেছ এবং এর কােছ 0 হরΜটও 0 এর কােছx 
আসেছ
 তাই আমরা 0 еারা 0 ফম κ পাই আমরা έলািপটাল িনয়ম ϕেয়াগ করেত পাির এবং
এΜটেক িলিমট িহসােব িলখেত পাির έয অংেকর έডিরেভΜটেভর 0 έত যায়x 

িবেয়াগ 1 еারা িবভЅ হর এর έডিরেভΜটভ আমরা পণҝ িনয়ম বҝবহার কিরs cos x 
এবং এΜটেক সাইন ъাস িহসােব পাই এখন এর কােছ 0 x x cos x x cos x
িবেয়াগ 1 έগেল িবেয়াগ 1 এ যায় যােত 0 এবং হর আেছ  এবং তাইcos 0 sine x x cos x 
এΜটও 0 এর কােছ আেস
 তাই আমরা 0 ফম κ পাইby 0 
 তাই আসুন আমরা আবার িনয়ম ϕেয়াগ করার έচѭাl'hopital 
কির  যিদ আমরা আবার έডিরেভΜটভ িনই   আমরা এর έডিরেভΜটভ পাব িবেয়াগ সাইনcos x 

এর έডিরেভΜটভ еারা িবভЅ  িডেনািমেনটর সাইন এЊ έডিরেভΜটভ হল এবং x cos x x cos
έযাগ έদেব িবেয়াগ সাইন এখন যিদ আমরা এর সমান শূনҝ রািখ শূনҝ হয় শূনҝx cos x x x x sin 

িকᅀ হরΜটেত আমােদর শূনҝ έযাগ শূনҝ আেছ এΜট আমােক িলখেত িদন  িহসােব িবেয়াগcos cos 
িচҀ еারা ভাগ করা হেয়েছ িবেয়াগ এবং এখন আমরা পাই এΜট সমান 0x 2 cos x x sin x 
ভাগ দুই еারা
 তাই এΜট শূেনҝর সমান
 তাই আমরা 

িনয়ম দুবার বҝবহার কের এই সীমাΜট শূেনҝর সমান গণনা করেত সϠমl'hopital 
এΜটেক শূনҝ еারা শূনҝ আকাের ჉পাоর করার পের এখন একইভােব আমরা এর সীমা έদখেত পাির িবেয়ােগর 1 ъােস x x 
যােИ

বাই পাই এর 1 ვণ টҝান2 x 
 তাই ডান িদক έথেক 1 এর কােছ έগেল িবেয়াগ 1 এΜট 0-এ যায় এবং তারপেরx x 
আমােদর কােছ 10 পাই বাই 2 x
 তাই টҝান এΜট ইনিফিনΜট ধনাЮকx 
ইনিফিনΜটেত যায় έযমন আপিন পাইেত যান  বাম έথেক 2 এবং ডান িদক έথেক
এΜট ঋণাЮক অসীেমর িদেক যায়
 তাই এখােন আমরা সীমাΜট িনΝИ
έযমন ডান έথেক 1 এর কােছ আেসx 
 তাই ডান έথেক 2 еারা এর কােছpi by 2 x pi 
আেস
 তাই এΜট 0 ვণ িবেয়াগ অসীেমর সমান  έলািপটাল িনয়ম বҝবহার করেত সϠম হেল আমােদর এΜটেক শূনҝ еারা
শূনҝ বা অসীম еারা অসীম আকাের ჉পাоর করা উিচত
 তাই আসুন এΜটেক x
িবেয়াগ এক еারা টҝান еারা একΜট έকাটানেজл িহসােব িলখেত έচѭা ক჈ন
 তাই আমরা
এΜটেক িলখেত পাির এখন দুই еারা পাই এর খাট িহসােব আমরা শূনҝ পাব  শূনҝ আকােরx 
 তাই যিদ আমরা িনয়মΜট ϕেয়াগ কির তাহেলl'hopital 
এΜট সীিমত এর এক έযােগ িগেয় িবেয়ােগর এক έযাগ করেল έকাটানেজেлর একΜট έডিরেভΜটভx x 
έকাসকҝাл বগ κাকার পাই এর িবেয়াগ হয় 2 বার পাই এর έডিরেভΜটভ বাই 2 পাইx x 
2 еারা
 তাই আমরা এΜট έপেয়িছ এবং এΜট এর 1 ъাস মাইনাস 2 বাই ვণ সাইন বগ κx pi 

έত যাওয়া ছাড়া আর িকছΦ ই নয়  কারণ еারা 1 হল এবং এখন έযমন 1-এ যায় ধনাЮকpi  2 xb cosecant sine x 
িদক έথেক
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বাই দুই যায়pi  2 x 
 তাই এΜট িবেয়াগ এর সমান দুই বাই ვণ বগ κ পাই বাই দুই সাইন পাই বাইpi sine 
দুই
 তাই এΜট হল  পাই еারা িবেয়াগ দুই এর সমান আেরক ধরেনর সীমা হল ধ჈ন আমােদর 0 বাই 0 ফম κ আেছ
 তাই ধ჈ন আমরা এর সীমা িলিখ পাওয়ার এ যখন ডান িদক έথেক শূেনҝর কােছx x x x 
আেস
 তাই এΜট শূনҝ বাই শূনҝ ফম κ এখন এখােন আমরা যা করব তা হল এর সমান এর সােথ তারপর যিদ আমরা fx x x log 
িনই এর ϕাকৃিতক লগfx 

এর ვেণর ϕাকৃিতক লেগর সমান এখন আমরা যা জািন তা হল আমরা έদেখিছ έয সীমা লগ এর শূনҝ έযােগ x x x x x 
যােИ
এΜট 0 এর সমান  আমরা এΜটেক еারা িলেখ এবং তারপেরlog x 1 x 

িনয়ম বҝবহার কের এই সীমাΜট 0 কের গণনা কেরিছl'hopital 
 তাই এর সীমা এর লেগর শূনҝ έযােগ শূেনҝর সমান হেব আমােদর যা খুেঁজx fx 
έবর করেত হেব তা হল কী  এর সীমাfx-
 তাই এখন পাওয়ার লগ এর জনҝ ছাড়া আর িকছΦ ই নয়fx fx- e 
তাই এর সীমা শূনҝ ъােস যাওয়া ছাড়া আরfx- x 
িকছΦ ই নয় সীমা এর 0 ъােস  পাওয়ার লগ এবং কারণ এЊেপানিসয়াল একΜট অিবΝИт ফাংশন এΜট এর x e- fx e-
পাওয়ার
সীমা এর সমান এর শূনҝ ъােস যােИ এΜট কারণ έথেক অিবΝИт ফাংশেনর জনҝ এর এর সীমা x log fx e x x f f 
এর সমান  সীমার এবং এখন
আমরা ইিতমেধҝই মূলҝায়ন কেরিছ έয এই সীমাΜট শূনҝ
 তাই এΜট এরe 
সমান শূনҝ যা এক এর সমান 

এবং িবদҝমান থাকাf prime x g prime x 
আবশҝক 
 তাই আমােক এΜট একΜট মоবҝ িহসােব িলখেত িদন έয সীমা еারা এ যাওয়া না থাকেল x cf prime x g prime x-
আমরা এই িসдােо έপৗηছােত পাির না έয еারা এর সীমা িবদҝমান έনইfx gx 
 তাই িক  আমরা বেলিছ έয যিদ সীমাΜট
িবদҝমান থােক তাহেল еারা সীমা ও িবদҝমান থােক এবং তারা একই থােক িকᅀ এমনিক যিদgx fx

এর সীমা না থােক তার মােন এই নয় έযf prime x by g prime x 
еারা এর সীমা থােক  িবদҝমান έনই উদাহরণ িহেসেব এর সমান ъাস এবং এর সমান fx gx fx x sin x gx x 

তারপর সীিমত িনন  এর ধনাЮক অসীম অসীেমর সমান যাx go fx ing 
এর সীমাও এর এর অসীেম যােИ এখন ϕাইম সѕেকκ কী হেব যিদ আমরা ϕাইম এর িদেক তাকাই x x g f x f x 

তাহেল
এΜট 1 ъাস এর সমান কারণ ϕাইম সমান  1 έতx x x x 
 তাই যিদ আমরা έদিখ f prime

এΜট একΜট ъাস এর সমানx by g prime x cos x 
 তাই এর অসীেম যাওয়ার সীমা হলx 
1 έযাগ এর অনেо যাওয়া সীমা হল কারণ এΜট িবদҝমান নয়  অসীেম এর সীমাΜটcos x cos x-
িবদҝমান έনই এΜট ঋণাЮক এক এবং এেকর মেধҝ έদাদুলҝমান রােখ তাইcos x 

অসীেমর কােছ যাওয়ার έকােনা সীমা έনই তেব এর সীমা এর অনেо চেল যােИ এΜট সীমা এরx x fx gx x 
অনেо যাওয়ার সমান  এর সােথ έক িদেয় ভাগ করা যােক সীমা িহেসেব έলখা έযেত পােরx sin x  x 

ъাস সাইন এর অনেо িগেয় এবং এখন সাইন এর িক ঘটেব যখন অসীেমর কােছ আেস আমরা জািন x 1 x x x x x 
έয সাইন x
ঋণাЮক এক এবং এর মেধҝ আবд।
  এক হর অনেо যায়x 
 তাই এই
সাইন еারা শূেনҝ যায় এবং έমােড এেকর সমান এরx x sin sin xb yx x 
έথেক কম এবং  শূেনҝর έথেক বড় এবং এর έথেক একΜট অনেоর কােছ যাওয়ার সােথ সােথ এΜট শূেনҝ চেল যায়x x 
তাই আমরা έদেখিছ έয সҝাнউইচ উপপাদҝ সীমা еারা এর অসীমতা еারাx sin x x 

এΜট হল  0 এর সমানx 
 তাই এর সীমা еারা এর অনেо যাওয়াx gx fx 
সমান এক ъাস শূেনҝর সমান যা এেকর সমান যিদও আমরা যিদ সরাসির িনয়ম বҝবহার করার έচѭাl'hopital 
কির তাহেল আমরা এর সীমা িদেয় পাই যা  িবদҝমান έনই িকᅀ এর মােনf prime x g prime x 

Pru
tor
@
IIT
K



এই নয় έয এই মূল সীমাΜট িবদҝমান έনই
 তাই এর সােথ আিম এই বক্তৃতাΜট বс কের έদেবা আপনােক ধনҝবাদ 
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