
ङߕఉప ࡍప޶ల߯ త ߤషښऱߧల అ ࢟ܽ࢘ࡍݥ छࣃ ړߖࣃ గతం, ڒబܽद ఈ ఉపߕङ సంࡹ మనం ܼంܐంߤࡷ ݋ మ߄ࣃ ࠾ࡍరణ ࡔఖ
కएࡅ  సࠬకరߖހऒ  ఒక వऴకࡔఖ߯ ࠼ߦంటऱ వదभ ఎ࡮ కࡏߝ ࡹߕھߘऐ కएࡅ ߖ޳ ࠾ࡍంܼ࠭ మڕ ऒߖڜ   అߧऱښషߤ లߘ 
మనం ۫ࣃफ ࠭. ܼంܐంࡱ ݋ మߕ ࠾ࡍరघ  फ࣋۫ ߘ ݋ం࠼ߦ ఈ ࠾ࡍం మ޳ంڕߘఅ ߖఖ ఉందࡔవऴక ڕబܽद మనڒ ࡱ ࡽ

ࡍఆڝ ߖ޵ नࠪڒ ࡱ ݋ߝ అۮ ߖపओ ంݟ మ࠾ࡍ మనڕ ఈ వऴకࡔఖ ࡅకए ओߩసࠪనం, ఇ ړ ంతڜ  ఈ p x y y x f ݡ
వऴకࡔఖڕ ܼంܐంڷ ߤࡷ ݋ంޔࢂࢗ ݞం޴. ఈ ࠼ߦంࡱ࢐ ߖ޵ ࠪڒ ݋ ܼంܐంࡅ ߤࡷ ݋కए  బܽद వదभ x y pڒ ࡱ࢐ 
ఉనऒ  ఆ ࠼ߦంڒ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ݋బܽद ఇ޴ మనం ۫࠭ࣃ ఎం޶కం݄ మనం వऴకࡔఖ߯ ఏࡓ ߕ޼ంࠉ ݡం࢓޶లࣄ۫ ߘdydx 
ం࠼ߦ ఖࡔ ߮࡯క ߖంܽݟంࡓ ఆ ޙ࠼నటऱࡍۯ ࡹ࢑࠙గం ఖࡔ ऱܿ మ࠼ߦ ࠾ࡍంߝڕࡏۯ ړ ݋టߩओ  q p ߖޒࠫࡍమనం ప ݡ
ం݄, మనం ఉతओڕࣆޓ నऒ ం ߰ంࡱ࢐ ,࠭ޑ޶ ఈ ࠼ߦం݋ వదभ ఉతओ నऒ ం తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ మ߄ࣃ ࠾ࡍరణ ࡔఖ p 
ఇ޴ ܼంܐంߤࡷ ݋ మ߄ࣃ ࠾ࡍరణ ࡔఖ ߖరछ చనం ऴపڒరం ڷంࢇࢗ ݞच  ain݋ంܐంܼ ޴ఇ ࠾ࡍమ ܊ఎ ݋ం࠼ߦ ఖ. ఈࡔ 
కएࡅ ߤࡷ ݋ంܐఏࠫటం݄ , ܼం ޴నࣄ࡯ޘ ڕబܽद మనڒ ఖࡔ రణ߄ࣃ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڴలంబం ڕ ߤࡷ  ఒక ޾ఏ ࡱ࢐ 
సమయంࡹ ఈ ࠉం࢓޶ వదभ ఉతओ నऒ పओۮ ߖన అ࠳ వ۪ऐ  ఇ޴ x naught y naught dydx x naught y naught 
కएࡅ వదभ ࠹సࠪనం व߯ ݞږ ఇవछ ڴ߅࢑  బݟనటऱޙ࠼ మ࠾ࡍ వదभ ఉనऒ  f x naught x x naught y naught 
छ޳ వదभ ఈ ࡱ࢐ రణ߄ࣃ ओߩబܽद ఇڒ న࣒ ఒకܽ࠳ ࡌ కएࡅ ݋ంܐంܼ ݡ  సࠬకరߖހऒ  x naught y naught dydx 
ऴ࢐యړߖݞ మ߄ࣃ ࠾ࡍరణ ۯ ࡽڒࡎయంݟ ఏ޾ ఒక ࠉంڷ ࢓޶ంޔࢂࢗ ݞనऒ కएࡅ ఖࡔ   సࠬకరణం ݋ߕ ݋ߕ x y 
మࡱ࢐ ࠾ࡍ కڵ࡯ ఉండటం ࠳న࣒ ޳छ ఇవछ ࡌ బޔݡంࡏࣃ ࡱ࢐ ޴ऱ ࠳న࣒ ఇ޴ m y y naught m x x nough 
కएࡅ ߤࡷ ࡹపంࡐ ࡱ࢐ ݋ం࠼ߦ  సࠬకరࣄ࡯ޘ ڴࠈ ړߖހన ࣇऴతం ڒబܽद ݋ߕ ݋ߕ వదभ ܼంܐం݋ సࠬకరణం ఈ x y 
फࣃࡱߧ ߖఅ ߧ ߘ࢓޶ంࠉ ఈకछ ܘఈ ݋ߕ న࣒࠳ ޴ߝఅ ߘ ऱ࣎ ܿ ࡽ ఇకए ߵ డ ࠹݅ ݋ߕ ݋ߕ ࢟ܽ࢘ࡍݥझp y y dydx x y 

రघߕ వదभ ݋ం࠼ߦ ࠾ࡍమ ݋ߕ న࣒࠳ ఈకछ ݋ߕ న࣒࠳ ܘఈ ݋ߕ సࠬకరణం ࡽ  న࣒ x x x y naught y y࠳ ܿ ࡽ
వݟ ࠑ ߤ వదभ ࡏࣃऱ అޙ࠼ వదभ ఈ ࡗ܋-ߤߕ ydx x naught y naught x minus x naught x naught y dydx 
అޙ࠼ ఇߩओ फޑమనం ఈ వృ ,޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ ऒߖ  ప࣋࡯ࢣࡍफ, ఈ వృޑफ ऒߖ भ޳۫  ం, ߖ޵ సࠬకరణం చదరߩ పऱ࣒  x y 
࣋ए छ ࡛ సࠪనం ఒకܽ ڒబܽद సమసङ  ఏࠫటం݄ , వృతफం޶ڒ ࡹ అࠉ ߝం࢓޶ వదभ ܼంܐంࡅ ߤࡷ ݋కए  సࠬకరߖހऒ  x y 
కھߘనడం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद మనం ఈ సࠬకరߖހऒ  ప࣋࡯ࢣࡍफ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ x y x y 
ఒకړߖ޳ సࠪనం ఇࡓ ޴ంࣆۨࣇ ߖ ݡफం޴ పऱ࣒  2 ఇړ0 ޴ సࠪనం అం݄ అړ0 ޴ߝ సࠪనం ڒక߱ޙ కం݄ x ydydx y y 
తపओ ޙ࠼బܽद  అڒ ޴फంࣆۨࣇ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ߖసࠪనం అ ړ న࣒࠳  ऴప࠼ߦ ޒంړ ݋ మనం ఈ ࡓం࠼ߦ ݡంటऱߘ x dydx y 0
ఒక ߕࣆ ࠪڒऒ  మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ఒక ߕࣆ ࠪڒऒ  ߰ంߕࣆ ࠭ޑ޶ऒ ం࠼ߦ ݡంࡓ ఈ ,ޙ࠼నటऱڒ సࠪనం ړ ऱܿ ࠫనࣔ y 
మనڕ ఒక ࠼ߦం݋ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߕࣆऒ y naught x naught y naught m ࡱ࢐ ݋ంܐవదभ ܼం ޙక߱ڒ సࠪనం ړ
 సࠪనం x y x y y y ڕࡱ࢐ ݋ߕ న࣒࠳ ݋ంܐవదभ ܼం ݋ߕ ݋ߕ వలऱ సࠬకరణం޶అం ࠾ࡍమ ݋ߕ ࠑ ݋ߕ న࣒࠳
झ࠹݅ ݋ߕ ݋ߕ న࣒࠳ ంచవ۪ऐࡍకࢁసర ݞږ ࡏࠬ న࣒࠳   మࡏࣃ ݋ߕ ࠾ࡍऱ ࠳న࣒ ݋ߕ x y x x naught y y y 
 ప ऱ࣒ झ࠹݅ ݋ߕ  ऒߕࣆ న࣒࠳  ప  ݋ߕ ޴ఇ ޳ࡶ సࠪనం ړ ऱ࣒  అߖ ऴ࢐యړߖݞ సࠪనం పऱ࣒  x x x x x naught y y 
ए࣋ ݋ߕ छ ࡛ అ݋ߕ ޙ࠼ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ݋ߕ  छ ࡛ ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद మన݋ߕ ڕ  ప ऱ࣒ ఈకछ ݋ߕ   x y x x y y ܿ ࡽ
ܿ ఈకछ ఈకछ ܿ ܿ ࡽ ఈకछ ݡ ܿ ߤవ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ࡽ ऒߕࣆ ܿ ࡽ  మనړ0 ڕ సࠪనం ޶ࡶ y nought y 
1 ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ڴసࡏవ ࡱހల సࠬకర ݋ంܐంటऱ వదभ ܼం࠼ߦ  ࠪڒ  న࣒࠳ ࠾ࡍమ  ࠪڒ  బܽदڒ ࢓ࡱߖ 0 1 0 1 x 
బܽद ఇకएڒ సࠪనం ړన࣒ 1࠳ డ ఏࠫ జޔڷࡏం޴ అం݄ ܼంܐంࡅ ߤࡷ ݋కए  x ߤࡷ ݋ంܐబܽद ܼంڒ అనంతం ࡱ࢐ 

వదभ అనంతం అޙ࠼ ܼంܐంࡅ ݋కए  సࠬకరణం ఇߩओ మనం సओ ݡ రज  naught y Naught x e ࠾ࡍమ ࡱఖࡔ 
ऒߖڜ ࡹనడంھߘక ߘలހఖల సࠬకరࡔ రణ߄ࣃ  ఉ޳హరణలߘ పࣃ࡯ࢣࡍफ  y ݋ంܐంܼ ڕఖࡔహరణ వऴక޳ండవ ఉࡓ ࠭
కएࡅ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡ࠮ న࣒࠳ ڷࡱߕ  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం అ࠼న ࠉంߘ࢓޶ కھߘనంڒ ݟబܽद మనం ڷࡱߕ x x 
వర ߤన࣒ వ࠳ ݡ࠮ న࣒࠳ ठړߖ࡮࠮ సࠪనం అߖ ۫࣋फ, ఒకܽ ࡓంݡ వర ठ࠮లం ࠳ ڷࡱߕన࣒ ࡓ ݡ࠮ ऱܿ dydx x 
కएࡅ ݡ࠮ న࣒࠳ ڷࡱߕ ݡంࡓ అం݄ ڷࡱߕ  వర ठ࠮లంڵ࠙ ޜంచబޔݡంڒ ޴బܽद ࠪڒ వదभ ܼంܐం݋ x x y 
కएࡅ ݡ࠮ న࣒࠳ ڷࡱߕ ޴ߝఅ ࡱ࢐  వర ठ࠮లంڵ࠙ ޜంచబݟన ࡓంړݡ సࠪనం , ݟ࠮ ࡱ࢐ంట ࡓంݡ ఉనऒ  m x 
వర ݡంࡓ బܽद మనంڒ ࡯ߕھߘమనం క ߘంటऱ࠼ߦ ठ࠮లం ޳छ షएࡍప ࡌ  x ݡంࡓ ݡ࠮ న࣒࠳ ڷࡱߕ ࡯ంۧࡍ
घࠫޛ ݡ࠮ న࣒࠳ ڷࡱߕ ޴సࠪనం ఇ ڕలޔవం ݡంࡓ ంటݟ࠮  అం݄ x x ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ޴
పߜऒ ంړڷࡱߕ ړݡ సࠪనం ڒబܽद ڒ ݡ࠮బܽद మనࡱ࢑ ڕవ ఒకए ݄ వࣆफంڒ ޴బܽद ఈ ߘࡱ࢐ సంతృߧफపۯࡍ x x x 
ओߩన࠼సࠪనం అ ړ ݡ࠮ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ݡంࡓ ంటݟ࠮ వࡱ࢑ వర ݡ ठړߖ࡮࠮ సࠪనం ࡏࣃ ڷࡱߕऱ x y y 
ళڝ ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡ࠮ న࣒࠳ ݡ࠮ ऱڕ సࠪనం అవసర࠳న ࠉంࡓ ࠪڒ ݡ࠮ ࢓޶ంݡ త޶పࡍ y ce 
సమసङ  వऴకࡔఖ߯ ࠼ߦంటऱߘ కھߘనంߖ޵ ࡏࠬ _ ݟऒ ర޵  डవృޑफ ࡍڷ ڴరంڒ फ࣋ फ, ఇ޵ ޴ర डవృޑफ  ఈ ࠾ࡍమ ߖరం అڒ
ం࠼ߦ ऱܿ 2 ࠳ 0 ࠪڒన࣒ 2 0 మ࠾ࡍ ఆ తࡌछ త 0 ࠳న࣒ 3 మ3 0 ࠾ࡍ అࣆ ࡏࠬ ߖలభంڴ ۫డగలڒ ࡏబܽद ఇ޴ 
࢐సफవంڴ ఉంܿంڒ ,޴బܽद ࠒమघ డవ۪ऐ۫ ߘంటऱ࠼ߦ ࡏࠬ ݟంߘ   ܼంܐం݋ అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఉంܿం޴ ఈ x 
ం࠼ߦ ݡంࡓ ऱܿ మ࠾ࡍ ܼంܐం ऱܿ అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఉం࠼ߦ ݦం ऱܿ ޳ࡶ ఈ ࠼ߦం ऱܿ మనం ఇߩओ  y ݡ
ऐࡏߝ నऒڕ ऒߖ޵ ంۨڵࡆఉప ߖ࢐ܽ   కھߘనړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం ڒబܽद మనڕ ࣋ए छ పऱ࣒ ڷࡱߕ ࡛  ࣋ए छ ࡛ x y 
ఇవछ బޔݡంࠫޛ ޴घ छ޳ ޴ ప 4 ړ ߘߝ ,సࠪనం ړߖ޳ఒక ޴ఇ ࡌ ऱ࣒ x 2 x ޴फ ఇ࣋ۯ ంۨ ࠡదం߅సంబం ړ ऱࡏࣃ 9 ړ 2  y dydx
ऒߕࣆ ޴फంࣆۨࣇ ओߩఇ ޴ߝసࠪనం అం݄ అ ړ घࠫޛ న࣒࠳ ࢐లం݄ڒ ݋ంܐంܼ ڕమన ݡ  ऱdydx dydxࡏࣃ ڷࡱߕ ړ޴

छ޳  x y x x ڴసࠪంతరం ړߖఅࣿ ࡱ ݋ంܐఆ߯ ܼం ࡯ݞఉం ڴసࠪంతరం ړߖఅࣿ ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ ࡌ
ఉంࡱ࢐ ࡯ݞ అࡱ࢐ ޙ࠼ తపओ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ కएࡅ ఖࡔ కం݄޶ఎం ࡯ݞఉం ڴ  what sho x ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ  ࡱ࢐ 
ࣾࠫంచంࡔ ݟఖ ࡅకए ऒߕࣆ సࠪనం ړంకంࡌबࣄ ࡱ࢐  ऒߕࣆ ߘࡱ࢐ బܽद మనంڒ  ऒߕࣆ फ࣋ۯ సమం ړ  సࠪనం y x ړ
ऒߕࣆ ړߖఉండܼ ڴసࠪంతరం ړߖఅࣿ ݋ంܐంܼ ޴फంࣆవ ڕబܽद మనڒ  ఖ x xࡔవऴక ޻బܽद మనం ߰ంڒ సࠪనం ړ
సࠬకరణంߕࣆ ࡹऒ ऒߕࣆ కߘసࠪనం క ړ  మ࠾ࡍ ࣋ए छ घࠫޛ ࡛ సࠪనం అం݄ ࣋ए ޜ޴ छ घࠫޛ ࡛  సࠪనం x x y y ړ޴
అࣆۨࣇ ߖफం޴ ఒకܽ ڒబܽद  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ బܽदڒ ݡ࠮ న࣒࠳ ޳ࡶ  ऒߕࣆ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ࠪڒ   ࢑yߝఅ ݡ࠮ న࣒࠳ ࠪڒ 
సओ రज ం࠼ߦ ݦఉం ڴసࠪంతరం ړߖఅࣿ ࡱఖࡔ ऱܿ , ఈ ޵ర डవృޑफ కएࡅ  న࣒࠳  ࠾ࡍమ  ࠪڒ  రڒ  ऴߘ ࠆڴ x 0 3 0 3
۫డటం ޳छ ంܐంۧ࠭ ܼంߖమనం గమ ݞږ ࡌ ऱܿ అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఉనऒ  ۲ట ఇߩओ  ండవ ࠙గం xࡓ దట࠴ ݡ
ܼంܐం݋ అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఉం݄ ࡱ࢐ అనంతంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद మనం ఈ ߖ ۫࣋फ ࠳న࣒ ࠫޛघ y dydx ڷࡱߕ ړ޴

ऒߕࣆ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ڕసࠪనం మన ړ ࠑ ऒߕࣆ బܽदڒ  ऒߖࣃరऴޔచ ޴సࠪనం, ఇ ړ छ޳ ڷࡱߕ  x y ࡌ y y x 
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బܽद  పڒ ޴फంࣆۨࣇ ऱ࣒ ऒߕࣆ ࠪڒ ݡంࡓ బܽदڒ సࠪనం ړ݀ న࣒࠳   మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࡓంߕࣆ ࠪڒ ݡऒ  అ࢑ߝ x 
ܼంܐంࡱ ݋ అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఉం࠼ߦ ݦం࠳ , ࡱ ݋న࣒ ࡓంߕࣆ ࠪڒ ݡऒ  మࡓ ࠾ࡍంࠪڒ ݡ  వదभ y 0
ܼంܐంࡔ ࢓ࡱߖ ࡱ ݋ఖࡱ అߖ మనం ۨऴతం ߘం࠭ࢡ۫ ݟ. సڒ ࡔబܽद ࠬࡏ వऴకࡔఖڕ ܼంܐంࡅ ݋కए  సࠬకరߖހऒ  y 
కھߘనవలࣄన త޶పࡍ సమసङ ऒߖఅࣿ ޴అ ݡ࠮ న࣒࠳ ऱࡏࣃ ݡంࡓ న࣒࠳ న࣒࠳ సࠪనం ړన࣒ 7࠳   x x x x x 
కޒफࡍం࠼ߦ ۯం࢑ ޜ ݋భ܊ంచబݟంڒ ޴బܽद ࠭ంڴ޶ మనం ࠼ߦంటऱߘ క࡯ߕھߘ ఈ వऴకࡔఖ అࣿߖऒ  కࣆࡱफంڒ ޴బܽदx 

ऒߕࣆ ࠪڒ ݡఖ ఏࡔబܽद వऴకڒ ޴फంࣆసࠪనం 7 వ ڕफ మన࣋ۯ సࠪనం ړ0 ߖ  వదभ అࣿߖऒ  కࣆۯ ݋फంڒ ޴బܽद y x x 
ఇߩओ కएࡅ ߤࡷ ݋ంܐమనం ܼం ݡ  ణ dydx dydxࠪࡍబܽद అవసరం . పڒ ڕసం మనڝ ߖ޳ ంܼ࠭ھߘక ߘࡱ࢐ 
ऒߖయࠪߖ  ఉపڵࡆంచవ۪ऐ ࡓ న࣒ 7࠳ ڕబܽद మనڒ  ऱܿ ࣔరం ࠳న࣒ 2 ࡓ ऱܿ ࠳న࣒ 3 ࠳న࣒ ࠳న࣒ 7 ࡓ ऱܿ x x x x d 

రం ࣋एࣔ ݡ࠮ న࣒࠳ ऱࡏࣃ ݡంࡓ న࣒࠳ छ ࡛ न ڵ࠙ ޜంచబޔݡం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ సࠪనం ࠳న࣒  ࡅకए  dx x x x 7
ఉతओ నऒ ం 1 ڒబܽद మన࠳ ڕన࣒ 2 ࡏࣃऱ ࠫߖ వࣆफం࠳ ޴న࣒ ࠳న࣒ ఏࡓ ݡ ऱܿ ޳छ  x x us 3 x d x ݡంࡓ న࣒࠳ ࡌ
ప  ޶న࣒ ఐ࠳ ߩచదర ޴ఇ ޶ڒ ఏࠬ ޴ఇ ݡ࠮ న࣒࠳ ऱࡏࣃ ऱ࣒  ఆڒ ࡏబܽद ఉతओ నऒ ం ࡓం࠳ ݡన࣒ ఐ޶ x x x x x 
ओߩఇ ޴ంݟంచబڵ࠙ ߩన࣒ 3 చదర࠳ ऱࡏࣃ ߩన࣒ 2 చదర࠳  x ࣄనవలھߘక ߘࡱ࢐ వదभ 0 ࠪڒ 7 ݋ం࠼ߦ మనం ݡ
ఉంܿందߖ గమߖంచంݟ. ఈ ࡓండవ ట࡛घ ఇకए ߖ న࠳సࠪన ړݡఏ ߘߝ ࡹ  డ ఉంۨޙ ఇకए డ ߕࣆऒ x࠲ऴతࠪ ڕబܽद మనڒ 
వࣆफంڒ ޴బܽद ఏߕࣆ ࠪڒ ݡऒ వదभ ఉనऒ ݋ం࠼ߦ   ܼంܐంࡅ ݋కए ऒߕࣆ ࠪڒ ݡఏ ࡱ࢐   వదभ ړ సࠪనం, ఇ޴m. dydx

ए࣋ ݡంࡓ న࣒࠳  ,సࠪనం ړ న࣒࠳  న࣒࠳  ऱࡏࣃ  న࣒࠳  छ ࡛ न ఏ࠳ ݡన࣒ ݡ࠮ ࣋ए छ ࡛ లڵ࠙ ޜంచబޔݡం7 ޴ 2 7 3 0 7
మߖߖ޵ ࠾ࡍ ర޶भ ۯయవ۪ऐ కएࡅ ݋ంܐంܼ ޴ఇర࢙ ఇ ړబܽद ఒకܽڒ ڷࡱߕ ऱࡏࣃ ޶ఐ ړఒకܽ ޴బܽद ఇڒ  ࠾ࡍమ ࡱ࢐ 
ఇߩओ ऒߖހమనం సࠬకర ݡ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴలభంࣆ  కएࡅ ݋ంܐవదभ ܼం 0 ࠪڒ బܽद 7ڒ   సࠬకరణం ࠳న࣒ 0 ڕࡱ࢐ y 
సࠪనం  ࡏࣃ  ࠑऱ ࠳న࣒  ࠳ ޳ࡶన࣒  ړ సࠪనం. సڒ ࡔబܽद త޶పࡍ సమసङ 1 ࡹల ࠹ర߷ ڡऴܽ࠱ࡌߦ  20 x 7 20 y x 7
ఎకए డ వऴకࡔఖ ఇవछ బݟంࣆ۫ ޾फంڒ ޴బܽद ఇకए డ ߄ࣃ ࠭࠲రణ࠳న ߖ࢐ܽ కھߘనړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ ࠭. వऴకࡔఖڕ 
కएࡅ రణం߄ࣃ ङږ ఒక ߵࡹ  ङږ ߤ࣌ సࠪనం ఒక ܼޓ ࠗ సࠪనం , ఇకए ڕܼޓ ࠗ డ ޜڷࡱߕ ړ ܼޓ x cos y pi
సࠪనం ڒబܽद ఇకए డ ఒకए  ࢑షయం ఏࠫటం݄, మనڕ ఫంࣾڴ ߤ ఇవछ బడ޶ࡶ. మܼޓ ޒࠫࡌߦ ࠾ࡍ పరంڴ xy y x 
ఇవछ బݞन ంచవ۪ऐڵࡆఉప ߖ ࡽࡐ ߤమనం ۰ ړߖݞనھߘక ߖ బܽदڒ ࠼ ం݄ dy dxھߘక ߘܼޓ బܽद మనంڒ  dxd 
ఉతओ నऒ ం ఇ3 ޴ ࣋ए छ  a cos dyd ܼޓ ࠾ࡍమ ޴फంࣆࠚల ܼޓ ߤࣄ న࣒࠳ ڕఆ߯ మన ࠾ࡍసࠪనం మ ڕܼޓ ࡛
సࠪనం ߘంߤ࣌ 3 ݟ ࣋ए छ కएࡅ ࠾ࡍంۨ మ߅సంబం ڕܼޓ ࠭࠲ బܽदڒ ܼޓ ऱࡏࣃ ܼޓ ࡛  ఉతओ ऒߕ ऒߖ  a cos x y 
एړࡵ ంۧ࠭ మ࠾ࡍ ఇ޳ ܼޓ ޴छ  dydx dxd dyd a sine square ݡ࠮ ޴ఇ , ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ڕܼޓ ࡌ

ए࣋ ࣒ڒ ޴ఇ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜݡ࠮ న࣒࠳ छ ए࣋ ࣒ڒ ܼޓ ࡛ छ झ࠹݅ ܼޓ ࡛  మనం theta cos theta ܼޓ ߤࣄ 
యవ۪ऐۯ भ޶ర ܼޓ ߤࣄ ܼޓ ࣒ڒ ఎ ఆ߯ ఒకܽ ݡ࠮ ݡ࠮  బܽदڒ సࠪనం ڕ న࣒࠳ ܼޓ ߤܼ ޴ۯంࠚల ڕబܽद మనڒ 
एݭݧ झ ఈకछ ܼޓ ݋ంܐంܼ ࡱ࢐ బܽदڒ ܼޓ ߤܼ న࣒࠳  ట࡛ ఈకछࠬ ࠑ ࡛ࠂ ܿ ࡽ  m ړ ޴అ ࡛ࠂ ఫ࡛ ߯ ߤܼ న࣒࠳ ࡽ
సࠪనం మన߄ࣃ ڕరణ ڒ ࡯࢐ڒ ࡱ࢐బܽद ߄ࣃరణ ࡱ࢐ ఒకړߖ޳ సࠪనం ఎం޶కం݄ ߄ࣃరణం inus one 
ܼంܐంړ ݋ లంబంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡱ࢐  సࡔ త޶పࡍ సమసङ  వऴకࡔఖ߯ ఒక ࠉంߘ࢓޶ కھߘనం࠳ ݟన࣒ ࡓం1 ݡ x 
࣋ए छ ࡛ न వదभ 2 0 ࠪڒ మڷࡱߕ ࠪڒ ڷࡱߕ ࠾ࡍ క߮࡯ వऴకࡔఖڕ సओ రज  ݡంࡓ బܽद ఈڒ ޴ఉంܿం ڴఖ సࠪంతరంࡔ
ం࠼ߦ ऱܿ ఈ ࠳ ߯ ࡮ࠒࡌߦన࣒ ࡓంݡ చޔరऴړߖࣃ సࠪనంڴ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ ఈ ޓగ జతړ ܼంܐం݋ y x 
సࠪంతరంڴ ఉంࠉ ݦంߘ࢓޶ మనం క࡯ߕھߘ ఈ ࡓం࠼ߦ ݡం ऱܿ ڒబܽद ࠭ంࡓ ڴ޶ంߕࣆ ࠪڒ ݡऒ  మڷࡱߕ ࠾ࡍ 
కएࡅ గޓ ߮࡯క ڷࡱߕ ࠪڒ भ޳ށగ ߖఎంత అ ࡱ࢐  ం ఇ޴ ఈ ࡓం࠼ߦ ݡం ऱܿ ࡓంߕࣆ ࠪڒ ݡऒ  మࠪڒ ڷࡱߕ ࠾ࡍ 
కएࡅ ఖࡔ ߮࡯క ڷࡱߕ ऒߕంܿڕࡏڝ ࠭࠲ ߖలݞఉం ڴసࠪంతరం ړߖ޵ ݋ంܐబܽद ܼంڒ ࡱ࢐   y ړ బܽद మనంڒ ࠭
సࠪన࠳న ࠳న࣒ ߖ ۫࣋फ ఇߩओ కएࡅ ݋ంܐంܼ ݡ ए࣋ ݡంࡓ సࠪనం ړݡంࡓ ݞږ ࡱ࢐  छ ࡛ न ఇࡓ ޴ంړݡ x dydx 
సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफంࡓ ޴ ऱܿ ࠳న࣒ ࡓంڒ ݡబܽद మనం ࡓ ࡱ࢐ంړݡ సࠪనంڴ ఉంݞలڕࡏڝ ߖం݄ మనڕ ఈ x 
సࠬకరణం వࣆफం޴, ఇ޴ ఒక࠳ ړߖ޳న࣒ ࡓంݡ సࠪనం, ఇݡ࠮ ޴ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद మనڕ x x x 
సࠪనం ݡ࠮ వࣆफం޴ మړݡ࠮ ߖ ࠾ࡍ సࠪనం ࣋ۯफ మనڕ వࣆफం࠳ ݡ࠮ ޴న࣒ ࡓంݡ చޔరऴړߖࣃ సࠪనం, x y 
ఇ޴ ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद ࠼ߦంࠪڒ ݡ࠮ ݋ ఒకܽ, ఇకए డ ࡱ࢐ ఈ ࡓంࠉ ݡం࢓޶లߘ కޓ ߮࡯గڕ సࠪంతరంڴ 
ఉంܿంڒ ,޴బܽद ܼంܐం݋ ల ޳ࡶ ࡱ࢐ సࠬకరߖހऒ  కھߘనడంߖڜ ࡹऒ  సమసङ పओۮ ࡱ ऒߖݞ  మనం ۫࠭ࢡ మ࠾ࡍ 
అనछ ߖంܽݟంࡓ ఈ ࠭࠲ ࡍప޶త ݋ం࠼ߦ ంతڜ ఖ߯ࡔరణ వదभ వऴక߄ࣃ ऒߖݞంచ࠼  పࣃ࡯ࢣࡍफ ࠭, ఏ޾ ఒక సమయంࡹ 
ఫంࣾࡱ࢑ ߤవڕ ఉ܉ण ण܉ఉ ߘ ߤࡷ ݋ంܐబܽद ܼంڒ ,ంܼ࠭ھߘక ߘలߩం࠼ ࡍవ ڕߩం࠼ फంపܑࣃफ  బܽद మనం ఏࠫڒ ,࠭
ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ फࣃࡍ࢑వ ࠵ కएࡅ . ం޳ంڕߘఅ ߖఉంద ڴఖ సࠪనంࡔంత వऴకڜ ڕబܽद మనڒ ߘ  మ࠾ࡍ y f x 
ఇకए డ మనࠪڒ ڕ అ࠼ߦ ߝం݋ ఉందߖ అڕߘం޳ం , ڒబܽद ఇࠪڒ ޴ అ࠼ߦ ߝం݋ ఇߩओ  ఈ x y x y p , x ݡ
ࡍఆڝ नڜ ݋ߝంత  ప ऱ࣒ द࡮ݥ   ఉనऒ  ఈ వऴకࡔఖ߯ మࡖక ࠼ߦం޳۫ ߖ ݋भ ం మ޳ۯ ࡽڒ ࠾ࡍभ ం ఇకए డ ڝఆࡍ न݋ߝ  ప ऱ࣒  x x y y 
द࡮ݥ ప  ݋ం࠼ߦ ߘఅత ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڴ  ऱ࣒ द࡮ݥ   మ࠾ࡍ  పऱ࣒ द࡮ݥ  బܽद ఇకएڒ  డ మనڕ అ޴ߝ y t q x x y y y x
కएࡅ పऱ࣒  ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  द࡮ݥ   అ޴ߝ వదभ  ప ऱ࣒ द࡮ݥ  లభం fࣆ ంచడంށగ ߘ బܽद వదभڒ సࠪనం ړ  y y f x x x f 
ం  ప޳ంڕߘఅ ߖఅ ޶ڒ లభంࣆ అంత ߗڒ ऱ࣒ द࡮ݥ   వదभ కంߪङ మనం  ప , ݟయంۯ ݋ ऱ࣒ द࡮ݥ  కएࡅ   x x f x x f ߖ 
ऒߕంܿڕߘల࠻࢘ ߕఅంచ ޜవࡱ࢑ ంతڜ ࠭, ఇ޴ గށంచడం ࣆలభం ڒబܽद మనం ఇకए డ ޴࣋ۯ ܼంܐం޳ ߤࡷ ݋छ  ࡌ
फࣃ࢘ ߕఅంచ ߖߖ޳ भ޳۫ ߖ ݋ంܐబܽद మనం ܼంڒ ࠭ ం ఈ ࠼ߦంࠪڒ ߤࡷ ࡹ ݋ ఆ߯ మనం ఈ ࠼ߦంߖ ݋ ఇకए డ x y 
۫࣋फ ڝఆࡍ न݋ߝ ఈ ࠼ߦంڝ ߖ޳ ߖ ݋ఆࡍ न݋ߝ  ప ऱ࣒ द࡮ݥ   అߖ ऴ࢐యߖవछ ంߗڒ ,ݟ ఇߩओ ఇకए ݡ డ ڝఆࡍ न݋ߝ x r x x x y x
 ప ऱ࣒ द࡮ݥ  కएࡅ   అޔ࢓ం޴ ఇకए డ అࡅ ޴ߝకए సࠬకరణం వదभ ఉనऒ ߝన అ࠳సࠪన ړ   ܼంܐం݋ l x lx x l y pxy 
కएࡅ  సࠬకరణం ڒబܽद ఈ ܼంܐంࡅ ߤࡷ ݋కए  సࠬకరߖހऒ  ఎړࡵ ࡮ए ంۧࡹ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद మనం ࡅకए  x l 
 ప ऱ࣒ द࡮ݥ   ఏࠫ݇ ړࡵए ంచవ۪ऐ వ ఇకएࡱ࢑ ఈ ڕߕ . డ ఉంڒ ޴బܽद ఈ  ప ऱ࣒ द࡮ݥ   ߰ం޻ బࡱ޶ మనం ఈ ࡱ࢑వߘ x y y 
߰ం࠭ޑ޶, ఇࡅ ޴కए   ప ऱ࣒ द࡮ݥ   ఇߩओ द࡮ݥ ఈ ݡ  అߖ అڕߘం޳ం ࠪڒ ࡽబܽद మనం పڕࣆޓ ߖޒࠫࡍం݄x l x x s 
द࡮ݥ ओߩఅ ,޴ంޔߩ۫ ठڷ࠴ ړ0  కएࡅ ݡ  ఈ  ప ऱ࣒ द࡮ݥ  द࡮ݥ ޴న࣒ ఇ࠳  ఈ x x f x f x x ,޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ 
పڕࣆޓ ߖޒࠫࡍం݄, వదभ व߯ڕࡏۯ ړ ࠹ంܿందߖ మనࣆࡱޘ ڕ ఇ޴ ఉతओ నऒ ం ࡅకए రछߖ  చనం. ఈ వङ ङޑ సం x f x 
వదभ ఉతओ ऒߕ ऒߖ फనऒࣆۯ బܽद మనంڒ ޴ంܿంڕࡏۯ  द࡮ݥ ޴  ۨనऒ ప  , ޙ޼ ऱ࣒ द࡮ݥ  కएࡅ  సం  పڝ  ऱ࣒ द࡮ݥ   x x x f x x 
కएࡅ  ఉ܉ण ऒߖހబܽद మనం సࠬకరڒ ޶ڒ ޴డनۮ ࡮ۧ ߩం࠼  ఏࠫ ऴ޳࢐भ ం సࠬకరణం వదभ ܼంܐం݋ ఇవछ బݟం޴ l pxy 
ఎం޶కం݄ ߘߝ ఇకए డ ߖ ఉపࣆڵࡆफߕऒ ङڒ ߖߖ޵ బܽदڒ ߘ फࣃऴ࢐ ߖసࠪనం అ ړ ࠹व߯ ࠆన࣒ ఎ࠳ ࡽటߧ y ߘ y y x

Pru
tor
@
IIT
K



ܼంܐం࠹݅ ߤࡷ ݋झ ङڒ  ప  ޴ఇ ,ࡱ࢐ న࣒ ఈ࠳ ࡽటߧ ऱ࣒  ఎࠆ व߯ړ ࠹ సࠪనం ࡏࣃऱ ࠳న࣒ ڒబܽद ޜ x x y x x x x
సࠪనం  ప ऱ࣒ द࡮ݥ  ङڒ  ప  ࡽటߧ ऱ࣒  व߯ࡏࣃ ࠹ऱ ࠳న࣒ ࡮ݥद फనऒࣆۯ బܽद మనంڒ  ण܉సరళ ఉ ޴ x x y y f x x x x x ߩం࠼
కएࡅ   ప ऱ࣒ द࡮ݥ   ఇڴࡏࠪࣆ ޴ అంచߕ ࢘యబޔݡం޴ అࡅ ޴ߝకए  కం݄  ప ऱ࣒  व߯ࡏࣃ ࠹ऱ x x x y x f x f x f x 
द࡮ݥ  ఇ޴ ఖۨऐ తంڴ సࠪనం ڒదߖ గమߖంచంߖ޵ ࠭࠲ ݟऒ  అంచࣆ࢘ ߕफߕऒ ऒߖ޵ ࠭  గށంచడంڜ ࡹంత ࡹపం x 
ఉంڒ ޴బܽद ఇߩओ మనం 36.6 వర ݡ ठߖ࡮࠮ऒ  అంచ࠻࢘ ߕలڕߘంܿనऒ ऒߖڜ   ఉ޳హరణ ఉ޳హరణߘ పࣃ࡯ࢣࡍफ ࠭ , 
అࡏࠬ ޙ࠼ ఏߕ޼ సంఖङ కएࡅ   వర ठߖ࡮࠮ऒ एړࡵ  ంۯ పదमߖޒ తపओ ऐࡏߝ ڴࡍసߖ  ߖߖ޵ బܽदڒ ࡯ݞఉం ߖڕ
एړࡵ ంచవ۪ऐ ओߦۮ ڴࡏࠪࣆ ࠭࠲ ߗڒ  లڕߘంܿߕऒ ࠭. మనం ޴࣋ۯ ఏࠫటం݄, ࠭ంࡅ ࡏࠬ ڴ޶కए  అం݄ x f 
ఏࠫ݇ ఎం۪ڒ ࡯࢐ڝబܽद మనం ࡅకए  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪన࠳న ڕࣆޓ ߖంܼ࠭ ڒబܽद ఈ ఫంࣾࡅ ߤకए వ x xࡱ࢑ 
ఇߩओ కएࡅ ం݄. 36ڕࣆޓ సࠪనం ړ36 ߖ फ, మనం࣋۫ ࡏࠬ ߖఅ ࡯࢐ڒ వదभ 36.6 ݡ  వర ठ࠮లం 6ړ సࠪనం. ڒబܽद మనంx

द࡮ݥ ࠾ࡍమ ړ36 ߖ మనం ࠾ࡍంܼ࠭ మڕࣆޓ ڴసࠪనం ړߖ޵ ߖ fx ޴నࣄవలڒ ڕం݄, మనڕࣆޓ ڴసమం ړ0.6 ߖ  x x
ఏࠫటం݄, మనڒ ڕవలࣄనࡅ ޴కए   ప ऱ࣒ द࡮ݥ  కएࡅ ޴నࣄ࡯ޘ ڕబܽद మనڒ  కएࡅ    ప ऱ࣒ द࡮ݥ   f x x x f x x x ߖ 
द࡮ݥ ऱࡏࣃ  వదभ ࡅకए   ప ऱ࣒  व߯޳ ࠹छ యవ۪ऐ࢘ ߕఅంచ ࡌ  ఇߩओ కएࡅ ݡ  అం݄ 36 ప ऱ࣒  व߯࠹ x f x f x f f x 
కएࡅ  వర ठ࠮లం 36 ࡏࣃऱ ࡮ݥद కएࡅ  వర 2 ࠑ 1  ठ࠮లం 0.6 ڒబܽद ఇ6 ޴ ప ऱ࣒  బܽदxڒ సࠪనం ړ6.05 ޴సࠪనం, ఇ ړ20 ࠑ 1 
మనం ఈ ࠭߯ओ  ఆ࠼ߦ ࡏం݋ ఆࡅ ࡏకए  వర ठߖ࡮࠮ऒ  గࣆށफనऒ ऒߕࣆ ݋ం࠼ߦ ࡏసࠪనం ఆ ڴࡏࠪࣆ ޴  ఐ޶, t o 
ఇ޴ ఖۨऐ తంڒ ڴనపओ ఇకए ڔܽ డ ڜంత ࡹపం ఉం޴, ఇకए డ మనం మࡖక ఉ޳హరణ޳۫ ߘभ ం, ڒబܽद ࠭ߘపܽ వర ठ࠮లం 
వర ࡹ36.6 ठߖ࡮࠮ऒ एړࡵ  ంచړߖݞ ఇߩओ మघࠫ ߘߝ ߖఉంద ޒఒక పదम ݡ ऒ࡯  గށంచమߕޔࡏڝ ߖऒ కएࡅ 25 . ߘ ङږ  ࠗ 
ओߩవ ఇࡱ࢑ ݋ࡐ ठڴࡍస ݡ एړࡵ  ంచడం ࣆలభం ڒ ޶ڒబܽद మనం ఏࠫ ࣃۯफ ࠭ అం݄ ࡅకए ङږ   న x࠳సࠪన ړ ݋ࡐ ࠗ

ఫంࣾڕࣆޓ ߖ ߤంܼ࠭, ఆ߯ व߯࠳ ࠹న࣒ ࡓంݡ థ࡛ न ࠮ ړడవ వంޔ అޔ࢓ం޴ ఆ߯ మనం ߖ ఇߩओ fx f x x x ݡ
సࠪనం࢐ڝࣆޓ ڴలం݄ మనం  దగ ठర ఉనऒ ङږ సంڝ ߖ޵ ,࡯ڒతࢗ సంڝ వࡱ࢑  25ړ బܽदڒ లభంࣆ ంచడంށగ ߖ ݋ࡐ ࠗ 25
దగ ठరڴ ఉనऒ  పࡓऔ ڡ द ږङ పऱ࣒  ࠾ࡍంܼ࠭ మڕࣆޓ ڴసࠪనం ړ27 ߖ బܽद మనంڒ 27 ࠗ द࡮ݥ   ఉంړ25 ࡯ݞ సࠪనం x x x 
అం݄ మనం ࡮ݥद కएࡅ ంܼ࠭ , ఆ߯ 25ڕࣆޓ ڴసࠪనం ړన࣒ 2࠳ ߖ  ङږ  కएࡅ ݋ࡐ ࠗ   ప ऱ࣒ द࡮ݥ  xڴసࠪనం ړ  x f x 
ఉంܿంߖߖ޵ ,޴ మనం ࡅకए   ప ऱ࣒  व߯ࡓ ࠹ ऱܿ ࡮ݥद కएࡅ సࠪనం 27 ړ  ङږ  పऱ࣒ ݋ࡐ ࠗ f x f x x ࠾ࡍమ ޴డవ࠮ 
ఇర࢙ ఏݡ పవ࡛ ࠳న࣒ ࡓంݡ వంࡱޔ మ࡮ݥ ࠾ࡍद కएࡅ బܽद 27ڒ ݡంࡓ న࣒࠳  ङږ  ఇవछ ݋ࡐ ࠗ ంݟ x s me 3 
खࠑݥ అం݄ ݡఇర࢙ ఏ ࠑ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡ࠮ బܽदڒ .޴फంࣆఇ 9 ڕߕ ޴బܽद ఇڒ 27 ࠾ࡍమ 3 ࠑ న࣒ 2࠳ घࠫޛ   ఇర࢙ ړ޴
ఏړݡ సࠪనం ڒబܽद ఇర࢙ ఐࡅ ޶కए ङږ  खࠑݥ ߩ޳޳ ݋ࡐ ࠗ घࠫޛ  యవ۪ऐۯ ݞږ సࠪనం మనం ړݡఇర࢙ ఏ ࠑ ޴  
పࠪࡍణం ࡅకए ओࡏࠪ  ऒߖ޵ ړߖݞయ࢘ ߕఅంచ ߘܿࡔ   ఉపڵࡆంచంڒ ,ݟబܽद ߘߝ మࡖక ఉ޳హరణ ࣃۯफ  బܽदڒ ߘ
కएࡅ ళంڿ  ࢐ङ రࣃ बం ࠫޛघ फࣃࡱڜ ڴऱࡏంܾࠬట࣊ ޴ ऒߕࣆ ݋ం࠼ߦ , ࡏ ంܾࠬటర࣊ ݡ࠮  ऱ ࡹపంࡲ࢐ ޜङ  ࡹ ࠹
ऒߖߦࡹ ڴࡏࠪࣆ  కھߘనంڒ ݟబܽद మనڿ ڕళం ࡅకए ङږ ޓऴ ࠑ ڷࡱߕ ޴ణం ఉంܿంࠪࡍళ పڿ  छ޳ ࠗ  pi r ࡌ
ఇవछ బݟన޴ మనڕ ఇۨऐ న޴ అం݄ ࠫޛघ ంܾࠬటర࣊ ޴ ऱ ࡮ݥद ऒߕࣆ ݋ం࠼ߦ  द࡮ݥ ޙ࠼ऱ అࡏంܾࠬట࣊ ݡ࠮   r r v 
ङࡲ࢐ द࡮ݥ ࠾ࡍవదभ మ ޴ఇ ޙ࠼పం అࡹ ࡹ ࠹ झ࠹݅ ࠹व߯ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ࠾ࡍన࣒ వదभ మ࠳  द࡮ݥ   r v r v r v r r 
छ޳ యవచऐ࢘ ߕఅంచ ߖߖ޵ ࡌ फࣃۯ బܽद మనం ఏࠫڒ ࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖ फࣃށబܽद మనం గڒ ࠭ ङࡲ࢐ బܽदڒ ࠭  ࡹ ࠹
ఉ܉ण झ࠹݅ ࠹పం व߯ࡹ ߩం࠼ द࡮ݥ  సࠪనం 4 ࣋ए ړ ࠹व߯ ޴సࠪనం, ఇ ړ  छ ࡓ ࡛ ऱܿ ࡮ݥद  ఆ߯ ࠬࡏ v r r v r pi r r r
ङږ ऱ 0.03 ఇంత ࣊ంܾࠬట࡛ࡏࣃ ߩऱ 9 చదరࡏࣃ 4 ޴బܽद ఇڒ ݟఉంచం ڴసࠪనం ړ9 ߖ ఉతओ ޴బܽद ఇڒ ࠗ ऒߕ ల pi 
అߧऱښషߤ ల߯ ࠪ ఉపߕङ ऒߖࣃ ࡍߪ  फ ࣆۯफం޴ ధనङ  ࡱ޳࢐
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