
 வ௯த்ேதான்றல்களின் பயன்பா௄கள் பற்௣ய அ௄த்த ௳ரி௵ைரக்ஶ வரேவற்ழேறாம், எனேவ 
இந்த ௳ரி௵ைர௜ல் ஒ௠ வைள௳ல் உள்ள ௖ள்ளிகளில் ெதா௄ேகா௄ மற்௥ம் சாதாரண 
ேகாட்ூன் சமன்பாடை்ட எவ்வா௥ கண்௄௔ூப்பௌ என்பைதக் கற்௥க்ெகாள்ேவாம், ௔ன்னர ்
அதன் ஼ல பயன்பாடை்டப் பாரப்்ேபாம்.
 ெதா௄ேகா௄கள் மற்௥ம் சாதாரணங்களின் சமன்பா௄கள் நமக்ஶ ஒ௠ வைள௵ உள்ளௌ என்௥ 
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், இந்த ௖ள்ளி௜ல் என்௥ ெசால்௩ங்கள், அதன் ஆயத்ெதாைல௵கள் p x 
கமா மற்௥ம் நம்௘டம் உள்ளௌ இந்த வைள௵ இன் ஼ல க்ஶ சமம் இப்ேபாௌ இந்த y x f 
வைள௳ன் ெதா௄ேகா௄ ேநராக உள்ளௌ இந்த ௖ள்ளி௜ன் வ௯யாக ெசல்௩ம் ேகா௄ கமா x y, 
அதன் சாய்௵ ெதா௄ேகாட்ூன் சாய்வாக இ௠ப்பதால் , இல் உள்ள ெடரிேவடூ்வ் ஆஶம், p dydx 
எனேவ வைள௳ல் ஏேத௑ம் இரண்௄ ௖ள்ளிகைளப் பாரத்்ௌ , ேகா௄ ௔ரி௳ல் இைணந்தால், 
இைதப் பாரத்்ேதாம்.
  அந்த இரண்௄ ௖ள்ளிகைள௞ம் இைணத்ௌ, ௖ள்ளி ஐ ெந௠ங்ஶம்ேபாௌ வரம்ைப எ௄த்ௌக் q p 
ெகாண்டால், 
நாம் வ௯த்ேதான்றைலப் ெப௥ழேறாம், சாய்௵ இந்த ௖ள்ளி௜ல் உள்ள வ௯த்ேதான்றைலத் 
த௳ர ேவ௣ல்ைல மற்௥ம் சாதாரணக் ேகா௄ இௌ ெதா௄ேகா௄ மற்௥ம் இயல்பான ேகா௄ p 
வைரயைற௜ன்பூ, இந்த ௖ள்ளி௜ன் வ௯யாக ௙ண்௄ம் ெசல்௩ம் மற்௥ம் இௌ 
ெதா௄ேகாட்ூற்ஶ ெசங்ஶத்தாக உள்ளௌ, எனேவ இௌ சாதாரண ேகா௄, எனேவ நமக்ஶத் 
ெதரிந்தௌ என்னெவன்றால் , ெதா௄ ேகாட்ூன் சாய்௵ ஒ௠ கட்டத்ொல் நாட் நாட் இந்த x y 
௖ள்ளி௜ல் ெடரிேவடூ்வ் ஆஶம் .dydx 

இன் ெசயல்பாடாக ெகா௄க்கப்படட்ால்   x  y x  
ப்ைரம் க்ஶ சமம், எனேவ இல் உள்ள இயல்பான naught y naught f x naught y Naught 

சாய்௵ இந்த ல் ஆக ைமனஸ் ஒன்௥ எனேவ இப்ேபாௌ எ௱த௵ம்  dydx x Naught y naught 
ெதா௄ேகாட்ூன் சமன்பா௄ மற்௥ம் சாதாரண ரீகால் 
ேகாட்ூன் சமன்பா௄ ஼ல ௖ள்ளிகள் வ௯யாக இல்ைல மற்௥ம் சாய்௵ ஆல் x naught y m 
ெகா௄க்கப்ப௄ழறௌ என்பைத க௯த்தல் க்ஶ சமம் மடங்ஶ க௯த்தல் இல்ைலy y nough m x x 
இௌ நன்ஶ அ௣யப்பட்ட ித்ொரம் ௖ள்ளி சாய்௵ வூவத்ொல் ேகாட்ூன் சமன்பா௄ எனேவ x 

இல் உள்ள ெதா௄ேகா௄ சமன்பா௄ இந்த ௖ள்ளிைய என்௥ அைழக்ழேறன் naught y p p 
என்பௌ க௯த்தல் நாட் என்பௌ சாய்௵க்ஶ சமம் இங்ேக y y 

நாட் ௚ைற இல் ெடரிேவட்ூவ் உள்ளௌ  ைமனஸ் இல்ைல மற்௥ம் x naught y x dydx x x 
இல்ைல இல்ைல என்ற ௖ள்ளி௜ல் உள்ள இயல்பான சமன்பா௄ ைமனஸ் நாட் என்பௌ y y y y 
ைமனஸ் ஒன் ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ சமம்.
  இப்ேபாௌ என்ன நடக்ஶம் என்றால், இந்த வட்டத்ொன் சமன்பா௄ சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் x y 
ஒன்௥க்ஶ சமமான வட்டத்ைதப் பாரப்்ேபாம், எனேவ  
ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் ெதா௄ேகாட்ூன் சமன்பாடை்டக் கண்௄௔ூப்பொல் ஼க்கல் உள்ளௌ x 
வட்டத்ொல் இல்ைல இல்ைல ஷட்டல் சௌரம் ஒன்௥க்ஶ சமம் எனேவ இைதப் பாரத்்தால் y y y 
சமன்பா௄ சௌரம் ஷட்டல் சௌரம் ஒன்௥க்ஶ சமம் இௌ இரண்௄ ஷட்டல் 2 ஐக் x y x ydydx 
ஶ௣க்ழறௌ இௌ 0 க்ஶ சமம் இௌ வ௯த்ேதான்றல் இல்லா௳ூல் இல் ைமனஸ் க்ஶ dydx y y x 
சமம் என்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ 0 க்ஶ சமம் எனேவ த௳ர ஒவ்ெவா௠ ௖ள்ளிக்ஶம் இந்த y 0 
இரண்௄ ௖ள்ளிக௬ம் ஒ௠ கமா ௗஜ்௷யத்ைத௞ம் க௯த்தல் ஒ௠ கமா ௗஜ்௷யத்ைத௞ம் 
ெப௥ேவாம்  இல் ெதா௄ேகாட்ூன் சாய்ைவ ௗஜ்௷யமாக்க  என்பௌ x naught y naught is m 
ைமனஸ் ஆல் க்ஶ சமம் எனேவ x Naught y Naught 

இல் உள்ள ெதா௄ேகா௄ சமன்பா௄ ைமனஸ் என்பௌ x naught y naught y y naught 
சாய்௵க்ஶ சமம் ௚ைற மற்௥ம் நாட் ைடம்ஸ் ைமனஸ் x naught y naught y naught y y y 
நாட் ௔ளஸ் நாட் ைடம்ஸ் ைமனஸ் நாட் சமம் ௗஜ்௷யம் அல்லௌ இௌ நாட் ௔ளஸ் x x x x x y 
நாட் என்௥ எ௱ௌவௌ நாட ்ஸ்ெகாயர ்௔ளஸ் நாட் ஸ்ெகாயர ்ஆனால் நாட் ஸ்ெகாயர ்y x y x 
௔ளஸ்  நாட் சௌரம் ஒன்௥க்ஶ சமம் எனேவ நாட் ௔ளஸ் நாட் என்பௌ ஒன்௥க்ஶ y x x y y 
சமம், நாட் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இல்ைல என்றால் நாம் ெப௥வௌ இௌ இப்ேபாௌ y 
ெதளிவாக இங்ேக நீங்கள் பாரக்்கலாம்.
 

அச஼்ல் உள்ள இந்த இரண்௄ ௖ள்ளிகள் இங்ேக ெதா௄ேகா௄ சமன்பா௄ க்ஶ சமம் x x 1 
மற்௥ம் இங்ேக ெதா௄ேகா௄ ைமனஸ் 1 க்ஶ சமம்.x 
 எனேவ இங்ேக என்ன நடக்ழறௌ என்றால், ெதா௄ேகா௄ ெசங்ஶத்தாக உள்ளௌ, 
எனேவ ௖ள்ளிகள் 1 கமா 0 மற்௥ம் க௯த்தல் 1 கமா 0 ெதா௄ேகாட்ூன் சமன்பா௄கள்  என்பௌ s 
௚ைறேய 1 க்ஶ சமம் மற்௥ம் ைமனஸ் 1 க்ஶ சமம் எனேவ இங்ஶ என்ன நிகழ்ழறௌ என்றால் x 
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ெதா௄ேகாட்ூன் சாய்௵ எல்ைலயற்றௌ, எனேவ ெதா௄ேகாட்ூன் சாய்௵ 
எல்ைலயற்றதாக இ௠ந்தால் இல்ைல இல்ைல ௔ன்னர ்ெதா௄ேகாட்ூன் சமன்பா௄ x y x 
என்பௌ க்ஶ சமம் இல்ைல இப்ேபாௌ நாம் ெதா௄ேகா௄களின் சமன்பா௄கைளக் x 
கண்ட௣வதற்கான ஼ல எ௄த்ௌக்காட௄்கைளப் பாரப்்ேபாம் மற்௥ம் சாதாரண ேகா௄கள் 
இரண்டாவௌ உதாரணம்  வைள௵க்கான ெதா௄வானம் நான்ஶ ைமனஸ் ௛ன்௥ க௯த்தல் y x 
ஒன்௥ சாய்௳ன் வரக்்க ௛லத்ொற்ஶச ்சமமான ௖ள்ளிையக் கண்ட௣ய௵ம் ௛ன்௣ல் இரண்௄ , 
நான்ஶ க௯த்தல் ௛ன்௥ ைமனஸ் ஒ௠ வரக்்க௛லத்ொற்ஶ சமமான ஐப் பாரத்்தால் x dydx y 
ஒன்௥ இரண்௄ வரக்்க௛லத்தால் நான்ஶ க௯த்தல் ௛ன்௥ ெப௠க்கல் நான்ஶ , அதாவௌ x 
இரண்ைட நான்ஶ க௯த்தல் ௛ன்௣ன் வரக்்க௛லத்தால் வஶத்தால் இல் ெதா௄ேகா௄ சாய்௵x x 
காற்௖ள்ளி என்பௌ என்பௌ நான்ஶ க௯த்தல் ௛ன்௣ன் வரக்்க ௛லத்தால் இரண்டால் y m x 
வஶக்கப்ப௄வௌ சமம் , சாய்௵ ௛ன்௣ல் இரண்௄ இ௠க்ஶம் ௖ள்ளிகைளக் கண்௄௔ூக்க 
ேவண்௄ம், 
எனேவ நாம் இரண்௄க்ஶ சௌர ௛லத்தால் ோரக்்க ேவண்௄ம் நான்ஶ க௯த்தல் ௛ன்௥ ௛ன்௣ல்x 
இரண்௄ பங்ஶ இௌ நான்ஶ க௯த்தல் ௛ன்௥ என்பௌ ஒன்பொற்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் , x 
அதாவௌ என்பௌ பன்னிெரண்௄க்ஶ நான்காக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ என்பௌ ௛ன்௥, x x 
எனேவ இன் ஒ௠ மொப்ைப மட௄்ேம ெப௥ழேறாம், இந்த சாய்ைவ ொ௠ப்ொப்ப௄த்ொனால் x 
௛ன்௣ல் இரண்௄ பங்ஶ மற்௥ம் ௛ன்௥க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ என்பௌ சௌரத்ொற்ஶ x y 
சமம் நான்ஶ மடங்ஶ ௛ன்௥ க௯த்தல் ௛ன்௥ க௯த்தல் ஒன்௥ எனேவ இௌ இரண்௄க்ஶ சமம் y 
எனேவ ேதைவயான ௖ள்ளி ௛ன்௥ காற்௖ள்ளி இரண்௄ அ௄த்த ஼க்கல் வைள௳ல் ௖ள்ளிகைளக்
 கண்ட௣க 

அசா்க்ஶ இைணயாக மற்௥ம் அ௄த்த ௖ள்ளிகள் அசா்க்ஶ இைணயாக இ௠க்ஶம் x y 
ெதா௄ேகா௄கள், எனேவ இைத நீங்கள் ஒ௠ நீள்வட்டமாக உணரந்்தால், 
இௌ ஒ௠ நீள்வட்டம் என்பைத௞ம் , இந்த ௖ள்ளிகள் 2 காற்௖ள்ளி 0 க௯த்தல் 2 0 என்பைத௞ம் 
௔ன்னர ்எளிதாகக் காணலாம்.
 0 ைமனஸ் 3 மற்௥ம் 0 3 எனேவ , அசா்க்ஶ ெதா௄வானம் இைணயாக இ௠க்ஶம் ௖ள்ளிகள் x 
இந்த இரண்௄ ௖ள்ளிகள் மற்௥ம் அசா்க்ஶ இைணயாக இ௠க்ஶம் ௖ள்ளிகள் அல்லௌ இந்த y 
௖ள்ளிகள் இைதப் பயன்ப௄த்ொ கண்௄௔ூக்க ௚யற்஼ப்ேபாம் என்பைத படத்ொல் இ௠ந்ௌ 
பாரக்்கலாம்.
  நம்௘டம் என்ன இ௠க்ழறௌ இப்ேபாௌதான் கற்௥க்ெகாண்ேடாம், எனேவ நமக்ஶ சௌரம் x 
நான்ஶ ஷட்டல் சௌரம் ஒன்பௌ என்பௌ ஒன்௥க்ஶ சமம், நான் ஐ 4 ஷட்டல் 2 ஐ y x 2 x y 
ேவ௥ப௄த்ொனால் 9 மடங்ஶ என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் இௌ சமம் என்பைதக் dydx dydx 
ஶ௣க்ழறௌ ைமனஸ் ஒன்பௌ நான்ஶ மடங்ஶ ஆல் இப்ேபாௌ அசா்க்ஶ இைணயாக x y x 
ேடன்ெஜன்ட் இ௠க்க ேவண்௄ம் என்றால், ெதா௄ேகா௄கள் அசா்க்ஶ இைணயாக  இ௠க்க, x 
சாய்௵ ௗஜ்௷யமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், ஏெனனில் ேகாட்ூன் சாய்௵ நிைலயானௌக்ஶ சமம் x 
மா௣௧க்ஶ சமமான ேகாட்ூன் சாய்௵ ௗஜ்௷யமாஶம், எனேவ சாய்ைவ ௗஜ்௷யமாக சமன் y 
ெசய்தால் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் எனேவ  x 

அசா்க்ஶ இைணயாக இ௠க்ஶம் ெதா௄ேகா௄ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக ஐ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ x x 
சமமாகப் ெப௥ழேறாம்  நாம் ெப௥ம் வைள௳ன் சமன்பா௄ ௗஜ்௷யம் மற்௥ம் சௌரம் x y 
ஒன்பௌ ஒன்௥க்ஶ சமம், இௌ சௌரம் ஒன்பௌ சமம் ஒன்பௌ சமம் எனேவ என்பௌ ஷட்டல் y y 
அல்லௌ க௯த்தல் ௛ன்௥ எனேவ ௗஜ்௷ய கமா ௛ன்௥ மற்௥ம் ௗஜ்௷ய கமா க௯த்தல் ௛ன்௥ 
ெதா௄ேகா௄கள் இைணயாக இ௠க்ஶம் ௖ள்ளிகள் 
இந்த நீள்வட்டத்ொன் வைரபடத்ைதப் பாரத்்ௌ நாம் கவனித்த அசா் 0 கமா 3 மற்௥ம் 0 x 
க௯த்தல் 3 ஆழய ௖ள்ளிகள் அசா்க்ஶ  x 
இைணயாக இ௠க்ஶம் ௖ள்ளிகளாஶம்.
  எல்ைலயற்றௌ எனேவ இந்த ஐப் பாரத்்தால் ைமனஸ் ஒன்பௌக்ஶ நான்ஶ ஆல் க்ஶ dydx x y 
சமமாக இ௠க்ஶம், எனேவ என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ y y 
என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம், இௌ சௌரத்தால் நான்ஶ ஒன்௥க்ஶ சமம் எனேவ சமம் ஷட்டல் x x 
க௯த்தல்  இரண்௄ எனேவ இரண்௄ கமா ௗஜ்௷யம் மற்௥ம் க௯த்தல் இரண்௄ காற்௖ள்ளி 
ௗஜ்௷யம் ஆழயைவ 

அசா்க்ஶ  இைணயாக உள்ள ௖ள்ளிகளாஶம் வைள௵க்கான ெதா௄ேகா௄ சமன்பா௄ y y x 
ைமனஸ் 7 ஐ ைமனஸ் இரண்௄ ௚ைற க௯த்தல் ௛ன்றால் வஶத்தால் x x 
அௌ அசை்ச ெவட்௄ம் இடத்ொல் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம், எனேவ ௚த௧ல் இந்த வைள௵ x 
ெவட௄்ம் ௖ள்ளிகைளக் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம் .

அசா் எனேவ ஐ 0க்ஶ சமமாக ைவத்தால் க்ஶ சமமாக 7 ழைடக்ஶம் எனேவ வைள௵   x y x 

Pru
tor
@
IIT
K



ஏ௱ காற்௖ள்ளி ௗஜ்௷யத்ொல் அசை்ச ெவட்௄ழறௌ, இப்ேபாௌ ெதா௄ேகாட்ூன் சாய்ைவக் x 
கண்௄௔ூப்ேபாம், அதற்ஶ ேதைவ, எனேவ நாம் ேகாட்டன்ட் ௳ொையப் dydx dydx 
பயன்ப௄த்தலாம்.

க௯த்தல் 7 மடங்ஶ வஶப்௔ன் வ௯த்ேதான்றல் க௯த்தல் 2 மடங்ஶ க௯த்தல் 3 க௯த்தல்  x x x x
க௯த்தல் 7 மடங்ஶ ஆல் க௯த்தல் இரண்௄ மடங்ஶ க௯த்தல் ௛ன்ைற வஶப்பால் d x x 
வஶத்தல் மற்௥ம் இௌ க௯த்தல் 7 இன் வ௯த்ேதான்ற௩க்ஶ சமம் 1 எனேவ க௯த்தல் 2 ௚ைறx x 

க௯த்தல் 3 க௯த்தல் க௯த்தல் ஏ௱ ௚ைற ஆல் க௯த்தல் இரண்௄ ௚ைற க௯த்தல் x x d x x 
௛ன்௥ இௌ ஒன்௥ம் இல்ைல இௌ சௌரம் க௯த்தல் ஐந்ௌ ஷட்டல் ஆ௥ எனேவ x x 
வ௯த்ேதான்றல் இரண்௄ க௯த்தல் ஐந்ௌ ஆல் வஶக்கப்ப௄ம்  ைமனஸ் 2 சௌர மடங்ஶ x x x 
க௯த்தல் 3 சௌரம் இப்ேபாௌ நாம் 7 கமா 0 என்ற ௖ள்ளி௜ல் சாய்ைவக் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம் 
என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்க.
 இந்த இரண்டாவௌ ெடர௘்ல் ஐ ஏ௯ற்ஶ சமமாக ைவத்தால் இங்ேக ௗஜ்௷யமாஶம், எனேவ x 
நாம் ெதா௄வானின் சாய்ைவ மட௄்ம் ெப௥ழேறாம் 
.
 ௖ள்ளி ஏ௱ கமா ௗஜ்யம் என்பௌ ஏ௱ இல் க்ஶ சமம்  ௗஜ்௷யம் 7 க௯த்தல் 2 m com dydx ma 
ெப௠க்கல் 7 க௯த்தல் 3 க௯த்தல் 0 க்ஶ சமம் 7 க௯த்தல் இரண்௄ சௌரம் ஏ௱ க௯த்தல் ௛ன்௥ 
வரக்்கம் மற்௥ம் இைத ரத்ௌ ெசய்யலாம் எனேவ இௌ ஒன்௥ ஐந்ௌ மடங்ஶ நான்ஶ எனேவ ஒன்௥
இ௠பௌ இௌ ெதா௄ேகாட்ூன் சாய்௵ மற்௥ம்  இப்ேபாௌ நாம் சமன்பாடை்ட எளிதாக எ௱தலாம்,
எனேவ 7 கமா 0 இல் உள்ள ெதா௄ேகாட்ூன் சமன்பா௄ க௯த்தல் 0 சாய்௵க்ஶ சமம் 1 ஆல் 20 y 
மடங்ஶ க௯த்தல் 7 அல்லௌ 20 க௯த்தல் 7 க்ஶ சமம்.x y x 
 சரி அ௄த்த ௔ரசச்ைன ேதான்௥ம் வைள௵ அள௵௠ வூவங்களில் ெகா௄க்கப்படூ்௠க்ஶம் 
இடத்ொல், இங்ேக நாம் சாதாரணமாக கண்௄௔ூக்க ௚யற்஼ப்ேபாம்.
  நான்ஶ ௛லம் ைப ெசய்ய எனேவ இங்ேக ஒேர ௳ஷயம் என்னெவன்றால், நமக்ஶ இன் xy 
ெசயல்பாடாக வழங்கப்பட௳ல்ைல மற்௥ம் ோட்டா௳ன் அள௵௠௳ன் அூப்பைட௜ல் y x 
ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ, எனேவ ஐக் கண்௄௔ூக்க சங்ழ௧ ௳ொையப் பயன்ப௄த்தலாம், dydx 
எனேவ ோட்டாைவக் கண்டால் வ௯த்ேதான்றல் 3 க்ஶ சமம் ௔ன்னர ்dxd a cos square theta 
நாம் க௯த்தல் ஐப் ெப௥ழேறாம்  ோட்டா மற்௥ம் ோட்டா௳ல் 3 s dyd a sine square theta 

க்ஶ சமம் எனேவ ோட்டாைவப் ெபா௥த்தமடூ்ல் மற்௥ம் இன் time cos theta x y 
வ௯த்ேதான்றைலக் கணக்ழட௄்ள்ேளாம், இௌ என்பௌ ோட்டா௳ன் ோட்டா௳ற்ஶச ்dydx dxd dyd 
சமம் என்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ .
 
ோட்டா காஸ் ோட்டாைவ ைமனஸ் ௛ன்றால் வஶத்தால், இௌ காஸ் ஸ்ெகாயர ்ோட்டா காஸ் 
ஸ்ெகாயர ்ோட்டா ைடம்ஸ் ஼ன் ோட்டாைவ நாங்கள் ரத்ௌ ெசய்யலாம் , ஒ௠ காஸ் ோட்டா ஼ன் 
ோட்டாைவ ரத்ௌ ெசய்யலாம்,
 அதனால் நமக்ஶக் ழைடப்பௌ டான் ோட்டா௳ன் ைமனஸஓக்ஶச ்சமம் எனேவ ைடட்க்ஸ் 
ைமனஸ் ஆஶம்  டான் ோட்டா எனேவ ோட்டாைவ நான்கால் ைபக்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ ௙ 
ைமனஸ் டான் ைப நான்ஶ ஆஶம், இௌ ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், எனேவ 
இயல்பான சாய்௵ 
ஒன்௥க்ஶ சமம் என்பதால் இயல்பான சாய்௵ ஒன்௥க்ஶ சமம்.
 ெதா௄ேகா௄க்ஶ ெசங்ஶத்தாக, சரி௵ 1 சரி, அ௄த்த ஼க்கல் 
வைள௳ல் ஒ௠ ௖ள்ளிையக் கண்ட௣க க௯த்தல் இரண்௄ சௌரத்ொற்ஶ சமம் , இொல் y x 
ெதா௄வானம்  2 கமா 0 மற்௥ம் நான்ஶ கமா ஐ இைணக்ஶம் வைள௵க்ஶ இைணயாக f 
இ௠க்ஶம் இந்த இரண்௄ ௖ள்ளிக௬ம் ைமனஸ் இரண்௄ சௌரத்ொற்ஶ சமமாக இந்த x 
பரவைளயத்ொல் உள்ளன, ேம௩ம் இந்த  இரண்௄ ௖ள்ளிகைள௞ம் இைணக்ஶம் இந்த நாண்க்ஶ 
இைணயாக இ௠க்ஶம் ெதா௄ேகா௄ இ௠க்ஶம் ௖ள்ளிைய நாம் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம், எனேவ 
௚த௧ல் இரண்௄ கமா ௗஜ்௷யத்ைத இைணக்ஶம் நாண் சாய்௳ன் சாய்௵ என்ன என்பைதக் 
கணக்ழடலாம்.
  மற்௥ம் நான்ஶ கமா நான்ஶ என்பௌ ௙ சமம் இரண்௄ க௯த்தல் ஒன்௥ இரண்௄ க௯த்தல்y y x 

ஒன்௥ எனேவ நான்ஶ க௯த்தல் ௗஜ்யம் நான்ஶ க௯த்தல் இரண்௄, இௌ இரண்௄க்ஶ சமம் இௌ x 
இந்த இரண்௄ ௖ள்ளிகள் இரண்௄ கமா ௗஜ்௷யம் மற்௥ம் நான்ஶ கமா நான்ஶ இைணக்ஶம் 
ேகாட்ூன் சாய்௵ எனேவ, ெதா௄வானௌ இதற்ஶ இைணயாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்௥ நாம் 
௳௠ம்௖வதால், 
ெதா௄ேகாட்ூன் சாய்௵ம் இரண்௄க்ஶ சமமாக உள்ளௌ.
 நாம் ஐ க௯த்தல் இரண்௄ y x 
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சௌரத்ொற்ஶ சமமாகப் பாரத்்தால், இௌ இரண்௄ மடங்ஶ க௯த்தல் இரண்௄க்ஶ சமம் dydx x 
என்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ, எனேவ நாம் ௳௠ம்௔னால்  சாய்௵ இரண்௄க்ஶ சமமாக இ௠க்க, இந்த 
சமன்பாடை்டக் ஶ௣க்ஶம் இந்த சமன்பாடை்டப் ெப௥ழேறாம், இௌ ைமனஸ் இரண்௄க்ஶ x 
சமமான ஒன்ைறக் ஶ௣க்ழறௌ, இௌ என்பௌ ௛ன்ைறக் ஶ௣க்ழறௌ, எனேவ சமம் x x 
௛ன்ைறப் ெப௥ழேறாம், ேம௩ம் ஐ ௛ன்௣ல் ைவத்தால் x 

என்பௌ ௛ன்௥ க௯த்தல் இரண்௄ சௌரத்ொற்ஶ சமம்.y 
  ஒ௠ ெஹன்ழற்ஶ சமம் ௖ள்ளி ௛ன்௥ காற்௖ள்ளி ஒன்௥, இந்த இரண்௄ ௖ள்ளிகைள௞ம் e 
இைணக்ஶம் நாண்க்ஶ இைணயான சாய்௵ சரி, எனேவ ெதா௄ேகா௄களின் சாய்௵ அல்லௌ 
சமன்பாடை்டக் கண்ட௣வொல் ஼ல ஼க்கல்கள் இ௠ப்பைதப் பாரத்்ேதாம் மற்௥ம் வைள௳ல் ஼ல
௖ள்ளி௜ல் சாதாரணமாக இ௠ப்பைதப் பாரப்்ேபாம்.
  இைவ இரண்௄ம் 
ஒ௠ கட்டத்ொல் ெசயல்பாடூ்ன் மொப்௔ன் ேதாராயங்கைளக் கண்௄௔ூக்ழன்றன, எனேவ 
ெதா௄ேகாடை்ட ேதாராயமாகப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம், எனேவ நாம் என்ன ெசய்ய 
௳௠ம்௖ழேறாம் என்பைத ௳ளக்ஶழேறன் , இன் க்ஶ சமமான ஼ல வைள௵ உள்ளௌ x f y 
என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், இங்ேக ஒ௠ ௖ள்ளி உள்ளௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் x 
காற்௖ள்ளி எனேவ இௌ கமா ௖ள்ளி ஆஶம், இப்ேபாௌ இந்த வைள௳ல் உள்ள மற்ெறா௠y x y p 
௖ள்ளிையப் பாரப்்ேபாம், 
இந்த ஒ௠ங்ழைணப்௖ ஼ல ஷட்டல் ெடல்டா x x x 
ஆஶம், ேம௩ம் இங்ஶள்ள ஒ௠ங்ழைணப்ைப ஷட்டல் ெடல்டா என்௥ அைழப்ேபாம், y y y 
எனேவ இௌ  ௖ள்ளி ௔ளஸ் ெடல்டா மற்௥ம் ௔ளஸ் ெடல்டா எனேவ இங்ஶ என்பௌ qx x y y y x
இன் க்ஶ சமம் மற்௥ம் ஷட்டல் ெடல்டா என்பௌ ல் ெடல்டா இல் ஆஶம், எனேவ f y y x x f x 
இல் கணக்ழ௄வௌ f 
எளிதானௌ ஆனால் அவ்வள௵ எளிதானௌ அல்ல என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.
  கணக்வ௄ ௔ளஸ் ெடல்டா என்ன நாம் எ௥ம்௖ என்பௌ f at x x w  

மற்௥ம் ெடல்டா இன் ஼ல மொப்௔ன் ௛லம் ேதாராயமாக கணக்ழட ௳௠ம்௖ழேறாம், இௌ x x 
கணக்ழட எளிதானௌ, எனேவ நாம் இங்ேக ெசய்வௌ ெதா௄ேகாட்டால் ேதாராயமாக 
மொப்௔௄ழேறாம், எனேவ இந்த ௖ள்ளி௜ல் உள்ள ெதா௄ேகா௄ கமா ஐப் பாரப்்ேபாம்.x y 
  இந்த ௖ள்ளிைய இங்ேக பாரத்்தால், இந்த ௖ள்ளி ஒ௠ங்ழைணப்௖ இந்த ௖ள்ளிைய அதன் x r x
ஒ௠ங்ழைணப்௖ ௔ளஸ் ெடல்டா என எ௱ௌழேறன், ஆனால் இப்ேபாௌ இங்ேக x x y 
ஒ௠ங்ழைணப்௖ 

௔ளஸ் ெடல்டா இன் ஆக x x l 
இ௠க்ஶம், இொல் என்பௌ இன் சமன்பா௄ ஆஶம் இன் க்ஶ சமம் என்பௌ இல் lx y x l pxy 
உள்ள ெதா௄ேகாட்ூன் சமன்பா௄ ஆஶம், 
ஏெனனில் இந்த ெதா௄ேகாட்ூன் சமன்பாடை்ட எவ்வா௥ கணக்ழ௄வௌ என்௥ நமக்ஶத் 
ெதரி௞ம் என்பதால், இன் மற்௥ம் ெடல்டா என்ன என்பைதக் கணக்ழடலாம், எனேவ x l x 
இங்ேக இ௠க்ஶம் இந்த மொப்ைப எனக்ஶக் ெகா௄க்ஶம்.
 இந்த ப்ளஸ் ெடல்டா ஐப் ெப௥வௌ, இந்த மொப்ைப நாம் ெப௥ேவாம், இௌ இன் ௔ளஸ் y y x l 
ெடல்டா இப்ேபாௌ இந்த ெடல்டா ஼௣யௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், எனேவ ெடல்டா x, x x
0 ஆக இ௠ப்பதால் வரம்ைப எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் 

இன் இந்த ஷட்டல் ெடல்டா க௯த்தல் இௌ ெடல்டா ஆல் வஶக்கப்ப௄ம் இந்த , x f x f x 
வரம்ைப நாம் எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் அேஶ௚ைறகள் நமக்ஶத் ெதரி௞ம் ப்ைரம் இல் இல் f x 
இந்த ேவ௥பா௄ இல் உள்ள வ௯த்ேதான்றைல அேஶழறௌ, எனேவ நாம் என்ன ெசய்ழேறாம்x 
என்பௌ ெடல்டா ஼௣யதாக இ௠ந்தால், ௔ளஸ் ெடல்டா இன் க்ஶ ஷட்டல் ெடல்டா x x x f x x 
இன் ேதாராயமான என்பௌ ஷட இல்ைல.l 
  ேமாசம்
 அதனால் என்ன சமன்பாடை்ட எ௱தலாம் இல் உள்ள ெதா௄ேகாட்ூன் சமன்பா௄ pxy 
ெகா௄க்கப்படட்ௌ, ஏெனனில் நான் இங்ேக ஐப் பயன்ப௄த்ௌழேறன், இைத ௛லதனம் y y 
ைமனஸ் க்ஶ சமம் ௔ைரம் க்ஶ சமமான ௛லதனம் க௯த்தல் என்பௌ ெதா௄ேகாட்ூன்y f x x 
இந்த சாய்௵  அதாவௌ என்பௌ ஷட்டல் ௔ைரம் ௚ைற க௯த்தல் எனேவ க்ஶ x y y f x x x x 
சமம் ௔ளஸ் ெடல்டா ௛லதனம் என்பௌ ஷட்டல் ௔ைரம் மடங்ஶ க௯த்தல் x x y y f x x x 
ெடல்டா எனேவ ேநரியல் ேதாராயமாக நாம் என்ன ெசய்ழேறாம்  இன் இன் ௔ளஸ் x x f x 
ெடல்டா என்பௌ ஆல் ேதாராயமாக மொப்௔டப்ப௄ழறௌ , இௌ இன் ௔ைரம் x y xf x plus f x
மடங்ஶ ெடல்டா க்ஶ சமமாக இல்ைல என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்க  நாம் ௳௠ம்௖ம் ஼ல x 
உதாரணங்கைள பாரப்்ேபாம்  ௚தல் 36.t 
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6 இன் ேதாராயமான வரக்்க௛லத்ைத நிசச்யமாக நீங்கள் எந்த எண்ணின் வரக்்க ௛லத்ைதக் 
கணக்ழ௄ம் ௚ைறையக் கற்௥க்ெகாண்ூ௠க்க ேவண்௄ம், 
எனேவ இைதக் கணக்ழடலாம், ஆனால் இைத ேதாராயமாக மொப்௔ட ௳௠ம்௖ழேறாம், எனேவ 
நாங்கள் ெசய்வௌ என்னெவன்றால், ௚த௧ல் நீங்கள் இன் என்ன என்பைதத் ேதர௵்ெசய்ய x f 
ேவண்௄ம்.

இன் வரக்்க ௛லத்ொற்ஶச ்சமமாக ஐ எ௄த்ௌக் ெகாள்௬ங்கள், இப்ேபாௌ இந்தச ் x f 
ெசயல்பாடூ்ன் மொப்௖ 36.
6 ஆக ேவண்௄ம் என்௥ நீங்கள் பாரத்்தால், ஐ 36 க்ஶ சமமாக எ௄த்ௌக் ெகாண்டால், 36 இன் x 
வரக்்க ௛லமானௌ 6 க்ஶ சமம்.
 எனேவ ஐ இதற்ஶச ்சமமாக எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம்.fx 
 நாம் க்ஶ சமமாக 36 மற்௥ம் ெடல்டா x x 0.
6 க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால், நமக்ஶ என்ன ேதைவ என்றால், நமக்ஶ மற்௥ம் ெடல்டா இன் x x f 
ேவண்௄ம், எனேவ நமக்ஶத் ெதரிந்த ௳ஷயம் என்னெவன்றால், இன் மற்௥ம் ெடல்டா ஐ x f x x
ஷட்டல் ௔ைரம் இன் ஆல் ேதாராயமாக மொப்௔டலாம்.f f 

ெப௠க்கல் ெடல்டா இப்ேபாௌ இன் என்பௌ 36 ஷட்டல் ப்ைரம் ன் வரக்்க௛லம் 1   x x x f f x 
ஆல் 2 வரக்்க௛லம் 36 மடங்ஶ ெடல்டா x 0.
6 எனேவ இௌ 6 ஷட்டல் 1 ஆல் 20 க்ஶ சமம், இௌ 6.
05 க்ஶ சமம்
 அதனால் என்ன ௚ப்பத்ொ ஆ௥ ௖ள்ளி ஆ௣ன் இந்த வரக்்க ௛லமானௌ ஆ௥ ௖ள்ளி ௗஜ்௷ய 
ஐந்ொற்ஶ ேதாராயமாக சமம் என்௥ கணக்ழ௄ழேறாம், இ௠ப்௔௑ம் இௌ சரியாக இல்ைல  
இங்ேக ஼ல ௔ைழகள் உள்ளன, ேம௩ம் ஒ௠ உதாரணத்ைதப் பாரப்்ேபாம், எனேவ ௚ந்ைதய ஒ௠ 
வரக்்க ௛லமான 36.
6 இல் வரக்்க ௛லத்ைதக் கணக்ழ௄வதற்கான ஒ௠ ௚ைற உள்ளௌ என்பைதக் கவனி௞ங்கள், 
இப்ேபாௌ 25 இன் கன ௛லத்ொன் மொப்ைபக் கணக்ழட நான் உங்களிடம் ேகடழ்ேறன்.
  சரியாகக் கணக்ழ௄வௌ எளிதல்ல, எனேவ ௙ண்௄ம் நாம் என்ன ெசய்ேவாம் என்றால் 

இன் கன ௛லத்ொற்ஶச ்சமமான ெசயல்பாடை்ட எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம் , ௔ன்னர ், x fx f 
ப்ைரம் ஆனௌ ௛ன்௣ல் ஒ௠ பங்ஶ ௧௠ந்ௌ ைமனஸ் இரண்௄ ௛ன்௣ல் இ௠ந்ௌ ௛ன்௣ல் x x 
ஒ௠ பங்ஶ இ௠க்ஶம்.
  25 க்ஶ அ௠ழல் உள்ள மொப்ைபத் ேத௄வதற்ஶ, கனசௌர ௛லத்ைதக் கணக்ழ௄வௌ எளிதானௌ,
எனேவ 25 க்ஶ அ௠ழல் இ௠க்ஶம் சரியான கனசௌரம் 27 ஆஶம், எனேவ நாம் ஐ 27 க்ஶ சமமாகx 
எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம், ேம௩ம் 

ஷட்டல் ெடல்டா க்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ நாம் ெடல்டாைவ x x 25 
எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம்.

ைமனஸ் 2 க்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் , ௔ன்னர ்25 இன் கன ௛லமானௌ மற்௥ம்   x x 
ெடல்டா இன் ஐப் ேபாலேவ இ௠க்ஶம் ஏ௱ ௚தல் பவர ்ைமனஸ் ௛ன்௣ல் இரண்௄ பங்ஶ x f  
மற்௥ம் ெடல்டா ைமனஸ் இரண்௄ எனேவ 27ன் கன ௛லத்ைதக் ெகா௄க்க௵ம்  x s me 3 
க௯த்தல் 2 ஆல் 3 மற்௥ம் 27 எனேவ இௌ எனக்ஶ 9 ஐக் ெகா௄க்ஶம்.
 எனேவ ௛ன்௥ க௯த்தல் இரண்௄ இ௠பத்ொ ஏ௱, எ௱பத்ொ ஒன்பௌ இ௠பத்ேத௱க்ஶ சமம் 
எனேவ இ௠பத்ைதந்ொன் கன ௛லமானௌ எ௱பத்ொ ஒன்பௌக்ஶ இ௠பத்ேத௱க்ஶ ேதாராயமாக 
சமமாக இ௠க்ஶம் அள௳ன் மாற்ற ௳ழதத்ைத ேதாராயமாக மொப்௔௄வதற்ஶ இைதப் 
பயன்ப௄த்த௵ம், எனேவ ஒ௠ ேகாளத்ொன் ஆரம் 
ஒன்பௌ ெசன்ூ௙ட்டராக அளக்கப்ப௄ம் ஒ௠ ௖ள்ளி ௗஜ்௷யம் ௛ன்௥ ெசன்ூ௙ட்டர ்என்ற 
௔ைழ௞டன் அள௳டப்ப௄ழறௌ, எனேவ ேதாராயமான ௔ைழைய ெதாஶொ௜ல் கண்ட௣ய௵ம், 
எனேவ ேகாளத்ொன் ேகாள அள௵ உள்ளௌ  நான்ஶ ைப கனசௌரத்தால் ெகா௄க்கப்படட்ால், r 
நமக்ஶ ெகா௄க்கப்படட்ைவ என்பௌ ஒன்பௌ ெசன்ூ௙ட்டர ்ெடல்டா ௖ள்ளி ௗஜ்௷யம் r r 
௛ன்௥ ெசன்ூ௙ட்டர ்என்றால் ெடல்டா என்பௌ ெதாஶொ௜ல் உள்ள ௔ைழ என்றால் இௌ v r 
இல் க்ஶ சமம் மற்௥ம் இல் ெடல்டா க௯த்தல் மற்௥ம்  இைத v r r v 

ப்ைரம் ைடம்ஸ் ெடல்டா என்ற ெடரிேவடூ்வ் ௛லம் ேதாராயமாக மொப்௔ட ௚ூ௞ம் v r r 
என்௥ பாரத்்ேதாம்,
 அதனால் நாம் என்ன ெசய்ேவாம், எனேவ ேதாராயமான ேதாராயமான ௔ைழயானௌ v 
௔ைரம் ைடம்ஸ் ெடல்டா க்ஶ சமம், இௌ ௔ைரம் க்ஶ சமம் 4 சௌர ேநரம்  r r v r pi r s delta

௔ன்னர ்நீங்கள் ஐ 9 க்ஶ சமமாக ைவத்ோரக்ள், எனேவ இௌ 4 ெப௠க்கல் 9 சௌர r r pi 
ெப௠க்கல் 0.
03 இந்த ெசன்ூ௙ட்டர ்கன சௌரம் எனேவ இௌ வ௯த்ேதான்றல்களின் பயன்பா௄கள் பற்௣ய 
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எங்கள் ௳ரி௵ைரைய நிைற௵ ெசய்ழறௌ நன்௣ 
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