
െഡറിേവئീവുകളുെട ْപേയാഗ׹െളുׯറിتു׺ അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ സٔാഗതം, അതിനാൽ ഈ
ْപഭാഷണ؋ിൽ ഒരു വْക؋ിെല േപായിന്റുകളിൽ ടാൻെജന്റ് േരഖയുെടയും സാധാരണ 
േരഖയുെടയും സമവാകّം എ׹െന കെ؇؋ാെമ്ؗ പഠിׯാം , തുടർ്ؗ അതിന്െറ ചില ْപേയാഗ׹ൾ 
ഞ׹ൾ കാണും. ടാൻെജന്റുകളും േനാർമലുകളും അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു വْകം ഉെ؇്ؗ കരുതുക , ഈ 
േപായിന്റ് േനാുׯകയാെണ׸ിൽ ആരുെട േകാർഡിേനുئകൾ േകാമ ആെണؗും നമു്ׯ ഈ p x y 
വْകം ഉتത് ന്െറ കുറ്׺ ന് തുലّമാെണؗും പറയുക, ഇേؚാൾ ഈ വْകതയിേലتുׯ y x f 
ടാൻെജന്റ് േരഖ കടؗുേപാകുؗ േനർേരഖയാണ് ഈ േപായിന്റ് േകാമ അതിന്െറ ചരിവ് x y, 
ടാൻെജന്റ് േരഖയുെട ചരിവാണ് , യിെല ആ ബിؕുവിെല െഡറിേവئീവ് ആണ്, അതിനാൽ p dydx 
നأൾ ഇത് ക؇ു, കാരണം നأൾ വْക؋ിെല ഏെത׸ിലും ര؇് േപായിന്റുകൾ േനാുׯകയും ൈലൻ 
െസഗ് െമന്റിൽ േചരുകയും െചᅃٝാൽ അവ ര؇ും േചരുؗ േരഖയാണ് േപായിന്റ ് െന q p 
സമീപിുׯേآാൾ നമു്ׯ പരിധി എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, നമു്ׯ െഡറിേവئീവ് ലഭിുؗുׯ, ചരിവ് ഈ 
േപായിന്റിെല െഡറിേവئീവ് ആണ് സാധാരണ േരഖ ഇത് ടാൻെജന്റ് േരഖയാണ്, സാധാരണ േരഖ p, 
നിർവചനം അനുസരി്׺ കടؗുേപാകുؗ േരഖയാണ്. ഈ േപായിന്റ് എ.ജി ഐൻ, ടാൻെജന്റ് േരഖയ്്ׯ 
ലംബമായതിനാൽ ഇത് സാധാരണ േരഖയാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ അറിയാവുؗത് ടാൻെജന്റ് േരഖയുെട 
ചരിവ് ചില ഘ׹؂ളിൽ ഈ ബിؕുവിെല െഡറിേവئീവ് ആണ് x naught y nough dydx x Naught y 

അത് തുലّമാണ് ൈْപം അ്ئ എؗത് ന്െറ ഒരു ഫംഗ് ഷൻ ആയി നൽകിയാൽ,Naught, f x naught, y x 
അതിനാൽ ൽ േനാർമലിന്െറ ചരിവ് ഈ ൽ ൽ ൈമനസ്x Naught y Naught- dydx- x Naught y Naught-
ഒ്ؗ ആണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ُ١ർശന؋ിന്െറ സമവാകّം എഴുതാനും സാധാരണ ഓർׯാനും ചില 
ബിؕുകളിലൂെട കടؗുേപാകുؗ േരഖയുെട സമവാകّം ചരിവ് എؗത് x Naught y Naught, m y 
ൈമനസ് ആണ് നൽകുؗത് ചരിവിന് തുലّമാണ് തവണ ൈമനസ് ഇത് േപായിന്റ് y Nough m x x Nough 
ചരിവ് രൂപ؋ിൽ വരയുെട സമവാകّ؋ിന് അറിയെؚടുؗ ഒരു സൂْതവാകّമാണ് അതിനാൽ x Naught

എؗതിെല ُ١ർശന؋ിന്െറ സമവാകّം ഞാൻ ഈ േപായിന്റിെന എ്ؗ വിളിׯെ؂ y Naught p p 
എؗത് ൈമനസ് അبാ؋ത് ചരിവിന് തുലّമാണ് ഇവിെട നൗ؂് തവണ ൈമനസ് y y x naught y x x 

എؗ െഡറിേവئീവ് ആണ്. ൈമനസ് എؗത് ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈബ Naught dydx y nough is y y Naught 
എؗതിന് തുലّമാണ് വൃ؋؋ിൽ അب എؗ ബിؕുവിൽ d ydx at x naught y Naught times x y 

ടാൻെജന്റ് േരഖയുെട സമവാകّം കെ؇ു؋ക എؗതാണ് ْപٍ٠ം ؛സ് 2 ഇത് 0 ന് തുലّമാണ്, ഇത് ydydx 
സൂചിؚിؗുׯത് െഡറിേവئീവ് ൈമനസ് യ് ്ׯ മീെത യ് ്ׯ തുലّമെ׸بിൽ  ന് തുലّമാണ്, dydx x y y 0
അതിനാൽ ആെണ׸ിൽ ഒഴിെക എبാ േപായിന്റുകൾുׯം നമു്ׯ ഈ ര؇് േപായിന്റുകൾ ഒരു y 0 
േകാമ പൂജّവും ൈമനസ് ഒരു േകാമ പൂജّവും ലഭിുׯം പൂജّ؋ിന് തുലّമെ׸بിൽ, ഈ ര؇് y 
േപായിന്റുകൾ ഒഴിെക നമു്ׯ ഒരു േപായിന്റു؇്, അതിനാൽ ഒؗും പൂജّ؋ിന് തുലّമെ׸بിൽ , y x 

ന്െറ ടാൻജന്റ് ചരിവ് ആണ്, ന്െറ ൈമനസ് ന് തുലّമാണ് , Naught y nough m y Naught x naught 
അതിനാൽ ന്െറ സമവാകّം എؗതിെല ُ١ർശനം ൈമനസ് y nough x Naught y Naught y y Naught 
ആണ് ചരിവിന് തുലّമാണ് ൈമനസ് ഒؗും സമയം ൈമനസ് അب എ്ؗ നി׹ൾ്ׯ x Naught y x x 
ലളിതമാׯാനും എഴുതാനും കഴിയും തവണ ൈമനസ് കൂടാെത തവണy naught y y Naught x naught 

ൈമനസ് പൂജّ؋ിന് തുലّം അെ׸بിൽ എ്ؗ എഴുതുؗതിന് തുലّമാണ് x x x Naught x y Naught y 
 സ്കٔയർ ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ y x y സ് നൗ؂്؛ സ്കٔയർ ചതുരം എؗാൽ നൗ؂് ؋ാبസ് അ؛
നമു്ׯ അبാ؋ത് ؛സ് തുലّമാണ് , ന؂് പൂജّ؋ിന് തുലّമെ׸بിൽ ഞ׹ൾ x x y naught y y 
ഉരു؋ിരി؁ത് ഇേؚാൾ വّװമായി ഇവിെട നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും എ׸ിൽ നമു്0 ׯ ന് 
തുലّമായ ഒؗുമിب, നമു്ׯ അ؋ײിൽ ഈ ര؇് േപായിന്റുകളു؇്, ഇവിെട ടാൻെജന്റ് ൈലൻ y x 
സമവാകّം ന് തുലّമാണ്, ഇവിെട ടാൻെജന്റ് േരഖ ൈമനസ് 1 ന് ആണ്. അതിനാൽ ഇവിെട x 1 x 
സംഭവിؗുׯത് ടാൻെജന്റ് േരഖയാണ് ലംബമായതിനാൽ 1 േകാമ 0, ൈമനസ് 1 േകാമ 0 എؗീ 
േപായിന്റുകളിൽ ടാൻജന്റുകളുെട സമവാകّ׹ൾ യഥാْകമം 1 ന് തുലّവും ൈമനസ് 1 ന് x 
തുലّവുമാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട എؓാണ് സംഭവിؗുׯത്, ടാൻെജന്റ് േരഖയുെട ചരിവ് അനؓമാണ് . 

എؗ ബിؕുവിൽ ُ١ർശേരഖ അനؓമാണ്, അേؚാൾ ُ١ർശന؋ിന്െറ സമവാകّം x Naught y Naught x
ആണ് ടാൻെജന്റ് ൈലനുകളുെടയും സാധാരണ ൈലനുകളുെടയും സമവാകّ׹ൾ e 

കെ؇ؗു؋തിനുت ചില ഉദാഹരണ׹ൾ ഇേؚാൾ നമു്ׯ േനാׯാം, ര؇ാമെ؋ ഉദാഹരണം എؗ y 
വْക؋ിന്െറ സ് കٔയർ റൂ؂ിന് തുലّമായ േപായിന്റ് കെ؇ു؋ക ൈമനസ് മൂ്ؗ ൈമനസ് ഒؗിന് x 
മൂؗിൽ ര؇് ചരിവു؇് അതിനാൽ നأൾ േനാׯിയാൽ നാല് ൈമനസ് മൂ്ؗ ൈമനസ് ഒരു y x dydx 
വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ്, ഒ്ؗ ര؇് സ്കٔയർ റൂ؂് നാല് ൈമനസ് മൂ്ؗ തവണ നാല് ആണ്, അത് x 
ര؇ിെന നാല് ൈമനസ് മൂ്ؗ എؗ വർ״മൂല؋ാൽ ഹരി׺ാൽ േകാമ ൽ ടാൻജന്റ് ചരിവ് x x y- m 
എؗത് നാല് ൈമനസ് മൂ്ؗ എؗ വർ״മൂല؋ാൽ ഹരി׺ാൽ ര؇ിന് തുലّമാണ് , ചരിവ് മൂؗിൽ ര؇് x 
ആകുؗ േപായിന്റുകൾ നأൾ കെ؇؋ണം, അതിനാൽ നأൾ ര؇ിന് ചതുരാകൃതിയിലുت നാല് x 
ൈമനസ് മൂ്ؗ എؗത് ര؇ിന് തുലّമാണ്, ഇത് നാലിെന സൂചിؚിുؗുׯ. ൈമനസ് മൂ്ؗ ഒآതിന് x 
തുലّമായിരിׯണം, അതിനർ،ം എؗത് നാലിന് പْؓ؇ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ മൂ്ؗ ആണ്, x x 
അതിനാൽ നമു്ׯ ന്െറ ഒരു മൂലّം മാْതേമ ലഭിൂׯ, ഈ ചരിവിെന തൃلിٝെؚടുു؋േآാൾ നമു്ׯ x x 
ന്െറ ഒരു മൂലّം മാْതേമ ലഭിൂׯ, മൂ്ؗ ന് തുലّമാകുേآാൾ എؗത് വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ്. x y y 
നാല് തവണ മൂ്ؗ ൈമനസ് മൂ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ അതിനാൽ ഇത് ര؇് േകാഴി്ׯ തുലّമാണ് y ce 
ആവശّമുت േപായിന്റ് മൂ്ؗ േകാമയാണ് ര؇് അടു؋ ْപٍ٠ം വْക؋ിെല േപായിന്റുകൾ കെ؇ു؋ക
_ അതിനാൽ ഇത് ഒരു ദീർഘവൃ؋മായി നി׹ൾ തിരി׺റിയുകയാെണ׸ിൽ, ഇത് ഒരു 
ദീർഘവൃ؋മാെണؗും ഈ േപായിന്റുകൾ 2 േകാമ 0 ൈമനസ് 2 0 ഉം പിؗീട് 0 ൈമനസ് 3 ഉം 0 3 ഉം 
ആെണؗും നി׹ൾ്ׯ എളുؚ؋ിൽ കാണാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ചിْത؋ിൽ നി്ؗ നി׹ൾ്ׯ ഈ 
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േപായിന്റുകൾ കാണാൻ കഴിയും ടാൻെജന്റ് അ؋ײിന് സമാؓരമായിരിുׯം, ഈ ര؇് x 
േപായിന്റുകളും ടാൻെജന്റുകൾ അ؋ײിന് സമാؓരമായിരിؗുׯ േപായിന്റുകേളാ ഈ y 
േപായിന്റുകേളാ ആണ് നأൾ ഇേؚാൾ പഠി׺ത് ഉപേയാഗി്׺ ഇത് കെ؇؋ാൻ ْശമിׯാം, അതിനാൽ 
നമു്ׯ ചതുരം നാല് ؛സ് ചതുരം നൽകുؗു ഒآത് എؗത് ഒؗിന് തുലّമാണ്, ഞാൻ നും 2 x y x 2 x 4 

നും 9 മട്׹ നും തുലّമാണ്, ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് y dydx 
എؗത് ഇേؚാൾ നമു്ׯ ടാൻെജന്റ് േവണെമ׸ിൽ ൈമനസ് ഒآത് മുതൽ നാല് മട്׹ െകാ؇് dydx x y 

ആണ് അു׺ത؇ിന് സമാؓരമായിരിുׯക, തുടർ്ؗ ടാൻജന്റുകൾ അ؋ײിന് സമാؓരമാകണം x x 
ചരിവ് ആെണ׸ിൽ, ചരിവ് പൂജّമായിരിׯണം , കാരണം എؗ വരിയുെട ചരിവ് what sho x 

 ിന് തുലّമായ വരിയുെട ചരിവ് പൂജّമാണ്, y؋׸ിരാر ,ണംׯമിײ ,തുലّമാണ് ׯിരതയ്്ر
അതിനാൽ ചരിവിെന പൂജّമായി തുലّമാׯിയാൽ നമു്ׯ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് അതിനാൽ നമു്ׯ x 

ലഭിുׯം അ؋ײിന് സമാؓരമായി ടാൻജന്റ ്പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് , നമു്ׯ ലഭിؗുׯ വْക x x 
സമവാകّ؋ിൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ഇടുؗു, അതിനാൽ പൂജّവും ചതുരവും ഒآതും x x y 
തുലّമാണ്, ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ചതുരം ഒآതിന് തുലّമാണ് ഒ്ؗ അ׹െന ؛സ് അെ׸بിൽ y y 
ൈമനസ് മൂ്ؗ അതിനാൽ പൂജّം േകാമ മൂ്ؗ, പൂജّം േകാമ ൈമനസ് മൂ്ؗ എؗിവയാണ് ُ١ർശന׹ൾ x 
അ؋ײിന് സമാؓരമായിരിؗുׯ േപായിന്റുകൾ , ഈ ദീർഘവൃ؋؋ിന്െറ ْഗാഫ് േനാׯി ഞ׹ൾ 
നിരീײി׺തും 0 േകാമ 3 ഉം 0 ൈമനസ് 3 ഉം ആണ് ُ١ർശന׹ൾ അ؋ײിന് x 
സമാؓരമായിരിؗുׯിട്؋ ഇേؚാൾ ആദّം ര؇ാം ഭാഗം ടാൻെജന്റ് അ؋ײിന് y 
സമാؓരമാെണ׸ിൽ ചരിവ് അനؓമായിരിׯണം , അതിനാൽ നأൾ ഈ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ dydx 
ൈമനസ് ഒآത് നാല് ൈബ ന് തുലّമാണ് നമു്ׯ തുലّം പൂജّം അതിനാൽ എؗത് പൂജّ؋ിന് x y y y 
തുലّമാണ്, അത് ചതുരം നാല് െകാ؇് അർ،മാؗുׯത് ഒؗിന് തുലّമാണ് ؛സ് ൈമനസ് ര؇ിന് x x 
തുലّമാണ് അതിനാൽ ര؇് േകാമ പൂജّവും ൈമനസ് ര؇് േകാമ പൂജّവും ടാൻെജന്റുകൾ y 
അ؋ײിന് സമാؓരമായിരിؗുׯ േപായിന്റുകളാണ് , ൈമനസ് ര؇് േകാമ പൂജّ؋ിലും ര؇് േകാമ 0 
ലും ടാൻജന്റുകൾ ലംബ വരകളാെണ്ؗ ചിْത؋ിൽ നി്ؗ ഞ׹ൾ വീ؇ും ക؇ു. ശരി, നി׹ൾ 
കെ؇േ؋؇ അടു؋ ْപٍ٠ം, എؗ വْകതയിേലتുׯ ടാൻജന്റിന്െറ സമവാകّം ൈമനസ് 7 ന് y x 
തുലّമാണ്, ൈമനസ് ര؇് തവണ ൈമനസ് മൂ്ؗ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ അത് അു׺ത؇ിെന x x x 
മുറിؗുׯ ഘ؋؂ിൽ ആദّം നأൾ േപായിന്റുകൾ കെ؇േ؋؇തു؇് ഈ വْകം അു׺ത؇ിെന x 
ഖ؈ിؗുׯിട്؋ , ന് തുലّമാുׯേآാൾ നമു്ׯ ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഏഴ് േകാമ y 0 x 7 
പൂജّ؋ിൽ വْകം അײെ؋ മുറിുؗുׯ, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ടാൻെജന്റ് േരഖയുെട ചരിവ് കെ؇؋ാം, x 
അതിനായി നമു്ׯ ആവശّമാണ് അതിനാൽ നമു്ׯ കٔാ؂ന്റ് റൂൾ ഉപേയാഗിׯാം, dydx dydx 
അതിനാൽ നമു്ׯ ൈമനസ് 7 മട്׹ ഡിേനാമിേനئറിന്െറ െഡറിേവئീവ് ഉ؇് ൈമനസ് 2 തവണ x x x 
ൈമനസ് 3 ൈമനസ് ൈമനസ് 7 മട്׹ ൈമനസിന്െറ െകാ؇് ൈമനസ് ര؇് തവണ x d x dx x x 
ൈമനസ് മൂ്ؗ ഡിേനാമിേനئർ സ്കٔയർ െകാ؇് ഹരിുؗുׯ , ഇത് ഇതിന് തുലّമാണ് ൈമനസ് 7 ന്െറ x 
െഡറിേവئീവ് 1 ആണ് അതിനാൽ നമു്ׯ ൈമനസ് 2 തവണ മിനി്ئ ലഭിുׯം ൈമനസ് x x us 3 x 
ൈമനസ് ഏഴ് മട്׹ െകാ؇് ൈമനസ് ര؇് തവണ ൈമനസ് മൂ്ؗ ഇത് മെئാؗുമب, ഇത് ചതുരം d x x x 
ൈമനസ് അ؛ ؀്സ് ആറ് ആണ്, അതിനാൽ െഡറിേവئീവ് ര؇് ൈമനസ് അ؀് ആണ് ൈമനസ് x x x 
2 ചതുരْശ തവണ ൈമനസ് 3 ചതുരം െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇേؚാൾ നأൾ േപായിന്റ് 7 േകാമ 0-ൽ ചരിവ് x 
കെ؇േ؋؇തു؇്. ഈ ര؇ാമെ؋ േടമിൽ ഞാൻ ഏഴിന് തുലّമായ ഇ؂ാൽ ഇവിെട പൂജّമാണ്, x 
അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ഏഴ് േകാമ പൂജّ؋ിെല ടാൻെജന്റിന്െറ ചരിവ് ആണ് ഏഴ് േകാമ m 
പൂജّ؋ിൽ ന് തുലّമാണ്, അത് 7 ൈമനസ് 2 തവണ 7 ൈമനസ് 3 ൈമനസ് 0 െകാ؇് ഹരി׺ാൽ 7 dydx 
ൈമനസ് ര؇് സ്കٔയർ ഏഴ് ൈമനസ് മൂ്ؗ സ്കٔയർ , ഇത് റؐാׯാം, അതിനാൽ ഇത് ഒؗിൽ അ؀് 
തവണ നാല് അ׹െന ഒؗിന് ഇരുപ؋ി ഇതാണ് സ് പർശക؋ിന്െറ ചരിവ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ സമവാകّം 
എളുؚ؋ിൽ എഴുതാം, അതിനാൽ 7 േകാമ 0 യിെല ടാൻെജന്റിന്െറ സമവാകّം ൈമനസ് 0 ആണ് y 
ചരിവിന് 1 ന്െറ 20 മട്׹ ൈമനസ് 7 അെ׸بിൽ 20 ൈമനസ് 7 ന് തുലّമാണ്. ശരി അ׹െന x y x 
അടു؋ ْപٍ٠ം പാരാെമْടിക് േഫാമിൽ എവിെടയാണ് കർവ് നൽകിയിരിؗുׯത് എ്ؗ േനാുׯം, 
അതിനാൽ ഇവിെട നأൾ സാധാരണ കെ؇ؗു؋തിന് േവ؇ി കെ؇؋ാൻ ْശമിുׯം എؗ s x 
വْക؋ിന്െറ േനാർമലിന്െറ േലാ്ؚ , േകാസ് കّൂബ് തീئ എؗത് ഒരു ൈസൻ കّൂബ് തീئയ്്ׯ y 
തുലّമാണ് കൂടാെത പാരാമീئർ തീئയുെട അടിرാന؋ിൽ നൽകിയിരിുؗുׯ , അതിനാൽ x dy dx 
കെ؇؋ാൻ നമു്ׯ െചയിൻ റൂൾ ഉപേയാഗിׯാം, അതിനാൽ തീئ കെ؇ു؋കയാെണ׸ിൽ dxd 
െഡറിേവئീവ് ഇത് 3 സ്കٔയർ തീئയ്്ׯ തുലّമാണ് , തുടർ്ؗ നമു്ׯ ൈമനസ് a cos sin theta 
ലഭിുׯം, തുലّമാണ് 3 അതിനാൽ തീئയുമായി dyd theta a sine square theta time cos theta 
ബؖെؚ؂് എؗിവയുെട െഡറിേവئീവ് ഞ׹ൾ കണׯാׯി, ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് x, y dydx , dxd 
തീئയുെട തീئയ്്ׯ തുലّമാണ്, ഇത് 3 ൈമനസ് ْതീ െകാ؇് dyd a sine square theta cos theta 
ഹരി׺ാൽ തുലّമാണ് ഇത് േകാസ് സ് കٔയർ തീئ േകാസ് സ് കٔയർ തീئ ൈടംസ് സിൻ തീئ നമു്ׯ മൂ്ؗ 
മൂ്ؗ എ റؐാׯാം, തുടർ്ؗ ഒ്ؗ േകാസ് തീئ സിൻ തീئയാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ടാൻ 
തീئയുെട ൈമനസിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ൈഡഡ് ٧്ع ൈമനസ് ടാൻ തീئയാണ് അതിനാൽ 
ൈഡഡ് എ٧്ع ൈമനസ് ടാൻ തീئയാണ് . തീئ തുലّമായ ൈപ േഫാർ േഫാർ ൈമനസ് ടാൻ ൈപ നാലിന് 
തുലّമാകുേآാൾ ടാൻെജന്റ് ഒ്ؗ നമു്ׯ സാധാരണയുെട ചരിവ് േവണം, അതിനാൽ inus 
േനാർമലിന്െറ ചരിവ് ഒؗിന് തുലّമാണ്, കാരണം േനാർമൽ ടാൻെജന്റിന് ലംബമാണ്, അതിനാൽ ചരിവ്
1 ആണ് , അടു؋ ْപٍ٠ം വْക؋ിൽ ഒരു േപായിന്റ ്കെ؇ു؋ക ൈമനസ് ര؇് ചതുര؋ിന് y x 
തുലّമാണ്  േകാമ , നാല് േകാമ നാല് എؗിവ േചരുؗ വْക؋ിന് സമാؓരമായ സ് പർശകമാണ് ഈ 2 0
ര؇് േപായിന്റുകളും ൈമനസ് ര؇് സ് കٔയറിനു തുലّമായ ഈ പരാേബാള യിലാണ് ഈ ര؇് x y 
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േപായിന്റുകളും ഈ േകാർഡ് േചരുؗതിന് സമാؓരമായിരിؗുׯ േപായിന്റ് നأൾ 
കെ؇േ؋؇തു؇്. ഈ ര؇് േപായിന്റുകൾ , ര؇് േകാമ പൂജّവും നാല് േകാമ നാലും േചരുؗ 
േകാർഡിന്െറ ചരിവ് എؓാെണ്ؗ കണׯാׯാം, എؗത് ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ ര؇് ൈമനസ് m y y x x 
ഒ്ؗ അ׹െന നാല് ൈമനസ് പൂജّം നാല് ൈമനസ് ര؇് അത് ര؇ിന് തുലّമാണ് ഈ ര؇് േപായിന്റ് 
ര؇് േകാമ പൂജّവും നാല് േകാമ നാലുമായി േചരുؗ േരഖയുെട ചരിവാണിത്, അതിനാൽ ടാൻെജന്റ് 
ഇതിന് സമാؓരമായിരിׯാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിؗുׯതിനാൽ ടാൻെജന്റിന്െറ ചരിവും ഇേؚാൾ x 
ൈമനസിന് തുലّമായ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ ര؇് തുലّമാണ് ര؇് ചതുരം ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് y dydx
ര؇് തുലّമാണ് തവണ ൈമനസ് ര؇്, അതിനാൽ ചരിവ് ര؇ിന് തുലّമാകണെമ׸ിൽ നമു്ׯ ഈ x 
സമവാകّം ലഭിുׯം, അത് ൈമനസ് ര؇് തുലّമാണ്, അതായത് എؗത് മൂ്ؗ എ്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ, x x 
അതിനാൽ നമു്ׯ തുലّം മൂ്ؗ, തുലّം മൂ്ؗ ഇ؂ാൽ നമു്ׯ ലഭിുׯം മൂ്ؗ ൈമനസ് ര؇് x x y 
ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, അത് ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ േപായിന്റ ്മൂ്ؗ േകാമയാണ്, ഇവിെട ഈ 
ര؇് േപായിന്റുകളും േചരുؗ േകാർഡിന് ചരിവ് സമാؓരമാണ്, അതിനാൽ ُ١ർശന׹ളുെട ചരിവ് 
അെ׸بിൽ സമവാകّം കെ؇ؗു؋തിൽ ചില ْപٍ׹٠ൾ പറയുؗത് ഞ׹ൾ ക؇ു . വْക؋ിെല ചില 
േപായിന്റ് അടു؋തായി ഞ׹ൾ ഈ ര؇ിന്െറയും ْപേയാഗം േനാുׯം, ചില ഘ׹؂ളിൽ ഫംഗ് ഷന്െറ 
മൂലّ؋ിേലتുׯ ഏകേദശ കണുׯകൾ കെ؇؋ാം, അതിനാൽ ഏകേദശ േരഖയുെട ഏകേദശ 
േരഖയുെട ْപേയാഗം, അതിനാൽ എؓാണ് െചേإ؇െത്ؗ ഞാൻ വിശദീകരിׯാം, അ׹െന നമു്ׯ 
കുറ്׺ കർവ് ഉെ؇്ؗ കരുതുക. ന്െറ ഇവിെട നമു്ׯ ഒരു േപായിന്റ ്ഉെ؇്ؗ കരുതുക, അത് y x f, x 
േകാമ ആണ്, അതിനാൽ ഇതാണ് ആണ് േകാമ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഈ വْക؋ിെല മെئാരു y p x y, 
േപായിന്റ് േനാׯാം, ഇവിെട ഈ േകാർഡിേന്ئ കുറ؛ ്׺സ് െഡൽئ ആണ്, നമു്ׯ വിളിׯാം x x x 
ഇവിെട േകാർഡിേന؛ ്ئസ് െഡൽئ ആയതിനാൽ ഇത് ആണ് അവൻ േപായിന്റ ്  സ് y y y t q x؛
െഡൽ؛ ئസ് െഡൽئ അതിനാൽ ഇവിെട നമു്ׯ എؗത് ന്െറ ന് തുലّമാണ്, കൂടാെത x, y y, y x f y 
-ത് y f x x xؗുׯാׯന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ൽ കണ ئസ് െഡൽ؛ എؗത് ന്െറ ئസ് െഡൽ؛ f 
എളുؚമാെണ׸ിലും അْത എളുؚമെ്ؗب കരുതുക . നമു്ׯ േവ؇ത് ؛സ് െഡൽئ ന്െറ x x f 
കണׯാുׯക എؗതാണ്, ؛സ് െഡൽئ ന്െറ ചില മൂലّം കണׯാׯാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ, x x 
അത് കണׯാׯാൻ എളുؚമാണ്, അതിനാൽ നأൾ ഇവിെട െചؗുإത് ടാൻെജന്റ് ൈലൻ ഉപേയാഗി്׺ 
കണׯാുׯക എؗതാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ടാൻെജന്റ് േനാׯാം ഈ േപായിന്റിെല ൈലൻ േകാമ x 

തുടർ്ؗ നأൾ ഈ േപായിന്റ് ഇവിെട േനാുׯകയാെണ׸ിൽ േകാർഡിേന്ئ ഈ േപായിന്റ ് എ്ؗ y, x r 
എഴുതാം, അതിന്െറ േകാർഡിേന؛ ്ئസ് െഡൽئ ആണ്, എؗാൽ ഇേؚാൾ ഇവിെട േകാർഡിേന്ئx x x y 

 ം എവിെടയാണ് എؗത് ന്െറ ന്െറ എؗതിന്െറ x l x lx y l xുׯയുെട ആയിരിئസ് െഡൽ؛
സമവാകّമാണ് യിെല ടാൻെജന്റിന്െറ സമവാകّം, അതിനാൽ ഈ ടാൻെജന്റ് േരഖയുെട pxy 
സമവാകّം എ׹െന കണׯാׯാെമ്ؗ നമുׯറിയാം, കാരണം നമു്ׯ ന്െറ ؛സ് െഡൽئ x x x 
എؓാെണ്ؗ കണׯാׯാം. ഈ ؛സ് െഡൽئ ലഭിؗുׯതിനുപകരം നമു്ׯ ഈ മൂലّം ലഭിുׯം, y y 
അത് ന്െറ ؛സ് െഡൽئ ആണ്, ഇേؚാൾ ഈ െഡൽئ ആെണ്ؗ കരുതുക. െഡൽئ x l x x s mall, x 0 
ആയി മാറുؗതിനാൽ നأൾ പരിധി എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, ന്െറ ഈ ؛സ് െഡൽئ ൈമനസ് x f x f 
ന്െറ ഇത് െഡൽئ െകാ؇് ഹരിുؗുׯ, ഈ പരിധി എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, ൈْപമിൽ ന്െറ x, x f x-
സമീപനം നമുׯറിയാം, ഇതാണ് െഡറിേവئീവിന്െറ നിർവചനം ഈ വّതّാസം െല െഡറിേവئീവിെനx-
സമീപിുؗുׯ, അതിനാൽ നأൾ െചؗുإത് െഡൽئ െചറുതാെണ׸ിൽ , ؛സ് െഡൽئ ന്െറ x x x x 
ന്െറ ഏകേദശ ന്െറ ؛സ് െഡൽئ ന്െറ ഏകേദശ കണ്ׯ വളെര േമാശമب , അതിനാൽ നമു്ׯ l x x 
സമവാകّം എ്ؓ എഴുതാം സമവാകّം ഞാൻ ഇവിെട ഉപേയാഗിؗുׯതിനാൽ യിെല ടാൻെജന്റ ്y pxy 
നൽകിയിരിؗുׯത് ഇത് മൂലധനമായി എഴുതാം ൈമനസ് എഫ് ൈْപം ന്െറ ഈ ചരിവാണ് y y x 
ടാൻെജന്റ് ൈലൻ ൈടംസിന്െറ ഈ ചരിവ് മൂലധനം ൈമനസ് അതായത് എؗത് ؛സ് എഫ് x x y y 
ൈْപം ന് തുലّമാണ് തവണ ൈമനസ് അതിനാൽ ന് തുലّമായ ؛സ് െഡൽئ മൂലധനം x x x x x x y 
എؗത് ؛സ് എഫ് ൈْപം തവണ ൈമനസ് െഡൽئ ആണ് അതിനാൽ നأൾ െചؗുإത് y x x x x 
ലീനിയർ ഏകേദശമാണ് ന്െറ ؛സ് െഡൽئ ന്െറ ആണ്. മെئാؗുമب, ന്െറ ന്െറ x x x f y x f x f x 
 ൾ ഇത് f x x x׹ക, ഞുׯഎؗത് ْശؑി بഇത് കൃതّമായി തുലّമ ئസ് ൈْപം തവണ െഡൽ؛
ഏകേദശം കണׯാുؗുׯ ഇത് കണׯാؗുׯതിൽ ചില പിശകുകൾ ഉ؇്, അതിനാൽ 36.6 ന്െറ 
ഏകേദശ സ്കٔയർ റൂ؂് കണׯാׯാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിؗുׯ ഒരു ഉദാഹരണം േനാׯാം , തീർ׺യായും 
ഏത് സംഖّയുെടയും വർ״മൂലّം കണׯാؗുׯതിനുت രീതി നി׹ൾ പഠി׺ിരിׯണം, അതിനാൽ 
ഇത് കണׯാׯാം, പേײ ഞ׹ൾ ഏകേദശം കണׯാׯാൻ ആْഗഹിുؗുׯ. അതിനാൽ ഞ׹ൾ 
െചؗുإത് ആദّം നി׹ൾ ന്െറ എؓാെണ്ؗ തിരെ؁ടുׯണം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ന്െറ x f x x 
ന്െറ ന്െറ സ്കٔയർ റൂ؂ിന് തുലّമാണ് എടുؗുׯത്, നമു്ׯ ഈ ഫംഗ്ഷന്െറ മൂലّം 36.6 ആയി x f 
േവണം . 36 ന്െറ സ്കٔയർ റൂ؂് 6 ന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ നأൾ ഇതിന് തുലّമായ എടുുؗുׯ, fx x 36 
നും െഡൽئ നും തുലّമാെണ׸ിൽ, നമു്ׯ േവ؇ത് ന്െറ ؛സ് െഡൽئ ആണ്, അതിനാൽ x 0.6 x x x 
നമു്ׯ അറിയാവുؗത് ന്െറ ന്െറ ؛സ് െഡൽئ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ؛സ് ൈْപം തവണ x f x x f f x f x 
െഡൽئ ൽ കണׯാׯാം, ഇേؚാൾ ന്െറ എؗാൽ എؓാണ് 36 ന്െറ വർ״മൂലവും ൈْപം x x f f x 36 
തവണ െഡൽئ ന്െറ 1 2 വർ״മൂലവും ആണ് 0.6 അതിനാൽ ഇത് 6 ؛സ് 1 ൈബ 20 ന് തുലّമാണ്, ഇത് 6.05x 
ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ മുؚ؋ിയാറ ്േപായിന്റ് ആറിന്െറ ഈ വർ״മൂലം ഞ׹ൾ കണׯാؗുׯത് 
ഏകേദശം തുലّമാണ് ആറ് േപായിന്റ് പൂജّം അ؀്, ഇത് കൃതّമായി അെ׸بിലും ഇവിെട ചില t o 
പിശകുകൾ ഉൾെؚ؂ി؂ു؇്, നമു്ׯ ഒരു ഉദാഹരണം കൂടി േനാׯാം, അതിനാൽ 36.6 ന്െറ മുآെ؋ ഒരു 
സ്കٔയർ റൂ؂ിൽ ഇേؚാൾ സ്കٔയർ റൂ؂് കണׯാׯാൻ ഒരു രീതി ഉെ؇്ؗ ْശؑിുׯക . 25 ന്െറ കّൂബ് 
റൂ؂ിന്െറ മൂലّം ഇേؚാൾ കൃതّമായി കണׯാؗുׯത് എളുؚമب, അതിനാൽ നأൾ െചؗുإത് ന്െറ x 
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കّൂബ് റൂ؂ിന് തുലّമായ ഫംഗ്ഷൻ എടുുׯക എؗതാണ്, തുടർ്ؗ ൈْപം മൂؗിെലാ്ؗ മുതൽ fx f x x 
ൈമനസ് ര؇് മൂؗാമേ؋ത് ആകും, തുടർ്ؗ നأൾ എؗത് ഇേؚാൾ തുലّമാകാൻ 25-ന് സമീപമുت x 
മൂലّം േനാേׯ؇തു؇്, അതിനായി കّൂബ് റൂ؂് കണׯാؗുׯത് എളുؚമാണ്, അതിനാൽ 25-ന് 
സമീപമുت െപർെഫക്്ئ കّൂബ് 27 ആണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ന് തുലّമായി എടു؛ ,ുؗുׯസ് x 27 x 
െഡൽئ ആകണെമ്ؗ ഞ׹ൾ ആْഗഹി25 .ുؗുׯ ന് തുലّമാണ്, അതായത് നأൾ െഡൽئ എؗത് x x 
ൈമനസ് 2 ന് തുലّമാണ് , തുടർ്ؗ 25 ന്െറ കّൂബ് റൂ؂് ന്െറ ന്െറ ؛സ് െഡൽئ ന് തുലّമാണ്, x f x x 
അത് ന്െറ ؛സ് ൈْപം തവണ െഡൽئ ന് തുലّമാണ് 27 ന്െറ കّൂബ് റൂ؛ ؂്സ് മൂؗിെലാ്ؗ , x f f x x 
ഇരുപത് ഏഴ് മുതൽ പവർ ൈമനസ് മൂؗിൽ ര؇് , െഡൽئ ൈമനസ് ര؇്, അതിനാൽ 27 ന്െറ കّൂബ് x 
റൂ؂് നൽകുക ൈമനസ് 2 ൈബ 3 ഉം 27 ഉം ആയതിനാൽ ഇത് എനി്9 ׯ നൽകും. അതിനാൽ ْതീ s me 3 
ൈമനസ് ര؇് ഇരുപ؋ിേയഴിനു തുലّമാണ്, അത് എഴുപത് ഒൻപതിന് ഇരുപ؋ിേയഴിനു തുലّമാണ്, 
അതിനാൽ ഇരുപ؀؋ിന്െറ കّൂബ് റൂ؂് എഴുപത് ഒآതിൽ നി്ؗ ഇരുപ؋ിേയഴിനു ഏകേദശം 
തുലّമാണ് . അളവിെല മാ؋ئിന്െറ നിര്ׯ ഏകേദശം കണׯാׯാൻ ഇത് ഉപേയാഗിുׯക, അതിനാൽ 
ഒരു േഗാള؋ിന്െറ ആരം ഒآത് െസന്റീമീئറായി അളؗുׯത് പൂജّം മൂ്ؗ െസന്റീമീئർ എؗ 
പിശേകാെടയാണ് കണׯാؗുׯത് , അതിനാൽ നമു്ׯ േഗാള؋ിന്െറ ഒരു േഗാള؋ിന്െറ അളവ് 
കെ؇؋ാം. നാല് ൈബ ْതീ കّൂബ് ആണ് നമു്ׯ നൽകിയിരിؗുׯത് എؗത് ഒآത് pi r r 
െസന്റീമീئറിന് തുലّമാണ് െഡൽئ എؗത് േപായിന്റ ്പൂജّം മൂ്ؗ െസന്റീമീئറാണ് , െഡൽئ r v 
എؗത് േവാളിയ؋ിെല പിശകാെണ׸ിൽ, ഇത് െല ൽ െഡൽئ ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്. ഇത് r- r- r v v 
ൈْപം ൈടംസ് െഡൽئ എؗ െഡറിേവئീവ് ഉപേയാഗി്׺ ഏകേദശം കണׯാׯാൻ കഴിയുെമ്ؗ r r 
ഞ׹ൾ ക؇ു, അതിനാൽ ഞ׹ൾ കണׯാؗുׯത് ഞ׹ൾ കണׯാുׯക എؗതാണ് , അതിനാൽ 
േവാളിയ؋ിെല ഏകേദശ പിശക് ൈْപം തവണ െഡൽئ ന് തുലّമാണ്, ഇത് ൈْപം ആണ് 4 v r r v r 

ചതുരാകൃതിയിലുت െഡൽئ തുടർ്ؗ നി׹ൾ എؗത് 9 ന് തുലّമാുׯക, അതിനാൽ ഇത് 4 pi r r, r 
ആണ് ൈപ മട9 ്׹ ചതുരْശ മട0.03 ്׹ ഇْതയും െസന്റീമീئർ കّൂബ് അതിനാൽ ഇത് 
െഡറിേവئീവുകളുെട ആ؛ിേׯഷനുകെളുׯറിتു׺ ഞ׹ളുെട ْപഭാഷണം പൂർ؋ിയാുؗുׯ നؕി 
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