
ङߕఉప ࡍప޶ల߯ త ࢟ܽ࢘ࡍݥ  छࣃ ړߖࣃ గతం, ڒబܽद ఈ ఉపߕङ సంࡹ పހࠪࡍల ࠪࡏओ  ంۨࡍڷ ܿࡔ 
ऐࡏߝ ङߕబܽद ఈ ఉపڒ ంܼ࠭ڕ సంࡹ పހࠪࡍల ࠪࡏओ एړࡵ ߘܿࡔ  ంచړߖݞ ఉతओ ऒߕ ల అߘవర फߖߕऒ  
फࣃ۫ బܽद ఇకएڒ ࠭ డ మన వదभ ఉనऒ ऒߖ࠻సమ ݟయܑయం࡯ޘ ޴  t x࠾ࡍబܽद మڒ  ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ 

అࡅ ޴ߝకए కएࡅ ޴ߝబܽद అڒ ݟలపంޘ ߘలހࠪࡍప ݡంࡓ ࠾ࡍబܽद మ ߘల߇࢑   y t x yb x t 
కएࡅ సమయం ݞږ ࠾ࡍంత మڜ ओߩఇ ڴ߅࢑  ఇవछ ڴ߅࢑ ఒక ڕమన ݡ బݟందߖ అڕߘం޳ం.x y t 

కएࡅ ఇవछ ڴ߅࢑  బݞन ओߩఇ ࠼  x y x   ݡ
కएࡅ ओࡏࠪ  ల ࡏࠪ ܿࡔओ కएࡅ ࠾ࡍంۨ మ߅సంబం ړߖ࠻సమ ޴ߝఅ ࠾ࡍమ ܿࡔ   y x y 
ఉతओ ऒߕ ओࡏࠪ ణంࠪࡍబܽद పڒ ࠾ࡍమ ࡱ छ޳ ܿࡔ  మనం ఉతओ ࡌ నऒ ం అߖ అర बం  dxdt dydt  
సమړߖ࠻ సంబం߅ంۨ ڒబܽद అం݄ ࡅకए ओࡏࠪ   t dxdt x 
కएࡅ ,ޙ࠼నటऱࣄ࡯ޘ ܿࡔ ओࡏࠪ  ऒߖయࠪߖ ࣆࡱھ ڴ࢑ధం ޴ంړఈ ऴ ߘܿࡔ   ఉపڵࡆంۨ ydydt 
एړࡵ ంచవ۪ऐ కएࡅ బܽदڒ , ఇవछ ڴ߅࢑  బݟందߖ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ߖ ࣆࡱھయమం ޳छ y x dydt w  ࡌ
వ۪ऐڒ  ,dydx dxdt ritten ڴ ऱࡏࣃ  
కएࡅ ޴ߝబܽद అڒ  మనం y x ,ޙ࠼నటऱࣄ࡯ޘ ڴ߅࢑ 

एړࡵ ߖ ంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ అࡅ ޴ߝకए ओࡏࠪ  dydx ߖ కߘక ,޴ంޔݡ࢑ంచబ࠙ ߖఅ ܿࡔ  dxdt x dydt 
एړࡵ ంచవ۪ऐ ऒߖڜ బܽदڒ   ఉ޳హరణల࠴ ߘదܽ ఉ޳హరణల޳۫ ߘभ ం.
 
ఒక వృతफం ࡅకए  ࢐ङ రࣃ बం ࣊కݡ࠮ ڕߘ ࣊ంܾࠬటర ऱ ۱ߩओ న ߭ޜڷࡏందߖ అڕߘం޳ం  , ࢐ङ రࣃ बం 10 
࣊ంܾࠬటࡏऱ ఉనऒ ओߩ కएࡅ వృతफం ݡ లङࢡ࢙  ం ࡅకए ओࡏࠪ  బܽद ఇకएڒ ݟనంھߘక ߘܿࡔ  డ ఇవछ బݟన޴ 
వృతफ ࢐ङ రࣃ बం ఇ޴ ࣊క3 ڕߘ ࣊ంܾࠬటࡏऱ ߭ߕޔڷࡏऒ ࢐ङ ࠾ࡍమ ࠼ రࣃ बం 10 ࣊ంܾࠬటࡏऱ అ࠼నߩओ  ݡ
వృతफం ࡅకए లङࢡ࢙  ం ࡅకए ओࡏࠪ  బܽद ఇకएڒ ޴ఉంܿం ࣄనవలھߘమనం క ߘܿࡔ  డ మనࡓ ڕంݡ 
పࡱހࠪࡍ ఉߕऒ ࢐ङ ఒకܽ ,࠼ రࣃ बం మࡖకܽ ࢙ࢡలङ ం ڒబܽद ఆ వృతफం ࡅకए లङࢡ࢙  ం ࣆࡱޘ ڕߕ.

అ޴ߝ ࣋ए छ छ޳ ࡛ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴, ఇకए డ అ޴ߝ వృతफం ࡅకए  ࢐ङ రࣃ बం మ࠾ࡍ ఆ߯  a pi r r 
ఇవछ బݟన޴ ఏࠫటం݄, ఈ ࢐ङ రࣃ बం ߭ޔڷࡏనऒ dr dt 3 ࠾ࡍసࠪనం మ ڕ ంܾࠬట࡛࣊  ڕߘక࣊ ܿࡔ 
మనం కھߘనవలࣄన޴ అం݄ ఏࠫܽ  ప޴ ࣊ంܾࠬట࡛ లڕ సࠪనం అ࠼నߩओ d adt r dadt dr ޴ߝఅ ݡ
छ޳ ऱࡏࣃ ए࣋ ޴ߝబܽद అڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖసࠪనం అ ڕ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ࡌ छ ࡛ न అߖ dadt da drdta pi r 
ఇవछ బޔݡంڒ ޴బܽद ࡓంࡏࣃ ݡऱ మ࠾ࡍ అ޴ߝ ࣊కݡ࠮ ڕߘ ࣊ంܾࠬట࡛ ࡱ dadr pi r drdt drdt 
అߖ ఇవछ బޔݡంڒ ޴బܽद ఇ޴  ࣊కࡓ ڕߘంݡ࠮ ݡ ࣊ంܾࠬటࡏऱ ڒబܽद ࣊ంܾࠬట࡛ pi r dadt 10 
అ࠼నߩओ ࡓ ంܾࠬట࡛࣊ 10 ݟంߘ ݡ ऱܿ 3 ࣊ంܾࠬట࡛ ࣊కࡏࣃ 2 ڕߘऱ 10 ࡏࣃऱ 3 ఇࣆफం60 ޴ dadt 2 pi 

࣊ంܾࠬట࡛ చదరߩ ࣊కڒ ߘబܽद ఇࢡ࢙ ޴లङ ం ࡅకए फరࣅ࢑ ޴फంࣆఇ ߘܿࡔ  पం ߭ޜڷࡏం10 ޴ pi 
࣊ంܾࠬటరऱ ࢐ङ రࣃ बం ఉనऒ ओߩ ంܾࠬట࡛ ࣋ए࣊ 60 ڕߘక࣊ ݡ छ ࡛ వదभ ߭ޜڷࡏం޴ త޶పࡍ సమసङ  pi ߘ
भ޳۫ ం ڒబܽद ఇకए డ మనڕ ఒక ږङ ࠗ పࠪࡍణం ࣊క8 ڕߘ ࣊ంܾࠬట࡛ ږङ ओߩ۱ ࠗ న ߭ޜڷࡏం޴, అߩओ ݡ
ఎ࡮ అߝ ऴపశऒ ङږ   కएࡅ ࠗ  అం۪ ߰డ12 ࢓ ࣊ంܾࠬటࡏऱ ఉనऒ ओߩ లङࢡ࢙ తలࡍఉప ݡ ం ࢘గంڴ 
ऱ ఏࠫ ఇవछࢁబܽद మڒ ޴ంޔڷࡏ߭ బݟం޾ మ࠾ࡍ మనڕ ఏࠫ ޳۫ ࡹ࢐ڒभ ం ڒబܽद ږङ కएࡅ ࠗ  అం۪ x 
߰డڴ࢓ ఉండߖవछ ంݟ.
ङࡲ࢐  ङږ ࠹ नࠗ ږङ కएࡅ ࠗ  ఘనపࠪࡍణం అం۪ ږङ కएࡅ ࠗ  ߰డ࢓ మ࠾ࡍ ఉపࡍతల ࢙ࢡలङ ం v x 
ఇࡓ  ޴ ऱܿ చޔరऴړߖࣃ సࠪనం అߖ޵ ߘߝ ߖऒ  ऴࣃ࢐फ ङږ కం݄޶ఎం ߘ ऒߕఉ ࡱڣ࠭ ࡏఆ ڕ ࠗ 6 ࠼ x 
ఎం޶కం݄ ఒڜए కए కएࡅ ݭ࣌ ܽ  చޔరऴసం ڒబܽद  ږङ కएࡅ ࠗ  అం۪ ߰డ࢓ పరంڴ మనࡲ࢐ ڕङ  x ࠹
మ࠾ࡍ ఉపࡍతల ࢙ࢡలङ ం ఇవछ బޔݡం޴ 
మ࠾ࡍ అߩओ ఇవछ ݡ బݟనࡲ࢐ ޴ङ నऒޔڷࡏ߭ ࠹ ङږ  ڕߘబܽद ࣊కڒ ܿࡔ  dv dt 8 ڕ ంܾࠬట࡛࣊ ڡࠉ
సࠪనం మ࠾ࡍ మనం ߘܿࡔ క࡯ߕھߘ  ఏ ఉపࡍతల ࢙ࢡలङ ం అం݄ అం݄ అం݄ dadt dadt 

 ࣊ంܾࠬట࡛ ڕ సࠪనం ڒబܽद ࠬࡏ ఈ సమసङ ऒߕఉ ࡱހࠪࡍప ݡ࠮ ړߖ࢐సफ࢐ ڕफ మన࣋۫ ࡹ x 12 ,࠼
అ࢑ సమߖ࠻ऒ  బܽद ఒకܽ మࡖకܽ ࡲ࢐ङ ङږ ޴ఇ ࠹ ࠗ మ࠾ࡍ ఉపࡍతల ࢙ࢡలङ ం ఆࡏ  చޔరऴసం x x x 
మڕࠪ ࠾ࡍ ఇవछ బݟంڒ ࡯࢐ڒ ڕࠪ ,޴బܽद ࠬږ ࡏङ  సం ఈ dv dt da dt x vڝ న࠳సࠪన ړ ࠗ
వङ ڔ फకరణߘ ۫࣋फ ږङ ࠗ x 

సࠪనం ࡏࣃऱ ఇࡽࡐ ߤ۰ ޴ మ޳ ࠾ࡍछ ࡓ ߩచదర 3  ޴ఉంܿం ࡌ ऱܿ dv dt dv dx dx dt dv dx x 
ఇߩओ ఇవछ ڕమన ݡ బݟంڒ  ޴బܽद మనం ړࡵ ߖए ంచవ۪ऐ , ఇ3 ߖ ޴ చదరߩ dxdt dv dt dxdt dxdt x 

ङږ ంܾࠬట࡛࣊  ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ ߖऱ అࡏࣃ ఇవछ ڴ ࠗ బݟంڒ ޴బܽद ఇ޴ ࣊కࠑ  ڕߘ dv dt dv dt 8 1 3
చదరࡏࣃ ߩऱ ఎ޴ࠫߖ ࣊ంܾࠬట࡛ ږङ ओߩబܽद ఇڒ ࠗ  x dxdt ڕమన ࠾ࡍమ  ࣆࡱޘ ఏࠫ ڕమన ݡ

లङࢡ࢙ ం ఉపࡍతల ࢙ࢡలङ ం ࡅకए  న x dxdt x࠳సࠪన ړߖࣃరऴޔచ ࡏఆ ڕफ మన࣋࡯ޘ ڕబܽद మనڒ ߅࢑ 
एړࡵ ߖ ంచవ۪ऐ  అం݄ అࡏࣃ ޴ߝऱ ړ సࠪనం మࡓ ࠾ࡍ ऱܿ dadta dadt dadx dxdt dadx 12 x dxdt 

అߖ మనం ړࡵए ంۧ࠭ 1 3 ࠑ ࣊కڕߘ చదరࡏࣃ ߩऱ ఎ޴ࠫߖ ࣊ంܾࠬటర ऱ ږङ   x ߖߖ޵ బܽदڒ ࠗ
సరࢁకࡍంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ మనڕ ర޶भ అޔ࢓ం޴ మ4 3 ࠑ 12 3 ࠾ࡍ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ޴ ࣊కڕߘ x x 
࣊ంܾࠬట࡛ ږङ ओߩన࠳బܽद సࠪనڒ ޴ంޔݡంచబڵ࠙  ޜ ࠗ एړࡵ ఏࠫ݇ మనం ݡ ంۧ32 ࡯ x dadt 

 ࣊ంܾࠬట࡛ ࣊కڕߘ  ࣊ంܾࠬట࡛ ࣊ంܾࠬట࡛ ږङ 12 ݟంߘ  ڕߘక࣊ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ڕ ࠗ 32 x 12 8 3 
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࣊ంܾࠬటరऱ  చదరړߩ సࠪనం ڒబܽद అ࠼నߩओ లङࢡ࢙ తలࡍఉప ݡ ం ࣊కߘ 8 ڕߘం3 ݟ చదరߩ x eq 
࣊ంܾࠬటరऱ ۱ߩओ న ߭ޜڷࡏం޴.

బܽद ఈ సమసङڒ ڕంܾࠬట࡛ వర࣊ 12 ݟంߘ छࡔ࢘ ݡంࡓ బܽद ߖ ڕమన ࡹ ऒߕఉ ࡱހࠪࡍప ࡏ యߖ  ual x
మ࠾ࡍ ऴపޒ ఒకए ܽ ߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿంద࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖ , ఆ߯ మనం ఒక పࠪࡍణం ࡅకए ओࡏࠪ   t
ఇۨऐ ߘܿࡔ నటऱޙ࠼ మనం ړࡵए ంచవలࣄ ఉంܿం޴ .
ఇకए ࠭࠲  డ ۯయ࠮ ࡃࠓడవ సమసङ  ఏࠫటం݄, మన޵ ڕర डచޔరऴసం ఉం޴ మ޵ ࠾ࡍర डచޔరऴసం 
కएࡅ  ߰డړߖࢲࠫߖ ࢓ ఐ޶ ࣊ంܾࠬటర ऱ ۱ߩओ న తڷठޜం޴ మ࠾ࡍ  ߰డ࢓ ఎ޴ࠫߖ ࣊ంܾࠬటࡏऱ x x x 
అ࠼నߩओ ంܾࠬటర࣊ ڷࡱߕ ړߖࢲࠫߖ ݡ ऱ ࢗడࡱओ  y.޴ంޜڷࡏ߭ 
 మޜ ࠾ࡍ ఆࡏ ࣊ంܾࠬటࡏऱ ۪ दܿڜలత మࡅ ࠾ࡍకए లङࢡ࢙  ం ࡅకए ओࡏࠪ  ࡔ  ऱܿ కھߘనంݟ y b 
ర޵ डచޔరऴస ࢙ࢡలङ ం ఏࠫ ఇవछ బݟం޳۫ ޾भ ం మన޵ ڕర डచޔరऴసం ఉం޴ మߖ޳ ࠾ࡍ ߰డ࢓ మ࠾ࡍ x 
ओࡱడࢗ  అۮ ߖపओ ంݟ మ࠾ࡍ మనڕ ఇవछ బݟం޴ ఇకए డ ړߖࢲࠫߖ ړߖࢲࠫߖ ఐ޶ ࣊ంܾࠬటర ऱy dx dt x 
߰డ࢓ తڷठޔనऒ ऱܿ ఇవछ బݟం޴ 
నऒޔठڷబܽद తڒ ం޶న ऴపږޒలంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ࠳ ړߖࢲࠫߖ ޴న࣒ ఐ޶ ࣊ంܾࠬటࡏऱ x dx dt 
మࢗ ࠾ࡍడࡱओ  dydt ڷࡱߕ ړߖࢲࠫߖ ޴బܽद ఇڒ ऱࡏంܾࠬట࣊ ڷࡱߕ ړߖࢲࠫߖ  ޴ంޜڷࡏ߭ 
࣊ంܾࠬటࡏऱ ڒబܽद 
ఇߩओ ర޵ ఒక ࠾ࡍమ ݡ डచޔరऴసం ࡅకए  ۪ दܿڜలత మ࡮ࢡ࢙ ࠾ࡍङ ऒߖ फࣃۨࣇ   బܽद మనం pڒ ࠼
एړࡵ ంచవలࣄం޴ అ࠼నߩओ ఉనऒ ࠾ࡍఅం݄ మ ࠾ࡍమ ݡ ओߩ .x dpdt dadt dpdt x dadt ݡ
 ఎ޴ࠫߖ ࣊ంܾࠬట࡛ లڕ సࠪనం మ࠾ࡍ ఆࡏ ࣊ంܾࠬట࡛ లڕ సࠪనం ڒబܽद మనࣄ࡯ޘ ڕన ࢑షయం y 
ఏࠫటం݄ ۪ दܿڜలత ࡓంࡓ ݡ ऱܿ  ప ऱ࣒ ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ ߰డ࢓ మࢗ ࠾ࡍడࡱओ  మࢡ࢙ ࠾ࡍలङ ం ࡓ ऱܿ x y x y 
एړࡵ బܽद మనంڒ ంۨనటऱޙ࠼ సࠪనం  2 ࡏࣃऱ  ప ऱ࣒  మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 5 అߖ dp dt dx dt dy dt dx dt 
ఇవछ బݟంڒ ޴బܽद ఇࡓ 2 ޴ ऱܿ ࠳న࣒ 5 ప ऱ࣒  ంܾࠬట࡛ d࣊ 4 ړߖࢲࠫߖ 
۪ బܽदڒ ޴फంࣆన࣒ 2 ࣊ంܾࠬట࡛ ఇ࠳ ړߖࢲࠫߖ ޴బܽद ఇڒ दܿڜలత ޜܿࡔ తڷठޜం޴ 
ఇߩओ ంܾࠬటర࣊ 2 ړߖࢲࠫߖ ݡ ऱ ࢙ࢡలङ ం ࡓ ऱܿ ړ సࠪనం ڒబܽद ఇకए డ ऴߦంతం మࡅ ࠾ࡍకए  a x y x y 
ఉతओ బܽद ఉతओڒ फޒ ऱ  పࡏࣃ ޴రం ఇڒయమం ऴపߖ फޒ ऱ࣒  న࣒ dx dt y x dy dt dx dt࠳ ޴న࣒ 5 ఇ࠳ ऱࡏࣃ 
సࠪనం   ప ړ5 ऱ࣒  అం޶వలऱ y dydt 4 x 

సࠪనం 8 మړ6 ࠾ࡍ సࠪనం అ࠼నߩओ ࡓ న࣒ 5࠳ ޴అ ޾ంޔࡏࠪ ంతంߦఏ ऴ ݡ ऱܿ 8 ప ऱ࣒  ऱ 6 x yࡏࣃ 4 
ऱ 6 పࡏࣃ న࣒ 5࠳ ࡎࣃ ऱ࣒ న࣒ ࠭߯ओ࠳ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆऱ 8 ఇࡏࣃ 4   ప ऱ࣒  ࠭߯ओ  ړߖࢲࠫߖ ޴బܽद ఇڒ ݡంࡓ 
ంܾࠬటర࣊ ݡంࡓ ऱ చదరڒ ߩబܽद ࣅ࢑फర पం ࡓ ړߖࢲࠫߖంݡ చదరߩ ࣊ంܾࠬటర ऱ ۱ߩओ న ߭ޜڷࡏంڒ ޴బܽद 
త޶పࡍ సమసङ  ߘ ߤࡲࠏ రڒࡿڿ 
࣊కږ 900 ڕߘङ ङڴ ంܾࠬట࡛࣊ ڡࠉ ࣒ పంߧంۯ ۃయడం ޳छ छ޳ ంచడం߭ ࡌ ࢐ङ ࡌ రࣃ बం ߭ޔڷࡏనऒ  
࢐ङ ݟనంھߘక ߘܿࡔ రࣃ बం 15 ࣊ంܾࠬటࡏऱ అ࠼నߩओ కएࡅ ళంڿ బܽदڒ ޴ళం ఉంڿ ڕమన ݡ  
ఘనపࠪࡍణం ޳ ڷࡱߕछ ङږ ݡ࠮ ࡌ छ޳ ࠗ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴, ఇకए డ అڿ ޴ߝళం ࡅకए  pi r r 
࢐ङ రࣃ बం మ࠾ࡍ అࡲ࢐ ޴ߝङ ఇవछ ࠹ బݟన ܿࡔ.v 
  ఏ పࠪࡍణంޔڷࡏ߭ ࡹం޾ ࣊క900 ڕߘ ࣊ంܾࠬట࡛ ږङ ࠗ మ࢐ ࠾ࡍङ రࣃ बం 15 ࣊ంܾࠬటࡏऱ dv dt 
ఉనऒ ओߩ एڝߘమనం క ޾ంޔڷࡏ߭ అం݄ ఎంత వదभ ݡ  dr dt ,࡯࢐
ङږ ޓऴ ࠑ  ޴ߝబܽद అڒ ए࣋ ݡ࠮ ऱࡏࣃ ݡ࠮ ݟంߘ ڷࡱߕ సࠪనం ړ ࠗ छ ࡛ v 4 pi r dvdt pi r 
మ࠾ࡍ తࡌछ త సࠪనం ڒబܽद ఇڷࡱߕ ޴ చదరړ ߩ సࠪనం ڒబܽद మనڕ అం݄ drdt pi r drdt v dv 

࣊ంܾࠬట࡛ ږङ ࠗ ప࡛ ࣊కڒ ߘబܽद ړ 4 ࠑ సࠪనం  చదరࡏࣃ ߩऱ ఇࠑ 1 ޴ dt 900 dr dt 1 pi r dv dt 
చదరࡏࣃ ߩऱ 900 ࣊ంܾࠬట࡛ ږङ ࠗ ప࡛ ࣊కڕߘ సࠪనం మ࠾ࡍ ఆ߯ మనం 4 ߖߖ޵ pi r r 15 

࣊ంܾࠬట࡛ ڴ ఉనऒ ओߩ एړࡵ ݡ ంۧڒ ࡯బܽद  ࣊ంܾࠬట࡛ అ࠼నߩओ ऱ r 15ࡏࣃ ߯  ࠑ  ݡ dr dt 1 4 15 
࣊ంܾࠬట࡛ చదరࡏࣃ ߩऱ ࣊క900 ڕߘ ࣊ంܾࠬట࡛ ږङ ࠗ మ࠾ࡍ ఇࠫޛ ޴घ  ڷࡱߕ ڕߘక࣊ ߘవందల ޴

ంܾࠬటర࣊ ߘࣜ޴ప ݟంߘ ߘࣜ޴ప ݟంߘ ऱ࢑ ړభ܊ంۨంڒ ޴బܽद మనڕ ఇ޴ ࣊కڕߘ ఒక ߯ pi 
࣊ంܾࠬట࡛ ړ సࠪనం అޔ࢓ం޴ 
࢐ङ బܽदڒ రࣃ बం ࣊కߘ  ڕߘంݟ ࣊ంܾࠬట࡛ ڕ  వదभ ߭ޔڷࡏం1.޴ pi r 15
  ࣊ంܾࠬట࡛ ఆࣣ మࡗ సమసङ भ޳۫  ం ڒబܽद ఇకए డ మనڕ ఐ޶ ࠬటర ऱ ߰డ࢓ ఉనऒ ऐۮߖ  న ఉం޴, అڿ ޴డڕ
ఆߖڕߘ ఉం޴, ఇߩओ ऐۮߖ ݡ న ڷ޴వన  ࡓంݡ ࣊ంܾࠬటర ऱ ߩ۱ ߨओ న ڿడ޷ ڕరంࢗ ࠫࠝ ڴంట 
ऐۮߖ బܽदڒ ޴ండవࡓ  ޴ంޔݡగబ࡮ న ࡅకए  అڿ ڷݡడ ߘం4 ݟ ࠬటర ऱ ޷రంࡹ ఉనऒ ओߩ  ߖ޳ డ߯ڿ ݡ
ఎޔफ ఎంత ࢘గంڴ తڷठޔం޴ అ޴ߝ ऴపశऒ బܽद ఈ సమసङڒ  అర ߘ बం ڝࣆۯవړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం మనڕ ఐ޶ 
ࠬటర ऱ ߰డ࢓ గల ۮߖऐ న ఇవछ బݟంڒ ޴బܽद ఇڿ ޴డ అߩۮ ߖओ .ం޳ంڕ
  మ࠾ࡍ ఇ޴ మనۮߖ ڕऐ న కڵ࡯ ఉనऒ  ,నం޳࠳ 
ఈ ߰డ5 ࢓ ࠬటࡏऱڴ ఇవछ బݟం޴ మ࠾ࡍ ఈ సమయంࡹ అڿ ޴ߝడ ߘంۮߖ ݟऐ న ࡅకए  ఈ అ޷ ڷݡరంx 
మ࠾ࡍ అ޴ߝ ఇߩओ డ߯ ఉనऒڿ ݡ ऐۮߖ  న ఎޔफ అۮ ߖపओ ంݟ.y 
 ఇవछ బݟన޴ ఏࠫటం݄ , ۮߖऐ న ࡅకए  ఈ అڷݡ ࠙గం ࣊కࡓ ڕߘంݡ ࣊ంܾࠬటర ऱ ۱ߩओ న ڿడ ߘంݟ 
బܽद ఈ ఇۨऐڒ ,޴ంޜݡగబ࡮ ڴరం޷ న అ޴ߝ ࣊క2 ڕߘ ࣊ంܾࠬటర ऱڕ సࠪనం ఎం޶కం݄ ఇ޴ x dx dt 
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 x࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ޜతంښల సంږߘࣃ ޴ఇ ܿߦ ޜసమయం ޴ంޜڷࡏ߭ ޴ంޔݡయబ࢘ࣄޓ ݟంߘ డڿ
ࠬటరऱڕ సࠪనంڴ ఉనऒ ओߩ एړࡵ మనం ړߖݞనھߘక ߖ ݡ ంۧڒ ,࡯బܽद ۮߖऐ నڿ ߘడ ࢗంట x 4 dydt

ओߩనڵ࡮ ओߩబܽद ఇڒ ޴ంޔठڷత ࠾ࡍమ ޴ంޔڷࡏ߭ ఈ ݡ  x y dydt ࡮ఎ ࠭࠲ ޴फంࣆవ ڴలంږޒऴప ݡ
फࣃۯ ߤ߸ ࠭  ఇ޴ మ࠾ࡍ మధङ  సంబంధం ఏࠫ݇ ۫޳भ ం ڒబܽद మనڕ ఇకए డ ߯ޢగర࣒ ޳ࣄम ంతం d x y 
छ޳ పऱ࣒ ߩచదర ޴జం ఉంࠜޒణ ऴڝ లంబ ࡌ  ࣋ए छ ࡛ తపओ  x y ,࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړߖࣃరऴޔచ ޶ఐ ڴࡍసߖ
 फ࣋ۯ ࡏ࢘ ంۨ߅సంబం ړߖ޳ࠡ సమయ ߖߖ޵ బܽद మనంڒ

ప  ݡంࡓ ڕమన ݟంߘ ऱ࣒ బܽद ఉతओڒ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ ߩ࢙ ݟڕ 2  నऒ ం 0 మ࠾ࡍ ఇ޴ t xdxdt ydydt 
dydt x ޙڵࡍ߭ ݟంߘ ఈ సࠬకరణం ࡏࠬ బܽदڒ ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ ऱࡏࣃ ړ న࣒࠳ y dxdt x dxdt 

ధߕతघ కంڴ ఉంܿందߖ ۫డవ۪ऐ .
ఇߩओ dy dt x 4  ڕ ట࡛ࠬ  ޴फంࣆࡱڻ ڴలంږޒऴప ݡ

సࠪనం అޙ࠼ ࣋ए छ న࣒ 4 ࣋ए࠳ ࡛ छ కएࡅ ࡛  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం ڒబܽद ࠬట࡛ అ࠼నߩओ  yy 5 x 4 ݡ
ఇ޴  ࠬట࡛ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद  ࠬట࡛ అ࠼నߩओ 3 ۯ ߘ ట࡛ࠬ  ޴ߝసࠪనం అ ړ న࣒࠳ ݡ x 4 dydt x 4 y 
ࡓ ట࡛ࠬ  ޴నݟంచబڵ࠙ ऱܿ ఇ޴ ࣊కڕߘ  ࣊ంܾࠬట࡛ ڴ ఇవछ బޔݡంڒ ޴బܽद ఇ޴ ࣊క3 ڕߘ dx dt, 2
ओߩ۱ ޴ࠫߖफ ఎޔబܽद ఎڒ సࠪనం ڕంܾࠬట࡛ ల࣊ ݡ࠮ ݟంߘ ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳ న తڷठޜం޴ 
࣊కݡ࠮ ڕߘ ࣊ంܾࠬటࡏऱ సࡔ ఇకए డ మࡖక సమసङ भ޳۫ ߘ ం, ఇకए డ మనڕ వऴకࡔఖ ࢗంట ఒక కణ 
కద࡯కࡱ ఇవछ బݞन ङږ ࡏసࠬకరణం ఆ ߖ޵ ,࠼ సࠪనం పऱ࣒ ړ ࠗ ఇవछ ߖఅ ݡంࡓ  బޔݡం޴ y x 

ࡍఆڝ नޔࡏࠪ ݋ߝనऒ  వऴకࡔఖ߯ ࠼ߦంటऱߘ కڝ ࡯ߕھߘఆࡍ न݋ߝ కం݄ ఎࡓ ޴ࠫߖ ऱܿ ࢘గంڴ , y x 
ఉంܿంڒ ޴బܽद మనڕ వऴకࡔఖ ࡅకए  సࠬకరణం ఇవछ బޔݡం޴ మߖ ࠪڒ ࠾ࡍ కھߘన࠭࠲ ړߖݞ x y
 ࡯ߕھߘక ߘంటऱ࠼ߦ
అం݄ ఎࡓ ޴ࠫߖ ऱܿ ړ సࠪనం ڒబܽद ఈ సࠬకరణం ߘంݟ ఆږ ࡏङ ࠗ పऱ࣒ సࠪనం dydt dxdt ړ݀  y x 
ఆݡ࠮ ࡏ చదరࡏࣃ ߩऱ ړ సࠪనం అߖ ఇࣆۨࣇ ޴फం޴, ఇ޴ చదరࡓ ߩంࡓ ݡ ऱܿ dydt x dxdt dydt x 

అࣆۨࣇ ߖफం޴, ఇߩओ ࡓ అం݄ ࡯ߕھߘక ߖ మనం ఈ ݡ ऱܿ dxdt xy dydt 8 dxdt 
అࡓ ޙ࠼ ऱܿ అޙ࠼ ఇ޴ ఈ ڒరకం అࣆۨࣇ ߖफం޴ ࣋ए छ  dydt 8 dxdt x ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ 8 ܿ ࠑ ࡛
అం݄ ࣋ए छ ࡛ పదࣔࡏ అࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद  ప ऱ࣒ ओߩఇ ࡯ݞఉం ࠼అ ࡛ࠂ న࣒࠳ ޳ࡶ   మనం x x y ݡ
ࡍఆڝ नߖ ݋ߝ కھߘనవలࣄ ఉంܿం޴, 

ङږ ޙ࠼సࠪనం అ ړ ङږ  ݭ ࠗ ࠗ x 4 y x 4 p.
  ల࣒ 2 ڵ࠙ ޜ6 ߖంచంݟ , అ64 ޴ ప ऱ࣒  బܽद yڒ ݡంڜఅం݄ పద ݟంచంڵ࠙ ޜࡏఅర࢙ ఆ ࡏఆ ߖݟంࡓ 
పదڜంݡ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 4 మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 4 ږङ ࠗ మڵ࠙ ޜ6 2 ࠾ࡍంచబݟనߩओ  x y ړన࣒ 62࠳ ޴ఇ ݡ
సࠪనం 6.
న࣒ ࠭߯ओ࠳ ޳ࡶ   ఒకܽڵ࠙ ޜݡ࠮ ߖంచంڒ ݟబܽद అవసర࠳న ࠼ߦం ऱܿ ࠪڒ ڷࡱߕ పదڜంݡ ఒక 
న࣒ ࠭߯ओ࠳ ࠪڒ ڷࡱߕ న࣒࠳ ࠾ࡍమ ݋ం࠼ߦ  ఒకܽ ࠑ ऴޓ మࡖక ࠼ߦం݋ సࡔ ఇߩओ ओࡏࠪ ఈ ݡ  ܿࡔ 
ఆࡍ बకࢡवసफంݞږ ࡹ ఉపڵࡆంచబޔݡంڒ ޴బܽद మనం ۫޳भ ం 
ఎకڡࠫߕझ ओࡏࠪ ࡹ  కएࡅ ܿࡔ   అߧऱښషڒ   ߤబܽद అߖڜ ޴ߝऒ  పࡍऴశమల ޳छ ఉతओ ࡌ  x ࢓फࣆన వݟయబۯ फޒ
కएࡅ టऱ సంఖङߖ࠿   అߖ అڕߘం޳ం, ڒబܽद అ޴ߝ ఉతओ కएࡅ ࢓फࣆన వݟయబۯ फޒ టऱ సంఖङߖ࠿   x 
మࡅ ࠾ࡍకए  అߖ࠿ ޴ߝటऱߘ ఉతओ ङࡃఅ ړߖݞయۯ फޒ  ఖࡏऐ  c x xݟరప߄ఆ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆۨࣇ ߘ
ఉంܿంࡅ ݋ߖ࠿  ޴కए  సంఖङ ఉతओ ߘ ݋ߖ࠿   ऐࡏఖ ߗకం߭ ړߖݞయۯ फޒ  x ,޴ఉంܿం ࣄయవలۯ 
అం݄ ࡅకए  మࡅ ࠾ࡍకए  ఇ޴ వࣆफࡅ ࢓కए छ޳ ంచడం࠼࢑ऴక ߘల ݋ߖ࠿   న x c r x x޴ం߰ ࡌ
ఆߖ࠻޳ऒ అర ߖతफం ఎంత అ࠴ ޻ం߰ ߗబܽद కం߭ڒ ޴फంࣆۨࣇ  बం 
फࣃ࠼࢑ऴక ߖ ࡏ࢐ ߖ࠿  ࡏ ऱܿ ࡅకए  మ࠾ࡍ ఆ߯ ࡮భం ࠳న࣒ ఖࡏऐ  ఇ޴ మࢁऱ ఉతओ x ࠾ࡍफ మޒ r x x 
࢑ऴక࠼ంచబݟన ߖ࠿టऱ సంఖङ ߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴, ఇకए డ ߖڜऒ  ప࠙ࡍషࡱ ఉపڵࡆంచబߕޔݡऒ  ࠼
రछߖ ߖంత ధర అం݄ అߦబܽद ఉڒ ۨంచబݟంړ ޴ సంబం߅ంۨ ࡅకए ओࡏࠪ  mc of x x ܿࡔ  c 
అం݄ మనం ఉߦంత ధరߘ ऴࣄ࢐నߩओ సంఖङ ݋ߖ࠿ ޴ఇ ,ݡ కएࡅ   x x ړ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴ߅࢑ 
సంబం߅ంۨ ࡅకए  ఉతओ ऒߕ छ޳ ޴ఇ ڴ࢑ధం ޻సࠪనం అ ړߖ రछߖ ޴ఇ ޴ంޔݡంచబۨࣇ ࡌ చనంc mr x 
ऴపڒరం ړ సంబం߅ంۨ ࡌబࡅ ݟకए  ఉతओ నऒ ం ڒబܽद మనం ఉߦంత వङ యం ޳ࡶ ఉߦంత ࡌబߖݟ x
एړࡵ ంచవలࣄ ఉంܿందࡏࠬ ߖ ۫࣋फ, ړ ࠭࠲ సంబం߅ంۨ ఉతओ ऒߕ ऒߖ x ࡯࢐ڝࣆޓ 
ऐࡏతफం ఖ࠴ ڕహరణ޳బܽद ఉڒ  అڕߘం޳ం  ఒక వࣆफࡅ ࢓కए ఉతओ ߘటऱߖ࠿   x c in x ړߖݞయۯ फޒ
కएࡅ ࡱ࠼ߦࡐ छ޳  ఇవछ ࡌ బޔݡం࠼ߦ ޴ంߕࣆ ݋ऒ ऒߕࣆ   ఏږ ݡङ  ऒx c xߕࣆ ݋ం࠼ߦ న࣒࠳ ࠗ
ऒߕࣆ పऱ࣒ ߩచదర ݡ࠮   పߘࣜ޴  ప ऱ࣒ घࡏ߷ బܽद ఈڒ ࡱ࢘ ڷࡱߕ  ङࡃసం అڝ ࡮  ఖࡏऐ  x x pr 
ఇవछ బݟం݋ߖ࠿ ޴ ఈ ߷ࡏघ छ޳ ࡮ ఇవछ ࡌ బݟం޴ ఇߩओ झ࡯࠻ۯ మనం ݡ ం޴ ఏࠫటం݄ oducing x 
ߖ࠿ 17 , ऱܿ ఉతओ ओߩనݟయబۯ फޒ झ࡯࠻ۯ బܽद మనంڒ ࡯ߕھߘక ߘంత ధరߦమనం ఉ ݡ ంద࡮ऱ  బܽद xڒ 
ఉߦంړߖޑ సంబం߅ంۨ ఈ ఖࡏऐ  ఫంࣾࡅ ߤకए  ఉతओ ऒߕ ऒߖ .࡯࢐ڝࣆޓ 
 

వదभ ధర ఇߖ޵ ࡏࠬ ޴ ఉతओ ऒߕ ऒߖ ङږ బܽदڒ ం݄ సࠪనంڕࣆޓ  ए࣋ ݡ࠮ ࠗ छ ࡛ ఇࣆफం޴, x dcdx, x x 
ఇ࠼ߦ ޴ంߕࣆ ݋ऒ న࣒ ࣋ए࠳ ߩఒకܽ చదర ݡంࡓ  छ ࡛ ఉతओ నऒ ం ࡓం࠼ߦ ݡంߕࣆ ݋ऒ  ఆࡏ  ప ऱ࣒x x x x 
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పڒ ߘࣜ޴బܽद ఉనऒ ओߩ ओߩన࠼అ ݡࣜ޴ప ࠭࠲ ݡࣜ޴ప  ݡ एړࡵ ߘంత ధరߦఉ ݡ ంۧ࡯, ఇ޴ x x 
ऒߕࣆ ݋ం࠼ߦ ऒߕࣆ ݋ం࠼ߦ న࣒࠳ ߩచదర ݡࣜ޴ऱ పࡏࣃ ఒకܽ ݡంࡓ  ऒߕࣆ   ఆࡏࣃ ࡏऱ పݡࣜ޴ పऱ࣒  
పߘࣜ޴ మ࠾ࡍ ఇ࠼ߦ ޴ంߕࣆ ݋ऒ घࠫޛ ఎనࠢ ݡంࡓ ऱࡏࣃ ݡంࡓ  ऒߕࣆ ߤవ ݋ం࠼ߦ ޴న࣒ ఇ࠳ ޴  
పऱ࣒ ݡంࡓ  ఇࣆफం޴  పߘࣜ޴ మ࠾ࡍ ఇࡏࠬ ޴ గ࣋ށफ 20.
967 ߰ందంݟ అߘߝ ߖ అڕߘంܿߕऒ ఇۨऐ ݟబࡌ ,ߘ నటऱޙ࠼ ఇݞږ ޴ ఉߦంత వङ యం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद 
త޶పࡍ ఉ޳హరణ ߖ࠿టऱ࢑ ߘऴక࠼ంచడం ޳छ కएࡅ యం޳తफం ఆ࠴ న޴ం߰ ࡌ  చదరߩ x x r 13 x 
 ప ऱ࣒ छ޳ 26  ఇవछ ࡌ బޔݡం޴   ప ऱ࣒  15 ఉߦంత ࡌబߖݟ కھߘనంݟ ఏړݡ సࠪనం అ࠼నߩओ  ంత x xߦఉ ݡ
ఆ޳యం ړ సంబం߅ంۨ ࡅకए x ޴फ, ఇ࣋࡯ޘ ڕࠬ ߖఅ ࢟ܽ࢘ࡍݥ  r 
ఇర࢙ ఆࡏ  ప ऱ࣒  ఇర࢙ ఆړࡏ సࠪనం ڒబܽद ఏݡ అ࠼నߩओ పऱ࣒ ݡऱ ఏࡏࣃ ࡏసࠪనం ఇర࢙ ఆ ޴ఇ ݡ  x x 
ఒకܽ ఇర࢙ ఆࡏࣃ ࡏऱ ఎ޴ࠫߖ అం݄ ࡓంߕࣆ ݡऒ  ఎړ޴ࠫߖ సࠪనం ఇߩओ ऒߖ࠙࡮ మనం ݡ  గࡍషदం 
ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ ࠭, 
అߩओ కएࡅ బܽदڒ ࡯࠻ۯ మనం ఏࠫ ݡ కएࡅ ޴ߝభం అ࡮  కएࡅ న࣒࠳ ߖఅ ݟబࡌ   ఖࡏऐx p x r x c 
అߖ మనࣆࡱޘ ڕ  ఇߩओ ऒߖ࠙࡮ ݡ  ߭ంచڒ ,ړߖݞబܽद మనం व߯࠹ అߝ ఉతओ ऒߕ ऒߖ  ం݄, x p xڕࣆޓ 
ఇ޴ व߯࠳ ࠹న࣒ ࣄ व߯ړ ࠹ సࠪనం, ఇ޴ ఉߦంత ఆ޳యం ࠳న࣒ ఉߦంత వङ యం ڒబܽद ߖ࠙࡮ऒ  r x x
߭ంచߖ࠿ ړߖݞటऱ సంఖङ  ఇ࡮ ఉం࡯ݞ ఉతओ నऒ ऒߕࣆ ࠹న व߯࠳ కएࡅ సࠪనం అం݄ ړ  x p x x 
ఉߦంత ఆ޳యం ࡅకए  ఉߦంత ధరڕ సࠪనంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद మనం ఉߦంత ఆ޳యం మ࠾ࡍ x 
ఉߦంత ఆߖ࠻޳ऒ  సమం ۯయడం ޳छ ంత వङߦఉ ࡌ యం మ࠾ࡍ ఉߦంత ఆߖ࠻޳ऒ  సమం ࣋ۯफ  ࡮భం 
గࡍషदంڴ ఉనऒ ङߕఈ ఉప ࠭࠲ బܽदڒ ࠭ޑ޶ం߰ ࠭࠲ ߘవలࡱ࢑  సం ڝసం ఇకए డ ఆࣃ࢘ߧफ ࠭ మ࠾ࡍ x 
త޶పࡍ ఉపߕङ సం࠭࠲ ࡹ ఉతओ ऒߕ ల ࡅకए  మߖڜࡍऒ  అߧऱښషߤ లࣃ۫ ߘफ ࠭ ధనङ  ࡱ޳࢐
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