
  வ௯த்ேதான்றல்கள் பற்௣ய அ௄த்த ௳ரி௵ைரக்ஶ வரேவற்ழேறாம், எனேவ இந்த 
௳ரி௵ைர௜ல் அள௵களின் மாற்ற ௳ழதத்ைதப் பற்௣ அ௣ந்ௌ ெகாள்ேவாம், எனேவ இந்த 
௳ரி௵ைர௜ல் அள௵களின் மாற்ற ௳ழதத்ைதக் கணக்ழ௄வதற்ஶ வ௯த்ேதான்றல்கைளப் 
பயன்ப௄த்ௌவைதக் காண்ேபாம், எனேவ இங்ேக நம்௘டம் உள்ளைத ௳௄ங்கள்.
 ேநரத்ைதக் ஶ௣க்ழறௌ மற்௥ம் மற்௥ம் x yb 
ேநரத்ைதப் ெபா௥த்ௌ இரண்௄ அள௵கைள ௳௄ங்கள் எனேவ மற்௥ம் ஆழயைவ இன்t x y t 
ெசயல்பா௄கள் எனேவ என்பௌ இன் ஼ல மற்௥ம் என்பௌ ேநரத்ொன் சார௖் ஆஶம், x t x y 
இப்ேபாௌ நாம் ஒ௠ ெசயல்பாடாக வழங்கப்ப௄ழேறாம் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.

இன் ெசயல்பாடாக வழங்கப்பட௄்ள்ளௌ,   x y 
இப்ேபாௌ மற்௥ம் இன் மாற்றங்களின் ௳ழதத்ொன் மாற்ற ௳ழதம்  மற்௥ம் x y dxdt y x 
மற்௥ம் இன் வ௯த்ேதான்றல்கள் ேநரத்ைதப் ெபா௥த்தமடூ்ல் , ஒ௠ அள௵ மாற்றத்ொன் y t 
௳ழதத்தால் நாம் வ௯த்ேதான்றைலக் ஶ௣க்ழேறாம்  ேநரத்ைதப் ெபா௥த்ௌ எனேவ t dxdt 
என்பௌ இன் மாற்றத்ொன் ௴தமாகத் ெதரிந்தால், இன் மாற்றத்ொன் ௴தத்ைத  x ydydt 
௔ன்வ௠மா௥ சங்ழ௧ ௳ொையப் பயன்ப௄த்ொ கணக்ழடலாம், எனேவ என்பௌ இன் y x 
ெசயல்பாடாக ெகா௄க்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ சங்ழ௧ ௳ொயால் வழங்கப்ப௄ழறௌ.dydt 

இ௠க்க ௚ூ௞ம்  ௚ைற என ஆக என்பௌ இன் ெசயல்பாடாக   w dydx dxdt ritten y x 
ெதரிந்தால் நாம் ஐ௞ம் என்பௌ இன் மாற்ற ௳ழதத்ைத௞ம் கணக்ழடலாம், இௌ dydx dxdt x 
அ௣யப்பட்டதாகக் க௠தப்ப௄ழறௌ, எனேவ கணக்ழடப்படலாம், எனேவ ஼ல dydt 
எ௄த்ௌக்காட௄்கைளப் பாரப்்ேபாம்.
 
ஒ௠ வட்டத்ொன் ஆரம் ௳னாூக்ஶ ௛ன்௥ ெசன்ூ௙ட்டர ்
என்ற ௳ழதத்ொல் அொகரித்ௌ வ௠ழறௌ  என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.
 ஒ௠ ௳னாூக்ஶ 3 ெசன்ூ௙ட்டர ்அொகரித்ௌ, 
10 ெசன்ூ௙ட்டர ்ஆரம் இ௠க்ஶம்ேபாௌ வட்டத்ொன் பரப்பள௳ன் மாற்றத்ொன் ௳ழதத்ைதக் 
கண்ட௣ய ேவண்௄ம், எனேவ இங்ஶ இரண்௄ அள௵கள் இ௠ப்பௌ ஒன்௥ ஆரம் மற்ெறான்௥ 
பரப்பள௵ ஆஶம், எனேவ வட்டத்ொன் பரப்பள௵ என்பைத நான் எ௱ௌழேறன்.

என்பௌ சௌரத்தால் வழங்கப்ப௄ழறௌ, அங்ஶ என்பௌ வட்டத்ொன் ஆரம் , ௔ன்னர ்  a pi r r 
ெகா௄க்கப்ப௄வௌ என்னெவன்றால், இந்த ஆரம் அொகரிக்ஶம் ௳ழதம் ௳னாூக்ஶ 3 dr dt 
ெசன்ூ௙ட்ட௠க்ஶ சமம் மற்௥ம் நாம் கண்௄௔ூக்க ேவண்ூயௌ என்பௌ என்ன  d adt r 
என்பௌ பத்ௌ ெசன்ூ௙ட்ட௠க்ஶச ்சமமாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ என்பௌ என்பௌ dadt dadt 

க்ஶ சமம் என்பைத நாம் அ௣ேவாம்.derivative da 
   இரண்௄ ஒ௠ ௳னாூக்ஶ ௛ன்௥ ெசன்ூ௙ட்டர ்ஆஶம், எனேவ ெசன்ூ௙ட்டராகpi r dadt 10 
இ௠க்ஶம் ேபாௌ ஆக 10 ெசன்ூ௙ட்டர ்௚ைற 3 ெசன்ூ௙ட்டர ்ஒ௠ ௳னாூக்ஶ 2 dadt 2 pi 
௚ைற 10 ௚ைற 3 ெகா௄க்ழறௌ 60 ெசன்ூ௙ட்டர ்சௌரம் ஒ௠ ௳னாூ, எனேவ இௌ பரப்பள௵pi 
எந்த ௳ழதத்ைத அளிக்ழறௌ ஆரம் 10 ெசன்ூ௙ட்டராக இ௠க்ஶம்ேபாௌ பரப்பள௵ ௳னாூக்ஶ 
60 ைப ெசன்ூ௙ட்டர ்சௌரமாக அொகரிக்ழறௌ அ௄த்த ஼க்கைலப் பாரப்்ேபாம், எனேவ இங்ேக 
ஒ௠ கனசௌரத்ொன் கன அள௵ ஒ௠ ெநாூக்ஶ 8 ெசன்ூ௙ட்டர ்கனசௌரமாக அொகரிக்ழறௌ 
என்றால் எப்பூ என்பௌ ேகள்௳  கனசௌரத்ொன் ௳ளிம்௔ன் நீளம் 12 ெசன்ூ௙ட்டராக 
இ௠க்ஶம்ேபாௌ ேமற்பரப்௖ப் பரப்பள௵ ேவகமாக அொகரிக்ழறௌ,
 அதனால் என்ன ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ, நமக்ஶ என்ன ேவண்௄ம் என்பைத ௙ண்௄ம் 
பாரப்்ேபாம் எனேவ கனசௌரத்ொன் ௳ளிம்௔ன் நீளமாக இ௠க்கட௄்ம்.x 
 ெதாஶொ என்பௌ கனசௌரமானௌ கனசௌரத்ொன் கனசௌரத்ொன் நீளம் மற்௥ம் v x 
ேமற்பரப்௔ன் பரப்பள௵ 6 மடங்ஶ சௌரத்ொற்ஶ சமம் என இைத எ௱ௌழேறன், ஏெனனில் x 
கனசௌரத்ொன் ஆ௥ ௚கங்கள் ஒவ்ெவான்௥ம் பக்கத்ொன் ஒ௠ சௌரம் எனேவ  கனசௌரத்ொன் x 
௳ளிம்௔ன் நீளத்ொன் அூப்பைட௜ல் எங்க௬க்ஶ ெதாஶொ மற்௥ம் பரப்பள௵ 
ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ 
, அதன் ௔றஶ ெகா௄க்கப்படட் அள௵ என்னெவனில், என்பௌ ஒ௠ ௳னாூக்ஶ 8 கன dv dt 
ெசன்ூ௙ட்ட௠க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் .

ெசன்ூ௙ட்ட௠க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ என்றால் என்றால் என்ன   x 12 dadt dadt 
ேமற்பரப்௖ பஶொ, 
எனேவ இந்த ஼க்க௧ல் நீங்கள் பாரத்்தால், உண்ைம௜ல் ௛ன்௥ அள௵கள் உள்ளன, அைவ 
ேநரத்ைதப் ெபா௥த்ௌ ஒன்௥ மற்ெறான்௥ என்பௌ கனசௌரம் மற்௥ம் ேமற்பரப்௖ பரப்பள௵x x 
ஆ௥  சௌரம் மற்௥ம் எங்க௬க்ஶ ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ, எங்க௬க்ஶ x dv dt da dt 
ேவண்௄ம், எனேவ கனசௌரத்ொற்ஶ சமமான இந்த ெவளிப்பாடை்டப் பாரத்்தால், v x v x 
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கனசௌரத்ொற்ஶ சமம் 
மடங்ஶக்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் இௌ சங்ழ௧ ௳ொ மற்௥ம் சௌரdv dt dv dx dx dt dv dx  3 x 

மடங்ஶ இப்ேபாௌ நமக்ஶ ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ  எனேவ நாம் ஐக் dxdt dv dt dxdt 
கணக்ழடலாம், இௌ 

என்பௌ 3 சௌர மடங்ஶ க்ஶ சமம் மற்௥ம் என்பௌ 8 ெசன்ூ௙ட்டர ்dxdt x dv dt dv dt 
கனசௌரமாக ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ, எனேவ இௌ 1 சௌர மடங்ஶ எட௄் ெசன்ூ௙ட்டர ்x 3 x 
கனசௌரம் ஒ௠ ௳னாூ, எனேவ இப்ேபாௌ நமக்ஶத் ெதரி௞ம்.

மற்௥ம் எங்களிடம் பரப்௖ பரப்௖ இன் ெசயல்பாடாஶம், எனேவ என்பௌ   dxdt x dxdt 
நமக்ஶத் ெதரிந்தால் , ஆ௥ சௌரத்ொற்ஶ சமமான ஐக் கணக்ழடலாம் , இௌ x dadta dadt 
என்பௌ மடங்ஶ க்ஶ சமம் மற்௥ம் என்பௌ 12 மடங்ஶ ஆஶம்.dadx dxdt dadx x dxdt 
 சௌர ெப௠க்கல் ௳னாூக்ஶ எட௄் ெசன்ூ௙ட்டர ்கனசௌரம், இைத எளிைமப்ப௄த்தலாம், 
ேம௩ம் ேகன்சல்கள் மற்௥ம் 3 12 ஆல் 3 என்பௌ 4, எனேவ இௌ 32 என்பௌ ெசன்ூ௙ட்டர ்x x 
கனசௌரத்தால் வஶக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ சமமாக இ௠க்ஶம்ேபாௌ என்ன என்பைதக் x dadt 
கணக்ழட ேவண்௄ம்.
  12 ெசன்ூ௙ட்டர ்என்பௌ ஒ௠ ௳னாூக்ஶ 32 ஆல் 12 ெசன்ூ௙ட்டர ்ெசன்ூ௙ட்டர ்
கனசௌரத்ொற்ஶச ்சமம், எனேவ இௌ ஒ௠ ௳னாூக்ஶ 8க்ஶ 3 ெசன்ூ௙ட்டர ்சௌரத்ொற்ஶச ்சமம் 
எனேவ சமமாக இ௠க்ஶம்ேபாௌ ேமற்பரப்௖ப் பரப்௖ ௳னாூக்ஶ 8க்ஶ 3 சௌர ெசன்ூ௙ட்டர ்x 
என்ற ௳ழதத்ொல் அொகரிக்ழறௌ.

௚தல் 12 ெசன்ூ௙ட்டர ்வைர, எனேவ இந்த ஼க்க௧ல் நாம் ஐப் ெபா௥த்ௌ இரண்௄  ual x 
ெவவ்ேவ௥ அள௵கைளக் ெகாண்ூ௠ப்பைதக் கண்ேடாம் , ஒவ்ெவான்௥ம் ஐச ்சாரந்்தௌ, t 
௔ன்னர ்நாம் கணக்ழட ேவண்௄ம், ஒ௠ அள௳ன் மாற்றத்ொன் ௴தத்ைத நமக்ஶக் ெகா௄த்தால், 
மாற்றத்ொன் ௳ழதத்ைதக் கணக்ழடலாம் .
 இங்ேக நாம் ெசய்யப்ேபாஶம் ௛ன்றாவௌ ௔ரசச்ைன என்னெவன்றால், எங்களிடம் ஒ௠ 
ெசவ்வகம் உள்ளௌ, ேம௩ம் ஒ௠ ெசவ்வகத்ொன் நீளம் நி௘டத்ொற்ஶ ஐந்ௌ ெசன்ூ௙ட்டராக x 
ஶைறழறௌ மற்௥ம் y 
அகலம் இப்ேபாௌ நி௘டத்ொற்ஶ நான்ஶ ெசன்ூ௙ட்டராக அொகரிக்ழறௌ 
, நீளம் எட௄் ெசன்ூ௙ட்டராக இ௠க்ஶம் ேபாௌ மற்௥ம் என்பௌ ஆ௥ ெசன்ூ௙ட்டைரக் x y 
ெகாண்௄ ஒ௠ ாற்றள௵ மற்௥ம் ெசவ்வகத்ொன் பரப்பள௵ ஆழயவற்௣ன் மாற்ற b 
௳ழதங்கைளக் கண்ட௣ய௵ம், என்ன ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ என்பைதப் பாரப்்ேபாம், நமக்ஶ 
ஒ௠ ெசவ்வகம் உள்ளௌ , அதன் நீளம் மற்௥ம் அகலம் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.x y 
 

இங்ேக நீளம் நி௘டத்ொற்ஶ ஐந்ௌ ெசன்ூ௙ட்டர ்ஶைறழறௌ என்௥ dx dt x 
ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ, 
எனேவ ஶைறவதால் எொரம்ைறயானௌ, எனேவ இௌ நி௘டத்ொற்ஶ ஐந்ௌ ெசன்ூ௙ட்டர ்x dx dt 
மற்௥ம் அகலம் அொகரித்ௌ வ௠ழறௌ.dydt 
  நி௘டத்ொற்ஶ நான்ஶ ெசன்ூ௙ட்டர,் எனேவ இௌ நி௘டத்ொற்ஶ நான்ஶ ெசன்ூ௙ட்டர ்ஆஶம், 
இப்ேபாௌ மற்௥ம் என்பௌ ௚ைறேய ாற்றள௵ மற்௥ம் ெசவ்வகத்ொன் பரப்பளைவக் p a 
ஶ௣க்கலாம், எனேவ நாம் கணக்ழட ேவண்ூயௌ என்னெவன்றால் , ஆக இ௠க்ஶம் ேபாௌ x 

மற்௥ம் என்பைத கணக்ழட ேவண்௄ம்.dpdt dadt 
 எட௄் ெசன்ூ௙ட்ட௠க்ஶ சமம் மற்௥ம் என்பௌ ஆ௥ ெசன்ூ௙ட்ட௠க்ஶ சமம், எனேவ ாற்றள௵y 
இரண்௄ மடங்ஶ ௔ளஸ் இரண்௄ மடங்ஶ நீளம் மற்௥ம் அகலம் மற்௥ம் பரப்பள௵ மடங்ஶx y x 

ஆஶம் , எனேவ நாம் கணக்ழட்டால் சமம்  2 மடங்ஶ மற்௥ம் y dp dt dx dt plus dy dt dx dt
என்பௌ ைமனஸ் 5 ஆக ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ, எனேவ இௌ 2 மடங்ஶ ைமனஸ் 5 ஷட்டல் ஆல் d 
நி௘டத்ொற்ஶ 4 ெசன்ூ௙ட்டர ்ஆஶம், எனேவ இௌ நமக்ஶ நி௘டத்ொற்ஶ ைமனஸ் 2 ெசன்ூ௙ட்டர ்
த௠ழறௌ, இதனால் ாற்றள௵ ஶைறழறௌ 
இப்ேபாௌ நி௘டத்ொற்ஶ 2 ெசன்ூ௙ட்டர ்பஶொ என்பௌ மடங்ஶ க்ஶ சமம் எனேவ இங்ஶ a x y 

என்பௌ மற்௥ம் இன் தயாரிப்௖ ஆஶம், எனேவ தயாரிப்௖ ௳ொ௜ன்பூ இௌ dadt x y dx dt 
௚ைற ஷட்டல் மடங்ஶ ைமனஸ் 5 இௌ ைமனஸ் 5 ஆஶம்  ௔ளஸ் y x dy dt dx dt y dydt 
என்பௌ 4 ஆஶம் எனேவ x 

சமம் 8 ஆக௵ம், சமமாக 6 ஆக௵ம் இ௠க்ஶம் ேபாௌ எந்தப் பஶொ மா௥ழறௌ என்பௌ x y 
ைமனஸ் 5 ெப௠க்கல் 8 ஷட்டல் 4 ெப௠க்கல் 6 மன்னிக்க௵ம் க௯த்தல் 5 ெப௠க்கல் 6 ஷட்டல் 4 
ெப௠க்கல் 8 எனேவ இௌ ைமனஸ் ௚ப்பௌ ஷட்டல் ௚ப்பத்ௌ இரண்௄ எனேவ இௌ நி௘டத்ொற்ஶ 
இரண்௄ ெசன்ூ௙ட்டர ்சௌரம், எனேவ பரப்பள௵ நி௘டத்ொற்ஶ இரண்௄ சௌர ெசன்ூ௙ட்டர ்
௴தம் அொகரித்ௌ வ௠ழறௌ, எனேவ அ௄த்த ௔ரசச்ைன ஒ௠ ேகாள வூவ ப௪ைன 
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௳னாூக்ஶ 900 கன ெசன்ூ௙ட்டர ்வா௞ைவ ெச௩த்ௌவதன் ௛லம் உயரத்்தப்ப௄ழறௌ  ஆரம் 15
ெசன்ூ௙ட்டராக இ௠க்ஶம்ேபாௌ, இங்ேக இ௠ப்பௌ நமக   ஶ ஒ௠ ேகாளம் உள்ளௌ, எனவ   
ேகாளத்ொன் கன அள௵ நான   ஶ ைப னசௌரத்தால் வழங்கப்ப௄ழறௌ, அங்   ◌ஓ என்பௌ r    r 
ஒ௠ ேகாளத்ொன் ஆரம் மற்   ◌ஓம் என்பௌ ெதாக   ொ௜ன் ௴தம்  எந்த அள௵ என்பௌ ஒ௠v dv dt 
௳னாூக்ஶ 900 ெசன்ூ௙ட்டர ்கனசௌரமாக 
அொகரிக்ழறௌ , ேம௩ம் ஆரம் 15 ெசன்ூ௙ட்டராக இ௠க்ஶம்ேபாௌ எவ்வள௵ dr dt 
அொகரிக்ழறௌ என்பைத நாம் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம்.
 

நான்ஶ ைப ௛ன்௥ ைப ெப௠க்கல் ௛ன்௥ ஆர ்சௌரம் மற்௥ம் ௔ன்னர ் எனேவ இௌ dvdt drdt, 
நான்ஶ சௌரம் க்ஶ சமம், pi r drdt 

என்பௌ ஒ௠ ௳னாூக்ஶ 900 ெசன்ூ௙ட்டர ்கனசௌரமாஶம் எனேவ என்பௌ 1 v dv dt dr dt by
க்ஶ சமம்  சௌர மடங்ஶ இௌ 1 ஆல் 4 சௌர ௚ைற 900 ெசன்ூ௙ட்டர ்கன 4 pi r dv dt, pi r 

சௌரம் ஒ௠ ௳னாூக்ஶ சமம் , ௔ன்னர ் ெசன்ூ௙ட்டராக இ௠க்ஶம்ேபாௌ இைத நாம் r 15 
கணக்ழட ேவண்௄ம், 
எனேவ ெசன்ூ௙ட்டராக இ௠க்ஶம்ேபாௌ என்பௌ 1 ைப 4 ைப ெப௠க்கல் 15 r 15 dr dt 
ெசன்ூ௙ட்டர ்சௌர மடங்ஶ ஆஶம்.
 ஒ௠ ௳னாூக்ஶ 900 ெசன்ூ௙ட்டர ்கனசௌரம் மற்௥ம் இௌ ஒன்பௌ ௏௥கைள நான்ஶ ைப ஆல் 
பொைனந்ொ௧௠ந்ௌ பொைனந்ௌ ெசன்ூ௙ட்டராகப் ௔ரிக்ழறௌ, எனேவ இௌ ஒ௠ ௳னாூக்ஶ 
ைப ெசன்ூ௙ட்ட௠க்ஶ ஒன்௥க்ஶ சமம் எனப் ெப௥ழேறாம், 
எனேவ ஆரம் ஆக இ௠க்ஶம்ேபாௌ ௳னாூக்ஶ 1 ைப ெசன்ூ௙ட்டராக அொகரிக்ழறௌ.r 15 
 ெசன்ூ௙ட்டர ்ஆ, மற்ெறா௠ ௔ரசச்ைனையப் பாரப்்ேபாம், எனேவ இங்ேக ாவரில் சாய்ந்ௌ 
ஐந்ௌ ௙ட்டர ்நீள௚ள்ள ஏணி உள்ளௌ ௳னாூ  , ஏணி௜ன் அூ ாவரில் இ௠ந்ௌ 4 ௙ட்டர ்r 
ெதாைல௳ல் இ௠க்ஶம்ேபாௌ ாவரில் அதன் உயரம் எவ்வள௵ ேவகமாகக் ஶைறழறௌ என்பௌ 
ேகள்௳, எனேவ இந்த ஼க்கைலப் ௖ரிந்ௌெகாள்ள ௚யற்஼ப்ேபாம் ஐந்ௌ ௙ட்டர ்நீள௚ள்ள ஏணி 
ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ, எனேவ இைத ாவர ்என்௥ ெசால்லலாம்.
  ேம௩ம் இௌ எங்களிடம் இ௠க்ஶம் ஏணி௜ன் நீளம் 5 ௙ட்டராக ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ, ஼ல 
சமயங்களில் என்பௌ ாவரில் இ௠ந்ௌ ஏணி௜ன் இந்த பாதத்ொன் ்ரம் மற்௥ம் என்பௌ x y 
இப்ேபாௌ ாவரில் உள்ள ஏணி௜ன் உயரம் என்௥ ஷ௥ேவாம்.
 ெகா௄க்கப்படட்ௌ என்னெவன்றால் , ஏணி௜ன் அூப்பஶொ ாவரில் இ௠ந்ௌ ஒ௠ ௳னாூக்ஶ 
இரண்௄ ெசன்ூ௙ட்டர ்ேவகத்ொல் இ௱க்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ இந்த ெகா௄க்கப்படட் x dx dt 
ஆனௌ ௳னாூக்ஶ 2 ெசன்ூ௙ட்ட௠க்ஶ சமம், ஏெனனில் அௌ ாவரில் இ௠ந்ௌ 
இ௱க்கப்ப௄வதால் அொகரித்ௌ வ௠ழறௌ காலப்ேபாக்ழல் இௌ ேநரம்ைற அைடயாளத்ௌடன் x 
உள்ளௌ மற்௥ம் ௙ட்ட௠க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ ஐக் கண்௄௔ூக்க நாம் x 4 dydt 
கணக்ழட ேவண்௄ம்,  எனேவ ஏணிைய ாவரில் இ௱க்ஶம்ேபாௌ இந்த அொகரிக்ழறௌ மற்௥ம்x 

ஶைறழறௌ, எனேவ இப்ேபாௌ எொரம்ைறயாக வ௠ம் நாம் எப்பூ ௌைடப்ேபாம்  இௌ y dydt d 
மற்௥ம் க்ஶ இைடேய உள்ள ெதாடர௖் என்ன என்பைதப் பாரப்்ேபாம் x y 

, ஏெனனில் நாம் இங்ேக ௔த்தேகாரஸ் ேதற்றம் ௛லம் ஒ௠ ெசங்ேகாண ௚க்ேகாணம் 
இ௠ப்பதால் 

சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் ஐந்ௌ சௌரத்ொற்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம்.x y 
க்ஶ  t 

இரண்௄ மற்௥ம் 2 வலௌ௖றம் நிைலயானௌ, எனேவ வ௯த்ேதான்றல் 0 மற்௥ம் xdxdt ydydt 
இௌ ஆனௌ மடங்ஶ க்ஶ சமம் என்பைத இௌ ஶ௣க்ழறௌ, dydt y dxdt 
எனேவ இந்த சமன்பாடூ்௧௠ந்ௌ அொகரித்தால் ேநரம்ைறயாக இ௠க்ஶம் என்பைத x dxdt 
நீங்கள் பாரக்்கலாம்.

௙ட்ட௠க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ எொரம்ைறயாக ெவற்௣ ெப௥ம்   என்பௌ 4  x 4 dy dt x 
௙ட்டைர ஆல் வஶத்தால் 3 ௙ட்டர ்மடங்ஶ என்பௌ ஒ௠ ௳னாூக்ஶ 2 ெசன்ூ௙ட்டர ்y dx dt 
என்௥ ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ, எனேவ இௌ ஒ௠ ௳னாூக்ஶ ைமனஸ் எட்ூல் ௛ன்௥ 
ெசன்ூ௙ட்ட௠க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், எனேவ உயரம் எட௄் என்ற ௳ழதத்ொல் ஶைறழறௌ .
 ௳னாூக்ஶ ௛ன்௥ ெசன்ூ௙ட்டர ்சரி, இங்ேக மற்ெறா௠ ஼க்கைலப் பாரப்்ேபாம், வைள௳ல் 
ஒ௠ ௌகள் நகர௵்கள் ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளன , அதன் சமன்பா௄ ஆ௥ கனசௌரத்ொற்ஶ சமம் y x 
௔ளஸ் இரண்௄ என ெகா௄க்கப்படட் சமன்பா௄ ஒ௠ங்ழைணப்௖ மா௥ம் வைள௳ல் உள்ள y 
௖ள்ளிகைளக் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம்.

ஒ௠ங்ழைணப்ைப ௳ட எட௄் மடங்ஶ ேவகமாக இ௠ப்பதால், நமக்ஶ வைள௳ன் சமன்பா௄  x 
ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ, எனேவ கமா ஐ கண்௄௔ூக்க ௖ள்ளிகைளக் கண்௄௔ூக்க x y 
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ேவண்௄ம், அதாவௌ எட௄் மடங்ஶ க்ஶ சமம், எனேவ இந்த சமன்பாட்ூ௧௠ந்ௌ ஆ௥ dydt dxdt 
என்பௌ கனசௌரத்ொற்ஶ சமம் ௔ளஸ் இரண்௄ ஆ௥ ௛ன்௥ சௌர மடங்ஶ க்ஶ y x dydt x dxdt 

சமம் என்பைத இௌ ஶ௣க்ழறௌ, இௌ சௌரம் இரண்௄ மடங்ஶ ஐக் ஶ௣க்ழறௌ, dydt x dxdt 
இப்ேபாௌ நாம் இந்த ஐக் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம், மடங்ஶ xy dydt 8 dxdt 
என்றால் அதற்ஶ மடங்ஶ என்றால் இௌ இந்த காரணிையக் ஶ௣க்ழறௌ.dydt 8 dxdt 

சௌரம் இரண்டானௌ எட்ூற்ஶச ்சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், அதாவௌ சௌரம் பொனா௥,  x x 
எனேவ என்பௌ ஷட்டல் அல்லௌ க௯த்தல் நான்காக இ௠க்க ேவண்௄ம், இப்ேபாௌ x 

என்பௌ 4 க்ஶ சமம் என்றால் ஆயத்ெதாைகையக் கண்ட௣ய ேவண்௄ம்.x y y 
ஐ 6 ஆல் வஶத்தால் 64 ஷட்டல் இரண்ைட ஆ௥ அ௥பத்ொ ஆ௥ ஆல் வஶத்தால் அௌ   lus 2 

பொெனான்௥ எனேவ என்பௌ பொெனான்௥ மற்௥ம் என்பௌ ைமனஸ் 4 மற்௥ம் ைமனஸ் 4y x y 
கனசௌரமாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ 2 வௌ 6 ஆல் வஶத்தால் இௌ க௯த்தல் 62க்ஶ சமம் 6 ஆல் அல்லௌ 
ைமனஸ் ௚ப்பத்ொ ஒன்ைற ௛ன்றால் வஶக்க எனேவ ேதைவயான ௖ள்ளிகள் நான்ஶ கமா 
பொெனான்௥ ஒ௠ ௖ள்ளி மற்௥ம் க௯த்தல் நான்ஶ கமா க௯த்தல் ௚ப்பத்ொ ஒன்௥க்ஶ ௛ன்௥ 
என்பௌ மற்ெறா௠ ௖ள்ளி சரி இப்ேபாௌ இந்த மாற்ற ௳ழதம் ெபா௠ளாதாரத்ொ௩ம் 
பயன்ப௄த்தப்ப௄ழறௌ, எனேவ பாரப்்ேபாம் 
ெபா௠ளாதாரத்ொல் மாற்ற ௳ழதத்ைதப் பயன்ப௄த்ௌவதால், 

என்பௌ ஼ல ெதா௯ல்ௌைறயால் உற்பத்ொ ெசய்யப்ப௄ம் ஒ௠ ெபா௠ளின் அலஶகளின் x 
எண்ணிக்ைக என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், எனேவ என்பௌ உற்பத்ொ ெசய்யப்ப௄ம் ஒ௠ x 
ெபா௠ளின் அலஶகளின் எண்ணிக்ைக மற்௥ம் என்பௌ அலஶகைள உற்பத்ொ x x 
ெசய்வதற்கான ெசலைவக் ஶ௣க்ழறௌ, எனேவ இௌ சாரந்்தௌ  ௟னிட் எண்ணிக்ைக  x 
௟னிடை்ட உற்பத்ொ ெசய்வதற்ஶ நி௥வனம் ெசலவ௯க்க ேவண்ூய ெசல௵, இௌ இன் x c 
மற்௥ம் இன் ஐக் ஶ௣க்ழறௌ, r x 
இௌ ெபா௠ளின் ௟னிடக்ைள ௳ற்பதன் ௛லம் ழைடக்ஶம் வ௠வாையக் ஶ௣க்ழறௌ.x 
 
அவரக்ள் ௳ற்ழறாரக்ள்  ௟னிடக்ள் இன் மற்௥ம் ௔ன்னர ்லாபம் என்பௌ வ௠வாய் x r x 
க௯த்தல் ெசல௵ இௌ ௙ண்௄ம் உற்பத்ொ ெசய்யப்பட௄் ௳ற்கப்ப௄ம் ௟னிடக்ளின் x 
எண்ணிக்ைகையப் ெபா௥த்தௌ, இப்ேபாௌ ஼ல ெசாற்கள் பயன்ப௄த்தப்ப௄ழன்றன, எனேவ 
஼௣ய ௳ைல௜ல் என்௥ இௌ வைரய௥க்கப்ப௄ழறௌ ஐப் ெபா௥த்தமடூ்ல் இன் mc of x x x c
இன் மாற்றத்ொன் ௴தம், 
அதாவௌ நாம் ௳ளிம்௖ச ்ெசலைவ எ௱ௌம்ேபாௌ, ◌ஓ அலஶ இன் எண்ணிக்ைக௜ன் x 
ெசயல்பா௄ ஆஶம், இௌ ஐ ◌ ்ெபா௥த்தவைர இன் வ௯த்ேதான்ற௩க்ஶச ்சமம்.x c 

இௌ வைரயைற௜ன்பூ ஐப் ெபா௥த்ௌ வ௠வா௜ன் வ௯த்ேதான்றல் ஆஶம், எனேவ   x  x 
நாம் ௳ளிம்௖ச ்ெசல௵ அல்லௌ ௳ளிம்௖ வ௠வாையக் கணக்ழட ேவண்௄ம் என்௥ நீங்கள் 
கண்டால், ஐப் ெபா௥த்ௌ வ௯த்ேதான்றைல எ௄க்க ேவண்௄ம், x 
எனேவ எ௄த்ௌக்காட்டாக இன் ெமாத்த ெசல௵ ஒ௠ ெபா௠ளின் அலஶகைள x c in  x 
உற்பத்ொ ெசய்வதற்கான ௡பாய் இன் ஆல் வழங்கப்ப௄ழறௌ ௖ள்ளி ௗஜ்யம் ௗஜ்யம் ஏ௱ x c x
கனசௌரம் க௯த்தல் ௖ள்ளி ௗஜ்௷யம் ௗஜ்யம் ௛ன்௥ சௌரம் ஷட்டல் பொைனந்ௌ ஷட்டல் x x 
நான்கா௜ரம் எனேவ இந்த ித்ொரம் க்ஶ ஆஶம் ெசல௵ ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ.pr 

௟னிட் இந்த ித்ொரத்தால் ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ, இப்ேபாௌ நாம் ெசய்ய  oducing x 
ேவண்ூயௌ என்னெவன்றால் 
, 17 ௟னிடக்ள் உற்பத்ொ ெசய்யப்ப௄ம் ேபாௌ ௳ளிம்௖ச ்ெசலைவக் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம், 
எனேவ நாம் ெசய்ய ேவண்ூயௌ என்னெவன்றால், இந்த ெசல௵ச ்ெசயல்பாடூ்ன் 
வ௯த்ேதான்றைல எனேவ ௳ளிம்ைபப் ெபா௥த்ௌ எ௄க்க ேவண்௄ம்.x 

இல் உள்ள ௳ைல ஆஶம், இதன் வ௯த்ேதான்றைல எ௄த்ௌக் ெகாள்௬ங்கள், எனேவ   x dcdx x
கனசௌரம் ௛ன்௥ சௌரத்ைதக் ெகா௄க்ஶம், இௌ ௖ள்ளி ௗஜ்௷யம் இரண்௄ ஒ௠ சௌரம் x x x 
சௌரத்ொன் வ௯த்ேதான்றல் இரண்௄ ௖ள்ளி ௗஜ்௷யம் ஆ௥ ஷட்டல் பொைனந்ௌ எனேவ x x x 
ஆக இ௠க்ஶம் ேபாௌ பொேன௱, பொேனழாக இ௠க்ஶம்ேபாௌ ௳ளிம்௖ச ்ெசலைவக் கணக்ழட x 
ேவண்௄ம், இௌ ௖ள்ளி ௗஜ்௷யம் இரண்௄ ஒ௠ ௚ைற பொேன௱ சௌரம் க௯த்தல் ௖ள்ளி ௗஜ்யம் 
ௗஜ்யம் ஆ௥ ௚ைற பொேன௱ ஷட்டல் பொைனந்ௌ , இௌ ௖ள்ளி ௗஜ்௷யம் இரண்௄ ஒ௠ ௚ைற 
இரண்௄ எண்பத்ொ ஒன்பௌ க௯த்தல் இௌ ௖ள்ளி ஒன்௥ ௗஜ்௷யம் இரண்௄ ஷட்டல் ெகா௄க்ஶம்  
பொைனந்ௌ மற்௥ம் இைத நீங்கள் கணக்ழட்டால் 20.
967 ழைடக்ஶம் என்௥ நான் நிைனக்ழேறன், வ௠வாய் ெகா௄க்கப்படட்ால், இௌ௵ம் 
இேதேபான்ற ௳ளிம்௖ ெசல௵ ஆஶம், எனேவ அ௄த்த உதாரணம் அலஶகைள ௳ற்பதன் x 
௛லம் ெபறப்பட்ட ெமாத்த வ௠மானம் இன் சௌரம் ஷட்டல் 26 ஆஶம்.x r 13 x 
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௔ளஸ் 15   x 
என்பௌ ஏ௱க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம்ேபாௌ ௳ளிம்௖ வ௠வாையக் கண்ட௣ய௵ம், எனேவ x 

௳ளிம்௖ வ௠வாய் என்பௌ ஐப் ெபா௥த்தவைர இன் வ௯த்ேதான்றல் என்௥ உங்க௬க்ஶத் x r 
ெதரிந்தால், இௌ இ௠பத்ொ ஆ௥ ஷட்டல் இ௠பத்ொ ஆ௥க்ஶ சமம் எனேவ ஏழாக x x 
இ௠க்ஶம்ேபாௌ இௌ சமமாஶம்.
 இ௠பத்ொ ஆ௥ ெப௠க்கல் ஏ௱ ஷட்டல் ஒன்௥ இ௠பத்ொ ஆ௥ ெப௠க்கல் எட௄், இௌ இரண்௄ 
ௗஜ்௷ய எட௄்க்ஶ சமம் இப்ேபாௌ நாம் லாபத்ைத அொகரிக்க ேவண்௄ம் என்௥ 
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் 
௔றஶ நாம் என்ன ெசய்ய ேவண்௄ம்,
 அதனால் நாம் என்ன ெசய்ய ேவண்௄ம் , இன் லாபம் என்பௌ இன் வ௠வாைய x p x r 
க௯த்தல் இன் ெசலவாஶம்.c 

இப்ேபாௌ லாபத்ைத அொகரிக்க எனேவ ௔ைரம் என்ற வ௯த்ேதான்றைல எ௄த்ௌக்   x p x 
ெகாண்டால் , இௌ ப்ைரம் க௯த்தல் ௔ைரம் க்ஶ சமம், இௌ ௳ளிம்௖நிைல r x c x 
வ௠வாையக் க௯த்ௌ, ௳ளிம்௖ச ்ெசலவாஶம், எனேவ 
லாபத்ைத அொகரிக்க , அலஶகளின் எண்ணிக்ைக ஆக இ௠க்க ேவண்௄ம்.x 
 ெடரிேவடூ்வ் ௔ைரம் என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம், அதாவௌ இன் ௳ளிம்௖ வ௠வாய் p x x x
இன் ௳ளிம்௖ச ்ெசல௳ற்ஶச ்சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ நாம் ௳ளிம்௖ச ்ெசல௵ மற்௥ம் 
ஶ௥ வ௠வாைய 
சமன் ெசய்தால், ௳ளிம்௖ வ௠வாய் மற்௥ம் ௳ளிம்௖ச ்ெசலைவ சமன்  லாபம் அொகபடச்மாக 
இ௠க்ஶம் இன் மொப்௖கைளப் ெப௥ழேறாம், எனேவ இந்த ௳ரி௵ைரக்ஶ இங்ேக x 
நி௥த்ௌேவாம் , அ௄த்த ௳ரி௵ைர௜ல் ெடரிேவூவ்களின் ேம௩ம் ஼ல பயன்பா௄கைளப் 
பாரப்்ேபாம் நன்௣ 
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