
 െഡറിേവئീവുകെളുׯറിتു׺ അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ സٔാഗതം, അതിനാൽ ഈ 
ْപഭാഷണ؋ിൽ അളവുകളുെട മാ؋ئിന്െറ നിരׯിെനുׯറി്׺ പഠിുׯം, അതിനാൽ ഈ 
ْപഭാഷണ؋ിൽ അളവുകളുെട മാ؋ئിന്െറ നിര്ׯ കണׯാؗുׯതിന് െഡറിേവئീവുകളുെട 
ْപേയാഗം ഞ׹ൾ കാണും, അതിനാൽ നമുتുׯത് ഇവിെട കാണാം. സമയെ؋ സൂചിؚിുؗുׯ 
കൂടാെത  സമയെ؋ ആْശയി്׺ ര؇് അളവുകൾ അനുവദിുׯക, അതിനാൽ എؗിവ t x, yb x, y t 
യുെട ْപവർ؋ന׹ളാണ്, അതിനാൽ എؗത് യുെട കുറ്׺ ആണ്, എؗത് സമയ؋ിന്െറ ഒരു x t x y 
ഫംഗ്ഷനാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഒരു ഫംഗ് ഷനായി നൽകിയിരിുؗുׯ എ്ؗ കരുതുക.  ന്െറ ഒരു x 
ഫംഗ് ഷനായി നൽകിയിരിുؗുׯ, ഇേؚാൾ ന്െറ മാ׹ئളുെട നിരׯിന്െറ മാ؋ئിന്െറ നിര്ׯ y x x, 

എؗിവ സമയവുമായി ബؖെؚ؂് എؗിവയുെട െഡറിേവئീവുകളാണ് y t x, y dxdt , dydt, 
അതിനാൽ ഒരു അളവിന്െറ മാ؋ئിന്െറ നിര്ׯ അനുസരി്׺ ഞ׹ൾ െഡറിേവئീവ് അർ،മാുؗുׯ  
സമയെ؋ സംബؖി്׺ അതായത് അതായത് ന്െറ മാ؋ئിന്െറ നിര്ׯ അറിയാെമ׸ിൽ, t, dxdt x 

ന്െറ മാ؋ئിന്െറ നിര്ׯ ഇനിؚറയുؗ രീതിയിൽ െചയിൻ റൂൾ ഉപേയാഗി്׺ കണׯാׯാം, ydydt 
അതിനാൽ എؗത് െചയിൻ റൂൾ ْപകാരം ന്െറ ഒരു ഫംഗ്ഷനായി؂ാണ് നൽകിയിരിؗുׯെത്ؗ y x 
നമുׯറിയാം .  ആകാം  തവണ ആയി റി؂ൺ െചുإക, അതിനാൽ എؗത് ന്െറ ഒരു w dydx dxdt y x 
ഫംഗ് ഷൻ ആയി അറിയാെമ׸ിൽ നമു്ׯ കണׯാׯാം , എؗത് ന്െറ മാ؋ئിന്െറ dydx dxdt x 
നിരׯാണ്, അത് അറിയെؚടുؗതായി കരുതെؚടുؗു, അതിനാൽ കണׯാׯാം, അതിനാൽ dydt 
നമു്ׯ ചില ഉദാഹരണ׹ൾ േനാׯാം ആദّ ഉദാഹരണ׹ൾ ഒരു വൃ؋؋ിന്െറ ആരം െസׯൻഡിൽ 
മൂ്ؗ െസന്റീമീئർ എؗ േതാതിൽ വർؑിുؗുׯ എ്ؗ കരുതുക  , ആരം 10 
െസന്റീമീئറായിരിുׯേآാൾ വൃ؋؋ിന്െറ വിُീٝർ؉؋ിന്െറ മാ؋ئിന്െറ നിര്ׯ കെ؇ു؋ക, 
അതിനാൽ ഇവിെട നൽകിയിരിؗുׯത് വൃ؋؋ിന്െറ ആരം ഇതാണ് െസׯൻഡിൽ 3 െസന്റീമീئർ 
വർؑിുؗുׯ, ആരം 10 െസന്റീമീئറായിരിുׯേآാൾ വൃ؋؋ിന്െറ വിُീٝർ؉؋ിന്െറ മാ؋ئിന്െറ 
നിര്ׯ കെ؇േ؋؇തു؇്, അതിനാൽ ഇവിെട നമു്ׯ ര؇് അളവുകൾ ഉتത് ഒ്ؗ ആരം മെئാ്ؗ 
വിُീٝർ؉മാണ്, അതിനാൽ വൃ؋؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം എനിׯറിയാം, ഞാൻ എഴുതെ؂  എؗത് a pi r 
സ്കٔയർ ആണ് നൽകുؗത്, അവിെട എؗത് സർׯിളിന്െറ ആരം ആണ് , തുടർ്ؗ എؓാണ് r 
നൽകിയിരിؗുׯത്, ഈ എْത ദൂരം വർؑിുؗുׯ എؗത് െസׯൻഡിൽ 3 െസന്റീമീئറിന് dr dt 
തുലّമാണ് , നأൾ കെ؇േ؋؇ത് ആണ്  എؗത് പ്؋ െസന്റീമീئറിന് തുലّമാകുേآാൾ d adt r 

എؗത് എؗത് യ്്ׯ തുലّമാെണ്ؗ നമു്ׯ അറിയാം, എؗത് dadt dadt derivative da drdta pi r 
ചതുരാകൃതിയിൽ നൽകിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ എؗത് ര؇് തവണ ആണ് , dadr pi r drdt drdt 
എؗത് െസׯൻഡിൽ മൂ്ؗ െസന്റീമീئർ ആണ്, അതിനാൽ ഇത്  െസׯൻഡിൽ ര؇് മൂ്ؗ pi r 
െസന്റീമീئർ ആണ്, അതിനാൽ െസന്റീമീئറാകുേآാൾ മുതൽ 10 െസന്റീമീئർ r 10 dadt 2 pi 
തവണ 3 െസന്റീമീئർ ആണ്, ഇത് 2 തവണ 10 തവണ 3 നൽകുؗു 60 െസന്റീമീئർ ചതുരം ഒരു pi 
െസׯൻഡ് ആണ് അതിനാൽ ഇത് വിُീٝർ؉؋ിന്െറ നിര്ׯ നൽകുؗു വിُീٝർ؉ം വർؑി10 ,ുؗുׯ 
െസന്റീമീئർ ആരം ആയിരിുׯേآാൾ, വിُീٝർ؉ം െസׯൻഡിൽ 60 ൈപ െസന്റീമീئർ ചതുര؋ിൽ 
വർؑിുؗുׯ, അടു؋ ْപٍ٠ം േനാׯാം, അതിനാൽ ഇവിെട നമു്ׯ നൽകിയിരിؗുׯത് ഒരു കّൂബിന്െറ
അളവ് െസׯൻഡിൽ 8 െസന്റീമീئർ കّൂബ് എؗ േതാതിൽ വർؑിുؗുׯ, പിെؗ എ׹െന എؗതാണ് 
േചാദّം  കّൂബിന്െറ ഒരു അരികിന്െറ നീളം 12 െസന്റീമീئറായിരിുׯേآാൾ ഉപരിതല വിُീٝർ؉ം 
േവഗ؋ിലാണ് വർؑിؗുׯത്, അതിനാൽ എؓാണ് നൽകിയിരിؗുׯെതؗും എؓാണ് േവ؇െതؗും 
നമു്ׯ േനാׯാം, അേؚാൾ ആകെ؂ കّൂബിന്െറ അരികിന്െറ നീളം േവാളിയം എؗത് കّൂബാണ്,x v x 
കّൂബിന്െറ േവാളിയം എ്ٙـ കّൂബിന്െറ നീളമാണ് , ഉപരിതല വിُീٝർ؉ം ഇത് 6 മട്׹ ചതുര؋ിന് x 
തുലّമാണ് എؗതിനാൽ ഞാൻ ഇത് എഴുതെ؂, കാരണം കّൂബിന്െറ ആറ ്മുഖ׹ൾ ഓേരാؗും 
വശ؋ിന്െറ ഒരു ചതുരമാണ് x 
അ׹െന  കّൂബിന്െറ അരികിന്െറ നീളം അനുസരി׺ാണ് നമു്ׯ േവാളിയവും ഉപരിതല വിُീٝർ؉വും 
നൽകിയിരിؗുׯത് , തുടർ്ؗ നൽകിയിരിؗുׯത് േവാളിയം വർؑിؗുׯ നിരׯാണ്, അതിനാൽ 
ഡിവി ഡിടി െസׯൻഡിൽ 8 കّുബിക് െസന്റീമീئറിന് തുലّമാണ് , ഞ׹ൾ നിര്ׯ കെ؇േ؋؇തു؇്
 ഏത് ഉപരിതല വിُീٝർ؉ം അർ،മാؗുׯത് െസന്റീമീئറിന് തുലّമാകുേآാൾ എؓാണ് dadt x 12 

അതിനാൽ ഈ ْപശ് ന؋ിൽ നി׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ നമു്ׯ യഥാർ،؋ിൽ മൂ്ؗ dadt, 
അളവുകൾ ഉ؇്, അത് സമയെ؋ ആْശയി׺ിരിുؗുׯ ഒ്ؗ മെئാ്ؗ എؗത് േവാളിയം കّൂബ് x x 
ആണ്, ഉപരിതല വിُീٝർ؉ം ആറ് ആണ്  സ്കٔയർ , ഞ׹ൾ്ׯ നൽകിയി؂ു؇്, ഞ׹ൾ്ׯ x dv dt da 

േവണം, അതിനാൽ ഈ പദْപേയാഗം േനാׯിയാൽ കّൂബിന് തുലّമാണ്, കാരണം കّൂബിന് dt v x v x 
തുലّമാണ് തവണ ഇത് െചയിൻ റൂളും ْപകാരമാണ്.  3 ചതുരْശ മട്׹ dv dt dv dx dx dt dv dx x dxdt
ആണ് ഇേؚാൾ നമു്ׯ നൽകിയിരിؗുׯത്  അതിനാൽ നമു്ׯ കണׯാׯാം, ഇത് dv dt dxdt 
സൂചിؚിؗുׯത് എؗത് 3 ചതുരْശ മട്׹ ആണ് , എؗത് 8 െസന്റീമീئർ കّൂബ് dxdt x dv dt dv dt 
ആണ്, അതിനാൽ ഇത് 1 ചതുരْശ മട്׹ എ؂് െസന്റീമീئർ കّൂബ് െപർ െസׯൻഡ് ആണ്, x 3 x 
അതിനാൽ എؓാെണ്ؗ ഇേؚാൾ നമുׯറിയാം  കൂടാെത നമു്ׯ ഏരിയ ഉപരിതല വിُീٝർ؉ം dxdt x 
ന്െറ ْപവർ؋നമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ അറിയാെമ׸ിൽ നമു്ׯ ആറ് ചതുര؋ിന് തുലّമായ dxdt x 

കണׯാׯാം, ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് എؗത് തവണ ആണ് , എؗത് 12 dadta dadt dadx dxdt dadx x 
മട്׹ ആണ്. ചതുരാകൃതിയിൽ െസׯൻഡിൽ എ؂് െസന്റീമീئർ കّൂബ് dxdt 
അ׹െന ഇത് ലളിതമാׯാം, നമു്ׯ കّാൻസൽ ലഭിുׯം, 3 12 െകാ؇് 3 4 ആണ്, ഇത് 32 ആണ് x x 
െസന്റീമീئർ കّൂബ് െപർ െസׯൻഡ്, അതിനാൽ തുലّമാകുേآാൾ എؓാണ് എ്ؗ x dadt 
കണׯാേׯ؇ത്  12 െസന്റീമീئർ എؗത് െസׯൻഡിൽ 32 ൈബ 12 െസന്റീമീئർ െസന്റീമീئർ 
കّൂബിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് െസׯൻഡിൽ 8 മുതൽ 3 െസന്റീമീئർ ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, 
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അതിനാൽ ആയിരിുׯേآാൾ ഉപരിതല വിُീٝർ؉ം െസׯൻഡിൽ 8 മുതൽ 3 ചതുരْശ x eq 
െസന്റീമീئർ എؗ നിരׯിൽ വർؑിുؗുׯ. മുതൽ 12 െസന്റീമീئർ വെര, അതിനാൽ ഈ ual 
ْപٍ؋٠ിൽ നമു്ׯ െന ആْശയി്׺ ര؇് വّതُّ ٝഅളവുകൾ ഉെ؇ؗും ഓേരാؗും െയ x- t- 
ആْശയി׺ിരിുؗുׯെവؗും ഞ׹ൾ ക؇ു, തുടർ്ؗ നമു്ׯ ഒരു അളവിന്െറ മാ؋ئിന്െറ നിര്ׯ 
നൽകിയാൽ നമു്ׯ കണׯാേׯ؇തു؇്. ഞ׹ൾ ഇവിെട െചؗുإ മൂؗാമെ؋ ْപٍ٠ം, നമു്ׯ ഒരു 
ദീർഘചതുരം ഉ؇്, ഒരു ദീർഘചതുര؋ിന്െറ നീളം മിനിئിൽ അ؀് െസന്റീമീئറായി കുറയുؗു , x 
വീതി ഇേؚാൾ  നീളം എ؂് െസന്റീമീئർ ആകുേآാൾ മിനിئിൽ നാല് െസന്റീമീئർ വർؑിുؗുׯ. y x 
കൂടാെത എؗത് ആറ് െസന്റീമീئർ ഉപേയാഗി്׺ ഒരു ചുئളവിന്െറയും ചതുര؋ിന്െറ y b 
വിُീٝർ؉؋ിന്െറയും മാ؋ئിന്െറ നിര്ׯ കെ؇ു؋ക, എؓാണ് നൽകിയിരിؗുׯത് എ്ؗ േനാׯാം
നമു്ׯ ഒരു ദീർഘചതുരം ഉ؇് , അതിന്െറ നീളം ഉം വീതി ഉം നമു്ׯ നൽകിയിരിുؗുׯ. x y dx dt 
ْശؑിുׯക, ഇവിെട ന്െറ നീളം മിനിئിൽ അ؀് െസന്റീമീئറായി കുറയുؗു, അതിനാൽ x x 
കുറയുؗതിനാൽ െനഗئീവ് ആണ്, അതിനാൽ ഇത് മിനിئിൽ ൈമനസ് അ؀് െസന്റീമീئറും dx dt 

വീതി വർؑിؗുׯതുമാണ്  മിനിئിൽ നാല് െസന്റീമീئർ, അതിനാൽ ഇത് മിനിئിൽ നാല് dydt 
െസന്റീമീئറാണ് , ഇേؚാൾ എ്ؗ അനുവദിുׯക, ഒരു ദീർഘചതുര؋ിന്െറ ചുئളവിെനയും p 
വിُീٝർ؉െ؋യും യഥാْകമം സൂചിؚിുؗുׯ, അതിനാൽ നأൾ കണׯാേׯ؇ത് dpdt, dadt 
എؗിവ ആകുേآാൾ എؗിവ കെ؇ു؋ക. എ؂് െസന്റിമീئറിന് തുലّമാണ്, ആറ് x dpdt , dadt y 
െസന്റിമീئറിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ അറിയാവുؗത് , ചുئളവ് ര؇് മട؛ ്׹സ് ര؇് x y 
മട്׹ നീളവും വീതിയും വിُീٝർ؉വും മട്׹ ആണ്, അതിനാൽ നأൾ കണׯാׯിയാൽ x y dp dt 
തുലّമാണ്  2 മട؛ ്׹സ് എؗിവ ൈമനസ് 5 ആണ്, അതിനാൽ ഇത് 2 മട്׹ dx dt dy dt , dx dt 
ൈമനസ് 5 ؛സ് മിനിئിൽ 4 െസന്റീമീئറാണ്, അതിനാൽ ഇത് നമു്ׯ മിനിئിൽ ൈമനസ് 2 d dt 
െസന്റീമീئർ നൽകുؗു, 
അ׹െന ചുئളവ് കുറയുؗു ഇേؚാൾ മിനിئിൽ 2 െസന്റീമീئർ ഏരിയ എؗത് മട്׹ ന് a x y 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട എؗിവയുെട ഉൽؚؗമാണ്, അതിനാൽ ഉൽؚؗ നിയമം dadt x, y 
അനുസരി്׺ ഇത് തവണ ؛സ് തവണ ൈമനസ് 5 ആണ് ഇത് ൈമനസ് 5 ആണ്  dx dt y x dy dt dx dt y
 dydt 4 x x y 6 ,ׯാൾ വിُീٝർ؉ം മാറുؗ നിര്آസ് ആണ് അതിനാൽ തുലّം 8 നും നും തുലّമാകുേ؛
ഇത് ൈമനസ് 5 തവണ 8 നും 4 മട6 ്׹ നും ײമിׯണം ൈമനസ് 5 തവണ 6 കൂ؂ി 4 തവണ 8 നൽകുؗു, 
അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് മുؚതും മുؚ؋ിര؇ും ആണ്, അതിനാൽ ഇത് മിനിئിൽ ര؇് െസന്റീമീئർ 
ചതുരം, അതിനാൽ വിُീٝർ؉ം മിനിئിൽ ര؇് ചതുരْശ െസന്റീമീئർ എؗ േതാതിൽ വർؑിുؗുׯ, 
ശരി, അടു؋ ْപٍ٠ം ഒരു േഗാളാകൃതിയിലുت ബലൂൺ െസׯൻഡിൽ 900 കّുബിക് െസന്റീമീئർ 
വാതക؋ിൽ പ്آ െചᅃٝുെകാ؇് വീർؚിؗുׯതാണ്.  ആരം 15 െസന്റീമീئർ ആകുേآാൾ നമു്ׯ 
ഇവിെട ഉتത് നമു്ׯ ഒരു േഗാളമാണ്, അതിനാൽ േഗാള؋ിന്െറ അളവ് നാല് മൂ്ؗ കّൂബ് pi r 
നൽകുؗു, ഇവിെട എؗത് ഒരു േഗാള؋ിന്െറ ആരവും എؗത് േവാളّവുമാണ് നൽകിയിരിؗുׯത്r v 
ഏത് േവാളിയം വർؑിുؗുׯ ഇത് െസׯൻഡിൽ 900 െസന്റീമീئർ കّൂബ് ആണ്, ആരം 15 dv dt 
െസന്റീമീئർ ആകുേآാൾ എؗതിനർ،ം ആരം വർؑിؗുׯ നിര്ׯ എْതയാെണ്ؗ ഞ׹ൾ dr dt 
കെ؇േ؋؇തു؇്, അതിനാൽ ൈബ ْതീ ൈപ ആർ കّൂബിന് തുലّമാണ് നാല് ൈബ മൂ്ؗ v 4 dvdt 
ൈപ ഇര؂ി ْതീ സ്കٔയറിനും പിؗീട് നും തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് നാല് സ്കٔയർ r drdt pi r drdt 
ന് തുലّമാണ്, നമു്ׯ നൽകിയിരിؗുׯത് എؗത് െസׯൻഡിൽ 900 െസന്റീമീئർ കّൂബ് v dv dt 
ആണ് അതിനാൽ ൈബ 4 ന് തുലّമാണ്  ചതുരْശ മട്׹ അത് 1 dr dt 1 pi r dv dt, x 4 pi r 
ചതുരْശ തവണ 900 െസന്റീമീئർ കّൂബ് െപർ െസׯൻഡ് ആണ് , തുടർ്ؗ r 15 
െസന്റീമീئറാകുേآാൾ നأൾ ഇത് കണׯാׯണം, 
അ׹െന െസന്റീമീئർ ആകുേآാൾ ൈബ 4 ൈപ തവണ 15 െസന്റീമീئർ ചതുരْശ r 15 dr dt 1 
തവണ െസׯൻഡിൽ 900 െസന്റീമീئർ കّൂബ് , ഇത് െതാتായിരെ؋ നാല് ൈപ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ 
െസׯൻഡിൽ പതിന؀് മുതൽ പതിന؀് െസന്റീമീئർ വെര ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് 
െസׯൻഡിൽ െസന്റീമീئർ ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ആയിരിുׯേآാൾ ദൂരം pi r 15 
െസׯൻഡിൽ 1 ൈബ െസന്റീമീئർ വർؑിുؗുׯ. െസന്റീമീئർ ആഹ് നമു്ׯ മെئാരു ْപٍ٠ം േനാׯാം, 
അതിനാൽ ഇവിെട നമു്ׯ അ؀് മീئർ നീളമുت ഒരു േഗാവണിയു؇്, അത് ഒരു ഭി؋ിയിൽ ചാരി 
ഇേؚാൾ േഗാവണിയുെട അടിഭാഗം  ര؇് െസന്റീമീئർ െപ എؗ നിരׯിൽ ഭി؋ിയിൽ നി്ؗ നില്؋ 
വലി׺ിടുؗു  ര؇ാമതായി  , േഗാവണിയുെട കാൽ ചുവരിൽ നി്ؗ 4 മീئർ അകെലയായിരിുׯേآാൾ 
അതിന്െറ ഉയരം എْത േവഗ؋ിൽ കുറയുؗു എؗതാണ് േചാദّം, അതിനാൽ ഈ ْപٍ٠ം മനസിലാׯാൻ 
ْശമിׯാം നമു്ׯ അ؀് മീئർ നീളമുت േഗാവണി നൽകിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് മതിലാെണ്ؗ 
പറയാം  ഈ ْഗൗ؇ിലാണ് നമു്ׯ േഗാവണി ഉتത്, ഇതിന്െറ നീളം 5 മീئറാണ് , ഇേؚാൾ നമു്ׯ പറയാം 

എؗത് ഭി؋ിയിൽ നിؗുت േഗാവണിയുെട ഈ പാദ؋ിന്െറ ദൂരവും എؗത് ഇേؚാൾ x y 
ഭി؋ിയിലുت േഗാവണിയുെട ഉയരവുമാണ്. എؓാണ് നൽകിയിരിؗുׯത് േഗാവണിയുെട ഈ 
അടിഭാഗം ഭി؋ിയിൽ നി്ؗ െസׯൻഡിൽ ര؇് െസന്റീമീئർ എؗ േതാതിൽ േഗാവണിയുെട കാൽ 
വലിെ׺ടുുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ നൽകിയ ഒരു െസׯൻഡിൽ 2 െസന്റീമീئറിന് തുലّമാണ്, x dx dt 
കാരണം അത് ഭി؋ിയിൽ നി്ؗ അകؗുേപായതിനാൽ വർؑിുؗുׯ കാല؋ിനനുസരി്׺ ഇത് x 
േപാസിئീവ് ചിصമാണ് , കൂടാെത മീئറിന് തുലّമാകുേآാൾ കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ x 4 dydt 
കണׯാേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ മതിലിലൂെട േഗാവണി വലിുׯേآാൾ ഈ വർؑിുׯകയും x y 
കുറയുകയും െചുإം, അതിനാൽ ഇേؚാൾ െനഗئീവ് ആയി വരും നأൾ എ׹െന ഫിൻ െചുإം  dydt d 
ഇത് ഉം ഉം തأിലുت ബؖം എؓാെണ്ؗ േനാׯാം  , ൈപതേഗാറസ് സിؑാؓം ചതുരവും x y x y 
സ്കٔയറുമായി ഇവിെട ഒരു വലത് േകാണ ْതിേകാണം ഉتതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് അ؀് ചതുര؋ിന് 
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തുലّമായിരിׯണം, അതിനാൽ നأൾ ഇത് വّതّാസെؚടുؗു؋ സമയവുമായി ബؖെؚ؂് 
േവർതിരിുׯകയാെണ׸ിൽ  േല്ׯ നമു്ׯ ര؇് ؛സ് 2 വലത് വശം رിരമായതിനാൽ t xdxdt ydydt 
െഡറിേവئീവ് 0 ആണ് , ഇത് ൈമനസ് ന്െറ തവണ ന് തുലّമാെണ്ؗ ഇത് സൂചിؚിുؗുׯ,dydt x y dxdt 
അതിനാൽ ഈ സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ വർؑിുׯകയാെണ׸ിൽ േപാസിئീവ് ആെണ്ؗ x dxdt 
നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും. എؗത് 4 മീئറിന്  തുലّമായിരിുׯേآാൾ െനഗئീവ് വിജയിുׯം x dy dt 

എؗത് 4 മീئർ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ 3 മീئർ മട്׹ ആണ്, അത് െസׯൻഡിൽ 2 െസന്റീമീئർ x y dx dt 
ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് ൈമനസ് എ؂് മുതൽ മൂ്ؗ െസന്റീമീئർ / െസׯന്റ് വെര തുലّമാണ്, 
അതിനാൽ ഉയരം എ؂് എؗ നിരׯിൽ കുറയുؗു . െസׯന്റിൽ മൂ്ؗ െസന്റീമീئർ ശരി ഇവിെട 
മെئാരു ْപٍ٠ം േനാׯാം ഇവിെട നമു്ׯ വْക؋ിലൂെട ഒരു കണിക ചലനം നൽകിയിരിുؗുׯ , 
അതിന്െറ സമവാകّം ആറ് എؗത് കّൂബിന് തുലّമാണ് ؛സ് ടു എؗതിനാൽ േകാർഡിേന്ئ y x y 
മാറുؗ വْക؋ിെല േപായിന്റുകൾ കെ؇േ؋؇തു؇് േകാർഡിേനئിന്െറ എ؂് മട്׹ x 
േവഗതയുتതിനാൽ നമു്ׯ വْക؋ിന്െറ സമവാകّം നൽകുؗു, അതിനാൽ േകാമ x y 
കെ؇ؗു؋തിന് നമു്ׯ േപായിന്റുകൾ കെ؇േ؋؇തു؇്, അതായത് എ؂് മട്׹ ന് dydt dxdt 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ ആറ് എؗത് കّൂബിന് തുലّമാണ് ؛സ് ടു ആറ് y x 

മൂ്ؗ ചതുരْശ മട്׹ ന് തുലّമാെണ്ؗ ഇത് സൂചിؚിുؗുׯ, ഇത് ആണ് ചതുരം dydt x dxdt dydt x 
ര؇് മട്׹ എ്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ, ഇേؚാൾ നأൾ ഈ കെ؇േ؋؇തു؇്, അതായത് dxdt xy dydt 8 
മട്׹ ആെണ׸ിൽ , ഈ ഘടകെ؋ ഇത് സൂചിؚിുؗുׯ. ര؇് െകാ؇് ചതുരം എؗത് എ؂ിന് dxdt x 
തുലّമായിരിׯണം, അതായത് ചതുരം പതിനാറ് ആണ്, അതിനാൽ ؛സ് അെ׸بിൽ ൈമനസ് നാല് x x 
ആയിരിׯണം, ഇേؚാൾ ന് തുലّമാകുേآാൾ േകാർഡിേന്ئ കെ؇േ؋؇തു؇് കّൂ4 ്ٛن x 4 y y x 
കّൂബ് ആണ്  െന 6 െകാ؇് ഹരിുؗുׯ , അതായത് 64 ؛സ് ര؇ിെന ആറ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ p lus 2 
ആറ് അറുപ؋ിയാറ ്െകാ؇് ആറ്, അതായത് പതിെനാ്ؗ, എؗത് പതിെനാ്ؗ , എؗത് ൈമനസ് 4 y x 
നും യും ൈമനസ് 4 കّൂബ് ആകുേآാൾ 2 6 െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇത് ൈമനസ് 62 ന് തുലّമാണ് 6 െകാ؇് y 
അെ׸بിൽ ൈമനസ് മുؚ؋ിെയാؗിെന മൂؗായി ഹരി׺ാൽ ആവശّമുت േപായിന്റുകൾ നാല് േകാമ 
പതിെനാ്ؗ ഒരു േപായിന്റ ്ആണ് , ൈമനസ് േഫാർ േകാമ ൈമനസ് മുؚ؋ിെയാ്ؗ ൈബ മൂ്ؗ ആണ് 
മെئാരു േപായിന്റ് ശരി ഇേؚാൾ ഈ മാ؋ئിന്െറ നിര്ׯ സാ؋آിക ശാസ്ْത؋ിലും 
ഉപേയാഗിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ േനാׯാം സാ؋آിക ശാസ്ْത؋ിെല മാ؋ئിന്െറ േതാത് 
ْപേയാഗി׺ാൽ, എؗത് ചില വّവസായ׹ൾ നിർأിؗുׯ ഒരു വُٝു വിന്െറ യൂണിുئകളുെട x 
എ؉മാെണ്ؗ കരുതുക, അതിനാൽ എؗത് ഉൽؚാദിؚിؗുׯ ഒരു വُٝു വിന്െറ യൂണിുئകളുെട x 
എ؉മാണ്, കൂടാെത ന്െറ എؗത് യൂണിുئകൾ നിർأിؗുׯതിനുت െചലവിെന സൂചിؚിുؗുׯ,c x x 
അതിനാൽ ഇത് ഇതിെന ആْശയി׺ിരിുׯം.  യൂണിئിന്െറ എ؉ം  യൂണി്ئ ഉൽؚാദിؚിؗുׯതിന് x 
കآനി െചലവഴിേׯ؇ ചിലവ് ന്െറ ഉം ന്െറ ഉം ആണ് , ഇത് ഇന؋ിന്െറ യൂണിുئകൾ x c r x r x 
വിൽؗുׯതിലൂെട ലഭിؗുׯ വരുമാനെ؋ സൂചിؚിുؗുׯ, അതിനാൽ കآനി്ׯ എ്ؓ തുക ലഭിുׯം 
എؗാണ് അർ،മാؗുׯത്  അവർ വിൽുؗുׯ  യൂണിുئകൾ ന്െറ ആണ് , പിെؗ ലാഭം എؗത് x r x 
വരുമാനം ആണ്, ഇത് വീ؇ും ഉൽؚാദിؚിുׯകയും വിൽുׯകയും െചؗുإ യൂണിുئകളുെട x 
എ؉െ؋ ആْശയി׺ിരിുؗുׯ, ഇേؚാൾ ഇവിെട ചില പദ׹ൾ ഉപേയാഗിുؗുׯ, അതിനാൽ 
നാമമാْതമായ ചിലവ് എ്ؗ പറയുക ഇതാണ് നിർവചി׺ിരിؗുׯത് ന്െറ ന്െറ mc of x x c 
മാ؋ئിന്െറ നിര്ׯ, അതായത് നأൾ മാർജിനൽ േകാ്ز എഴുതുേآാൾ , ഇത് യൂണിئിന്െറ സംഖّയുെട 
ഒരു ഫംഗ് ഷനാണ് ഇത് ന്െറ െഡറിേവئീവിന് തുലّമാണ്  .  ഇത് നിർവചനം അനുസരി്׺ െന x x x x 
സംബؖിتു׺ വരുമാന؋ിന്െറ െഡറിേവئീവ് ആണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ നാമമാْതമായ വിലേയാ 
നാമമാْത വരുമാനേമാ കണׯാേׯ؇തുെ؇്ؗ നി׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ, ഞ׹ൾ െന x 
സംബؖി്׺ െഡറിേവئീവ് എടുേׯ؇തു؇്, ഉദാഹരണ؋ിന് ന്െറ െമാ؋ം െചലവ് എ്ؗ x c 
കരുതുക . ഒരു ഇന؋ിന്െറ യൂണിുئകൾ ഉൽؚാദിؚിؗുׯതിനുت രൂപ ന്െറ ആണ് നൽകുؗത് x x c 
േപായിന്റ് പൂജّം പൂജّം ഏഴ് കّൂബ് ൈമനസ് േപായിന്റ ്പൂജّം പൂജّം മൂ്ؗ ചതുരവും പതിന؀് x x x 
-ത് ന് േവ؇ി വؗ ചിലവ് prؗുׯസ് നാലായിരം ആണ്, അതിനാൽ ഈ േഫാർമുല നൽകിയിരി؛
എؗാണ്.  യൂണി്ئ ഈ േഫാർമുലയിൽ നൽകിയിരിുؗുׯ, ഇേؚാൾ നأൾ െചേإ؇ത് 17 oducing x 
യൂണിുئകൾ ഉൽؚാദിؚിുׯേآാൾ നാമമാْതമായ ചിലവ് കെ؇േ؋؇തു؇്, അതിനാൽ നأൾ 
െചേإ؇ത് വളെര നാമമാْതമായ ഈ െചലവ് ഫംഗ്ഷന്െറ െഡറിേവئീവ് എടുേׯ؇തു؇്. ന്െറ x x 
വില ആണ്, ഇത് നി׹ൾ്ׯ ഇതിന്െറ െഡറിേവئീവ് എടുؗുׯതിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ dcdx x 
കّൂബ് മൂ്ؗ ചതുരം നൽകും, ഇത് േപായിന്റ ്പൂജّം ര؇് ഒ്ؗ സ്കٔയർ ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ x x x 
െഡറിേവئീവ് ര؇് േപായിന്റ് പൂജّം ആറ് ؛സ് പതിന؀ും x x 
അ׹െന ആകുേآാൾ പതിേനഴു, പതിേനഴാകുേآാൾ നാമമാْത െചലവ് കണׯാേׯ؇തു؇്, ഇത് x x 
േപായിന്റ് പൂജّം ര؇് ഒരു തവണ പതിേനഴു ചതുരْശ ൈമനസ് േപായിന്റ് പൂജّം പൂജّം ആറ് തവണ 
പതിേനഴും ؛സ് പതിന؀ും ഇതാണ് േപായിന്റ് പൂജّം ര؇് തവണ ര؇് എൺപത് ഒآത് ൈമനസ് ഇത് 
േപായിന്റ് ഒ്ؗ പൂജّം ര؇് ؛സ് നൽകും  പതിന؀് , ഇത് നി׹ൾ കണׯാׯിയാൽ 20.967 ലഭിുׯെമ്ؗ 
ഞാൻ കരുതുؗു, വരുമാനം നൽകിയാൽ , ഇത് സമാനമായി നാമമാْത െചലവാണ്, അതിനാൽ അടു؋ 
ഉദാഹരണം യൂണിുئകൾ വിൽؗുׯതിലൂെട ലഭിؗുׯ െമാ؋ം വരുമാനം  ന്െറ 13 ചതുരവും x x x 
കൂടി 26 ആണ്  ؛സ് 15 , എؗത് ഏഴിന് തുലّമാകുേآാൾ നാമമാْത വരുമാനം കെ؇ു؋ക, x x 
അതിനാൽ െന സംബؖി׺ിടേ؋ാളം ന്െറ െഡറിേവئീവാണ് നാമമാْത വരുമാനം എ്ؗ x r 
നി׹ൾׯറിയാെമ׸ിൽ, ഇത് ഇരുപ؋ി ആറ് ؛സ് ഇരുപ؋ാറിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഏഴ് x x 
ആകുേآാൾ ഇത് തുലّമാണ് ഇരുപ؋ിയാറ ്തവണ ഏഴ് ؛സ് ഒ്ؗ ഇരുപ؋ിയാറ ്തവണ എ؂്, അത് ര؇് 
പൂജّം എ؂് ന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ലാഭം പരമാവധി വർؑിؚിׯാൻ താൽؚരّമുെ؇്ؗ കരുതുക ,
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അേؚാൾ നأൾ എؓാണ് െചേإ؇ത്, അതിനാൽ ന്െറ ലാഭം എؗത് ന്െറ വരുമാനം ആണ് x p x r 
എ്ؗ നമു്ׯ അറിയാം .  ഇേؚാൾ ലാഭം പരമാവധിയാׯാൻ, അതിനാൽ നأൾ പി ൈْപം എؗ x x 
െഡറിേവئീവ് എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത് ൈْപം ൈമനസ് സി ൈْപം ന് തുലّമാണ്, ഇത് r x x 
നാമമാْതമായ വരുമാനം ൈമനസ് കുറ؁ െചലവാണ്, അതിനാൽ ലാഭം വർؑിؚിؗുׯതിന് 
യൂണിുئകളുെട എ؉ം ആയിരിׯണം െഡറിേവئീവ് ൈْപം പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതായത് x p x x 
ന്െറ നാമമാْത വരുമാനം ന്െറ നാമമാْത െചലവിന് തുലّമായിരിׯണം, അതിനാൽ നാമമാْതമായ x 
വരുമാനവും നാമമാْതമായ വരുമാനവും തുലّമാؗുׯതിലൂെട നാമമാْതമായ വരുമാനവും നാമമാْത 
വരുമാനവും തുലّമാുׯകയാെണ׸ിൽ  പരമാവധി ലാഭം ലഭിؗുׯ ന്െറ മൂലّ׹ൾ ഞ׹ൾ്ׯ x 
ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ ْപഭാഷണ؋ിനായി ഞ׹ൾ ഇവിെട നിർു؋ം , അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ 
െഡറിേവئീവുകളുെട ചില ْപേയാഗ׹ൾ ഞ׹ൾ കാണും നؕി 
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