
 అందڔࡍ హࡹ 
ఈ ࡵకऐ ङߕఉప ࡍప޶ల߯ త ࢟ܽ࢘ࡍݥ ߖࡹ ࡛ छࣃ ړߖࣃ గతం, ࠭࠲ కߖషद మ࠾ࡍ ఫంࣾనऱ గࡍషद ࠼ߦంటऱߘ 
కھߘనడం ࡍڷంۨ ࠪ చరऐ फࣃڵࣃనڜ ߘ కएࡅ ݋ం࠼ߦ ࣎ బܽदڒ ,࠭  ఫంࣾࡅ ߤకए बࣃ  ڵࠪ కߖ णࠪ  x c 
మࠪߖࠫ ࠾ࡍ ఏࠫ݇ ࠭ంࡏڷ ڴ޶फ۪ޘ ڕऐ .ం޳ంڕ

కएࡅ  f x     ࡹ ߤ࠳ݨ 
࢐సफవ సంఖङ ంతڜ ఉనऒ ڴలంږߘࣃ  టऱࣃ ޙ࠼ब ڵࠪ కߖ णࠪ కएࡅ  అం݄ ఓ߭ , ࡏఅంܼ ݋ం࠼ߦ   h ߤ
ప  ݟంߘ న࣒࠳ ࡹమంࡌ࢑ ऱ࣒  వరڕ అߖऒ కएࡅ సంڝ  కएࡅ   కం݄ ఎڕए వڴ c h c h x c f x f 
ఉంܿంࡅ ޴కए  అࠉ ޴ߝంߘ࢓޶ కڵ࡯ ఉనऒ ऒߖڜ   తڵనంత ۨనऒ కएࡅ ࡹమంࡌ࢑  కएࡅ   c f c x f 
గࡍషद ࡱ࢑వ అ࢑ ޻ధంڴ అ࢟ܽ܊ߦ ޴ߝ ఉనऒ టऱࣃ ޙ࠼ब  అం݄ c h c ޴ంޔݡవబࡱߧ ڴ࢓޶ంࠉ షदߖక కߖ
కएࡅ  అࡅ ޴ߝకए కएࡅ   కߖషद ࡱ࢑వ ఇంటࡓछ పऱ࣒ ࣄ ݟంߘ న࣒ ࣛ۶࠳ ࣄ ࡽ  బܽद f x fڒ ۶ࣛ 
ఉ޳హరణڕ మనం ఒక ఫంࣾߖ ߤ ۫࣋फ మనڕ ఈ ఫంࣾߤ ఉందۮ ߖపओ ంࡏࠬ ݟ ఈ ࠼ߦంߖ ݋ ۫࣋फ ఈ 
भ޳۫ ߘంటऱ࠼ߦ ڷࡱߕ ం ఈ ࠼ߦ ڷࡱߕంటऱ޳۫ ߘभ ం ࠭࠲ ఈ ࠼ߦంటऱࣄ ߘ వ4 ࣄ 3 ࣄ ݀ ࣄ ߤ అߖ 
फࣃࡱߧ ࠭.
c 1 ߖ ߤఈ ఫంࣾ ߘߝ ࠾ࡍమం మࡌ࢑  ం݄ڕࣆޓ ߖߖ޵ ߘߝ फ࣋۫ ߖ ఈ ࡏࠬ 

ప  ݟంߘ న࣒࠳ ऱ࣒  వరڕ ఈ ړߖࠪࡌ࢑ పࠫࡍతం ࣋ۯफ, ࡅకए  ఈ అ޴ߝ ఈ వङ వࡹ߅ c 1 h c 1 h c 1 f 
గࡍషद ࡱ࢑వ, అ࠼నపओ ऒߖఅ ޴ఇ ڔܽ కएࡅ ߤసం ఫంࣾڝ   గࡍషद ࡱ࢑వ ڒనపओ  ఈ x  ޴ఇ ڕహరణ޳ఉ ,ڔܽ
సమయంࡹ ఫంࣾࡅ ߤకए కएࡅ ߤవ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڴ޴వ ߭దभࡱ࢑  बࣃ ݋ం࠼ߦ  ڵࠪ కߖ णࠪ  c 3 c 
కएࡅ ఉనऒ ڵ࡯క ߖ2 ߘߝ ,݋ం࠼ߦ   తڵనంత ۨనऒ  ऱ c c 2 cࢁమ ߖవదभ 2 ࠭࠲ ం݄ڕࣆޓ మంࡌ࢑ 
फࣃ۫ ࠭, అߩओ ऒߖ޵ ࡏࠬ ݡ फࣃ۫  కएࡅ ࡏ  ఈ ࡌ࢑మంࡹ కߖషद ࡱ࢑వ ڒబܽद అࣃ ޴ߝब  షद f c 2 c2ߖక కߖ
వదभ ఉతओ ࠾ࡍంటऱ వదभ మ࠼ߦ ఈ ࠾ࡍమ ࢓޶ంࠉ ऒߕ ఉనऒ ࡱ ऱܿ ࠬࣄ۫ ࡏనటऱޙ࠼, ఇకए డ c 1 c 2 
మనڕ व߯࠹ व߯࠹ వదभ ఉంݞږ   ޴  ఇߩओ f c 1 0 f c 2 ߘߝ ,ऱ ۫࣋फࢁమ ߖ ݋ం࠼ߦ మనం  ఈ ݡ 0 c 3

న࣒  ప࠳ ऱ࣒ ओߩం݄, అڕࣆޓ   c 3 h 2 c 3 h c3 ޴ంޔ޶ం߰ ߘవࡱ࢑ షदࡍవదभ గ ݋ం࠼ߦ ఈ ߤఫంࣾ ݡ
c3.޴ఉంܿం ڴ ݋ం࠼ߦ ࡽకࡹ ऱࢁబܽद ఈ  మڒ
 గࡍషदం మ࠾ࡍ అࡹ ޴ߝకࡅ ࠪߖࠫ ࡽకए  c 4 ݋ం࠼ߦ ࠪߖࠫ ࡽకࡹ ޴అ ,ࣆࡱޘ ڕమన ߖఅ ݋ం࠼ߦ 
వదभ అޙ࠼ ఒక ࠼ߦం݋ ఆړࠪ  ࡹ ࠆझ c cal f f ޳ࡶ సࠪనం ړ0 ࣄ ࠹व߯ ޙ࠼అ ࠪߖࠫ ࡽకࡹ ޳ࡶ ࠪ
व߯ࣄ ࠹ ఉ޶ࡶ ࡹړߖ అࡏڷ ߖफం۪ڝంݟ, మనࡹ ڕకړࠪ ࡽझ ࠾ࡍఉం݄ మ ݋ం࠼ߦ ࠪߖࠫ ࡽకࡹ ޳ࡶ ࠪ
ఉం݄ ఉతओ ࢟ܽ࢘ࡍݥ నऒ ం అߘ࠭ ߖపܽ ఉపߕङ .ంۧ࠭ߧࡐߖ ࡹలࣃ
ऒߖ޵ ,  ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ0   फనऒࣆࡱߧ ߖद అ࣒݃ ࢟ܽ࢘ࡍݥ దܽ࠴  ం޶న ߖߖ޵ ऴ࢐యߖవछ ంڒ ,ݟబܽद fx 
అ޴ߝ ఓ߭ छࡓఇంట ߤ రछߖ ࡹ ࡽ ۨంచబݟన ఫంࣾڴ ߤ ఉండߖవछ ంݟ మ࠾ࡍ व߯ࡏڷ ࠹फ࢟ܽ܊ߦ ߘ i f x 
ऐࡍࠪ ړ గܽ࢟ߜ ݟంߘ నటऱޙ࠼ అ޴ ఏࠫ݇ ۫డంݟ ఈ ఉ޳హరణࡹ మనం ఈ ࣄ వߤ ఎࠆ व߯ߖ ࠹ 
కޔࡱ޶నऒ ओߩ ఇకए ݡ డ ڴ ࢟ܽ܊ߦ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ఫంࣾޜڷࡏ߭ ߤం޴ మ1 ࣄ ࠭࠲ ࠾ࡍ
ओߩऱనࢀࢗ ڕߩ࢙ ݟڕ బܽद ఇకएڒ ޴ంޔठڷత ߤఫంࣾ ݡ డ व߯࠹ ऴపږޒలంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ సంߖޑښऒf 
నऒޔࡱ޶అంతܼ క ࣄ ఆ߯ మనం ,޴फంࣆࡏࠪ ړ ࢟ܽڻߜ ݟంߘ ࢟ܽ܊ߦ ओߩ ऒߖޑښసం ݡ  ݟంߘ ࢟ܽ܊ߦ 
రऐࠪ ړ ࢟ܽڻߜ ంݟ  అߩओ ڵࠪ ࡽకࡹ ޴ߝఅ ݡ णࠪ  c f x ݟంߘ ࢟ܽڻߜ ߘफࡏڷ ࠹व߯ ڴ࢑ధం ޻అ ࢓޶ంࠉ 
ओߩఅంతܼ అ  ޴फంࣆࡏࠪ ړ ࢟ܽ܊ߦ కएࡅ ࠪߖࠫ ࡽకࡹ ޴ߝఅ ݡ  ఒక ࠼ߦం݋, ఎం޶కం݄ ove c c 
మనం ఈ ࠼ߦంࡹ݀ ݋ కޔࡱ޶నऒ ओߩ एڕకం݄ త ࠹व߯ ݡ వ व߯ߘ ࠹ంݟ व߯0 ࠹ కం݄ c f f f 
ఎڕए వ ࠪࡏओ లࡏࠬ ߘ ۫డవ۪ऐ  
కएࡅ ࠪߖࠫ ࡽకࡹ ޴బܽद ఇڒ .݋ం࠼ߦ 
 మ࠾ࡍ व߯࠹ మనం అంతܼ కޔࡱ޶నऒ ओߩ ओࡏࠪ ݡ  ۨ ऒࣔ ऒߖ  ࠪరऐ క߱ޙ, అࡹ ޴ߝకࡽ f x c c 
ڵࠪ णࠪ కएࡅ  కएࡅ ࠪߖࠫ ࡽకࡹ ޳ࡶ ݋ం࠼ߦ  ڵࠪ ࠾ࡍమ ࠪߖࠫ ࡽకࡹ ޴బܽद ఇڒ ޶ڒ ݋ం࠼ߦ  णࠪ  
కएࡅ  బܽदڒ ޴फంࣆఇ ߘࣾࡎప ڕࠪ ړߖݞనھߘక ߘల ݋ం࠼ߦ 
కएࡅ ࠪߖࠫ ࡽకࡹ నవ۪ऐھߘక ߘల ݋ం࠼ߦ  .
 మࡹ ࠾ࡍకړࠪ ࡽझ ࠪ 
అ޴ߝ व߯ߕࣆ ࠹ऒ  ంܼ࠭ f x f xھߘక ࠭࠲ ߘల ݋ం࠼ߦ ࡽకܽړऴ ߖࡶ ࡹړߖఉ ࠹व߯ ޳ࡶ సࠪనం ړ
మ࠾ࡍ  ఆ ࠼ߦం ऱܿ 
झړࠪ ࡽకࡹ కएࡅ ࠪߖࠫ ࡽకࡹ ࠪ ం࠼ߦ  ऱܿ ޳ࡶ ޳ڒ అࡌߖ ߖम  ࢟ܽ࢘ࡍݥ దܽ࠴ ࠭࠲ ړߖݞంచࡍ
పߘࣾࡎ ఉపڵࡆంచవ۪ऐ .
 మనం ߯ ږङ फࣃށగࡍప ߖ న࠳సࠪన ړ ࠗ ࠭, r x fx
ए࣋ ݡ࠮ ࠹బܽद మనం व߯ڒ छ ए࣋ ݡ࠮ ࠹व߯ ޴ۯంࠚల ڕబܽद మనڒ సࠪనం ڕ ࡛ छ  f x x f x x ړ ࡛
సࠪనం, త޳छ ऒߕࣆ  సࠪనం ࠹व߯ ࡌ  ఉం݄ మ࠾ࡍ ࠪऴతߕࣆ  ࠲ऒ  f x x ޴అ ޙ࠼సࠪనం అ ړ
ऒߕࣆ  
ࠪऴత࠲ ఇߩओ झړࠪ ࡽకࡹ ࠪߖࠫ ࡽకࡹ ޴ߝఅ 0 ݋ం࠼ߦ న࠳లకڔ ݡ కएࡅ ࠪ  మనం ޳ࡶ ޳ڒ ࢓޶ంࠉ 
ఈ ఫంࣾࣄ۫ ߖ ߤనటऱޙ࠼ व߯ݡ࠮ ࠹ ࣋ए छ  f x x  ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ޴క ఇߘసࠪనం క ڕ ࡛
అߖऒ ంܽߕࣆ ڔऒ  కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद మనం ఈ ऴܽړక࠼ߦ ࡽంࡹ ݋ ۫࣋फ x 0 
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व߯ڴ ࢟ܽ܊ߦ ࠹ ఉంܿంߘ ߖ޵ , ޴ంݟ మనం ࢀࢗऱనߩओ  f f ࠹బܽद व߯ڒ ޴ఉంܿం ڴ ࢟ܽ܊ߦ ࠹व߯ ࠆఎ ݡ
రऐࠪ ߘफࡏڷ రऐࠪ ߘफࡏڷ ࠹व߯ ޶ ऒߕࣆ మనం ࠹व߯ ޶ నऒޔࡱ޶క ڴసࠪనం ړ ओߩ  फ f x f xࡏڷ ݡ
ࠪర޵  ޶నర बం 
ఫంࣾޜڷࡏ߭ ߤం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ݞږ ఫంࣾޜڷࡏ߭ ߤంڒ ޴బܽद ఈ సందరग ంࡹ ఈ ࠼ߦంړ0 ݋ x 
సࠪనం అߖ మనం ۫ࣃफ ࠭, 
ఇࡹ ޴కڵࠪ ࡽ णࠪ కएࡅ  కएࡅ ࠪߖࠫ ࡽకࡹ ޳ࡶ ݋ం࠼ߦ   ݋ం࠼ߦ న࠳లకڔ ఒక ޴ఇ , ޶ڒ ݋ం࠼ߦ 
అޙ࠼ ఇࣃ ޴ब ڵࠪ కߖ णࠪ కएࡅ ࠪߖࠫ ࡽకࡹ ޳ࡶ  ऱࣾ߾ ߤఇ ߘ࢓޶ంࠉ   బܽद ఈڒ ,ࡏలవߧ ߖఅ ݋ం࠼ߦ ߤ
సందరग ంߕࣆ ࡹऒ ऱࣾ߾ ߤఇ ޴ߝసࠪనం అ ړ ऱࣾ߾ ߤఇ ޳ࡶ ݋ం࠼ߦ ߤ  బܽद మనం ఒక xڒ ݋ం࠼ߦ ߤ
ఉ޳హరణ ۫޳भ ం 
बࣃ  ڵࠪ కߖ णࠪ  మࡹ ࠾ࡍకࡅ ࠪߖࠫ ࡽకए ङږ ޴ߝఅ ݟనంھߘక ߘంటऱ࠼ߦ  ప  ޓన࣒ ऴ࠳ ࠗ ऱ࣒  ऴޓ fx x x 
छ޳ ఇవछ ࡌ బޔݡంڒ ޴బܽद व߯࠹ ఇݡ࠮ ޴ ࣋ए छ ࡓ ݡ࠮ ޴సࠪనం, ఇ ړޓన࣒ ऴ࠳ ࡛ ऱܿ ࣋ए छ ࡛ f x x x 
ࡓ ݡ࠮ ޳ࡶ న࣒ ఒకܽ࠳ ऱܿ ࠳న࣒ ఒకܽ  ప ऱ࣒  వڒ ߤబܽद ࠴దట  व߯ࡅ ࠹కए ऒߕࣆ   క x x f x fߘక ࡱ
व߯ߕࣆ ࠹ऒ x x x f ࠭࠲ ࠲ऴతࠪ ޙ࠼సࠪనం అ ړߖ޳ఒక ޳ࡶ న࣒ ఒకܽ࠳ ࠾ࡍమ ޙ࠼సࠪనం అ ړ
व߯ࡅ ࠹కए  ۨ ऒࣔ ऒߖ फࣃ۫  ړ ڕబܽद మనڒ ࠭ ऱషद࠳న ࠼ߦం ऱܿ ࠳న࣒ 1 1 మ࠾ࡍ ఆ߯ ఉంܼ࠼  x x 
మధङ 1 ࠾ࡍన࣒ 1 మ࠳  ఉం݄ ఈ व߯࠹ ࣋ए छ  కం݄ f xx x 1 ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴలంږޒన࣒ 1 ऴప࠳ ࡛
ఎڕए వ ఉం݄ व߯ږߘࣃ ࠹లంڴ ఉంܿం޴ చదర࠳ ߩన࣒ 1 ږߘࣃలంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ f x x x 
एڕన࣒  కం݄ త࠳ వڴ ఉం݄ व߯࠹ సࠪనం ࣋ए छ ࡓ  న࣒࠳ ࡛ ऱܿ  ఇڴ ࢟ܽ܊ߦ ޴ ఉంܿంڒ ޴బܽद 1 f x x 1 3
ఫంࣾޜڷࡏ߭ ߤందߖ అర बం , మనం ࠳న࣒ ࡹ కޔࡱ޶నऒ ओߩ ऒߖޑښసం ޴అ ݡ 1 ڕ గܽ࢟ߜ ݟంߘ ࢟ܽ܊ߦ 
నऒޔࡱ޶క ߯࢓޶ంࠉ మనం సࠪన ࠾ࡍమ ޴फంࣆࡏࠪ ओߩ  x ړ ࢟ܽ܊ߦ ݟంߘ ࢟ܽڻߜ ߘफࡏڷ ޴అ ݡ
बࣃ ޴ߝసࠪనం అ ړన࣒ ఒకܽ࠳ ڴ࢑ధం ఆ ړߖ޳ఒక ޴फంࣆࡏࠪ కएࡅ షदంࡍక గߖ  x x ࠾ࡍమ ݋ం࠼ߦ 
ఈకछ కएࡅ ࠪߖࠫ ࡽకࡹ ޴ߝఅ ߤవ ܿ ࡽ ङږ హరణ 2޳క ఉࡖమ ࢓޶ంࠉ  న࣒ 6 ࣋ए࠳ ࠗ छ ࡛ ప ऱ࣒  6 x x x 
 ప ऱ࣒ भ޳۫ ߖ న࠳సࠪన ړ ࢟ࠀ  ం, ఇకए డ మࢁऱ व߯࠹ అ޴ߝ ఆࡏ ࣋ए छ ऒߜన࣒ ప࠳ ࡛ ంݡ  ప ऱ࣒  అߝg x g x x x 
ఉతओ ऒߕ ऒߖ  కھߘనంݟ ఆࡓ ࡏ ऱܿ చޔరऴసం ࠳న࣒ 2  ప ऱ࣒ ࡓ సࠪనం అం݄ 6 ړ 1  ऱܿ ࠳న࣒ 1 ࠴తफం x x x 
చޔరऴړߖࣃ సࠪనం ڒబܽद ఇకए డ మࢁऱ ఈకछ నऒޔࡱ޶మనం క ޙ࠼అ ݋ం࠼ߦ న࠳లకڔ  ړ ࡽ ओߩ x 1 ݡ g 
व߯ږߘࣃ ࠹లంڴ ఉనऒ ऱܿ ۫ࣃफ ࠭ అంతܼ 1ړ సࠪనం.x x 
బܽद ఇకएڒ  డ 1 అڔ ޴ߝలక࠳న ࠼ߦం݋ व߯ړ1 ࠹ ఎడమ࢙ߩ అږߘࣃ ߩ࢙ݟڕ ړ1 ڼ࡮లంڴ ఉంܿం޴.g 
బܽद ఈ సందరगڒ ޴ంޜڷࡏ߭ ޴అ ࡹమంࡌ࢑ ఈ ࠾ࡍమ ޴ంޜڷࡏ߭ ߤబܽद ఫంࣾڒ  ంࡹ సࠪనం  1 x 
అ޴ߝ 

కएࡅ ऱࣾ߾ ߤఇ ړ  झړࠪ ࡽకࡹ ޴ఇ ,݋ం࠼ߦ ߤ కएࡅ బܽदڒ ,޶ڒ ࠪߖࠫ ࡽకࡹ ޳ࡶ ࠪ  ఈ ఫంࣾڕ ߤ g x x g
కएࡅ  g x ړ ޶ࡶ 
ङࠪ ࡽకࡹ झڡ కएࡅ ޶ࡶ ࡽకࡹ ޳ࡶ   ఈ ఫంࣾࡅ ߤకए  ఈ సࠪۧߖࡌऒ  ఉపڵࡆంۨ ఇߩओ  min x g ݡ
మనం ߖڜऒ  ఉ޳హరణలߘ ప޳࡯ࢣࡍभ ం ڒబܽद మనం సࡔ ఈ ఫంࣾߤ ࣋ए छ  మనం l  fx x ߖసࠪనం అ ړ ࡛
ऒߕࣆ బܽदڒ సࠪనం ړ ݡంࡓ ࠹व߯ ޙ࠼फంۨనటऱࡍڷ f x x ࠲ऴతࠪ ݋ం࠼ߦ ࡽకܽړऴ ߝసࠪనం అ ړ x 
మనం ࠴దܽ ࢟ܽ࢘ࡍݥ పߘࣾࡎ ఉపڵࡆంۨ 

ऒߕࣆ వ۪ऐڝࣆ۫ ߖసࠪనం అ ړ .x 
बࣃ   కएࡅ ࠪߖࠫ కߖ  ݋ం࠼ߦ 
ఎం޶కం݄ व߯࠹ ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴, ఇ޴ ऴపږޒల ߘంږߘࣃ ݟలంޔࡏࠪ ڴంڒ ޴బܽद ఇ޴ f x 
కएࡅ ࠪߖࠫ ࡽకࡹ ఈ సందరग ړߖ࢐సफ࢐ ݋ం࠼ߦ  ంࡹ ఫంࣾߤ అం݄ ࠬڕ ఈ ࡅ ࡮ࠒࡌߦకए  ऴࣆࡱޘ ࠆڴ
మ࠾ࡍ ఫంࣾߤ ఎలऱߩओ ऒߕࣆ ޴ఇ  ࠾ࡍమ ޶ఉండ ڴలంږޒऴప ݢ  వదभ ߕࣆऒ  ࡽకࡹ ࢓޶ంࠉ బܽद ఈڒ 
కएࡅ ࠪߖࠫ  ఒక ࠉం࢓޶ అߖ సओ షदమޔ࢓ం޴, అݞږ ޴ ఇߩओ కएࡅ ࠪߖࠫ ࡽऱబڿ ݡ  ఒక ࠉం࢓޶ 
అߖ మనం ࡓండవ ఉతओ ऒߕ దܽ ఉతओ࠴ फ࣋۫ ߖߖ޳కࡖफ, మనం మ࣋࡯ࢣࡍప ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ړߖ నऒ ం 
పओۮ న࣒ ࣋ए࠳ ޶ छ పओۮ ߖసࠪనం అ ړ ࡛ కएࡅ ړߖݞ  ఫంࣾߤ అࣃ ޴ߝब ڵࠪ కߖ णࠪ కएࡅ   x x 0 x g 
 ,݋ం࠼ߦ
ఇ޴ ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ߖ ߘߝ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࡛ छ ఇకए ޴ం݄ ఇڕࣆޓ సࠪనం ړ ࡛ డ ࠳న࣒ x fx gx x x x 
࣋ए छ కएࡅ ࡛  సࠪనం 0 మࢁच  ఒక ړ ऱషद࠳న ࠼ߦం݋  ఇࣃ ޴ब ڵࠪ కߖ णࠪ  g  x f 0 ࠹व߯ ڔంܽݟంࡓ బܽद ఈڒ 
0 ऴڴ व߯0 0 ࠹.
भ޳۫ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ండవࡓ  ం ࡅకए  ఎࠆ డࡽࠋ व߯࠹ అం݄ ఏࠫܽ, ఇړ2 ޴ సࠪనం మࡅ ߘߝ ࠾ࡍకए  x x g
డࡽࠋ व߯ߖ ࠹ ۫࣋फ ఇ࠳ ޴న࣒ ړ సࠪనం.2
కएࡅ ߤఫంࣾ ࡹహరణ޳ఏࠫటం݄ , ఈ ఉ ޴࣋۫ బܽद మనంڒ  ండవ ఉతओࡓ  నऒ ం ࣃब  వదभ ࢓޶ంࠉ షदߖక కߖ
కएࡅ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ बࣃ ޴సం ఇڝ  ऒߖदࢲࡍక గߖ ऒߕࣆ   వదभ కڵ࡯ ఉంܿం޴, ఇకए డ x g 
ఉతओ నऒ ం ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ऴపږޒలంڴ ఉంܿంࡹ ޴కړࠪ ࡽझ ओߩవదभ ఇ ݋ం࠼ߦ ࠪ  ݡ
ऴపశऒ  ఏࠫటం݄ 
, ఫంࣾߤ ఒక ࠼ߦం݋ వదभ ࡹకړࠪ ࡽझ ండవ ఉతओࡓ ړߖݞంచऀࡎప ߖఅ ࠪߖࠫ ࡽకࡹ ޳ࡶ ࠪ ऒߕ ऒߖ  
ఉపڵࡆంచవۧऐ ऐࡍచ ߘࣾࡎప ࢟ܽ࢘ࡍݥ ండవࡓ ࠭࠲ బܽदڒ , फࣃ కएࡅ ߘߝ బܽदڒ ࠭ म޳ࣄ  ంతంڴ x 
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ऴ࢐యߖవछ ంݟ 
ఒక ఫంࣾߤ 
అ޴ߝ ఓ߭ छࡓఇంట ߤ झߖࡓఫݟ ऱࡏࣃݡంࡓ ࡹ ࡽ ऒߕࣆ ࠹వదभ व߯ ݞږ ߘߝ ,޴ఉంܿం ڴ ࡽࠋ  సࠪనం c f ړ
అڕߘంܼڒ ߘబܽद మనڕ వదभ ړ సࠪన࠳న ڔలక࠳న ࠼ߦం݋ ఉం޴, ఇߩओ x c ࡽకࡹ ޴ߝమనం అ ݡ c 
ڵࠪ णࠪ కएࡅ ࠪߖࠫ ࡽకࡹ  రߖ ߖఅ ޳ڒ ࢓޶ంࠉ  प࠼ం۪࡯࢐ڝ.
एڕకం݄ ఎ 0 ࣄ ࠹व߯ ࡽࠋడ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ండవࡓ ޴దܽ࠴ ޶ڒ ࡮అ ޳ࡶ  వڴ ఉం݄, ࣄ అࡹ ޴ߝకࠪߖࠫ ࡽf 
కएࡅ  ,݋ం࠼ߦ 

࣋ए छ ండవ ఉతओࡓ న࠳సࠪన ړ ࡛ నऒ ం ߕࣆऒ  వదभ ږߘࣃలంڴ ఉంܿందߖ ఈ ఉ޳హరణ࠭ࢡ۫ ࡹ x fx 
మ࠾ࡍ ఇࡹ ޴కࡓ ࠪߖࠫ ࡽండవ ࢑షయం ࡅకए  c ڴలంږޒవదभ ऴప ࢟ܽ࢘ࡍݥ ݭకం࣊ ࢟ܽ࢘ࡍݥ  ݋ం࠼ߦ 
ఉం݄, అߩओ बࣃ ޴ߝఅ ݡ ڵࠪ కߖ णࠪ కएࡅ  వదभ ఉనऒ ޴డవ࠮ ࠾ࡍమ ݋ం࠼ߦ  ండవ ఉతओࡓ  నऒ ం 0ړ c c 
సࠪనం అޙ࠼ , ప࢑ ࣾࡎఫలޙ࠳, డࡽࠋ व߯ߕࣆ ࠹ऒ లऐޙ మనం ఏࠬ ޙ࠼సࠪనం అ ړ  f c.࠭ࡶ
भ޳۫ ڴదܽ࠴ బܽद మనంڒ   నfx x to the four gx࠳సࠪన ࠾ࡍన మ࠳సࠪన ࡹޔడవ షర࠮ ࠭
ండవ ఉతओࡓ వదभ 0 ݞږ 0 ݞږ 0 ࠹व߯ 0 0 ࠹ఆ߯ व߯ ڷࡱߕ ݟంߘ న࣒࠳ నऒ ం ࡅకए  ండవ x f g gࡓ 0 
ఉతओ నऒ ం మࢁऱ ߕࣆऒ  మ࠾ࡍ మనం ڴࡏߝ ۫࣋फ , ࠴దܽ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ప޳ ࣾࡎछ ऴపతङ ޳ࡶ ࡌ ࣾ పࢣࡍలన 
छ޳ ऒߖदࢲߖక ࡽకࡹ న࠳సࠪన ړ0 ࡌ  కڵ࡯ ఉంܿం޴ , అࡅ ޙ࠼కए ऒߕࣆ   న వదभ fx x g x࠳సࠪన ړ
बࣃ  ऒߖदࢲࡍక గߖ  కڵ࡯ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ۫࣋޴ ఏࠫటం݄ ࡓండవ޴ అ࢟ܽ࢘ࡍݥ  ޙ࠼ ఒక ړ ऱషद࠳న nd 
ऒߕࣆ వదभ ݋ం࠼ߦ  అޙ࠼ అࡹ ޴కڒ ࠪߖࠫ ࡽవ۪ऐ , అࡹ ޴కࡽ గࡍషदం ڒవ۪ऐ , అࡹ ޴కࡽ ࠪङ ڵ णࠪ  
వ۪ऐڒ , అڒ ݞږ ޴క߱వ۪ऐ  , మనం ࡅకए ङږ  ओߧۮ ߖసࠪనం అ ړ ࠗ నటऱޙ࠼ , व߯ݡ࠮ ࠹ x x h x x
࣋ए छ ࡛ ࣛ۶ డࡽࠋ అߖ మనం ۫ࣃफ ࠭.
  व߯࠹ ఆړ ࡏ సࠪనం ڒబܽद ఈ సందరग ంࡹ व߯۶ࣛ 0 0 ࠹ డࡽࠋ व߯0 ݞږ 0 ࠹ అߖ మనం మࢁऱ x x h 
फࣃ۫ ࠭, అޙ࠼ ఇకए డ సࠪనం x 
ङࠪ ࡽకࡹ 0 झڡ छ޳ వలం ۫డటంښ బܽदڒ ޶ڒ ࠫߖ ࡽకࡹ ޳ࡶ  ړ ࣆࡱޘ ڕమన ࡌ ऱషद࠳న ࠼ߦం݋ వదभ 
ండవ ఉతओࡓ నऒ ం ߕࣆऒ  అޙ࠼ మనం ڵ࠭ ߗߖ޻ంచ࠭ࡶ 
ऒߕࣆ వదभ ݋ం࠼ߦ ࡽకܽړऴ ࣄ ࠹व߯ ࡽࠋడ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ండవࡓ బܽदڒ  f ޙ࠼సࠪనం అ ړ
, అܿవంܽ సందరग ంࡹ మనం ࣃధङ మࡃङ  అߖऒ  సందࡌग లߘ ߰ందవ۪ऐ ओߩఇ ࣾࡎప ࢟ܽ࢘ࡍݥ దܽ࠴    ݡ
కएࡅ ࣾࡎప ࢟ܽ࢘ࡍݥ ండవࡓ भ޳۫ ߘ࢓܌ࡏ  ం, ڒబܽद ࠴దܽ సందరग ం व߯࠹ అߖ మ࠾ࡍ వదभ f c 0 c 
ండవ ఉతओࡓ నऒ ం 0 కం݄ తڕए వڴ ఉందߖ అڕߘం޳ం .
 ఈ సందరग ంࡹ అڙ ޴ߝ ऱ࠹࠼ అߧࡐߖ ࠭࠲ ߖంۧలڕߘంܿߕऒ ࠭.c 
बࣃ  झ࡯࠻ۯ సం మనంڝ ߖ޵ బܽदڒ ݋ం࠼ߦ ࠪߖࠫ కߖ ం࠳ ޴న࣒ ߘంݟ  ప ऱ࣒ ऒߖన అ޴ంۮ ړ   t c h c h x 
కएࡅ సంڝ  కం݄ తڕए వ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद డࡽࠋ व߯࠹ ऴపږޒలంڴ c f f x f x f c 
మ࠾ࡍ व߯࠹ అߖ ఈ సࠪۧߖࡌऒ भ޳۫  ం ࡅ ࢟ܽ࢘ࡍݥకए రछߖ  చనం ऴపڒరం మనڕ ఉనऒ ऒߕࣆ ޴  f c 
ऴ࢐యవ۪ऐ ڴޒࠫࡍప ߖߖ޵ ࣄ ࠹व߯ ࡽࠋబܽद డڒ ండవ ఉతओࡓ  నऒ ం ࠴దܽ ఉతओ నऒ ం ࡅకए  ఉతओ నऒ ం f 
కएࡅ ࣄ ࠹న࣒ व߯࠳ ࠹व߯ ޴బܽद ఇڒ  ప࠳ ޒࠫࡍన࣒ ޳छ f x f x c x c ړ ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ
ओߩటߝڕࡏۯ ండవ ఉతओࡓ వదभ ޴ఇ ࠾ࡍమ ݡ నऒ ం ࡅకए రछߖ  చనం ఇߩओ  c c ޴నࣄ࡯ޘ ڕమన ݡ
ఏࠫటం݄ व߯ߕࣆ ࠹ऒ  అޙ࠼ మనڕ व߯ߕࣆ ࠹ऒ కएࡅ ࠹బܽद व߯ڒ సࠪనం ړ  f c f c x f x c ړ 
छ޳ ࣄ న࣒࠳  ޴ంݟంచబ܊࢑భ ޒࠫࡍऱ పࢇࢗ  x x ࢟ܽڻߜ ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړࣄ ࠹व߯ ࡽࠋడ ࠆఎ ޴ఇ ࡌ
అߖ ఇవछ బݟం޴ ఎࠆ డࡽࠋ व߯ࣄ ࠹ ऴపږޒలంڴ ఇవछ బݟం޴ ࣾࠫంచంݟ మనం పࡍగࣆށफనऒ  ࣆښ దܽ࠴ 
ఎࠆ డࡽࠋ व߯࢟ܽ܊ߦ ࣄ ࠹ అߖ అڕߘం޳ం 
 ߖఅ ݋ం࠼ߦ ࠪߖࠫ ࡽకࡹ ޴ఇ ޙ࠼అ ߘక࣊ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ޴బܽद ఇڒ
ऒߕంܿڕߘంۧలߧ۫ బܽद ఈڒ ޴फంࣆవ ݋ం࠼ߦ ࠪߖࠫ ࡽకࡹ ڕమన ޙ࠼అ ࢟ܽ܊ߦ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ݭఒం  ߘ
ప࢟ܽ܊ߦ ޒࠫࡍ అߖ ఇవछ బݟం޴ అం݄ పږߘࣃ ޒࠫࡍలంڴ ఉం݄ ߖ޳ అర बం ఏࠫܽ అం݄ ߖ ߘߝ x
పऱ࣒ ࣄ న࣒ ࣛ۶࠳ ࣄ ంతڜ మనం ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࣄ ݋ం࠼ߦ ڕం݄ మనڕࣆޓ ఉం݄, అం݄ ڵ࡯క ߖ ۶ࣛ 
నంత ۨనऒڵత ߖ ۶ࣛ వ తపओࡱ࢑ ߖ޵ , ం݄ڕࣆޓ ڴ޴  ޒࠫࡍప ߖ޵ బܽदڒ ࡯ݞఉం ڴలంږߘࣃ ڴࡍసߖ
ఉనऒ ڴలంږߘࣃ  ఈ ఫంࣾߤ ఎࠆ व߯࠳ ࠑ ࠹న࣒ ࣄ అޙ࠼ ఇ޴ తపओ  x x ߖఅ ࢟ܽ܊ߦ ۶ࣛ ڴࡍసߖ
.޴फంࣆۨࣇ
 
పऱ࣒ ࣄ ݟంߘ న࣒ ࣛ۶࠳ ࣄ  ࣛ۶ వరڕ ఉనऒ  అߖऒ  లږߘࣃ ڕలంڴ ఉం࡯ݞ అం݄ ߖ޵ అర बం ఏࠫటం݄x 
పऱ࣒ ࣄ ࠾ࡍమ ޴కం݄ ߭దभ ࣄ ,  ࣛ۶ కం݄ తڕए వ ఉం݄, ఈ ࣔరం ࠳ ࣄన࣒ ࠳న࣒ ږߘࣃ ࣄలంڴ x x 
ఉంܿంڒ ޴బܽद అ࡮ అޔ࢓ం޴  व߯࠹ తపओ f x x c c ݟంߘ ޴ߝఅం݄ , అ ࡯ݞఉం ڴలంږߘࣃ ڴࡍసߖ
 ప ऱ࣒ ప  ݟంߘ ޙ࠼అ ޴న޴ంۮ ړ  ऱ࣒ తపओ ࠹व߯ ޙ࠼అ ޴న޴ంۮ ړ  h x c c h ڴలంږߘࣃ ڴࡍసߖ f x 
ఉం࡯ݞ, ఎం޶కం݄ ఈ సందరग ంࡹ ࣔరం ږߘࣃలంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అ࠳ ޙ࠼న࣒ ߘంݟ x c h c 

వరڕ ఉం݄ కం݄ తڕए వ ࠳న࣒ ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ ߖషओ  th c en x c ڴలంږߘࣃ फޒ
ఉంݞలڕࡏڝ ࠭࠲ ߖంܿߕऒ ࠭, అߩओ  f x ޴࣋۫ బܽद మనంڒ ࡯ݞఉం ڴలంږޒऴప ࠹व߯ ݡ
ఏࠫటం݄ व߯࠹ व߯ࡅ ࠹కए  సంښతం ఇ޴ కం݄ తڕए వ ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ కం݄ f x f c c 
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ఎڕए వ ఉం݄ అږߘࣃ ޴లంڴ ఉంܿం޴  అం݄ ఫంࣾߤ తڵ ठ߱  c ޴ߝఅం݄ అ ޴ంޜڷࡏ߭ ࠾ࡍమ ޴ంޔ
छ޳ द࣒݃ ࢟ܽ࢘ࡍݥ దܽ࠴ బܽदڒ ݋ం࠼ߦ ࠪߖࠫ ࡽకࡹ ఈకछ ࡌ  x ޙ࠼అ ݋ం࠼ߦ ࠪߖࠫ ࡽకࡹ ࣄ ܿ ࡽ

व߯0 ࣄ ࠹ మ࠾ࡍ ఎࠆ డࡽࠋ అࡓ ޙ࠼ండవ సందరग ం సࠪనంڴ ఉంܿం޴  వదभ व߯࢟ܽڵߜ ࠹ అޙ࠼ f c 
ఈకछ ڵࠪ ࡽకࡹ ޴ߝఅ ࣄ ܿ ࡽ णࠪ కएࡅ  ంచబడవ۪ऐߧࡐߖ ڴ࢑ధం ޻ఇ ݋ం࠼ߦ  బܽद ఈ సందరगڒ  ంࡹ x 

మనڕ ఏࠫ ఉంܿం޴ అం݄ మనڕ ఈ పޒࠫࡍ ఉంܿం޴, ఇ޴ డࡽࠋ व߯ړ ࠹ సࠪనం ࣄ ఇ޴ తڕए వڴ f 
ఉంܿంద࢑࠙ ߖంచబޔݡం޴.
ऒߕࣆ    కం݄ ఇߕࣆ ޴ऒ  కం݄ తڕए వڴ ఉం݄, ړ సంబం߅ంۨన ߘంݟ  ప ऱ࣒  व߯࠹ తపओ x ڴࡍసߖ c c hf x 
ऴపږޒలంڴ ఉం࡯ݞ మ࠳ ࡹ ࠾ࡍన࣒ ߘంݟ व߯࠹ తపओ అం݄ x ࡯ݞఉం ڴలంږߘࣃ ڴࡍసߖ h cf x f
व߯ࡱ ࠹ ధߕతघ కం ߘంݟ ऴపږޒలం࠼ޑࡏࠪ ڴ మనం అంతܼ కޔࡱ޶నऒ ओߩ దܽ ఉతओ࠴ ݡ నऒ ం c 
छ޳ తపओ ޴ంۨ ఇऀࡎఇ ప  ࡌ ڵࠪ ࡽకࡹ ڴࡍసߖ णࠪ ओߩఇ ࡯ݞఉం ࠼అ ݋ం࠼ߦ  ऒߖ޵ ࠭࠲ ݡ  ఫంࣾڝ ߤసం 
ఉపڵࡆంచړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ ࠭ 
కएࡅ ࠾ࡍమ ࠪߖࠫ ࡽకࡹ बࣃ  ڵࠪ కߖ णࠪ కएࡅ  ప 4 ݟంߘ 3 ߘంటऱ࠼ߦ  ऱ࣒ ङږ 4   న࣒ x x x࠳ ࠗ
పߜऒ ంݡ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  పߜऒ ంݡ వరڕ కھߘనంڒ ݟబܽद మనం ࠴దట ऴܽړక࠼ߦ ࡽంటऱߘ కڝߘए గల࠭ x 
ऒߜప ࠹బܽद व߯ڒ ంږ ݡङ ࠗ పऱ࣒  పߜऒ ంݡ చదర࠳ ߩన࣒ ఇర࢙ ڷࡱߕ మ࠾ࡍ డࡽࠋ f x x x x f 
व߯࠹ ࠭߯ओ  ఆࡏ చదరߩ పऱ࣒  ఇర࢙ ࠳ ڷࡱߕన࣒ ఇర࢙ ڷࡱߕ ఇߩओ  x x x f ࠹व߯ ࠭࠲  ޴దܽ࠴ ݡ

ऒߕࣆ సంڝ షएࡍసం పڝ ࠹व߯ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ झ࡯ంۧࡍ న ړ ऱషद࠳న ࠼ߦం݋ ల࠭࠲ ߘ x f x 
కߕھߘऒ ࠭ మ࠾ࡍ व߯࠹ పߜऒ ంࡓ ݡ ऱܿ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ऱ f x x x x x xࡏࣃ 12 ޴న࣒ 2 సࠪనం 0 , ఇ࠳ 
ऱ  పࡏࣃ న࣒ ఒక࠳ ऱ࣒ ऒߕࣆ  సࠪనం ݡంࡓ  ऒߕࣆ అం݄ ړ  x x ݡంࡓ న࣒࠳ ޳ࡶ ఒకܽ ޳ࡶ సࠪనం ړ
ఇߩओ फࣃڵࡆఉప ߘࣾࡎప ࢟ܽ࢘ࡍݥ ండవࡓ మనం ݡ ओߩబܽद ఇڒ ࠭ एڝߘక ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ండవࡓ మనం ݡ  ࡯࢐
ओߩబܽद ఇڒ కएࡅ ࡯ߕھߘక ߘ ࠹व߯ ࡽࠋడ ࠆफ  వదभ ఎ࣋ۯ సࠪనం ړ ߖ ߘߝ ݡ  డࡽࠋ व߯࠹ అం݄ x 0 0 x 
ఏࠫ݇ ߘߝ ऴࣃ࢐फ ओ߯࠭ ޴ఇ ߘ   ఆࡏ చޔరऴసం పऱ࣒  ఇర࢙ ࠳ ڷࡱߕన࣒ ఇర࢙ ڒ ڷࡱߕబܽद ߕࣆऒx x f 
కएࡅ  డࡽࠋ व߯࠳ ࠹న࣒ 24ړ సࠪనం ఇ0 ޴ కం݄ తڕए వ , ఇړ0 ޴ సࠪనం అ޴ߝ x 
ఒక ڔలక ࠼ߦం݋ వదभ ࡓండవ ఉతओ నऒ ం ऴపږޒలంڴ ఉం݄ ࣃब बࣃ ࢓޶ంࠉ షदࡍక గߖ ڵࠪ కߖ णࠪ  మ࠾ࡍ f 
డࡽࠋ व߯࠹ కڵ࡯ ఇతర ڔలక ࠼ߦం ऱܿ 1 మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 2 ڒబܽद డࡽࠋ व߯1 ࠹ వదभ 36 ప ऱ࣒  న࣒ 24 f࠳ 24 
ఇࣆफం޴, ఇړ36 ޴ సࠪనం, ఇ0 ޴ కం݄ ఎڕए వ అం݄ 1ړ సࠪనం అࡹ ޴ߝకࡅ ࠪߖࠫ ࡽకए  x ݋ం࠼ߦ 
మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 2 వదभ ఉనऒ  దछ ందछ  व߯࠹ సࠪనం ڒబܽद ఇకए డ మనం 12ڒ ߖరకం ۯయవ۪ऐ , ఆ߯ మనڕ f 
ࡓ 3 ऱܿ ࠳న࣒ 2 ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒ ࡓ 2  ऱܿ ࠳న࣒ 2 ࠳న࣒ 2 ఉంܿం޴, ఇࡏࣃ 12 ޴ऱ 3 ࡏࣃऱ 4ړ సࠪనం 12 ࠳న࣒ 4 
बࣃ ޴ߝన అ࠳సࠪన ړన࣒ 2࠳ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ  ޴फంࣆߧߖక ڕన࣒ 2 మన࠳  షद xߖక కߖ
ऒߕࣆ బܽदڒ ࢓޶ంࠉ కएࡅ షदంࡍగ ࡽకࡹ ޴ߝసࠪనం అ ړ  x ݋ం࠼ߦ 
మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ړ సࠪనం మړ ࠾ࡍ సࠪనం  అࡹ ࢑ߝకࡅ ࡽకए x 2 ࡱ ݋ం࠼ߦ  x 1 min 
మనం కھߘనߖ޵ ݞږ ړߖݞऒ  ఉపڵࡆంచవ۪ऐ  కߖషद ࡱ࢑వ మ࠾ࡍ గࡍషद ࡱ࢑వ ఏࠫܽ ڒబܽद మనం l 
అޙ࠼  సࡔ, ఈ ࠼ߦంటऱ వదभ ఫంࣾࡱ࢑ ߤవߘ ప࣋࡯ࢣࡍफ, ࠬࡅ ࡏకए కएࡅ फ 0࣋۫ ߖ  క x fߘసࠪనం క ړ  f
ఇߕࣆ ޴ऒ కएࡅ   పߜऒ ంړݡ సࠪనం ڒబܽद ఇࡹ ޴కࡽ గࡍషदం వదभ మړࡵ ࡏࠬ ࠾ࡍए ࣋फ ఒకܽ వదभ f f 
ఉంܿం޴  ఇݡ࠮ ޴ పऱ࣒ ऒߜన࣒ ప࠳ ڷࡱߕ  ంݡ పऱ࣒  పߜऒ ంݡ ఇ޴ ఏړݡ సࠪనం మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࡓంݡ 
వదभ ࠳న࣒ ࡓంݡ వదभ గ࣋ށफ ఇ࠳ ޴న࣒ ఇర࢙ړ సࡍ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद త޶ప࠭࠲ ޴ࡍ ࠬ ࠭ం޶ f 
పࡍగށంۨన ఉ޳హరణࡹ  ߘޑߩ۫ ڕࠬ ߘకࠪߖࠫ ࡽ మࡹ ࠾ࡍకڵࠪ ࡽ णࠪ కएࡅ   ߘంటऱ࠼ߦ 0 
కھߘనړ0 ړߖݞ సࠪనం ࡅ ޶ڒకए   ప ऱ࣒ छ޳ 1  f x xx  ݟంచంށగࡍప ߖ ࡌ
బܽद ఇకएڒ డ ړࡵ ࠭࠲ए ంۨన ऱܿ࠴ ڴదܽ ఉతओ నऒ ం व߯࠳ ࠹న࣒ 1 ࠑ ࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ ఇߖ ޴ పऱ࣒f x 1 x x
ओߩఇ ޴फంࣆన࣒ 1 ఇ࠳  న࣒ f x x࠳ ݟంߘ న࣒࠳ ޴फ, ఇ࣋ށగ ߖ ࠹व߯ ࡽࠋడ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ండవࡓ మనం ݡ
ङږ ޴సࠪనం, ఇ ړݡంࡓ ङ࡮࠮ ߖߖ޳ఒక ߘߝ ߖఅ ࠹व߯ ࡽࠋఆ߯ డ , ޴ంޔ࢓అ ݡంࡓ ޜ ࠗ ంకనం x f 
फࣃ۫ ߖసࠪనం అ ޴फ ఇ࣋ۯ ࠭.
बࣃ ޴फంࣆۨࣇ ߖ న࠳సࠪన ړ1 ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ 2   x f ࡽࠋడ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࠪߖࠫ కߖ
व߯࠳ ߘ ࠹న࣒  వదभ ړࡵए ంۨనటऱޙ࠼ ఇ࠳ ޴న࣒  అޔ࢓ం޴, ఇ޴ ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴, ఇ࠳ ޴న࣒ 1 ړ 2 1 x
సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం޴, 
ఇ޴ ఈ ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴࠆڴ కߧߖంޜߖ޳ ۯ మనం ఇంతڕ ࠭ంࣄ۫ ޶న ޜߖ޳ ఏڔభ࢑ంࡹ ۯకړࠪ ࡽझ ࠪ 
కएࡅ  x ݡంࡓ వࡱ࢑ ఈ ,޴ఉంܿం ࠪߖࠫ ࡽకࡹ ڕన వదभ మన࠳సࠪన ړߖ޳ఒక ࠾ࡍమ ࡮ఇ ݋ం࠼ߦ 
మ࠳ ࠾ࡍన࣒ వړ ߤ సࠪన࠳న వదभ ࡹకړ ࡽ సࠪనం వదभ మనࡹ ڕకࠪߖࠫ ࡽ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ x 1
झړࠪ ࡽకࡹ ڕన వదभ మన࠳సࠪన ړన࣒ 1࠳ ࠪ ఉంܿం޴.x 
फࣃ࢘ߧఆ ܌ࡗఈ ࡹޒతరగ ࡍప޶త ߘߝ ޜߖ޵  కएࡅ ల ࢟ܽ࢘ࡍݥ ࠭࠲ ,ߘ  మߖڜࡍऒ  అߧऱښషߤ లࣃ۫ ߘफ ࠭ 
ధనङ Pru ࡱ޳࢐
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