
அைனவ௠க்ஶம் வணக்கம், இந்த ௳ரி௵ைர௜ல் ெடரிேவூவ்கள் பற்௣ய அ௄த்த ௳ரி௵ைரக்ஶ 
வரேவற்ழேறாம் இன் இன் ேலாக்கல் மாக்஼மா௳ன் ௖ள்ளி என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, ஼ல x f 
உண்ைமயான எண்கள் ேநரம்ைற இ௠ந்தால், அதாவௌ இன் ஆனௌ இன் ஐ ௳ட அொகமாக h c f x f 
இ௠க்ஶம் ொறந்த இைடெவளி௜ல் க௯த்தல் ௚தல் ஷட்டல் வைர ௖ள்ளி ஐக் ெகாண்ூ௠க்ஶம் c h c h c c 
஼ல ஼௣ய இைடெவளி௜ல் இன் இன் அொகபடச் மொப்௖, அேத ேபால் என்பௌ ேலாக்கல் ௘னிமா௳ன்x f c 
௖ள்ளி என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, அதாவௌ ேநரம்ைற இ௠ந்தால், இன் என்பௌ இைடெவளி௜ல் h c f c 
க௯த்தல் இன் இன் ஶைறந்தபடச் மொப்௖. x f h to c plus h
எனேவ உதாரணமாக நாம் ஒ௠ ெசயல்பாடை்டப் பாரத்்தால், எங்களிடம் இந்த ெசயல்பா௄ உள்ளௌ என்௥ 
ெசால்ழ௤ரக்ள், நீங்கள் இந்த ௖ள்ளிையப் பாரத்்தால், இந்த நான்ஶ ௖ள்ளிகைளப் பாரப்்ேபாம், இந்த 
௖ள்ளிகைள என்௥ அைழக்ழேறாம். இந்த இல் நான் இந்த இைடெவளிைய c one c two c 3 c 4 c 1 
எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் மற்௥ம் நான் இந்த ெசயல்பாடை்ட நி௘டத்ொல் இ௠ந்ௌ இந்த இைடெவளி௜ல் c 1 
கட௄்ப்ப௄த்ொனால் ௚தல் ஷட்டல் வைர ௔ன்னர ் இன் இந்த என்பௌ இந்த s h c 1 h c 1 f 
இைடெவளி௜ல் உள்ள அொகபடச் மொப்பாஶம், இௌ அைனத்ௌ க்ஶம் ெசயல்பாடூ்ன் அொகபடச் x 
மொப்பாக இல்லா௳ட்டா௩ம், எ௄த்ௌக்காட்டாக, இந்த கட்டத்ொல் ெசயல்பாடூ்ன் மொப்௖ ெபரியௌc 3 
எனேவ இௌ இன் ஒ௠ ௖ள்ளி என்பௌ ேலாக்கல் மாக்஼மா௳ன் ஒ௠ ௖ள்ளி, நாம் இல் ஐ c 1 c 2 c 2 
௙ண்௄ம் பாரக்்ழேறாம், நான் ஐக் ெகாண்ட ேபாௌமான இைடெவளிைய எ௄த்ௌக் ெகாண்டால், c 2 c 2 
இன் இந்த என்பௌ இந்த இைடெவளி௜ல் ஶைறந்தபடச் மொப்பாக இ௠ப்பைத நீங்கள் காண்ழ௤ரக்ள்,f 
எனேவ ேலாக்கல் ௘னிமா௳ன் ஒ௠ ௖ள்ளி மற்௥ம் இந்த ௖ள்ளிகளில் மற்௥ம் இல் c2 c 1 c 2 derivatives
இ௠ப்பைதக் கண்டால் , இங்ேக ப்ைரம் மற்௥ம் இல் 0 ப்ைரம் உள்ளௌ, இப்ேபாௌ ஐப் f c 1 c 2 f c 3 
பாரத்்தால் இந்தப் ௖ள்ளி௞ம் 0 ஆஶம். ௙ண்௄ம் நான் ஒ௠ இைடெவளிைய க௯த்தல் ஷட்டல் c 3 h 2 c 3 h
எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் அதன் ெசயல்பா௄ இந்த ௖ள்ளி௜ல் அதன் அொகபடச் மொப்ைப அைடழறௌ,c3 
எனேவ இந்த ௙ண்௄ம் ேலாக்கல் அொகபடச்ம் மற்௥ம் என்பௌ ேலாக்கல் ௘னிமா௳ன் ஒ௠ c3 c 4 
௖ள்ளியாஶம் . ேலாக்கல் ௘னிமா௳ன் ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல், ஼ என்பௌ ேலாக்கல் மாக்஼மா அல்லௌ ேலாக்கல் 
௘னிமா௳ன் ௖ள்ளியாக இ௠ந்தால் , எஃப் ௔ைரம் ஼ என்பௌ 0க்ஶ சமம் அல்லௌ எஃப் ௔ைரம் ஼ இல்ைல 
என்பைத நாங்கள் நி௡௔த்ௌள்ேளாம் என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்௬ங்கள். இௌ ௚ந்ைதய ௳ரி௵ைரகளில், 
ேலாக்கல் மாக்஼மா அல்லௌ ேலாக்கல் ௘னிமா ௖ள்ளி இ௠ந்தால், ெடரிேவடூ்வ் இ௠ந்தால், அந்த 
ெடரிேவடூ்வ் 0க்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், இௌ ௚தல் வ௯த்ேதான்றல் ேசாதைன என்௥ 
அைழக்கப்ப௄வதால் இைத எ௱த அ௑மொக்க ேவண்௄ம் . ஒ௠ ெசயல்பாடானௌ ொறந்த இைடெவளி௜ல் 
வைரய௥க்கப்பட௄்ள்ளௌ மற்௥ம் ப்ைரம் ஶ௣ைய ேநரம்ைற௜௧௠ந்ௌ எொரம்ைறயாக மாற்௣னால்i f x 
, இந்த எ௄த்ௌக்காடூ்ல் என்ன நடக்ழறௌ என்பைதப் பாரக்்க௵ம், இந்த ஒ௠ ப்ைரம் இங்ேக c f 
ேநரம்ைறயாக இ௠ப்பதால், இந்தச ்ெசயல்பாட்ூன் வ௯த்ேதான்றல் நாம் க்ஶ வலௌ௖றம் c 1 
ெசல்௩ம்ேபாௌ ெசயல்பா௄ ஶைறழறௌ,
எனேவ ப்ைரம் இங்ேக எொரம்ைறயாக உள்ளௌ,f 
எனேவ இௌ ஶ௣ைய ேநரம்ைற௜௧௠ந்ௌ எொரம்ைறயாக மாற்௥ழறௌ, ௔ன்னர ்நாம் ஶ௥க்ேக c 
நக௠ம்ேபாௌ ஶ௣ைய ேநரம்ைற௜௧௠ந்ௌ எொரம்ைறயாக மாற்௥ழேறாம், ௔ன்னர ் என்பௌ உள்௭ர ்c 
௖ள்ளியாஶம். இேதேபால் ப்ைரம் ஆனௌ நாம் ௚௱வௌம் ெசல்௩ம்ேபாௌ maxima f x c 
எொரம்ைற௜௧௠ந்ௌ ேநரம்ைறக்ஶ அைடயாளத்ைத மாற்௣னால் , என்பௌ ேலாக்கல் ௘னிமா௳ன் ஒ௠ c 
௖ள்ளியாஶம் இந்த ௖ள்ளி ௚௱வௌம் ெசல்ல t c two
எனேவ இௌ ேலாக்கல் ௘னிமா௳ன் ஒ௠ ௖ள்ளியாஶம், ேம௩ம் ஶ௥க்ேக நாம் நக௠ம்ேபாௌ ப்ைரம் c f x 
மாற்ற அைடயாளத்ைத மாற்ற௳ல்ைல என்றால் , என்பௌ ேலாக்கல் மாக்஼மா௳ன் ௖ள்ளிேயா அல்லௌ c 
ேலாக்கல் ௘னிமா௳ன் ௖ள்ளிேயா அல்ல,
எனேவ இௌ உள்௭ர ்௖ள்ளிகைளக் கண்ட௣௞ம் ேசாதைனைய நமக்ஶ வழங்ஶழறௌ. ௘னிமா மற்௥ம் 
மாக்஼மா , ேலாக்கல் ௘னிமா மற்௥ம் ேலாக்கல் மாக்஼மா௳ன் ௖ள்ளிகைளக் கண்ட௣ய , ௚க்ழயமான 
௖ள்ளிகளான ப்ைரம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம் அல்லௌ எஃப் ௔ைரம் இல்லாத ௖ள்ளிகைளக் f x x 
காண்ழேறாம், ௔றஶ நாம் ௚தல் வ௯த்ேதான்றல் ேசாதைனையப் பயன்ப௄த்ொ ோரம்ானிக்கலாமா 
என்பைதத் ோரம்ானிக்கலாம். அந்த ௖ள்ளிகள் ேலாக்கல் மாக்஼மா ேலாக்கல் ௘னிமா௳ன் ௖ள்ளிகள் 
அல்லௌ ஒ௠ உதாரணத்ைதப் பாரக்்க ேவண்டாம் , இல் கனசௌரத்ொற்ஶ சமமான ஐக் க௠ௌழேறாம்r x fx 
என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் ,
எனேவ ப்ைரம் ௛ன்௥ சௌரத்ொற்ஶச ்சமம்,f x x 
எனேவ நாம் ெப௥வௌ ௔ைரம் ஆஶம். ௛ன்௥ சௌரத்ொற்ஶ சமம்f x x 
எனேவ ௔ைரம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் மற்௥ம் என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இ௠ந்தால் மட௄்ேம f x x 
அௌ ௗஜ்௷யமாக இ௠க்ஶம் ஒேர ௚க்ழய ௖ள்ளியாக இ௠க்ஶம் . இந்த ெசயல்பா௄ ப்ைரம் ௛ன்௥ f x x 
சௌரத்ொற்ஶ சமம் என்பதால் இௌ அைனத்ௌ ழேரட்ூற்ஶம் சாதகமானௌ ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட x er
எனேவ இந்த ௚க்ழயமான ௖ள்ளிைய நாம் பாரத்்தால் 0 ௔ைரம் ேநரம்ைற ப்ைரம் இொ௧௠ந்ௌ நக௠ம் f f 
ேபாௌ ேநரம்ைற எஃப் ௔ைரம் பா஼டூ்வ்
எனேவ ப்ைரம் மாறாௌ ெசயல்பா௄ அொகரித்ௌ வ௠ழறௌ மற்௥ம் ெசயல்பா௄ அொகரித்ௌ வ௠ழறௌ,f 
எனேவ இந்த ௳ஷயத்ொல் இந்த ௖ள்ளி க்ஶ சமமான ௖ள்ளி என்பௌ ேலாக்கல் மாக்஼மா அல்லௌ x 0 
ேலாக்கல் ௘னிமா௳ன் ௖ள்ளி அல்ல , இௌ ஒ௠ ௚க்ழயமான ௖ள்ளி ஆனால் ஒ௠ ௖ள்ளி௞ம் அல்ல . ேலாக்கல்
மாக்஼மா அல்லௌ ேலாக்கல் ௘னிமா ஒ௠ ஊ௄௠வல் ௖ள்ளி என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ ,
எனேவ இந்த வழக்ழல் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் என்பௌ ஒ௠ ஊ௄௠வல் ௖ள்ளி அல்லௌ ஊ௄௠வ௧ன் x 
௖ள்ளியாஶம்,
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எனேவ ஆல் வழங்கப்ப௄ம் உள்௭ர ்அொகபடச்ம் மற்௥ம் இன் உள்௭ர ்௘னிமா௳ன் ௖ள்ளிகைளக் x fx 
கண்ட௣ய ஒ௠ உதாரணத்ைதப் பாரப்்ேபாம். கனசௌரம் ைமனஸ் ௛ன்௥ ஷட்டல் ௛ன்௥x 
எனேவ ௔ைரம் இௌ ௛ன்௥ சௌரம் க௯த்தல் ௛ன்௥க்ஶ சமம், இௌ ௛ன்௥ மடங்ஶ சௌரம் f x x x 
க௯த்தல் ஒன்௥ அல்லௌ ௛ன்௥ மடங்ஶ க௯த்தல் ஒன்௥ ஷட்டல் ஒன்௥x x 
எனேவ ௚த௧ல் இன் ௗஜ்௷யங்கைளக் கண்௄௔ூப்ேபாம். ௔ைரம் f x
எனேவ ௔ைரம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் என்றால் மற்௥ம் என்றால் மட்௄ம் ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ சமம் f x x 
அல்லௌ ஒன்௥க்ஶ சமம், ௔றஶ ப்ைரம் இன் அைடயாளத்ைதக் காண்ழேறாம்,x f x 
எனேவ எங்களிடம் ௚க்ழயமான ௖ள்ளிகள் ைமனஸ் 1 1 உள்ளௌ, ௔ன்னர ் ைமனஸ் 1 மற்௥ம் 1 க்ஶ x 
இைட௜ல் இ௠ந்தால் இந்த ௔ைரம் சௌரம் க௯த்தல் 1 எொரம்ைறயாக இ௠ப்பைதக் காண்ழேறாம். f xx 
மற்௥ம் ஐ ௳ட அொகமாக இ௠ந்தால், ௔ைரம் ேநரம்ைற சௌரம் க௯த்தல் 1 ேநரம்ைற மற்௥ம் x 1 f x x x 
ைமனஸ் 1 ஐ ௳ட ஶைறவாக இ௠ந்தால், ப்ைரம் சௌரம் க௯த்தல் 1 மடங்ஶ 3 ேநரம்ைற,f x x 
எனேவ ெசயல்பா௄ ைமனஸ் 1 ஐக் கடக்ஶம்ேபாௌ அௌ ஶ௣ைய ேநரம்ைற௜௧௠ந்ௌ எொரம்ைறயாக 
மாற்௥ழறௌ மற்௥ம் ௖ள்ளி௜ன் ஶ௥க்ேக நக௠ம்ேபாௌ எொரம்ைற௜௧௠ந்ௌ ேநரம்ைறயாக மா௥ழறௌ, x 
இதனால் ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ சமம் என்பௌ ேலாக்கல் மாக்஼மா௳ன் ௖ள்ளி மற்௥ம் ஒன்௥க்ஶ சமம் x x 
ேலாக்கல் ௘னிமா௳ன் ஒ௠ ௖ள்ளி மற்ெறா௠ உதாரணம், 2 கனசௌரம் க௯த்தல் 6 சௌரம் ஷட்டல் 6 x x x 
ஷட்டல் ஐந்ௌ க்ஶ சமமான ஐப் பாரப்்ேபாம் ஆ௥ மடங்ஶ சௌரம் க௯த்தல் 2 ஷட்டல் 1 என்பௌ 6 g x x x 
மடங்ஶ க௯த்தல் 1 ௚௱ சௌரத்ொற்ஶ சமம்x 
எனேவ இங்ேக ௙ண்௄ம் சமம் 1 என்பௌ ஒ௠ ௚க்ழயமான ௖ள்ளி, ஆனால் நாம் க்ஶ சமமாக 1 ஐ x x 
நகரத்்ௌம்ேபாௌ ப்ைரம் ேநரம்ைறயாக இ௠ப்பைதக் காண்ழேறாம் .g x 
எனேவ இங்ேக 1 என்பௌ ௚க்ழயமான ௖ள்ளி ப்ைரம் என்பௌ 1 க்ஶ இடௌ௖றமாக௵ம் 1 க்ஶ g 
வலௌ௖றமாக௵ம் உள்ளௌ.
எனேவ ெசயல்பா௄ அொகரித்ௌ, இந்த இைடெவளி௜ல் அௌ அொகரித்ௌ வ௠ழறௌ,
எனேவ இந்த ௳ஷயத்ொல் க்ஶ சமமான 1 என்பௌ இன் இன் ஒ௠ ஊ௄௠வல் ௖ள்ளியாஶம், இௌ ஒ௠ x g x 
உள்௭ர ்அொகபடச்ம் அல்லௌ உள்௭ர ்ஶைறந்தபடச்ம் அல்ல,
எனேவ இன் இந்தச ்ெசயல்பாட்ூற்ஶ இல்ைல க்ஶ ேலாக்கல் அொகபடச்ம் அல்லௌ ேலாக்கல் நி௘டம்x g x 
இல்ைல என்பைத ௔ன்னர ்பாரப்்ேபாம், இந்த தகவல்கைளப் பயன்ப௄த்ொ இன் இந்த சார௖் இன் x g 
வைரபடத்ைத௞ம் வைரயலாம் என்பைத இப்ேபாௌ பாரக்்கலாம், ஼ல உதாரணங்கைளப் பாரப்்ேபாம்,
எனேவ சௌரத்ொற்ஶ சமமான இந்த ெசயல்பாடை்டப் பாரப்்ேபாம். ௚க்ழயமான ௖ள்ளி ௔ைரம் x f x 
இரண்௄க்ஶ சமம் x
எனேவ என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் என்பௌ மட௄்ேம ௚க்ழயமான ௖ள்ளியாக இ௠க்ஶம்,x 
எனேவ என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் என்பௌ ேலாக்கல் ௘னிமா௳ன் ஒ௠ ௖ள்ளி என்பைத அ௣ய ௚தல் x 
வ௯த்ேதான்றல் ேசாதைனையப் பயன்ப௄த்தலாம், ஏெனனில் ௔ைரம் எொரம்ைறயானௌ. f x 
எொரம்ைற௜௧௠ந்ௌ ேநரம்ைற வைர,
எனேவ இௌ ேலாக்கல் ௘னிமா௳ன் ஒ௠ ௖ள்ளியாஶம், உண்ைம௜ல் இந்த ௳ஷயத்ொல் ெசயல்பா௄ 
உங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம் இதன் வைரபடம் இந்த பரவைளயமாஶம் , ேம௩ம் ெசயல்பா௄ எப்ேபாௌம் 
எொரம்ைறயாக இ௠க்ஶம், ேம௩ம் இௌ ௗஜ்௷யத்ொல் ௗஜ்௷யமாக இ௠க்ஶம்,
எனேவ இந்த ௖ள்ளி உள்௭ர ்௘னிமா௳ன் ஒ௠ ௖ள்ளி என்பௌ ெதளிவாழறௌ, இௌ இப்ேபாௌ உலகளா௳ய 
௘னிமா௳ன் ஒ௠ ௖ள்ளியாஶம். இரண்டாவௌ வ௯த்ேதான்றல்
எனேவ ௚தல் வ௯த்ேதான்றல் நமக்ஶ இன் மற்ெறா௠ ெசயல்பாடை்டப் பாரத்்தால் இன் க்ஶ சமமானx x g 

க்ஶ சமமான சௌரம் க்ஶ சமம் என்பௌ உள்௭ர ்அொகபடச்த்ொன் ஒ௠ ௖ள்ளியாஶம், இௌ x x x x 0 x 
சௌரத்ொற்ஶ சமமான மற்௥ம் நான் எ௄த்தால் ைமனஸ் சௌரத்ொற்ஶ சமம் இௌ இன் ைமனஸ் fx gx x x g 

சௌரம் இங்ேக க்ஶ சமம் என்பௌ ௙ண்௄ம் ஒ௠ ௚க்ழயமான ௖ள்ளியாஶம், இௌ ேலாக்கல் மாக்஼மா x x 0 
ஆஶம் ,
எனேவ இந்த இரண்௄க்ஶம் ௔ைரம் 0 என்பௌ 0 ௔ைரம் 0 ஆஶம். இரண்டாவௌ வ௯த்ேதான்றல் இன் f g x 
எஃப் இரடை்டப் ௔ைரம் என்றால் இௌ 2 க்ஶ சமம் மற்௥ம் நான் இன் இரடை்டப் ௔ைரைமப் பாரத்்தால் x g 
இௌ க௯த்தல் 2 க்ஶ சமம்.
எனேவ நாம் பாரப்்பௌ என்னெவன்றால், இந்த எ௄த்ௌக்காடூ்ல் ெசயல்பாடூ்ன் இரண்டாவௌ 
வ௯த்ேதான்றல் ேநரம்ைறயாக உள்ளௌ ேலாக்கல் ௘னிமா௳ன் ௖ள்ளி மற்௥ம் இன் க்ஶ இௌ ேலாக்கல் x g 
மாக்஼மாைவ ௗஜ்௷யத்ொல் ெகாண்௄ள்ளௌ இங்ேக வ௯த்ேதான்றல் எொரம்ைறயானௌ மற்௥ம் 
எொரம்ைறயானௌ ேலாக்கல் மாக்஼மா௳ன் ௖ள்ளி இப்ேபாௌ ேகள்௳ என்னெவன்றால், ெசயல்பா௄ 
ேலாக்கல் மாக்஼மா அல்லௌ ேலாக்கல் ௘னிமா என்பைதச ்ேசாொக்க இரண்டாவௌ வ௯த்ேதான்றைலப் 
பயன்ப௄த்தலாமா,
எனேவ இரண்டாவௌ வ௯த்ேதான்றல் ேசாதைனையப் பற்௣ ௳வாொப்ேபாம்,
எனேவ இன் என்பௌ ஒ௠ ேதற்றமாக எ௱தலாம். ஒ௠ ொறந்த இைடெவளி௜ல் இ௠௚ைற x f 
ேவ௥ப௄த்தக்ஷூய ெசயல்பா௄ , இல் ப்ைரம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் என்௥ நிைனக்ழேறன்,c f 
எனேவ க்ஶ சமமான இல் ஒ௠ ௚க்ழயமான ௖ள்ளி உள்ளௌc x 
எனேவ ௚த௧ல் இரண்டாவௌ வ௯த்ேதான்றல் ட௖ள் ௔ைரம் ஐ ௳ட அொகமாக இ௠ந்தால், என்பௌ f c 0 c 
ேலாக்கல் ௘னிமா௳ன் ஒ௠ ௖ள்ளியாஶம், இந்த எ௄த்ௌக்காடூ்ல் சௌரத்ொற்ஶ சமமான இரண்டாவௌ x fx 
வ௯த்ேதான்றல் ௗஜ்௷யத்ொல் ேநரம்ைறயாக இ௠ப்பைதப் பாரத்்ேதாம். ேலாக்கல் ௘னிமா இரண்டாவௌ 
௳ஷயம் என்னெவன்றால், ெடரிேவடூ்வ் இரண்டாவௌ வ௯த்ேதான்றல் இல் எொரம்ைறயாக இ௠ந்தால், c c
என்பௌ ேலாக்கல் மாக்஼மா௳ன் ௖ள்ளி மற்௥ம் ௛ன்றாவௌ இல் இரண்டாவௌ வ௯த்ேதான்றல் 0 க்ஶ c 
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சமமாக இ௠ந்தால் , ேசாதைன ேதால்௳யைடழறௌ , அதாவௌ ட௖ள் ௔ைரம் என்றால் எைத௞ம் f c 
௚ூக்க ௚ூயாௌ. ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம்
எனேவ ஐப் பாரப்்ேபாம் ௚தலாவதாக, ௛ன்றாவௌ நிபந்தைனயானௌ க்ஶ சமமான க்ஶ நான்ஶ f fx x 
மற்௥ம் க்ஶ சமமான க௯த்தல் ஐ நான்காகக் க௠ொனால் ௔ைரம் 0 0 ௔ைரம் 0 ேம௩ம் 0 ேம௩ம் 0 gx x f g 
இல் இரண்டாவௌ வ௯த்ேதான்றல் 0 என்பௌ 0 ௳னாூ வ௯த்ேதான்றல் ௙ண்௄ம் ௗஜ்௷யம் மற்௥ம் நாம் 
ேநரூயாகப் பாரத்்தால் , ௚தல் வ௯த்ேதான்றல் ேசாதைன அல்லௌ ேநரூ கவனிப்௔ன் ௛லம் , க்ஶ fx 0 
சமமான ேலாக்கல் ௘னிமாைவக் ெகாண்ூ௠ப்பைதக் காணலாம், அேத சமயம் இன் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ x g 
சமமான ேலாக்கல் அொகபடச்த்ைதக் ெகாண்௄ள்ளௌ,
எனேவ நாம் பாரப்்பௌ இரண்டாவௌ வ௯த்ேதான்றல் என்றால் ஒ௠ ௚க்ழயமான கட்டத்ொல் ௗஜ்௷யமாக 
இ௠க்கலாம், அௌ ஒ௠ உள்௭ர ்௘னிமாவாக இ௠க்கலாம், அௌ ஒ௠ உள்௭ர ்அொகபடச்மாக இ௠க்கலாம், 
அௌ௵ம் இ௠க்க ௚ூயாௌ , இன் கனசௌரத்ொற்ஶ சமம் எனக் க௠ொனால், ௔ைரம் ௛ன்௥ சௌர x x h x x h
இரடை்டப் ௔ரதம என்பைதக் காண்ழேறாம். ஆ௥ க்ஶ சமம்x x 
எனேவ இந்த ௳ஷயத்ொல் ப்ைரம் 0 என்பௌ 0 ட௖ள் ௔ைரம் 0 என்பௌம் 0 என்பைத நாம் ௙ண்௄ம் h h 
காண்ழேறாம் ஆனால் இங்ஶ சமம் 0 என்பௌ ேலாக்கல் ேமக்ஸ் அல்லௌ ேலாக்கல் நி௘டம் அல்ல x 
என்பைத நாம் அ௣ேவாம்,
எனேவ இரண்டாவதாகப் பாரப்்பதன் ௛லம் ஒ௠ ௚க்ழயமான கட்டத்ொல் வ௯த்ேதான்றல் ௗஜ்௷யமாக 
இ௠ந்தால், நாம் எைத௞ம் ௚ூக்க ௚ூயாௌ,
எனேவ இரண்டாவௌ வ௯த்ேதான்றல் ட௖ள் ௔ைரம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இ௠ந்தால் ஒ௠ f c 
௚க்ழயமான ௖ள்ளி ௔ன்னர ்சாத்ொயமான அைனத்ௌ நிகழ்௵கைள௞ம் நாம் ெபறலாம் , அப்பூயானால்c 
நாம் ௚தல் வ௯த்ேதான்றல் ேசாதைனையப் பயன்ப௄த்த ௚யற்஼ ெசய்யலாம், இப்ேபாௌ இரண்டாவௌ 
வ௯த்ேதான்றல் ேசாதைன௜ன் ஆதாரத்ைதப் பாரப்்ேபாம்,
எனேவ ௚தல் வழக்ஶ ௔ைரம் மற்௥ம் இரண்டாவௌ வ௯த்ேதான்றல் என்பௌ 0 ஐ ௳டக் ஶைறவாக f c 0 c 
உள்ளௌ . இந்த வழக்ழல் என்பௌ ேலாக்கல் ௘னிமா௳ன் ஒ௠ ௖ள்ளி என்பைத நாங்கள் நி௡௔க்க c 
௳௠ம்௖ழேறாம்,
எனேவ இதற்ஶ நாம் ெசய்ய ேவண்ூயௌ என்னெவன்றால் , இன் சமமானைத ௳ட ஶைறவாக c f 
இ௠க்ஶம் ஼ல ேநரம்ைறையக் கண்ட௣ய ேவண்௄ம். ைமனஸ் ௚தல் ௔ளஸ் வைர உள்ள h c h c h 
அைனத்ௌ க்ஶம் க்ஶ க்ஶ இப்ேபாௌ ட௖ள் ௔ைரம் எொரம்ைற மற்௥ம் எஃப் ௔ைரம் ௗஜ்௷யம் x x f f c c 
என்௥ இந்த தகவைலப் பாரப்்ேபாம். இரண்டாவௌ வ௯த்ேதான்றல் ௚தல் வ௯த்ேதான்ற௧ன் 
வ௯த்ேதான்றலாக இைத எ௱தலாம்,
எனேவ இௌ ௔ைரம் ைமனஸ் எஃப் ௔ைரம் இன் வரம்௖ ைமனஸ் ஆல் வஶக்கப்ப௄ழறௌ, இௌ f x c x c x 
ஐ அேஶழறௌ , இௌ இப்ேபாௌ இல் உள்ள இரண்டாவௌ வ௯த்ேதான்ற௧ன் வைரயைற நமக்ஶத் c 
ெதரிந்த ௳ஷயம் என்னெவன்றால், ௔ைரம் ஼ என்பௌ ௗஜ்௷யம் ஆனால் நம்௘டம் உள்ளௌ எஃப் ௔ைரம் f 
஼ என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம்
எனேவ வரம்௖ இன் இன் க்ஶ ெசல்ழறௌ க௯த்தல் ஆல் வஶத்தால் இௌ ட௖ள் ௔ைரம் x f c c x x c f c 
க்ஶ சமம் மற்௥ம் இௌ எொரம்ைறயாக ெகா௄க்கப்படட்ௌ ட௖ள் ௔ைரம் எொரம்ைறயாக f c 
ெகா௄க்கப்படட்ௌ மன்னிக்க௵ம் நாம் பரி஽௧க்ஶம் ௚தல் வழக்ஶ இரடை்ட ௔ைரம் என்௥ f 
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் பா஼டூ்வ்c 
எனேவ இௌ பா஼டூ்வ், இரண்டாவௌ வ௯த்ேதான்றல் ேநரம்ைறயாக இ௠ந்தால் , இௌ ேலாக்கல் 
௘னிமா௳ன் ௖ள்ளி என்௥ காட்ட ௳௠ம்௖ழேறாம். பா஼டூ்வ் என்றால் என்௥ எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் x 
நம்௘டம் இௌ ஼ மற்௥ம் ஼ ைமனஸ் எச ்஼ ௔ளஸ் எச ்என்௥ அரத்்தம் பா஼டூ்வ் உள்ளௌ, அதாவௌ இந்தச ்h 
சார௔்ன் வரம்௖ ேநரம்ைறயாக இ௠க்ஶம் இந்தச ்சார௖் ப்ைரம் ஆல் ைமனஸ் இௌ ைமனஸ் f x x c, c h 
௚தல் வைர௜லான அைனத்ௌ க்ஶம் ேநரம்ைறயாக இ௠க்க ேவண்௄ம் . ஐ ௳ட ெபரியௌ c plus h x c 
மற்௥ம் ஐ ௳ட ஶைறவானௌ ௔ன்னர ்இந்த வஶத்தல் க௯த்தல் க௯த்தல் என்பௌ அௌ c plus h c x c pos 
எஃப் ௔ைரம் ேநரம்ைறயாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்௥ அரத்்தம், இௌ க்ஶ க்ஶ ௔ளஸ் க்ஶ x x c c h 
ெசாந்தமானௌ என்றால் க்ஶ க்ஶ ெசாந்தமானௌ என்றால் ௔ைரம் ேநரம்ைறயாக x c c plus h f x 
இ௠க்க ேவண்௄ம், ஏெனனில் இந்த வழக்ழல் வஶத்தல் ேநரம்ைறயாக உள்ளௌ மற்௥ம் ஐ ௳ட x c 
ஶைறவாக இ௠ந்தால், அௌ ைமனஸ் க்ஶ இல் இ௠ந்தால் ைமனஸ் எொரம்ைறயானௌ மற்௥ம் c h c x c 
இந்த ௳ழதம் ேநரம்ைறயாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்௥ நாம் ௳௠ம்௔னால், ௔ைரம் எொரம்ைறயாக f x 
இ௠க்க ேவண்௄ம்,
எனேவ நாம் பாரப்்பௌ ௔ைரம் என்பௌ இன் அைடயாளம் ௚தன்ைமயானௌ ஐ ௳ட ஶைறவாக f x f c 
எொரம்ைறயாக உள்ளௌ மற்௥ம் ஐ ௳ட ெபரியௌ ேநரம்ைறயாக இ௠க்ஶம், அதாவௌ ெசயல்பா௄ c 
ஶைறந்ௌ ௔ன்னர ்அொகரிக்ழறௌ, அதாவௌ என்பௌ உள்௭ர ்௘னிமா௳ன் ஒ௠ ௖ள்ளியாஶம்,c 
எனேவ ௚தல் வ௯த்ேதான்றல் ேசாதைன௜ன் ௛லம் க்ஶ சமமான ௖ள்ளி ேலாக்கல் ௘னிமா x 
இரண்டாவௌ வழக்ஶ ஒத்ததாக இ௠க்ஶம் எஃப் ௔ைரம் ஼ 0 மற்௥ம் இல் எஃப் ட௖ள் ௔ைரம் c 
எொரம்ைறயாக இ௠ந்தால், க்ஶ சமமான ஼ என்பௌ ேலாக்கல் மாக்஼மா௳ன் ௖ள்ளிைய இேதேபால் x 
நி௡௔க்க ௚ூ௞ம்,
எனேவ இந்த ௳ஷயத்ொல் நமக்ஶ என்ன ழைடக்ஶம் இந்த வரம்௖ எஃப் ட௖ள் ௔ைரம் ஼க்ஶ சமமாக 
இ௠ந்தால், இௌ ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ஶைறவாக இ௠ந்தால் ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ஶைறவாக இ௠க்ஶம் என்௥ 
க௠தப்ப௄ழறௌ. க்ஶ ௧௠ந்ௌ ஷட்டல் ௔ைரம் எொரம்ைறயாக இ௠க்க ேவண்௄ம் மற்௥ம் e c c hf x c 
இல் ைமனஸ் ௚தல் ௔ைரம் ேநரம்ைறயாக இ௠க்க ேவண்௄ம் அதாவௌ ௚௱வௌம் நாம் x h cf x c 
நக௠ம் ேபாௌ ப்ைரம் பா஼டூ்வ் இ௠ந்ௌ எொரம்ைறயாக மா௥ழறௌ . வ௯த்ேதான்றல் ேசாதைனயானௌ, f 
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ேலாக்கல் மாக்஼மா௳ன் ௖ள்ளியாக இ௠க்க ேவண்௄ம், இப்ேபாௌ இைத ஒ௠ ெசயல்பாடூ்ற்ஶப் 
பயன்ப௄த்த ௚யற்஼ப்ேபாம்
எனேவ நாம் ௚த௧ல் ௚க்ழய ௖ள்ளிகைளக் கண்௄௔ூப்ேபாம்,
எனேவ ப்ைரம் என்பௌ பன்னிரண்௄ கன சௌரம் மற்௥ம் பன்னிரண்௄ சௌரம் க௯த்தல் இ௠பத்ொ f x x x 
நான்ஶ மற்௥ம் இரடை்ட ௔ரதம என்பௌ ௚ப்பத்ொ ஆ௥ சௌரம் மற்௥ம் இ௠பத்ௌ நான்ஶ x f x x x 
க௯த்தல் இ௠பத்ொ நான்ஶ இப்ேபாௌ ௚த௧ல் எஃப் ௔ைரம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் மற்௥ம் எஃப் ௔ைரம் x x 
என்பௌ பன்னிெரண்௄ மடங்ஶ சௌரம் ஷட்டல் க௯த்தல் 2 சமம் 0 க்ஶ சமம், இௌ 12 மடங்ஶ x x x x x 
க௯த்தல் ஒ௠ ௚ைற ஷட்டல் இரண்௄ சமம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶx 
எனேவ என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் அல்லௌ ஒன்௥ அல்லௌ க௯த்தல் இரண்௄ இைவேய ௚க்ழயமான x 
௖ள்ளிகள் இப்ேபாௌ நாம் இரண்டாவௌ வ௯த்ேதான்றைலப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம் ேசாதைனe 
எனேவ இந்த கட்டத்ொல் இரண்டாவௌ வ௯த்ேதான்றைலக் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம்,
எனேவ இப்ேபாௌ இரடை்டப் ௔ைரம் 0 இல் நான் ஐ 0க்ஶ சமமாக ைவத்தால், இன் இரடை்டப் f x x 
௔ரதானம் என்ன என்பைத எ௱ௌழேறன், இௌ ௚ப்பத்ொ ஆ௥ சௌரம் மற்௥ம் இ௠பத்ொ நான்ஶ x x 
க௯த்தல் இ௠பௌ நான்ஶ
எனேவ ௗஜ்௷யத்ொன் இரடை்டப் ௔ரதானமானௌ க௯த்தல் 24 க்ஶ சமம் இௌ 0 க்ஶம் ஶைறவானௌ, இௌ 0 f 
க்ஶ சமமான என்பௌ ேலாக்கல் மாக்஼மா௳ன் ஒ௠ ௖ள்ளியாஶம் ௖ள்ளிகள் 1 மற்௥ம் க௯த்தல் 2x 
எனேவ 1 இல் உள்ள இரடை்டப் ௔ரதானம் 36 ஷட்டல் 24 க௯த்தல் 24 ஐக் ெகா௄க்ழறௌ, இௌ 36 க்ஶ சமம், f 
இௌ 0 ஐ ௳ட ெபரியௌ, இௌ க்ஶ சமம் 1 என்பௌ ேலாக்கல் ௘னிமா௳ன் ஒ௠ ௖ள்ளி மற்௥ம் ைமனஸ் 2 இல் x 
உள்ள இரடை்டப் ௔ரதானம் சமம்f 
எனேவ இங்ேக நாம் 12 ஐக் கணக்ழடலாம், ௔ன்னர ்3 மடங்ஶ க௯த்தல் 2 சௌரம் ஷட்டல் 2 மடங்ஶ க௯த்தல் 2
க௯த்தல் 2 ஆஶம், இௌ 12 ெப௠க்கல் 3 ெப௠க்கல் 4 என்பௌ 12 க௯த்தல் 4 க௯த்தல் 2 ேநரம்ைறயாக 
இ௠க்ஶம்
எனேவ இௌ ஐக் க௯த்தல் என்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ 2 என்பௌ ேலாக்கல் ௘னிமா௳ன் ஒ௠ ௖ள்ளிx 
எனேவ என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் என்பௌ ேலாக்கல் அொகபடச்ம் மற்௥ம் என்பௌ ைமனஸ் 2 க்ஶ x x 
சமம் மற்௥ம் க்ஶ சமம் உள்௭ர ்நி௘டங்களின் ௖ள்ளிகள் ஶைறந்தபடச் மொப்௖ மற்௥ம் அொகபடச் x 1 
மொப்௖ என்ன என்பைதக் கண்ட௣ய௵ம் இைதப் பயன்ப௄த்தலாம்,
எனேவ இந்த ௖ள்ளிகளில் உள்ள ெசயல்பாட்ூன் மொப்ைபப் பாரத்்தால், இன் 0 , நீங்கள் இன் ஐப் f x f 
பாரத்்தால், இௌ சமமாஶம். இௌ ௗஜ்௷யத்ொன் என்பௌ பன்னிரண்ூற்ஶச ்சமம்f 
எனேவ இௌ ேலாக்கல் அொகபடச்ம் மற்௥ம் இல் உள்ள மொப்பாஶம், இைத நீங்கள் ௛ன்௥ ஷட்டல் நான்ஶ f 
க௯த்தல் பன்னிெரண்௄ ஷட்டல் பன்னிெரண்௄ என்௥ கணக்ழட்டால் இௌ ஏ௱க்ஶ சமம் மற்௥ம் f 
ைமனஸ் இரண்ூல் கணக்ழட்டால் க௯த்தல் இரண்ூல் இௌ ைமனஸ் இ௠பௌ சரி என்௥ மா௣௳௄ம்,f 
எனேவ அ௄த்தௌ , இன் க்ஶ சமமான ஷட்டல் 1 மற்௥ம் க்ஶ சமமாக இல்ைல என்பைத நீங்கள் x x x x x 
க௠த்ொல் ெகாள்வதற்ஶ ௚ன் நாங்கள் பரி஽௧த்த உதாரணத்ைத இங்ேக காண்௔ப்ேபன் ௚தல் 
வ௯த்ேதான்றல் ப்ைரம் என்பௌ 1 ைமனஸ் 1 ஆல் சௌரம் மற்௥ம் இௌ ஐக் ஷட்டல் ைமனஸ் 1க்ஶ f x x x 
சமம் என்௥ கணக்ழட்டௌ ேபால, இப்ேபாௌ இரண்டாவௌ வ௯த்ேதான்றல் ட௖ள் ௔ைரம் ஐக் f x 
கணக்ழட்டால், இௌ ைமனஸ் க்ஶ ைமனஸ் ஆஶம். இரண்௄ இௌ கனசௌரத்தால் இரண்டாக இ௠க்ஶம் , x x 
௔ன்னர ்நான் ஒன்ைற மொப்௔ட்டால் ட௖ள் ப்ைரம் என்௥ பாரக்்கலாம். 2 க்ஶ சமம் ேநரம்ைற இௌ க்ஶ f x 
சமம் 1 என்பௌ ேலாக்கல் ௘னிமா௳ன் ஒ௠ ௖ள்ளியாஶம், ேம௩ம் நீங்கள் எஃப் ட௖ள் ௔ைரைம ைமனஸ் 1 
இல் கணக்ழட்டால் இௌ ைமனஸ் 2 ஆக வ௠ம், இௌ எொரம்ைறயானௌ இௌ ைமனஸ் 1 க்ஶ சமம் என்பௌ x 
உள்௭ர ்௖ள்ளியாஶம். மாக்஼மா , இந்தச ்ெசயல்பாட்ூன் வைரபடம் இப்பூத் ெதரிழறௌ மற்௥ம் இல் x 
ஒன்௥க்ஶ சமமான ேலாக்கல் ௘னிமா இந்த மொப்௖ இரண்௄ மற்௥ம் இல் ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ சமம், x x 
இல் 1 க்ஶ சமமாக உள்ேளாம் என்பைத நாங்கள் ஏற்கனேவ பாரத்்தைத ஒப்௖க்ெகாள்ழறௌ. ஒ௠ ேலாக்கல் 
௘னிமா மற்௥ம் இல் ைமனஸ் 1க்ஶ சமமான ேலாக்கல் மாக்஼மா உள்ளௌ,x 
எனேவ இத்ௌடன் இன்௥டன் அ௄த்த வஶப்௔ல் நி௥த்ௌழேறன் ெடரிேவடூ்வ்களின் இன்௑ம் ஼ல 
பயன்பா௄கைளப் பாரப்்ேபாம் நன்௣ 
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