
 ഹേലാ എبാവർുׯം ഈ ْപഭാഷണ؋ിെല െഡറിേവئീവുകെളുׯറിتു׺ അടു؋ 
ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ സٔാഗതം , ഫംഗ് ഷനുകളുെട മിനിമയുെടയും മാക് സിമയുെടയും േപായിന്റുകൾ 
കെ؇ؗു؋തിെനുׯറിتു׺ ഞ׹ളുെട ചർ׺ ഞ׹ൾ തുടരും, അതിനാൽ  എؗ x so point c 
ഫംഗ് ഷന്െറ േലാׯൽ മാക് സിമയും മിനിമയും എؓാെണ്ؗ ആദّം നമു്ׯ ഓർأിׯാം. ന്െറ f x 
ന്െറ െഡാെമയ് നിൽ,  േപാസിئീവ് യഥാർ، സംഖّ നിലവിലുെ؇׸ിൽ േലാׯൽ മാക് സിമയുെട ഒരുh 
േപായിന്റ് എ്ؗ വിളിുؗുׯ  , അതായത് തുറؗ ഇടേവളയിൽ ൈമനസ് മുതൽ ؛സ് വെരയുتc h c h 
എبാ നും ന്െറ ന്െറ ന് തുലّമാണ്. യുെട ആണ് എؗ േപായിന്റ് അടؗു׹ ചില െചറിയx- f f f- c f c 
ഇടേവളകളിൽ ന്െറ ന്െറ പരമാവധി മൂലّം ,  അതുേപാെല യുെട എؗത് േപാസിئീവ് x f c f h 
ആെണ׸ിൽ േലാׯൽ മിനിമയുെട ഒരു േപായിന്റ് എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതായത് യുെട എؗത് c f x 
ന്െറ ഏئവും കുറ؁ മൂലّമാണ്  ഇടേവള സി ൈമനസ് എ്׺ മുതൽ സി ؛സ് എ്׺ വെര , 
ഉദാഹരണ؋ിന് നأൾ ഒരു ഫംഗ് ഷൻ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, നമു്ׯ ഈ ഫംഗ് ഷൻ ഉെ؇്ؗ പറയുക, 
നി׹ൾ ഈ േപായിന്റിേല്ׯ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ നമു്ׯ ഈ നാല് േപായിന്റുകൾ േനാׯാം, ഈ 
േപായിന്റുകെള ഞ׹ൾ സി വൺ സി ടു സി 3 സി 4 എ്ؗ വിളിുؗുׯ.  നി׹ൾ ഈ േനാׯിയാൽ c 1 
ഞാൻ ഇത് എടുുׯകയാെണ׸ിൽ ഇടേവള , ഞാൻ ഈ ഫംഗ് ഷൻ  ൈമനസ് മുതൽ  ؛സ് c 1 h c 1 h 
വെരയുت ഈ ഇടേവളയിേല്ׯ പരിമിതെؚടു؋ിയാൽ, ന്െറ ഈ ആണ് ഈ ഇടേവളയിെല c 1 f 
പരമാവധി മൂലّം, ഇത് എبാ ന്െറയും ഫംഗ് ഷന്െറ പരമാവധി മൂലّമെ׸بിലും, ഉദാഹരണ؋ിന് ഇത്  x-
ഈ ഘ؋؂ിൽ  ഫംഗ് ഷന്െറ മൂലّം വലുതായതിനാൽ ഇത് ഒؗിന്െറ ഒരു േപായിന്റാണ് േലാׯൽ c 3 c 
മാക് സിമയുെട ഒരു േപായിന്റ് ആണ്, ഞ׹ൾ - ൽ വീ؇ും  േനാുؗുׯ, ഞാൻ  അട׹ിയ ഒരു c 2 c 2 c 2
െചറിയ ഇടേവള എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, നി׹ൾ ഇത് കാണുؗു യുെട ഈ ഇടേവളയിെല ഏئവും f c 2 
കുറ؁ മൂലّമാണ്, അതിനാൽ എؗത് േലാׯൽ മിനിമയുെട ഒരു േപായിന്റാണ് , ഈ c2 
േപായിന്റുകളിൽ എؗിവയിൽ െഡറിേവئീവുകൾ ഉെ؇്ؗ നി׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ , c 1, c 2 
ഇവിെട നമു്ׯ ൈْപം ൈْപം ആണ്  ഇേؚാൾ 0 ആണ് , നأൾ ഈ േപായിന്റ് f c 1 0 f c 2 c 3 
വീ؇ും േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, ഞാൻ ൈമനസ് ؛സ് ഒരു ഇടേവള c 3 h 2 c 3 h 
എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, ഫംഗ്ഷൻ ഈ േപായിന്റിൽ അതിന്െറ പരമാവധി മൂലّം ൈകവരിുؗുׯ, c3 
അതിനാൽ ഈ വീ؇ും േലാׯലിന്െറ ഒരു േപായിന്റാണ്.  മാ٧عിമം , സി 4 എؗത് േലാׯൽ c3 
മിനിമയുെട ഒരു ബിؕുവാണ്, നമു്ׯ അറിയാവുؗത് , േലാׯൽ മിനിമയുെട ഒരു ബിؕുവിൽ സി ഒരു 
ബിؕു ആെണ׸ിൽ അെ׸بിൽ േലാׯൽ മിനിമ എ׸ിൽ ഒؗുകിൽ ൈْപം ന് cal maxima f c 0 
തുലّമാണ് അെ׸بിൽ ൈْപം നിലവിലിب , നമു്ׯ േലാׯൽ മാക് സിമ അെ׸بിൽ േലാׯൽ f c 
മിനിമയുെട ഒരു േപായിന്റ് ഉെ؇׸ിൽ, െഡറിേവئീവ് നിലവിലുെ؇׸ിൽ െഡറിേവئീവ് ആെണ്ؗ മുൻ 
ْപഭാഷണ׹ളിൽ ഞ׹ൾ ഇത് െതളിയി׺തായി ഓർുׯക.  0 ന് തുലّമായിരിׯണം,  ഇത് ആദّെ؋ 
െഡറിേവئീവ് െട്ز എ്ؗ വിളിׯെؚടുؗതിനാൽ ഇത് എഴുതാൻ എെؗ അനുവദിׯണം, അതിനാൽ fx
ഒരു ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ ഐയിൽ നിർവചി׺ിരിؗുׯ ഒരു ഫംഗ്ഷൻ ആയിരിׯെ؂ , തുടർ്ؗ ൈْപംf 

ചിصം േപാസിئീവിൽ നി്ؗ െനഗئീവിേല്ׯ മാുئകയാെണ׸ിൽ എؓാെണ്ؗ േനാൂׯ ഈ x 
ഉദാഹരണ؋ിൽ ഇവിെട സംഭവിുؗുׯ , നأൾ ഈ സി വൺ എഫ് ൈْപം േപാസിئീവ് ആണ്, കാരണം 
െഡറിേവئീവ് ഫംഗ്ഷൻ വർؑിുؗുׯ , തുടർ്ؗ സി 1 ന്െറ വലേׯ്؋ നീു׹േآാൾ ഫംഗ്ഷൻ 
കുറയുؗു, അതിനാൽ എഫ് ൈْപം ഇവിെട െനഗئീവ് ആണ്. അടയാളം േപാസിئീവിൽ നി്ؗ 
െനഗئീവിേല്ׯ മാുؗുئ, തുടർ്ؗ നأൾ സിയിൽ സ؀രിുׯേآാൾ േപാസിئീവ് മുതൽ 
െനഗئീവിേല്ׯ മാുئക,  പിെؗ എؗത് േലാׯൽ മാക് സിമയുെട ഒരു േപായിന്റാണ്  സി ടു c 
കുറുെകയുت ഓവ് , േലാׯൽ മിനിമയുെട ഒരു േപായിന്റാണ്, കാരണം േലാׯൽ മിനിമ എഫ് ൈْപം 
0-ൽ താെഴയുت എഫ് ൈْപമിൽ നി്ؗ എഫ് ൈْപം 0- േനׯാൾ വലുതായി മാറുؗത് കാണാം കൂടാെത f
ൈْപം നأൾ യുെട കുറുെക നീു׹േآാൾ മാئ ചിصം മാؗുئിെ׸بിൽ, േലാׯൽ x c c 
മാക് സിമയുെട ഒരു േപായിന്േറാ േലാׯൽ മിനിമയുെട ഒരു േപായിന്േറാ അب, അതിനാൽ ഇത് േലാׯൽ
മിനിമയുെടയും മാക് സിമയുെടയും േപായിന്റുകൾ കെ؇ؗു؋തിനുت പരിേശാധന നൽകുؗു, 
അതിനാൽ േലാׯൽ മിനിമയുെട േപായിന്റുകൾ കെ؇؋ാനാകും. കൂടാെത േലാׯൽ മാക് സിമ, എഫ് 
ൈْപം പൂജّ؋ിന് തുലّേമാ എഫ് ൈْപം നിലവിലിبാ؋ േപായിന്റുകേളാ ആയ നിർണായക x x 
േപായിന്റുകൾ ഞ׹ൾ കെ؇ുؗു؋, തുടർ്ؗ  ആ േപായിന്റുകൾ േലാׯൽ മാക് സിമ േലാׯൽ 
മിനിമയുെട േപായിന്റുകളാേണാ എ്ؗ നിർ؉യിׯാൻ ആദّ െഡറിേവئീവ് െട്ز ഉപേയാഗിׯാം. 
നമു്ׯ ഒരു ഉദാഹരണം േനാׯാം, നأൾ െല കّൂബിന് തുലّമാണ് എ്ؗ കരുതുക, അതിനാൽ r- x fx 
നأൾ ൈْപം മൂ്ؗ ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ൈْപം മൂ്ؗ f x x f x x 
ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, 
അ׹െന ൈْപം തുലّമാണ് എ׸ിൽ മാْതം പൂജّ؋ിേല്ׯ  എؗത് പൂജّ؋ിന് f x x 
തുലّമാെണ׸ിൽ, പൂജّം എؗത് മാْതമാണ് നിർണായക േപായിന്റ ്എ׸ിൽ, 0 എؗത് േലാׯൽ മിനിമ 
േലാׯൽ മാ٧عിമയുെട ഒരു ബിؕുവാേണാ അേതാ ഈ ഫംഗ്ഷൻ കാണുകയാെണ׸ിൽ, ൈْപം മൂ്ؗ f x 

ചതുര؋ിന് തുലّമായതിനാൽ ഇത് േപാസിئീവ് ആണ്  എبാ؋ിനും പൂജّേׯ؋ാൾ വലുതാണ്, x x 
അതിനാൽ ഈ നിർണായക ബിؕുവിലുടനീളം കാണുകയാെണ׸ിൽ 0 ൈْപം േപാസിئീവ് ആണ് f f 
ൈْപം ഇതിൽ നി്ؗ നീു׹േآാൾ േപാസിئീവ് ആണ്, അതിനാൽ ൈْപം മാറിب ൈْപം ചിصം f f x 
മാറിب ഇതിനർ،ം ഫംഗ് ഷൻ വർؑിുׯകയും ഇവിെട ഫംഗ് ഷൻ വർؑിുׯകയും െചുؗുإ, 
അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ  ന് തുലّമായ ഈ േപായിന്റ് േലാׯൽ മാക് സിമയുെട ഒരു x 0
േപായിന്േറാ േലാׯൽ മിനിമയുെട ഒരു േപായിന്േറാ അب, അ؋രെമാരു േപായിന്റ് ഒരു നിർണായക 
േപായിന്റാണ് . േലാׯൽ മാക് സിമയുെടേയാ േലാׯൽ മിനിമയുെടേയാ േപായിന്റിെന ഇൻഫ് ളײൻ 
േപായിന്റ് എ്ؗ വിളിؗുׯിب, അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ഒരു x 
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ഇൻഫ് ളײൻ േപായിന്േറാ ഇൻഫ് ളײൻ േപായിന്േറാ ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു ഉദാഹരണം 
േനാׯാം േലാׯൽ മാക് സിമയുെടയും േലാׯൽ മിനിമയുെടയും േപായിന്റുകൾ കെ؇ു؋ക കّൂബ് x 
ൈമനസ് ْതീ ؛സ് ْതീ നൽകിയിت؂ു അതിനാൽ നأൾ െഡറിേവئീവ് കെ؇ുؗു؋ ൈْപം x fx, f x 
ഇത് മൂ്ؗ ചതുരْശ ൈമനസ് ْതീ്ׯ തുലّമാണ്, ഇത് മൂ്ؗ തവണ ചതുരْശ ൈമനസ് ഒേؗാ മൂേؗാ x x 
തവണ ൈമനസ് ഒ്ؗ ؛സ് വ؉ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ആദّം  ൈْപം ന്െറ പൂജّ׹ൾ x x f x 
ഞ׹ൾ കെ؇ുؗു؋, അതിനാൽ ൈْപം പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ׸ിൽ, എؗത് ൈമനസ് ഒؗിന് f x x 
തുലّമാെണ׸ിൽ അെ׸بിൽ ഒؗിന് തുലّമാെണ׸ിൽ മാْതം , തുടർ്ؗ നമു്ׯ ൈْപം ന്െറ x f x 
ചിصം കാണാം, അതിനാൽ നമു്ׯ നിർ؉ായക േപായിന്റുകൾ ൈമനസ് 1 1 ഉം അതിനുേശഷം ഉ؇്  x 
ൈമനസ് 1 നും 1 നും ഇടയിലാെണ׸ിൽ ഈ ൈْപം സ്കٔയർ ൈമനസ് 1 െനഗئീവ് ആെണؗും f xx x 1 
േനׯാൾ വലുതാെണ׸ിൽ ൈْപം േപാസിئീവ് സ്കٔയർ ൈമനസ് 1 േപാസിئീവ് ആെണؗും f x x x 
ൈമനസ് 1 േനׯാൾ കുറവാെണ׸ിൽ ആെണؗും ഞ׹ൾ കാണുؗു. ൈْപം തുലّമായ സ്കٔയർ f x x 
ൈമനസ് 1 തവണ 3 ഇത് േപാസിئീവ് ആണ്, അതിനാൽ ഫംഗ്ഷൻ വർؑിുؗുׯ എؗാണ് 
അർ،മാؗുׯത് , നأൾ ൈമനസ് 1 ന് കുറുെക നീു׹േآാൾ അത് േപാസിئീവിൽ നി്ؗ 
െനഗئീവിേല്ׯ മാറുؗു, കൂടാെത തുലّമായ േപായിന്റിലൂെട നീു׹േآാൾ അത് െനഗئീവ് മുതൽ x 
േപാസിئീവ് ആയി മാറുؗു ഒؗിേല്ׯ 
അ׹െന ൈമനസ് ഒ്ؗ എؗത് േലാׯൽ മാ٧عിമയുെട ഒരു േപായിന്റാണ് സമം ഒ്ؗ എؗത് x x 
േലാׯൽ മിനിമയുെട ഒരു േപായിന്റ് മെئാരു ഉദാഹരണം നമു്2 ׯ കّൂബ് ൈമനസ് 6 ചതുരവും x x 
 ൈْപം എؗത് ആറ് ചതുരْശ x g g g x x ׯാം, ഇവിെട വീ؇ും നമു്ׯസ് 5 ന്െറ ന്െറ േനാ؛ സ് 6؛
ൈമനസ് പْؓ؇് ؛സ് ആെണ്ؗ കെ؇؋ാം ആറ് മട്׹ ചതുരം ൈമനസ് 2 ؛സ് 1 എؗത് നأൾx x x 
കാണുؗ 6 മട്׹ ൈമനസ് 1 പൂർ؉ ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട വീ؇ും ന് x x 1 
തുലّമാണ് ഒരു നിർണായക േപായിന്റ ്എؗാൽ നأൾ നീു׹േآാൾ ൈْപം േപാസിئീവ് ആെണ്ؗ g x 
ഞ׹ൾ കാണുؗു ൽ ഉടനീളം 1 ന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ ഇവിെട 1 എؗത് നിർ؉ായക േപായിന്റാണ്x-

ൈْപം 1 ന്െറ ഇടേ؋ാ؂ും അതുേപാെല 1 ന്െറ വലേ؋ാ؂ും േപാസിئീവ് ആണ്. അതിനാൽ g 
ْപവർ؋നം വർؑിുׯകയും ഈ ഇടേവളയിൽ അത് വർؑിുׯകയും െചുؗുإ, അതിനാൽ ഈ 
സാഹചരّ؋ിൽ തുലّമാണ്  1 എؗത് ന്െറ ന്െറ ഇൻײ؜ൻ േപായിന്റ ്ആണ്, അത് ഒരു x g x 
േലാׯൽ മാ٧عിമേയാ േലാׯൽ മിനിമേയാ അب, അതിനാൽ ന്െറ ഈ ഫംഗ്ഷനിൽ ന്െറ ഇب ന് x g g x 
േലാׯൽ മാക്േസാ േലാׯൽ മിനിേئാ ഇب , നമു്ׯ ْഗാഫ് വരയ്ׯാൻ കഴിയുെമ്ؗ പിؗീട് കാണാം. 

ന്െറ ഈ ഫംഗ് ഷന്െറ ഈ വിവര׹ൾ ഉപേയാഗി്׺ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ചില ഉദാഹരണ׹ൾ േനാׯാം x- g 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ ഫംഗ് ഷൻ ചതുര؋ിന് തുലّമായ എؗ ഫംഗ് ഷൻ ഞ׹ൾ l x fx 
കെ؇؋ിയാൽ ൈْപം ര؇് ആണ്, അതിനാൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമായ എؗത് മാْതമാണ് f x x x 
നിർ؉ായക േപായിന്റ ്, പൂജّ؋ിന് തുലّമായ എؗത് കാണുؗതിന് നമു്ׯ ആദّെ؋ െഡറിേവئീവ് x 
െട്ز ഉപേയാഗിׯാനാകും .  േലാׯൽ മിനിമയുെട േപായിന്റ,് കാരണം ൈْപം െനഗئീവ് f x 
ആയതിനാൽ ഇത് െനഗئീവ് മുതൽ േപാസിئീവ് ആയി മാറുؗു, അതിനാൽ ഇത് േലാׯൽ മിനിമയുെട 
ഒരു േപായിന്റാണ്, വാُവٝ؋ിൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ഫംഗ്ഷൻ നി׹ൾ്ׯ അറിയാം ഇതിന്െറ ْഗാഫ് 
ഈ പരവലയമാെണؗും ഫംഗ്ഷൻ എبായ്േؚാഴും െനഗئീവ് അെുؗبം  ഇത് പൂജّ؋ിൽ പൂജّമാണ്, 
അതിനാൽ ഈ േപായിന്റ് േലാׯൽ മിനിമയുെട ഒരു േപായിന്റാെണ്ؗ വّװമാണ് , ര؇ാമെ؋ 
െഡറിേവئീവിന് എ്ؓ സംഭവിുׯെമ്ؗ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത് ആേഗാള മിനിമയുെട ഒരു 
േപായിന്റാണ്.  ഫംഗ് ഷൻ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ൈമനസ് സ്കٔയർ സമം  എؗത് േലാׯൽ g x g x x x 0
മാ٧عിമയുെട ഒരു േപായിന്റാണ്, ഇത് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് ആണ് , ഞാൻ ൈമനസ് x fx x 
ചതുര؋ിന് തുലّമായ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇ   ◌് ഇ   ◌ിെട ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ ആണ്  gx x x g 

സമം 0 വീ؇ും ഒരു നിർണായക േപായിന്റാണ്  ഇത് േലാׯൽ മാ٧عിമയാണ്, അതിനാൽ ഇവ x 
ര؇ിേലയും എഫ് ൈْപം 0 ആണ് 0 ْഗാം ൈْപം 0 ആണ്. ര؇ാമെ؋ െഡറിേവئീവ് േനാׯാം ന്െറ x 
ഇര؂ ൈْപം എؓാണ്, ഇത് 2 ന് തുലّമാണ് , ഞാൻ ന്െറ ഇര؂ ൈْപം േനാുׯകയാെണ׸ിൽ ഇത് x g 
ൈമനസ്  ന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ നأൾ കാണുؗത് , ഈ ഉദാഹരണ؋ിൽ ഫംഗ് ഷന്െറ ര؇ാമെ2 ؋
െഡറിേവئീവ്  േലാׯൽ മിനിമയുെട േപായിന്റിൽ േപാസിئീവ് ആണ് , കൂടാെത ന്െറ ന് േലാׯൽ x g 
മാ٧عിമ പൂജّ؋ിൽ ഉ؇്, ഇവിെട െഡറിേവئീവ് െനഗئീവ് ആണ് , െനഗئീവ് ആണ് േലാׯൽ 
മാക് സിമയുെട േപായിന്റിൽ, ഒരു ഘ؋؂ിൽ ഫംഗ്ഷൻ േലാׯൽ മാക് സിമയാേണാ േലാׯൽ 
മിനിമയാേണാ എ്ؗ പരിേശാധിׯാൻ ര؇ാമെ؋ െഡറിേവئീവ് ഉപേയാഗിׯാേമാ എؗതാണ് ഇേؚാൾ 
േചാദّം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ര؇ാമെ؋ െഡറിേവئീവ് െട്ز ചർ׺ െചുإം, അതിനാൽ ന്െറ ഒരു x 
സിؑാؓമായി ഞാൻ എഴുതെ؂ . ഒരു ഓؚൺ ഇന്റർെവലിൽ ര؇ുതവണ വّതّാസെؚടു؋ാവുؗ ഒരു 
ഫംഗ് ഷനാണ് , യിെല ൈْപം പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ ഞാൻ കരുതുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ ന് c- f c-
തുലّമായ ൽ ഒരു നിർണായക േപായിന്റ ്ഉ؇്, ഇേؚാൾ എؗത് േലാׯൽ മാക് സിമ േലാׯൽ x- c 
മിനിമയുെട ഒരു േപായിന്റാേണാ എ്ؗ തീരുമാനിׯാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ. അെ׸بിൽ 
അ׹െന ഒؗുമب പിെؗ ആദّം ര؇ാമെ؋ െഡറിേവئീവ് എഫ് ഡബിൾ ൈْപം സി 0 േനׯാൾ 
കൂടുതലാെണ׸ിൽ, സി എؗത് േലാׯൽ മിനിമയുെട ഒരു േപായിന്റാണ്, ഈ ഉദാഹരണ؋ിൽ നأൾ 
ക؇ത്, ചതുര؋ിന് തുലّമായ എഫ്എ٧്ع ര؇ാമെ؋ െഡറിേവئീവ് പൂജّ؋ിൽ േപാസിئീവ് x 
ആെണؗും ഇതാണ് േലാׯൽ മിനിമയുെട േപായിന്റ.് െഡറിേവئീവ് െസׯൻഡ് െഡറിേവئീവ് ൽ c-
െനഗئീവ് ആെണ׸ിൽ, േലാׯൽ മാ٧عിമയുെട ഒരു േപായിന്റും മൂؗാമേ؋ത് െല ര؇ാമെ؋ c c-
െഡറിേവئീവ് 0 ന് തുലّമാെണ׸ിൽ , െട്ز പരാജയെؚടുؗു , അതായത് ഡബിൾ ൈْപം പൂജّ؋ിന് f c 
തുലّമാെണ׸ിൽ നമു്ׯ ഒؗും നിഗമനം െചإാൻ കഴിയിب  അതിനാൽ നമു്ׯ ആദّം േനാׯാം, 
മൂؗാമെ؋ വّവر തുലّമായ ഉം സമം ൈമനസ് നാലും പിെؗ fx x to the four gx x to the f 
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ൈْപം 0 0 ൈْപം 0 ഉം 0 ആണ്, 0 ന്െറ ര؇ാമെ؋ െഡറിേവئീവ് 0 ആണ് 0 െസׯൻഡ് െഡറിേവئീവ് g 
വീ؇ും പൂജّമാണ് , നأൾ േനരി؂് കാണുകയാെണ׸ിൽ , ആദّ െഡറിേവئീവ് െട്ز വഴിേയാ േനരിت؂ു 
നിരീײണ؋ിലൂെടേയാ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും, ന് 0 ന് തുലّമായ ഒരു േലാׯൽ മിനിമയു؇്, fx 
അേതസമയം ന്െറ ന് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ൽ േലാׯൽ മാ٧عിമ ഉ؇് , അതിനാൽ നأൾ x g x- 
കാണുؗത് അതാണ് െസേׯാ എ׸ിൽ  െഡറിേവئീവ് ഒരു നിർണായക ഘ؋؂ിൽ പൂജّമാണ്, അത് nd 
ഒരു േലാׯൽ മിനിമ ആകാം, ഇത് ഒരു േലാׯൽ മാ٧عിമ ആകാം, അത് ഒരു േലാׯൽ മാ٧عിമ ആകാം, 
അത് ന്െറ കّൂബിന് തുലّമാെണ്ؗ പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ, അത് ര؇ും ആവിب, തുടർ്ؗ x x h 
ൈْപം മൂ്ؗ ചതുരْശ ഇര؂ിയാെണ്ؗ നമു്ׯ കാണാം.  ൈْപം ആറ് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ x x h x x 
ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ൈْപം 0 എؗത് 0 ഇര؂ ൈْപം 0 ആെണ്ؗ നമു്ׯ വീ؇ും കാണാം, എؗാൽ h h 
ഇവിെട ന് തുലّമായത് ഒരു േലാׯൽ മാക്േസാ േലാׯൽ മിനിേئാ അെ്ؗب നമു്ׯ അറിയാം. ഒരു x 0 
നിർണായക േപായിന്റിെല ര؇ാമെ؋ െഡറിേവئീവ് പൂജّമാെണ׸ിൽ നമു്ׯ ഒؗും നിഗമനം 
െചإാൻ കഴിയിب, അതിനാൽ ര؇ാമെ؋ െഡറിേവئീവ് എഫ് ഡബിൾ ൈْപം സി ഒരു നിർണായക 
േപായിന്റിൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ׸ിൽ,  സാധّമായ എبാ േകസുകളും നമു്ׯ ഉ؇ാകാം, അ؋രം 
സؕർഭ׹ളിൽ നമു്ׯ ഉപേയാഗിׯാൻ ْശമിׯാം  ആദّ െഡറിേവئീവ് െട്ز ഇേؚാൾ നമു്ׯ 
ര؇ാമെ؋ െഡറിേവئീവ് െടزിന്െറ െതളിവ് േനാׯാം, അതിനാൽ ആദّെ؋ േകസ് ൈْപം f c 0 
ആെണؗും യിെല ര؇ാമെ؋ െഡറിേവئീവ് 0-ൽ കുറവാെണؗും കരുതുക . ഈ സാഹചരّ؋ിൽ c c
എؗത് ഒരു െױയിം ആെണ്ؗ െതളിയിׯാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ. ْപാേദശിക മിനിമയുെട 
േപായിന്റ് അതിനാൽ ഇതിനായി നأൾ െചേإ؇ത് ടി  ൈമനസ് എ്׺ മുതൽ സി ؛സ് എ്׺ വെരയുتc 
എبാ നും സിയുെട എഫ് ന്െറ എഫ്-ന് തുലّമായ കുറ്׺ എ്׺ േപാസിئീവ് കെ؇േ؋؇തു؇്. x x 
പൂജّമാണ്, െഡറിേവئീവിന്െറ നിർവചനം അനുസരി്׺, ഇര؂ ൈْപം സി ഇത് പരിധിയായി എഴുതാം , f 
ര؇ാമെ؋ െഡറിേവئീവ് ആദّ െഡറിേവئീവിന്െറ െഡറിേവئീവ് ആണ്, അതിനാൽ ഇത് ൈْപം f x 
ൈമനസ് ൈْപം യുെട പരിധി ൈമനസ് െകാ؇് ഹരിുؗുׯ  എു؋േآാൾ യിെല f c x c x c, c 
ര؇ാമെ؋ െഡറിേവئീവിന്െറ  നിർവചനമാണിത്  ൈമനസ് സി ْപകാരം ഇത് എഫ് ഡബിൾ ൈْപം x 
സി്ׯ തുലّമാണ് , ഇത് െനഗئീവ് ആയാണ് നൽകിയിരിؗുׯത് എഫ് ഡബിൾ ൈْപം സി 
െനഗئീവായാണ് നൽകിയിരിؗുׯത് ײമിׯണം നأൾ ആദّം പരിഗണിؗുׯത് എഫ് ഡബിൾ ൈْപം
സി േപാസിئീവ് ആെണ്ؗ കരുതുക, അതിനാൽ ഇത് േപാസിئീവ് ആണ്, അേؚാൾ ഞ׹ൾ െസׯന്റ് 
ആെണ׸ിൽ ഇത് േലാׯൽ മിനിമയുെട േപായിന്റാെണ്ؗ കാണിׯാൻ ആْഗഹിുؗുׯ  ഓ؇് 
െഡറിേവئീവ് േപാസിئീവ് ആെണ׸ിൽ നമു്ׯ േലാׯൽ മിനിമയുെട ഒരു േപായിന്റ് ലഭിുׯം, 
അതിനാൽ ഈ പരിധി േപാസിئീവ് ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ്ׯ നൽകിയിരിുؗുׯ, പരിധി േപാസിئീവ് 
ആെണ׸ിൽ എؓാണ് അർ،മാؗുׯത്, അതിനർ،ം ഞാൻ ആയി എടുുׯകയാെണ׸ിൽ നമു്ׯ x 
ഇതാണ് േപായിന്റ ്സി , ഞ׹ൾ കുറ്׺ സി ൈമനസ് എ്׺ സി ؛സ് എ്׺ ഉ؇ായിരിׯണം, അതായത് എ്׺
േവ؇ْത െചറുതാെണ׸ിൽ ഇതിന്െറ മൂലّം േപാസിئീവ് ആയിരിׯണം, അതിനാൽ ഇത് 
സൂചിؚിؗുׯത് എ്׺ േപാസിئീവ് നിലവിലു؇്, അതായത് ഈ ഫംഗ് ഷൻ അതിന്െറ പരിധി േപാസിئീവ് 
ഈ ഫംഗ്ഷൻ എഫ് ൈْപം ൈബ ൈമനസ് സി ഇത് േവണം സി ൈമനസ് എ്׺ മുതൽ സി ؛സ് എ്׺ x x 
വെരയുت എبാ നും േപാസിئീവ് ആയിരിുׯക, അതിനർ،ം സി-േയׯാൾ വലുതും സി ؛സ് x 
എ്׺-േനׯാൾ കുറവും ആെണ׸ിൽ, ഈ ഡിേനാമിേനئർ സി ൈമനസ് ൈമനസ് സി േപാസിئീവ് x 
ആെണؗാണ് അർ،മാؗുׯത്.  എഫ് ൈْപം േപാസിئീവ് ആയിരിׯണം എؗാണ് x 
അർ،മാؗുׯത്, ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് എؗത് മുതൽ ؛സ് വെരയുتതാെണ׸ിൽ എؗത് x c c h x 

മുതൽ ؛സ് യുേടതാെണ׸ിൽ ൈْപം േപാസിئീവ് ആയിരിׯണം . ൈമനസ് മുതൽ c c h f x c h c th
വെരയാെണ׸ിൽ േനׯാൾ കുറവ്  ൈമനസ് െനഗئീവാണ് , ഈ അനുപാതം േപാസിئീവ് c- en x c 
ആയിരിׯണെമ്ؗ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ, അേؚാൾ ൈْപം െനഗئീവ് ആയിരിׯണം, അതിനാൽf x 
നأൾ കാണുؗത് ൈْപം എഫ് ൈْപമിന്െറ ചിصം േനׯാൾ കുറവാെണ׸ിൽ അത് െനഗئീവ് f x c-
ആണ് , േയׯാൾ വലുത് ഇത് േപാസിئീവ് ആണ്  അതായത് ഫംഗ് ഷൻ കുറയുകയും തുടർ്ؗ c-
വർؑിുׯകയും െചുؗുإ, അതിനർ،ം േലാׯൽ മിനിമയുെട ഒരു േപായിന്റാണ്, അതിനാൽ c 
ആദّെ؋ െഡറിേവئീവ് െട്ز എؗത് േലാׯൽ മിനിമയുെട ഒരു േപായിന്റാണ്,  ൈْപം ഉം x f c 0 f 
ഇര؂ിയുമാെണ׸ിൽ ര؇ാമെ؋ േകസ് സമാനമാണ്.  ൈْപം െനഗئീവായാൽ സമം എؗത് at c x c 
േലാׯൽ മാക് സിമയുെട ഒരു േപായിന്റ ്സമാനമായ രീതിയിൽ െതളിയിׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഈ 
സാഹചരّ؋ിൽ നമു്ׯ ലഭിുׯക ഈ പരിധി എഫ് ഇര؂ ൈْപമിന് തുലّമാണ് , ഇത് കുറവാെണ്ؗ 
കരുതെؚടുؗു  പൂജّേׯ؋ാൾ , ഇത് പൂജّേׯ؋ാൾ കുറവാെണ׸ിൽ, മുതൽ വെരയുت നും c c x hf
ൈْപം നും െനഗئീവ് ആയിരിׯണം, കൂടാെത ന്െറ ൈമനസ് മുതൽ ൈْപം വെര x x- c h cf x 
േപാസിئീവ് ആയിരിׯണം, അതായത് ൈْപം േപാസിئീവ് മുതൽ െനഗئീവ് വെര അടയാളം മാുؗുئ f 
നأൾ യിലൂെട നീു׹േآാൾ ആദّെ؋ െഡറിേവئീവ് വഴി  ഇ െട്ز ഇത് േലാׯൽ മാക് സിമയുെട c-
ഒരു േപായിന്റായിരിׯണം, ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ ഇത് ഒരു ഫംഗ് ഷനായി ഉപേയാഗിׯാൻ ْശമിുׯം , 
േലാׯൽ മിനിമയുെട േപായിന്റുകളും എഫ ്ന്െറ േലാׯൽ മാക് സിമയും ന് തുലّമായ  ؛സ് 3 x 4 4 x 
കّൂബ് ൈമനസ് പْؓ؇് സ് കٔയർ ؛സ് പْؓ؇് അതിനാൽ നأൾ ആദّം െചؗുإത് നിർണായക x 
േപായിന്റുകൾ കെ؇ുؗു؋, അതിനാൽ ൈْപം എؗത് പْؓ؇് കّൂബിന് തുലّമാണ് , പْؓ؇് f x x x
ചതുരം ൈമനസ് ഇരുപ؋ിനാല് ഇര؂ ൈْപം എؗത് മുؚ؋ിയാറ ് ചതുരവും ഇരുപ؋ിനാല് x , f x x 

ൈമനസ് ഇരുപ؋ിനാലും ഇേؚാൾ ആദّം എഫ് ൈْപം ന് പൂജّ؋ിന് തുലّവും ൈْപം എؗത് x x f x 
പْؓ؇് മട്׹ ചതുരവും ൈമനസ് 2 ന് തുലّവുമാണ്, ഇത് 12 മട്׹ ൈമനസ് ഒരു തവണ x x x x x x 
 ിൽ ഒേؗാ x׸بിന് തുലّമാണ് അെ؋ിന് തുലّമായതിനാൽ പൂജّ؋സ് ര؇് തുലّമാണ്.  പൂജّ؛
ൈമനസ് രേ؇ാ ആണ് ഇവയാണ് നിർ؉ായക േപായിന്റുകൾ ഇേؚാൾ നأൾ ര؇ാമെ؋ െഡറിേവئീവ് 
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െട്ز ഉപേയാഗിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ േപായിന്റിൽ ര؇ാമെ؋ െഡറിേവئീവ് കെ؇േ؋؇തു؇്, 
അതിനാൽ ഇേؚാൾ 0-ന് ഇ؂ാൽ 0-ൽ ഇര؂ ൈْപം. ന്െറ ഇര؂ ൈْപം എؓാെണ്ؗ ഞാൻ എഴുതെ؂, x x 
ഇത് മുؚത്  ആറ് ചതുരവും ഇരുപ؋ിനാല് ൈമനസ് ഇരുപ؋ിനാല് എഫ് പൂജّ؋ിന്െറ ഇര؂ ൈْപംx x 
ൈമനസ് 24 ന് തുലّമാണ്, ഇത് 0-ൽ കുറവാണ്, ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ന് തുലّമാണ്, ഇത് നിർ؉ായക x 0 
േപായിന്റിെല ര؇ാമെ؋ െഡറിേവئീവ് െനഗئീവ് ആെണ׸ിൽ, ഞ׹ൾ േലാׯൽ മാ٧عിമയുെട ഒരു 
േപായിന്റാണ് േലാׯൽ മാ٧عിമയും എഫ് ഇര؂ ൈْപമും ഉت മ്ئ നിർണായക േപായിന്റുകൾ 1 ഉം 
ൈമനസ് 2 ഉം ആണ്, അതിനാൽ 1 െല എഫ് ഇര؂ ൈْപം 36 ؛സ് 24 ൈമനസ് 24 നൽകുؗു, ഇത് 36 ന് 
തുലّമാണ്, ഇത് 0 േനׯാൾ വലുതാണ്, ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ന് തുലّമായ 1 ആണ് േലാׯൽ x 
മിനിമയുെട ഒരു േപായിന്റ് ൈമനസ് 2 െല ഇര؂ ൈْപം തുലّമാണ് അതിനാൽ ഇവിെട നമു്12 ׯ f 
ഫാعർٚ ഔ؂് െചإാം, തുടർ്ؗ നമു്3 ׯ തവണ ൈമനസ് 2 സ്കٔയർ ؛സ് 2 തവണ ൈമനസ് 2 ൈമനസ് 2 
ഉ؇്, ഇത് 12 തവണ 3 തവണ 4 ന് തുലّമാണ് 12 ൈമനസ് 4 ൈമനസ് 2 ആണ് നأൾ കാണുؗത്  
േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ൈമനസ് 2 ന് തുലّമായ എؗത് േലാׯൽ മിനിമയുെടx 
ഒരു േപായിന്റാണ്, അതിനാൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമായത് േലാׯൽ മാക് സിന്െറ ഒരു േപായിന്റാണ്, 
കൂടാെത എؗത് ൈമനസ് 2 നും നും തുലّമാണ്,  നമു്ׯ ഇത് കെ؇؋ാനും ഇത് ഉപേയാഗിׯാം  x x 1 
ഏئവും കുറ؁ മൂലّവും കൂടിയ മൂലّവും എؓാണ്, അേؚാൾ നأൾ എ׸ിൽ  ഈ l 
േപായിന്റുകളിെല ഫംഗ് ഷന്െറ മൂലّം േനാൂׯ, അതിനാൽ നി׹ൾ ന്െറ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ x f 0 
ന്െറ എؗത് തുലّമാണ്, അതിനാൽ പൂജّ؋ിന്െറ എؗത് പْؓ؇ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് f f 
േലാׯൽ മാക് സിെല മൂലّവും നി׹ൾ കണׯാׯിയാൽ ഒؗിെല മൂലّവുമാണ്  ഇത് മൂ്ؗ ؛സ് നാല് f 
ൈമനസ് പْؓ؇് ؛സ് പْؓ؇് ആണ് ഇത് ഏഴ് , എഫ് ൈമനസ് ര؇ിൽ എഫ് കണׯാׯിയാൽ ൈമനസ് 
ര؇ിൽ ഇത് ൈമനസ് ഇരുപത് ശരിയാകും, അതിനാൽ അടു؋ത് ഞ׹ൾ നി׹ൾ്ׯ മു്آ പരിഗണി׺ 
ഉദാഹരണം ഞാൻ കാണിുׯം  േലാׯൽ മിനിമയുെടയും േലാׯൽ മാ٧عിമയുെടയും േപായിന്റുകൾ 
കെ؇ؗു؋തിന് തുലّമب ന്െറ ന്െറ ؛സ് 1 ന്െറ കണׯാുׯക, അതിനാൽ ഇവിെട x x x xx  
ഞ׹ൾ കണׯാׯിയതുേപാെല ആദّ െഡറിേവئീവ് ൈْപം ൈമനസ് 1 ചതുരം ആണ് , ഇത് f x 1 x 
 ീവ് എഫ് ഡബിൾ ൈْപം x xئെഡറിേവ ؋ൾ ര؇ാമെأസ് ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാണ് നൽകുؗത് ന؛
കണׯാׯിയാൽ ഇത് നിർ؉ായക േപായിന്റുകളാണ്  2 എؗത് േപാസിئീവ് ആണ്, ഇത് 
സൂചിؚിؗുׯത് ന് തുലّമാണ് േലാׯൽ മിനിമ , ൈമനസ് 1-ൽ എഫ ്ഡബിൾ ൈْപം x 1 
കണׯാׯിയാൽ ഇത് ൈമനസ് 2 ആയി വരുؗു, ഇത് െനഗئീവ് ആണ്, ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ൈമനസ് x 
1-ന് തുലّമാണ്  ഇതുേപാെലയും ഒؗിന് തുലّമായ ൽ നമു്ׯ ഒരു േലാׯൽ മിനിമയു؇്, ഈ മൂലّം x-
ര؇് ആണ് , ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമായ ൽ നമു്ׯ േലാׯൽ 1-ന് തുലّമാണ്, നമു്ׯ ഒരു േലാׯൽ x-
മിനിമയും ൈമനസ് 1-ന് തുലّമായ ൽ നമു്ׯ ഒരു േലാׯൽ മാ٧عിമയും ഉ؇്. ഇേതാെടാؚം ഞാൻ x-
അടുױ ؋ാസിൽ ഇ്ؗ നിർ؋ാം , െഡറിേവئീവുകളുെട ചില ആ؛ിേׯഷനുകൾ കൂടി ഞ׹ൾ കാണും 
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