
 అందࣃ ڔࡍछ గతం ڒబܽद ఈ ܌ࡗ మనం ऴపޙङ కం࢟ܽ࢘ࡍݥ ڴ ల అߧऱښషߤ ߯  ࠪ   చరऐ फࣃڵࣃనڜ ߘ ࠭.
  ܼంܐంߤࡷ ݋ మ߄ࣃ ࠾ࡍరణ పంڕफڒ ࡱబܽद ࠴ ߘߝదట ऴߦరంࣃࠚफ బܽद ఇۨऐڒ ߘ న ࡌ࢑మంࡹ x 
ఇۨऐ న ఫంࣾࡅ ߤకए  గࡍషद మ࠾ࡍ కߖషद ࡱ࢑వలߘ కھߘనడం ࡍڷంۨ ࠭࠲ చࡍऐ फࣃ  బܽद fڒ  ࠭
࠭ంߘߝ ڴ޶ ఈ ޳ࣄम ంߖޑऒ  ࠭ంߦۮ ڴ޶ओ .࡯࢐ڝफం۪ࡏڷ ߖఅ ߘ

అ޴ߝ ఒక ڝऱܘन  ఇంటࡓछ ओߩమనం అంܼ࠭, అ ߖఅ ߤరంతర ఫంࣾߖ ఒక ࡹ ࡽ  మం ߯   x abࡌ࢑ ߤఫంࣾ ݡ
గࡍషद ࡱ࢑వ మ࠾ࡍ కߖషद 
 అం݄ ޴ంޔ޶ం߰ ߘవࡱ࢑

కएࡅ కएࡅ   అంతరం࠼ߦ ࡹం ऱܿ మ݋ߡ ࠾ࡍ ఉߕऒ  x f f ab x naught y. ࠼
 

కएࡅ एڕసࠪనం కం݄ త ړ  వ x f 
, ఈ ۮ ړߖࠪࡌ࢑ం޴న అߖऒ एڕకం݄ త ݋ߕ సంڝ  వ ఈ సందరग ంࡅ ࡹకए  అࡅ ޴ߝకए  x y ab x f x f
కएࡅ  కߖషद ࡱ࢑వ.
नܘऱڝ ޴ఇ ࠾ࡍమం ߯ మࡌ࢑   ఇంటࡓछ ఉనऒ ࡹ ࡽ ab ڴ࢑ధం ޻అ ,޴ంޔݡవదभ ߰ందబ ݋ం࠼ߦ ݋ߕ  x y 
కएࡅ ݋ߕ  అࡌ࢑ ޴ߝమం ߯ ࡅకए  గࡍషद ࡱ࢑వ మ࠾ࡍ ఇ࠼ߦ ݋ߕ ࡹ ݋ߠ ޴ం݋ వదभ f ab x ab y 
߰ందబޔݡం޴.
 
ఈ మ࠾ࡍ ऴపޙङ క࠳నڒ ࢑నవసరం ڒ ޶ࡶబܽद  కߖషद ޳ࡶ గࡍషद ࡱ࢑వߘ x naught y naught 
߰ం޻టܿవంܽ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ ࠼ߦం ऱܿ ఉండవచऐ  ߖ ߤమనం ఒక ఫంࣾ ڕహరణ޳ఉ ,ݟంచంߖగమ ߖ
కڵ࡯ ఉండవ۪ऐ  ࡏࠬ బܽदڒ 
ఈ ࡓం࠼ߦ ݡంటऱ వదभ ఈ గࡍషद ࡱ࢑వߘ ߰ందߖݞऒ  ݢంࡓ బܽद ఈڒ ޙ࠼నటऱࣄ۫ ࡏࠬ 
ఈ ఫంࣾڕ ߤ గࡍషद ࠼ߦం ऱܿ, ࢐సफړߖ࢐ మనం ࣄबర࠳న ఫంࣾࡅ ڴ ߤకए  షद x fࡍగ ࠾ࡍషद మߖం݄ , కڕࣆޓ 
అకए ߗڒ ޴ంޔݡంచబ߅ࣃ ࡹ ݋ం࠼ߦ ޒऴప ߖࡹమంࡌ࢑ ޴ఇ ࠾ࡍంకం మࡌबࣄ వ ఆࡱ࢑ డ ࠪऴత࠲ 
ఉంܿం޴.
  ఒకܽ ߗڒ ఒక ऴపޙङ క࠳న కߖషद ࡱ࢑వ మ࠾ࡍ ऴపޙङ క గࡍషद ࡱ࢑వ ఇߩओ  ߘవలࡱ࢑ షदࡍగ ࠾ࡍషद మߖక ݡ
ఎ࡮ కߕھߘల޴ߝ ऴపశऒ ऒߖڜ ߘߝ బܽदڒ   ఉ޳హరణలߘ ఇࣃफ  ڵ࡯క ࡹమంࡌ࢑ ߘ ߤమనం ఈ ఫంࣾ ,ߘ
ఉߕऒ మߖ అڕߘం޳ం.

ఇకए డ ࠬࡏ ఈ ఫంࣾࡅ ߤకए  గࡍషद ࡱ࢑వߘ ఈ సంఖङ ङڒ  వ ఈ సంఖङࡱ࢑ షदߖక ࠾ࡍమ ࡽటߧ  ۨనऒ   ab m 
మ࠾ࡍ ఇ࠼ߦ ࢑ం ऱܿ ڒబܽद ఇ݋ߕ ߕ ޴ మڒ ݋ߕ ࠾ࡍబܽद ఈ ఉ޳హరణࡹ కߖషद ࡱ࢑వ మ࠾ࡍ m x y 

గࡍషद ࡱ࢑వ ۯయవ۪ऐ  
ఓ߭ छࡓఇంట ߤ ంచవ۪ऐ߅ࣃ ంటऱ వదभ࠼ߦ ࡹ ࡽ  మࡖక సందరग ంࡹ, ఈ ࡱ࢑వڕߕ ࡱ ఇ࡮ంܽ ఫంࣾߖ ߤ ab 
కڵ࡯ ఉߕऒ యߖ అڕߘం޳ం, ڒబܽद ߘߝ ఈ ఫంࣾ࠳ ߘ ߤన࣒ ఒకܽ ߘంݟ ఒక వరړ ڕ సࠪన࠳న fx mod x
న࣒ ఈ సందరग࠳ ఒకܽ ࡹమంࡌ࢑ ంࡹ ఒకڕࣆޓ ߖߖ޳ంܼߘ.
 
ఓ߭ छࡓఇంట ߤ ऒߕࣆ వࡱ࢑ షदࡍగ ޙ࠼అ ,޴ఒకܽ ఉంܿం ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳  ࡽ  ,޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ
అޙ࠼ గࡍషद ࡱ࢑వ  
नܘऱڝ   ఇంటࡓछ కएࡅ ߤన࣒ వ࠳ ࡽ న పऱ࣒࠼అ ࡱ࢓޶ంࠉ ߩంڵ࠭   బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ ߤన࣒ వ࠳ 
కߖషद ࡱ࢑వ ࣃధङ మޔ࢓ం޳ࡶ  ޴ గࡍషद ࡱ࢑వ ࠭ڵంࠉ ߩం࢓޶ వదभ ݞږ ఈ ఉ޳హరణࡹ కߖషद ࠉం࢓޶ 
వదभ కߖషद ࠉం࢓޶ వదभ వదभ ߕࣆऒ న ఉతओ࠳సࠪన ړ నऒ ం व߯ࡗ܋ ࠹ ఉ޶ࡶ ࡹړߖ.x f 

बࣃ షदࡍగ ࠾ࡍషद మߖफ , క࣋࡯ࢣࡍప ߘహరణ޳పܽ ఉߘ࠭ ࡹహరణ޳ఈ ఉ ࡏࠬ  s  ߖ ݋ం࠼ߦ ۯం߅ࣃ ߖ࠼
۫࣋फ, व߯0 ݋ߕ ࠹ మ࠾ࡍ व߯0 ݞږ ݋ߕ ࠹ అߖ మనం ۫ࣃफ ࠭.f x f y 
.షदంߖక ޴నࣄ۫ మనం ݟంߘ హరణ޳బܽद ఈ ఉڒ 
ఓ߭ ߘవࡱ࢑ షदࡍగ ޳ࡶ వࡱ࢑   छࡓఇంట ߤ ందవ۪ऐ߰ ߖڴ ࡹ ࡽ ab ࡹߖ޳ఒక ࡹంటऱ࠼ߦ ߩంڵ࠭ ޳ࡶ 
వ۪ऐڝࡏۯ  బܽदڒ ,
కߖషद మ࠾ࡍ గࡍషद ࠼ߦం ऱܿ ߖߖ޵ సంߪరप ࠫࡅ ࠪߖకए ం࠼ߦ  ऱܿࣃࡱߧ ڴफ పओھ ڕߕ ޴కం݄ ఇ޶ఎం ߘ
.޴फంࣆఇ ߘవࡱ࢑
  మ࠾ࡍ కߖషद ࡱ࢑వ ڒబܽद ڝऱܘन  ఇంటࡓछ కएࡅ ࡹ ࡽ  సంߪరप కߖషद మ࠾ࡍ గࡍషद ࠉం࢓޶  ab x 
వ۪ऐڒ ఒకܽ ࡹల࢓޶ంࠉ ߩంڵ࠭ म޳ࣄ కࡖమ ݋ం࠼ߦ య࡛ࡍఇంܾ ޳ࡶ  ంతం ڒవ۪ऐ .
  ఓ߭ छࡓఇంట ߤ ఉతओ ࡹఆ సమయం ࡹ ࡽ నऒ ం ఉండ޶, ఉ޳హరణړ ڕ సࠪన࠳న ab  mod x fx 
ఉ޳హరణࡹ మనڕ ఇ޴ ఉం࢟ܽ࢘ࡍݥ ޳ࡶ ޴ व߯࠹ ఆ సమయంߕࣆ ࡹऒ  బܽद అܿవంܽ f xڒ సࠪనం ړ
फࣃࡱߧ ߖఅ ࡱ ݋ం࠼ߦ ࡽకܽړమనం ऴ ߖ ݋ం࠼ߦ కएࡅ బܽद మనంڒ ,࠭  సం x fڝ ړ ߤరంతర ఫంࣾߖ 
రछߖ చనం ऴࣃ࢐फ కएࡅ ࠭ ړ  ऱషद࠳న ࠼ߦం ऱܿ ࡅకए  ऴܽړక࠼ߦ ࡽంࡱ ݋ అం݄ ࠡదం ߖࡶ ab ab f f 
۲ట ޳ࡶ ఉతओ నऒ ం ߕࣆऒ ओߩబܽद ఇڒ సࠪనం ړ  షदࡍగ ࠾ࡍషद మߖక ࡹऴకమం ݡ
 ࠾ࡍమ ړߖݞనھߘక ߘల࢓޶ంࠉ షदߖక ࠾ࡍషद మࡍగ ,ړߖݞనھߘక ߘంటऱ࠼ߦ
గࡍషद మ࠾ࡍ కߖషद ࡱ࢑వࡱ గࡍషद ࡱ࢑వ మ࠾ࡍ కߖషद ࡱ࢑వߘ కھߘన࣋ۯ ࠭࠲ ړߖݞ ऴړం޴ దశ అߖऒ  
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ړ  ऱషद࠳న ࠼ߦంటऱߘ కھߘనడం.
 ఓ߭ छࡓఇంట ߤ అం݄ ab , ࡹ ࡽ

व߯ړ ࠹ సࠪనం ޳ࡶ व߯࠹ ఉڒ ޶ࡶ ࡹړߖబܽद ࠭࠲ ఉతओ నऒ ం ࠼ߦ ߖࡶం݋ ల ڝసం తڥߖ f x 0 f x 
f x 0.ݟనంھߘక ߘల ݋ం࠼ߦ న࠳సࠪన ړ ࠹ఆ߯ व߯ ,ࣄۯ
ऒߖఅ ڕߕ  ړ  ऱషद࠳న ࠼ߦం݋ లߘ ఇࣆफం޴ దశ   అߖऒ ړ  ऱషद࠳న ࠼ߦం݋ ల వదभ ࡅకए కएࡅ   2 x f 
కएࡅ ల వదभ࢓޶ంࠉ ߩంڵ࠭ దశ 3 ݟనంھߘక ߘవలࡱ࢑ కएࡅ అం݄ ,ݟనంھߘక ߘవలࡱ࢑   f x a f 
మࡅ ࠾ࡍకए  ఏࠫ݇ కڝߘए ంݟ మ࠾ࡍ అ޴ మనࣆࡱޘ ڕ కߖషद మ࠾ࡍ గࡍషद ࡱ࢑వࡹܽ࢒ ࡱ b f 
ఒకࡹߖ޳ ߰ందబడڒ ࠼ޑబܽद ࡓంݡ మݡ࠮ ࠾ࡍ దశࡹऱ  ߰ం޴న ࡹ࢐ܽ కߖషद మ࠾ࡍ గࡍషद ࡱ࢑వలߘ 
కھߘనంݟ, ఇ޴  మనڕ కߖషद మ࠾ࡍ గࡍషद ࡱ࢑వߘ ఇࣆफం޴, ఇ޴ మనڕ కߖషद మ࠾ࡍ గࡍషद ࡱ࢑వలߘ 
మ࠾ࡍ 
కएࡅ ࠪߖࠫ ࡽऱబڿ  .޴फంࣆఇ ݞږ ߘంటऱ࠼ߦ 
  మړࠪ ࠾ࡍझ ࠪ అం݄ ఈ ڿऱబࡹ ࡽ ఈ కߖషद ࡱ࢑వ మ࠾ࡍ గࡍషद ࡱ࢑వߘ ߰ం࠼ߦ ޻ంߖߖ޵ ޳ࡶ ݋ 
సంߪరप ࠫࠪߖ అࣃࡱߧ ݞږ ߖफ ڵࠪ ࠾ࡍమ ࡏ णࠪ  ఇ޴ మనం ఇంతڕ ࠭ం޶ చࡍऐ ంۨన ࡹకࠪߖࠫ ࡽ 
మࡹ ࠾ࡍకړࠪ ࡽझ ࠪ ࠙వన ߘంۯ ࡏ࢘ ݟయడం ڝసం 
ఒక ఉ޳హరణ޳۫ ߘभ ం.

కएࡅ  గࡍషद మ࠾ࡍ కߖషद ࡱ࢑వలߘ  fx 
ङږ ए࣋ ࡏన࣒ ఆ࠳ ࠗ छ घࠫޛ ܿߦ ޜ ࡛ ప  ޴ ऱ࣒  పޜߘࣜ޴ సࠪనంڴ కھߘనంࡌ࢑ ݟమం࠳ ࡹన࣒ x x x 

ఒకܽ ߘంࡓ ݟంݡ అۮ ߖపओ ంڒ ,ݟబܽद మనం ࠴దట ऴܽړక࠼ߦ ࡽం݋ లߘ కھߘంܼ࠭ ڒబܽद ఇకए డ fx 
కߘక ऴܽړక࠼ߦ ࡽం݋ లߘ కھߘనంݟ  ఒక బࣗప޴ व߯࠹ అߖऒ  f x f ߘߝ బܽदڒ ޴ల వదभ ఉం࢓޶ంࠉ 
व߯ߖ ࠹ కھߘం݄ ఇߩओ న࣒ ܾछ࠳ ߩచదర ݡ࠮ ޴ఇ ,޶ࡶ ݋ం࠼ߦ ߖࡶ ࡹړߖఉ ࠹व߯ ݡ x ړ f x x 
సࠪనం   ప ऱ࣒ घࠫޛ  ړ ఆ߯ ޴ ऱషद࠳న ࠼ߦం݋ లߘ కھߘనړߖݞ మనం व߯ࡅ ࠹కए ऒߕࣆ  లߘ lve x f x 
క࡯ߕھߘ व߯ࡅ ࠹కए ऒߕࣆ  లߘ కڝߘए ऒߜన࣒ ప࠳ ߩచదర ݡ࠮ ࠭࠲ బܽदڒ ࡯࢐ ంݡ  ప ऱ࣒  f x x x 
घࠫޛ ऒߕࣆ ߖ޴ फࣃۯ సࠪనం ړ ࠭ అం݄ చదర࠳ ߩన࣒ ڷࡱߕ  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ  ݡ࠮   x x ࠾ࡍసࠪనం మ ړ
ఇ޴ మన࠳ ڕన࣒ 1 ࡓ ऱܿ ࠳న࣒ 3 ړ0 ߖ సమం ࣆۯफంڒ ޴బܽद అ޴ߝ ఒకܽ ړݡ࠮ ޳ࡶ సࠪనం x x x x 
ఇߩओ  సࠪనం x ړߖ޳ఒక ݡ
म޳అబ ݡ࠮ పలࡱࢗ మంࡌ࢑ ޙ࠼అ ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ ఒకܽ ࡹమంࡌ࢑ బܽद  ఈ సందరगڒ ࡱ ంࡹ x x 
ఈకछ ఓ߭ ޴ߝఅ 1 ݋ం࠼ߦ ࡽ छࡓఇంట ߤ  ,݋ం࠼ߦ న࠳లకڔ ࠲ऴతࠪ ڕవర ݡంࡓ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳ ࡽ
అߩओ కएࡅ ల వదभ ݋ం࠼ߦ ࡽకܽړऴ  ࡱవࡱ࢑ ݡ  x f ߩంڵ࠭ వదभ ݋ం࠼ߦ ࡽకܽړऴ ڼ࡮అ ߘవలࡱ࢑ 
.࠼ంܼھߘక ߘల ݋ం࠼ߦ

ఒకܽ ࡅకए ङږ సࠪనం ړ  ए࣋ ࡏన࣒ ఆ࠳ ࠗ छ ࡛ ప ऱ࣒ घࠫޛ  ప  ޴ ऱ࣒  పࡏࠬ ߘࣜ޴ ఇకए డ  f x f x x x 
ఒకړߖ޳ సࠪనంߖ ڴ ఉంۨనటऱޙ࠼ మనڕ ఒక ࠳న࣒ ఆࡏ పऱ࣒ घࠫޛ  xڕమన ޴ఇ ,޴फంࣆవ ߘࣜ޴ప ߧ࡯క ޴
పంࠫޛघ ङږ ߤన࣒ వ࠳ న࣒ ఒకܽ࠳  వదभ వదभ ݋ం࠼ߦ ߩంڵ࠭ ఆ߯ , ޴फంࣆఇ ߖ޴ ࡓ ࡏన࣒ ఆ࠳ ࠗ ऱܿ f 
ఒక ࣋ए ڕࠪ  సࠪనం ړࠫߖ छ ࡛ न ప ऱ࣒ घࠫޛ  ࡓ ޴ ऱܿ ࠳న࣒ ఒకܽ పऱ࣒  పߘࣜ޴ ఇ࠳ ޴న࣒ ఒకܽ ࠳న࣒ ఆࡏ 
घࠫޛ న࣒࠳ పऱ࣒ ޴  పڕߘࣜ޴ సࠪనం ڒబܽद ఇ࠳ ޴న࣒ ఒకܽ ఇࣆफం޴ మࡓ ࠾ࡍండవ ࠭ڵం࠼ߦ ߩం݋ f
వదभ ࡓంږ ݡङ ए࣋ ݡంࡓ ऱࡏࣃ ࡏన࣒ ఆ࠳ ࠗ छ ࡛ न ప ऱ࣒ घࠫޛ  ࡓ ޴ ऱܿ ࡓంݡ పऱ࣒  పߘࣜ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఎ޴ࠫߖ 
పऱ࣒ ڷࡱߕ న࣒ ఇర࢙࠳  ప޺भ޴ࠫߖ పऱ࣒  పڕߘࣜ޴ సࠪనం ఇ޴ ఇߩओ ఈ ڕబܽद మనڒ సࠪనం ړ17 ࡹܽ࢒ ݡ
घࠫ޽పం ࡱవࡱ࢑ ݡ࠮  f ࠾ࡍషद మߖక ࡹܽ࢒ ࠭࠲ ݡࣜ޴ప ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ వదभ ޴
గࡍషदంࣃ۫ ڴफ  ޴ంޔݡన࣒ ఒకܽ వదभ ߰ందబ࠳ ࢓޶ంࠉ ߩంڵ࠭ ޴న࣒ ఒకܽ, ఇ࠳ వࡱ࢑ షदߖబܽद  కڒ ࠭
మ࠾ࡍ గࡍషद ࡱ࢑వ 19 ڔలక࠳న ࠼ߦం݋ వదभ ړݟڕ సࠪనం ڒబܽद ఈ ఉ޳హరణ ࡅకए  కߖషद x 1 a 
नܘऱڝ ఒక ޴ంޔߩ۫ ࡹߕھߘక ࡮ఎ ߘవࡱ࢑ షदࡍగ ࠾ࡍవ మࡱ࢑  ఇంటࡓछ ङߙకంܽ ࡹ ࡽ ࣒ ఫంࣾߤ ఇߩओ  ݡ
మࡖక ఉ޳హరణߘ పࡍగణڝࣆޓ ړࡹంࡅ ߘߝ ,ݟకए కएࡅ    ప ऱ࣒ x x x x ړన࣒ 0࠳ ߖ న࠳సࠪన ړ1  x 
రछߖ ߖ న޴ంۮ ۨంۧߘ అڕߘం޳ం.x
కएࡅ బܽदڒ   ఈ ఫంࣾߤ ఇ0  ޶ڒ ޴ వదभ ߖరछ ۨంచబݟంߗڒ ,޴ ఇߩओ  x f x x 1 by x defi x ޴అ ݡ
కएࡅ  కߖషद మ࠾ࡍ గࡍషद ࡱ࢑వߘ కھߘనడం అ޴ߝ ऴపశऒ , అ࢑ ఉࡹړߖ ఉనऒ టऱ࠴ ,ޙ࠼దܽ ࢑షయం 
ఏࠫటం݄, ఈ ఫంࣾ޳ ߤछ ऒߖక 0 ࠫనࣔ అߘసࠪనం క ړ ࡌ  ࢐సफవ సంఖङ లڕ fx x x 1 x 
రछߖ ۨంచబޔݡం޴.
नܘऱڝ ఒక ߖ ߤఈ ఫంࣾ ࠭࠲   ఇంటࡓछ  ࡱవࡱ࢑ షदࡍగ ࠾ࡍషद మߖబܽद కڒ ޶ࡶ ంచడంށగࡍప ࡹ ࡽ
రछߖ ۨంచబݞन ऒߕఉ ࡱవࡱ࢑ షदࡍగ ࠾ࡍషद మߖఈ క ޳ࡶ ࠻  ࡹړߖఉ బܽद అ࢑ڒ ޶య࡯ޘ ڕࠪ ޾ࡶ ࡆ
ఉనऒ టऱޙ࠼ మనం కڝߘए ए࡛ࠪࡍ ߖߖ޵ కߘక ࡯࢐ వछߖऴ࢐య ڴ  ంݟ ఇకए డ ࠭࠲ 
नܘऱڝ   ఇంటࡓछ కएࡅ ࡹ ࡽ బܽद x fڒ ޶ࡶ ࡹړߖవ ఉࡱ࢑ షदࡍగ ޳ࡶ వࡱ࢑ షदߖబܽद కڒ ޶ࡶ ంచడంށగࡍప ߖ 
ऒߖ޵  ఎ࡮ కڒ ࡯ߕھߘబܽद ࠭ంڴ޶ ఈ ࡅకए ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ߖ న࠳సࠪన ړ1  .x x x x x 
  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  వߤ ఓవ࡛ అߖऒ రछߖ సంڝ  ۨంచబݟం޴ x x 
ఇߩओ ए࣋ ߘߝ ݡ छ ࡛ ప ऱ࣒ తफం ࣋ए࠴ న࣒ 1࠳ ޴ం݄ ఇڕࣆޓ న࣒ 2࠳ 1  छ ࡛ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ, ఇ0 ޴ x x x 
కం݄ ఎڕए వ ޳ࡶ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ .
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ए࣋ ޳फంࣆۯ ࡱࣇ వ ޴బܽद ఏࠫܽ  ఇڒ  छ ࡛ వదभ ప ऱ࣒  ఒకܽ తపओ x x ڴ޴సࠪనం కం݄ ߭దभ ړ ݡంࡓ ڴࡍసߖ
ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ సࠪనం x x ړఉం݄ 2 ڴలంږߘࣃ ޴ఇ ,޴फంࣆۨࣇ ߖ ࠑ 1  x 
కం݄ ఎڕए వ అࣆۨࣇ ߖफం޴, అߩओ x  ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ2 ޴ఇ ࠾ࡍమ ߘంచగలڵ࠙ ޜ ߘߝ ݡ

ऴపږޒలంڴ ఉం݄ x 
, ఈ సందరग ంࡹ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  1 ఎలऱߩओ  బܽदx xڒ ޴ఉంܿం ڴలంږޒऴప ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ݢ

ऴపږޒలంڴ ఉం݄ ఇ0 ޴ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ,޴బܽद ڕࣆޓ ߘߝనऒ టऱࡌ࢑ ޙ࠼మంࡹ మనం x 
పࡍగށంۨనటऱޙ࠼ 
తघߕధ ߘߝ క ࢐సफవ సంఖङ లߘ  ߘంݟ అనంతం ߘంݟ ࣋ए छ छ޳  ܿߦ ޜ ࡛ ం݄ 0ڕࣆޓ ڕవర ࡌ f x 1 x 
అߖऒ ऒߕࣆ  ࢐సफవ సంఖङ ߖڒ  లߝڕࣆޓ ߘ బࡌ࢑ ࡱ޶మం ఇࡓ ޴ంړݡ సࠪనం కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद ࠬࡏ 
۫࣋फ వదभ ݞږ ఒకړߖ޳ సࠪనం అޔࠋۮ ߖం޴ ఇߖ ߘߝ ޴ ఒకړߖ޳ సࠪనంڴ ఉంۨనటऱޙ࠼, ఇ޴ x x
ऒߕࣆ బܽद x fڒ ޴ంܿంڕࣆޓ ݡంࡓ వࡱ࢑ సࠪనం అం݄ ړ వలऱ వదभ ఒక޶అం ࠾ࡍసࠪనం మ ړ x x 
కएࡅ  కߖషद ࡱ࢑వߘ వదभ ఒకޜߖ޳ సࠪన࠳న ࡌ࢑మం ߕࣆऒ  అనంతం వదभ ߰ంޔ޶ం޴.f x 

గࡍషद ࡱ࢑వ ఇంట࡛ ࡹ ఏߕ޼ గࡍషद ࡱ࢑వ ఉంߕࣆ  ޳ऒ  అనంతం ڒబܽद ࠬࡏ ఈ ఫంࣾߖ ߤ   ah val fx x 
छ޳ ప  ࡌ ऱ࣒ ప  ߤఈ ఫంࣾ ,ޙ࠼నటऱࣄ۫ ڴసࠪనం ړ  ऱ࣒ ऱనࢀࢗ ړ  ऱܿ࢟ܽ܊ߦ ڴ ఇߖऔ x 1 ߖందޔࢂࢗ ړܾߖ x 0
గమߖంచంݟ మ࢟ܽ܊ߦ ࠾ࡍ ఇߖऔ ओߩऱనࢀࢗ ړܾߖ औߖఇ ࢟ܽ܊ߦ ޴ఇ ݡ సంఖङ ړ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ ړܾߖ  x fx
.޶ࡶ
 ఇంటࡓछ औߖఇ ࡗ܋ ࡽ  వࡱ࢑ షदࡍగ ܾ߯ߖ
ఇߩओ छࡓఇంట ݡ औߖన࣒ ఇ࠳ ࡹ ࡽ ऱ  పࢁమ ڕफ, మన࣋۫ ߖܾߖ ऱ࣒ బܽद fx x 1ڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜ ࠑ   x
మనం ޜ ࢟ܽڻߜ ߖ భࡎ फ ࣆۯफߕऒ మࡏࠬ ߖ ۫࣋फ ఇ޴ మ࠾ࡍ ఒకܽ  ఇ࢑ ऴపږޒల࠳నڒ ࢑బܽद ఇ޴ x x x x 
న࣒  ప࠳ ऱ࣒ కएࡅ న࣒࠳ ࠑ 1   ऴపږޒలతޜ సࠪనం మ࠾ࡍ ఇߩओ ఇకए ݡ డ ࠳న࣒ ధߕతघ క࠳న x x x 
ऒߖ޳పܽߘ࠭ బܽदڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖఉంద ڴలంږߘࣃ న࣒࠳  ఉపڵࡆంచడం ޳छ  న࣒ x࠳ మనం ࡌ
అనంతం߯ 0ۮ ړపओ వ۪ऐ  మన࠳ ڕన࣒ ఉం޴, ఇ޴ ఇߩओ ఇకए ݡ డ ࠳న࣒  ప ऱ࣒ సࠪనం f x x x ړ న࣒࠳ ࠑ 1 
ఎం޶కం݄ ࠳న࣒ ږߘࣃలంڴ ఉంڒ ޴బܽद ఇߘ࠭ ޴పܽ ࠙గం ޳छ एڕసࠪనం కం݄ ఎ ړ2 ࡌ వڴ x 
ఉంద࠭࠲ ߖ ఇపओ  ࠭ࢡ۫ ښܽ
కएࡅ బܽदڒ  తపओ ऒߕࣆ  ڕన࣒ అనంతం వర࠳ ݟంߘ న࣒ 2࠳  ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړߖ޵ ڴࡍసߖ  x f ݞږ 

ऴపږޒల అనంతం ړ సࠪనం  ప ऱ࣒  వࠑ ߤ ఇ޴ ऴపږޒల అనంޔࢂࢗ ݞږ ړߖޑం޴ మ࠾ࡍ x fx x x x 
ఎడమ ߘంߕࣆ ݟऒ ओߩऱనࢀࢗ ړ న࣒ 2 వదभ f x fx x࠳ వࡱ࢑ షदߖబܽद కڒ ޴ంޔࢂࢗ ړߖޑల అనంږޒऴప ݡ
వదभ ߰ందబޔݡం࡮࠮ ࡏࠬ ޴ङ ంకనం ࣋ۯफ ࠳న࣒ 1ړ సࠪన࠳న వదभ ࠬ࠳ ࡏన࣒ 2 ߰ంࡏޑ޶ మ࠾ࡍx 
ࣾࠫంచంݟ, ఇ޴ గࡍషद ࡱ࢑వ ࠳న࣒ ࡓంڴݡ ఉంܿం޴, ఇ޴ వదभ ࠳న࣒ ఒకܽړ సࠪనం అޔ࢓ం޴ fx x 
మࡌ࢑ ړߖ޵ ࠾ࡍమం ࠳న࣒ అనంతం ߘంߕࣆ ݟऒ  న݄ऱࣄۯ ړߖڴ࠙ దܽ࠴ ࠭࠲ ޶వ ఉండࡱ࢑ షदߖక ړ
ऒߕࣆ బܽदڒ  కం݄ తڕए వߘߝ ڕ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  వߤ పऱ࣒  ݀ అߖ ऴ࢐࣋फ మనం ఏࠫ ࣃۯफ ࠭ ఇ޴  ప ऱ࣒  1 x x x x 
एڕసࠪనం కం݄ ఎ ړऱ 0ࢁమ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړߖࣃరऴޔతफం చ࠴ వڴ ఉంܿం޴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  న࣒ 2 x࠳ 1 

एڕసࠪనం కం݄ ఎ ړ వ మߘߝ ࠾ࡍ ఇకए డ ࠳న࣒ అߖ ऴ࢐࣋फ ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ x ړ2 ޴ఇ , ޴फంࣆۨࣇ ߖ1  x x 
సࠪనంڴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ఇకए డ ࠳న࣒ ږߘࣃలంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠳ ߘߝన࣒ ࣋ڵ࠙ ޜफ x x
అసࠪనత ఒ࢑ ښధంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ అࣆۨࣇ ߖफం޴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  వࠑ ߤ ఇ࠳ ޴న࣒ ݀ړ x x 
సࠪనం కం݄ తڕए వ, ఇ޴ ఇߩओ మనం ఇకए ݡ డ ߰ం޴న ޜߖ޳ సࠪనం, 
ఇߩओ ङڕ࡯ڒ ڕ޶ం޻ం߰ ߘߩంڵ࠭ ޻మనం అ ݡ ల࣒ ߖ ఉపڵࡆంచవۧऐ ऒߖ޵ బܽद మనంڒ   ࠵యగలۯ 
भ޳۫ ޾ࡶ ం ڒబܽद మనࡅ ڕకए  ఇవछ బޔݡంߕࣆ  ޴ऒ సం  పڝ ޶ڒ సࠪనం ړ ऱ࣒  1 అߖ x f x x x 
ఇߩओ కएࡅ ,ࣆࡱޘ ڕమన ݡ  ఈ ఫంࣾߖ ߤరంతࡌయంڴ ఉంܿం޴ మߕࣆ ࠾ࡍऒ  x f ߖڒ 

అߖऒ ంܽݞޙ ڔ ఉంܿం޴  అ࠳ ޴ߝన࣒ వࠑ ߤ ࣋ए छ  x x x x ࠑ న࣒ 1࠳ ఒకܽ ޴ߝఅ ࢟ܽ࢘ࡍݥ బܽदڒ ࡛
࣋ए छ ࡛ ఇߩओ फࣃۯ మనం ఏࠫ ݡ ం అం݄ మనం व߯ࡏڷ ࠹फࣃ۫ ߘफ f x f x ߖ ࠹బܽद మనం ఈ व߯ڒ ࠭
ऒߕࣆ ޴ఇ ޙ࠼నటऱࣄ۫ ए࣋ ޙ࠼సࠪనం అ ړ छ ࡛ అޙ࠼ ࠪऴత࠲  ఒకړߖ޳ సࠪనం అం݄ అ޴ߝ పऱ࣒  x x 
ऒߕࣆ వదभ 1 ࠾ࡍన࣒ 1 మ࠳ ࢟ܽ࢘ࡍݥ బܽदڒ న࣒ ఒకܽ࠳ ޳ࡶ  అޔ࢓ం޴ 
ओߩబܽद మనం ఇڒ ऒߖࠪࡌ࢑ ݡ  ప࣋࡯ࢣࡍफ మన࠳ ڕన࣒ 1 ఒకܽ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ߖ޵ऒ  ۫࣋फ ࣋ए छ ࡛ x 
కం݄ ఎڕए వ ఉం݄ ఇ޴ ఒకܽ చޔరऴసం ఒకܽ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद व߯࠹ ఒక ࠳న࣒ x f x x 
࣋ए छ ࡛ అࣆۨࣇ ߖफం޴ ఇ0 ޴ కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ చޔరऴసం 1 కం݄ తڕए వڴ ఉం݄, 1 x 
छ޳ एڕరऴసం ఒకܽ కం݄ ఎޔచ ࡌ వڴ ఉంܿం޴, అం݄ ఒక ࠳న࣒ 1 ࠑ ࣋ए छ ऒߕࣆ ࡛  కం݄ తڕए వڴ x x 
ఉంܿం޴ ఇߩओ ए࣋ ݡ छ ࡛ ఒకܽ కం݄ తڕए వ అం݄ ࠳న࣒ ఒకܽ మధङ  ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ  ఒకܽ ڒబܽद x x 
ఈ ࡌ࢑మంࡹ ఉతओ నऒ ం ऴపږޒలంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇకए డ व߯࠹ ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ f x 
࣋ए छ ࡛ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ ࣋ए छ ࡛ ఒకܽ కం݄ తڕए వ ࠳న࣒ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఒకܽ మధङ  ఉంܿం޴ మ࠾ࡍx x 

࣋ए छ ࡛ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ ఇړ ޴ సࠪనం కం݄ ఎڕए వ ఒకܽ ࠳ ޳ࡶన࣒ ఒకܽ కం݄ తڕए వڴ x x x 
ఉంܿం޴, 
ङ࢓ బܽदڒ తओ నऒ ం ఒకܽ ߘంݟ అనంతం వరڕ ఉంܿం޴ మ࢓ ࠾ࡍङ తओ నऒ ం అంతరంږߘࣃ ࡹలంڴ 
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ఉంܿం޴ మ࢓ ࠾ࡍङ తओ నऒ ం ࠳న࣒ అనంతం ߘం࠳ ݟన࣒ ఒకܽ వరڕ ఉంܿంڒ ޴బܽद व߯࠹ f x 
߯ ߤన࣒ వ࠳ ݟంߘ న࣒ అనంతం࠳ 1 ޴ఉంܿం ڕఅనంతం వర ݟంߘ  ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ 
మ࠾ࡍ व߯࠹ ऴపږޒలంڴ ఉం࠳ ߘߝ ,޴న࣒ 1 ߘం1 ݟ వరڕ ऴ࢐యߘࡶ ఎం޶కం݄ 0 వదभ ఫంࣾߤ f x 
రछߖ ۨంచబడڒ ޶ࡶబܽद ࠳న࣒ 1 ߘం0 ݟ व߯࠹ ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴ మߕࣆ ࠾ࡍऒ  ఒకܽ f x ݟంߘ 
వరڕ व߯࠹ ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴, ఇߩओ  f x f x f ޴फంࣆۨࣇ లږߘࣃ ݟంڝࣆۯफࡏڷ ߖఅ ࠹व߯ ݡ
ఖۨऐ ࡹమంࡌ࢑ ఆ ړߖ܉ߖ ޴ంޜڷࡏ߭ తంޜڷࡏ߭ ڴం޴ మ࠾ࡍ व߯࢟ܽڻߜ ࠹ అం݄ తڷठޜం޴ f x f 
కएࡅ టం݄ࠫ޻నࣄ࡯ޘ ڕబܽद మనڒ  ఫంࣾ࠳ ߤన࣒ ఇߖऔ  న࣒ 1 x f x࠳ ࠹ఆ߯ व߯ ړ న࣒ 1࠳ ܾ߯ߖ
.޴ంޜڷࡏ߭ ړన࣒ 1࠳ ݟంߘ
  0 అ޴ߝ 
ऒߕࣆ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳ ऒߕࣆ ޴ऱ ఇࢁమ ࠾ࡍమ ޴ంޔठڷత ړ  ࡹమంࡌ࢑ ࠾ࡍమ ޴ంޔठڷత ړఒకܽ ݟంߘ 
ఒకܽ అనంޔڷࡏ߭ ړߖޑంڒ ޴బܽद మనం ߖ޵ऒ  ۫࣋फ మనڕ ఉనऒ ఉతओ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳ ޴ నऒ ం ߕࣆऒ
అ࠼న ۲ట ఫంࣾޔڷࡏ߭ ߤం޴.
औߖన࣒ ఇ࠳   भ޳۫ దట࠴ సంڝ ల ࠙గంږߘࣃ ڕన࣒ 1 వర࠳ ݟంߘ ܾߖ ం ڒబܽद 0 ߘం1 ݟ వరڕ ఫంࣾߤ 
తڷठޜం޴ మߘ 1 ࠾ࡍంݟ అనంޜڷࡏ߭ ړߖޑంڒ ޴బܽद ߖߖ޵ మࢁऱ ࠳న࣒ 1 0 1 ޳ڶभ ం అࣆۨࣇ ߖफం޴.
 ఈ ࡌ࢑మంޜڷࡏ߭ ࡹం޴, ఈ ࡌ࢑మంࡹ తڷठޜం޴, ఆ߯ మࢁऱ ఈ ࡌ࢑మంࡹ తڷठޜం޴ మ߯ߖ޵ ࠾ࡍ 
న࣒ 1 వదभ ఉనऒ࠳ అం݄ ޴ంޜڷࡏ߭  ఈ ࠼ߦం݋ మనࡹ ڕకࡽ గࡍషद ࠼ߦం݋ మ࠾ࡍ ఒకܽ i  s 
 ڕࠬ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ڕ ߤद ఫం࣒ࣾ݃ ࢟ܽ࢘ࡍݥ దܽ࠴ బܽद ఈڒ ࠪߖࠫ ࡽకࡹ ࠆఆ ݋ం࠼ߦ
 x 0 ݟంߘ ߩ࢙ݟڕ ڼ࡮అ ,޴फంࣆయܑ࡯ޘ
ओߩऱనࢀࢗ ړ .޴వ 2 ఉంܿంࡱ࢑ ߤవదभ ఫంࣾ 1 ڕబܽद మనڒ ޴ంޔࢂࢗ ړߖޑల అనంږߘࣃ ߤఫంࣾ ݡ
 ఆ߯ ఫంࣾ1 ߤ వరڕ తڷठޔం޴ మ࠾ࡍ అߘ 1 ޴ంݟ అనంతం వరޔڷࡏ߭ ڕంڒ ޴బܽद ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴࠆڴ 
ఇ࡮ కࣆߧߖफం޴ మړ1 ࠾ࡍ సࠪన࠳న వదभ ఉతओ నऒ ం 0 మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ ऴపږޒల ࢙ߩ వదभ x x 
కएࡅ ߤసࠪనం  ఫంࣾ ڕ న࣒࠳ 1 ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ړ  ݟంߘ ߩ࢙ ఎడమ ࠾ࡍన࣒  మ࠳ వࡱ࢑  2 x 0
ఇకए డ ऴపږޒల అనంޔࢂࢗ ړߖޑం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࠼ߦం࠳ ݋న࣒ 1 వదभ మనࣃ ڕब  ޴షदం ఉంܿంࡍక గߖ
.޴ంޔ࢓న࣒ 2 అ࠳ ޴బܽद ఇڒ
 ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴࠆڴ ఎ࡮ ఉంܿంߘ ߖ޵ ޾ంݟ మనం ߕࣆऒ  అనంతం ࡹ గࡍషद ࡱ࢑వߘ కڵ࡯ ఉండదߖ fx 
, అޙ࠼ కߖషद ࡱ࢑వ ࡓంݡ వదभ ఒకړߖ޳ సࠪనం అߖ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ అనంతం ߘంߕࣆ ݟऒ స x fxߗక ړ 
मࡌߖ ߖదࡶ వࡱ࢑ ంచవ۪ऐࡍ   ma ړ ݋ߠ ߤన࣒ వ࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ వࡱ࢑ షधࡍఒక గ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߗڒ 
సࠪనం, మనం ࠳న࣒ ߕࣆऒ ऒߖࠪࡌ࢑ తफం࠴ ߯  పࡍగణనڕࣆޓ ړࡹం݄, ఈ ఫంࣾړ ߤ సࠪన࠳న r f x x 
 ప ऱ࣒  వړ ࠑ ߤ కߖషद ࡱ࢑వ ఉండ޶ మ࠾ࡍ గࡍషद ࡱ࢑వ ఉండ޶ ఎం޶కం݄ ఫంࣾ࠳ ߤన࣒ అనంతంڴ x 
ఉంܿం޴.

औߖఇ ࢟ܽڻߜ పऱ࣒  ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ړܾߖ  ఇߖऔ ओߩऱనࢀࢗ ړܾߖ పऱ࣒ ޴అ ݡ  ఇߖऔ  ठ   x xڷ࠴ ړܾߖ
एڕతफం త࠴ న࣒ 0࠳ ޶ఉండ ڵ࡯క ߘవࡱ࢑ షदࡍగ ޳ࡶ షदߖమం߯ కࡌ࢑ తफం࠴ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔߩ۫ వڴr 
ఉంܿంߗڒ ޴ మనం ږߘࣃల ࢐సफవ సంఖङ  వ వదभ xࡱ࢑ షदߖక  ޴ఉంܿం ޴ం݄ అڕࣆޓ ࠲ऴతࠪ ߘ
ఒకړߖ޳ సࠪనం మ࠾ࡍ ऴపږޒల ࢐సफవ సంఖङ ߯ ఇ޴ గࡍషद ࡱ࢑వ ࠳న࣒ ࡓంݡ వదभ ࠳న࣒ ఒకܽ సࡍ x 
ङߕఉప ܽߝ ޴బܽद ఇڒ ऒߖࣃ  త޶పࡍ ఉపߕङ సంڵ࠭ ࡹంۨ, ࣃब  ߘకతߖ
కھߘనࡓ ړߖݞండవ ఉతओ నऒ  పࡍڷ ࣾࡎంۨ ࡏߝऐ बࣃ ࠾ࡍషद మߖం క޳ంڕ ఉతओ ࠾ࡍషदం మࡍక గߖ నऒ ం 
కएࡅ ऒߖڜ   ఇతర అߧऱښషߘऱ ధనङ  ࡱ޳࢐
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