
 அைனவைர௞ம் வரேவற்ழேறாம் எனேவ இன்௥ ஶ௣ப்பாக வ௯த்ேதான்றல்களின் பயன்பா௄ 
ஶ௣த்த எங்கள் ௳வாதத்ைதத் ெதாடரே்வாம், ெகா௄க்கப்படட் இைடெவளி௜ல் ெசயல்பாடூ்ன் 
அொகபடச் மற்௥ம் ஶைறந்தபடச் மொப்௖கள் இ௠ந்தால்  அவற்ைறக் கண்ட௣வௌ பற்௣ அ௣ந்ௌ 
ெகாள்ேவாம், ௔ன்னர ்அதன் ெதா௄ேகா௄ சமன்பாடை்டக் கண்௄௔ூப்பௌ பற்௣ அ௣ந்ௌ 
ெகாள்ேவாம்.
 ெதா௄ ேகா௄ மற்௥ம் சாதாரண ேகா௄கள் எனேவ ௚த௧ல் ெதாடங்ஶழேறன், எனேவ 
ெகா௄க்கப்படட் இைடெவளி௜ல் இன் ெகா௄க்கப்படட் ெசயல்பாடூ்ன் அொகபடச் மற்௥ம் x 
ஶைறந்தபடச் மொப்௖கைளக் கண்ட௣வௌ பற்௣ ௳வாொப்ேபாம்,   எனேவ ௚த௧ல் இந்த 
ேதற்றத்ைத நான் ௚ன்௖ ஷ௣யைத நிைன௵ப௄த்ௌழேறன்.

என்பௌ ஒ௠ ௛ூய இைடெவளி௜ல் ஒ௠ ெதாடரச்஼்யான ெசயல்பா௄ ஆஶம் . x 
என்௥ ெசால்ழேறாம், அதன் ௔றஶ ெசயல்பா௄ அதன் அொகபடச் மொப்ைப௞ம்  ab 

ஶைறந்தபடச் மொப்ைப௞ம் இைடேவைள இல் அைடழறௌ, அதாவௌ இைடெவளி௜ல்  ab x 
நாட் மற்௥ம் நாட் ௖ள்ளிகள் உள்ளன, y 
அதாவௌ இன் இன் இன் க்ஶச ்சமமானைத ௳டக் ஶைறவானௌ, இந்த x f f x f
இைடெவளி௜ல் உள்ள அைனத்ௌ க்ஶம் நாட் க்ஶ சமமான எஃப் ஐ ௳டக் ஶைறவானௌ.x y 
  இைடெவளி௜ல் மற்௥ம் அௌ ௛ூய இைடெவளி௜ல் இ௠க்ஶம் நாட் என்ற ௖ள்ளி௜ல் ab x 
அைடயப்ப௄ழறௌ, அேதேபான்௥ இன் என்பௌ இைடெவளி௜ல் இன் இன் y naught f x f 
அொகபடச் மொப்பாஶம், 
ேம௩ம் இௌ ஶ௣ப்௔ல் இல்ைல என்ற ௖ள்ளி௜ல் அைடயப்ப௄ழறௌ.ab y 
 
இந்த நாட் மற்௥ம் எௌ௵ம் தனித்ௌவமாக இ௠க்க ேவண்ூய அவ஼ய௘ல்ைல, எனேவ x y 
ஶைறந்தபடச்ம் அல்லௌ அொகபடச் மொப்ைப அைடவதற்ஶ ஒன்௥க்ஶ ேமற்பட்ட ௖ள்ளிகள் 
இ௠க்கலாம் என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்ள௵ம், உதாரணமாக நாம் ஒ௠ ெசயல்பாடை்டக் 
ெகாண்ூ௠க்கலாம், எனேவ இந்த ெசயல்பா௄ இந்த இரண்௄ ௖ள்ளிகளில் இந்த அொகபடச் 
மொப்ைப அைடவைத நீங்கள் பாரத்்தால் 
எனேவ இைவ இரண்௄ம்   இந்தச ்ெசயல்பாட்ூற்கான அொகபடச் ௖ள்ளிகள் ஆஶம்.
 ஒன்௥ ஆனால் ஒ௠ தனித்ௌவமான ஶைறந்தபடச் மொப்௖ மற்௥ம் ஒ௠ தனிப்பட்ட அொகபடச் 
மொப்௖ உள்ளௌ, இப்ேபாௌ ஶைறந்தபடச் மற்௥ம் அொகபடச் மொப்௖கைள எவ்வா௥ 
கண்௄௔ூப்பௌ என்பேத ேகள்௳, எனேவ ஼ல எ௄த்ௌக்காட௄்கைள த௠ழேறன்.
 

இங்ேக இந்த ெசயல்பாட்ூன் அொகபடச் மொப்௖ இந்த எண் ௛லதனம் மற்௥ம் ab m 
ஶைறந்தபடச் மொப்௖ இந்த எண் ஼௣ய மற்௥ம் இைவ ௖ள்ளிகள் எனேவ இௌ எனௌ m x naught
மற்௥ம் எனேவ இந்த எ௄த்ௌக்காடூ்ல் ஶைறந்தபடச் மொப்௖ மற்௥ம் அொகபடச் y Naught, 
மொப்௖ ௚ூ௞ம்  ொறந்த இைடெவளி௜ல் உள்ள ௖ள்ளிகளில் அைடயலாம்.
  
ொறந்த இைடெவளி௜ல் ஒன்௥க்ஶ ஒன்௥க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான இல் x 
அைடயப்ப௄ழறௌ, அேத சமயம் அொகபடச் மொப்௖ 

க்ஶ சமமான ௔ளஸ் ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் x 
, இௌ ௛ூய இைடெவளி௜ன் இ௥ொப் ௖ள்ளிகளான ைமனஸ் ஒன்ைறக் க௯த்தால் ஶைறந்தபடச்
மொப்௖ சாத்ொயமாஶம்.
  அல்லௌ இ௥ொப்  ௖ள்ளி௜௩ம் அொகபடச் மொப்ைப அைடயலாம்  இந்த எ௄த்ௌக்காடூ்ல் 
௚ந்ைதய எ௄த்ௌக்காடை்டப் பாரத்்தால் 
, ஶைறந்தபடச்ம் மற்௥ம் அொகபடச்ம் அைட௞ம் ௖ள்ளிைய நீங்கள் பாரத்்தால், ௔ைரம் நாட்f x 
0 மற்௥ம் எஃப் ௔ைரம் நாட் என்பௌம் 0 ஆஶம்.y 
 எனேவ இந்த எ௄த்ௌக்காடூ்ல் இ௠ந்ௌ நாம் பாரத்்தௌ ஶைறந்தபடச்ம்  மொப்௖ அல்லௌ 
அொகபடச் மொப்ைப ொறந்த இைடெவளி௜ல் அைடயலாம் அல்லௌ இ௥ொப் ௖ள்ளிகளில் 
ஒன்௣ல் அைடயலாம், எனேவ 
௘னிமா மற்௥ம் மாக்஼மா ௖ள்ளிகள் இைத ௚௱ைமயான ௘னிமா௳ன் ௖ள்ளிகள் என்௥ 
அைழக்ழேறன், ஏெனனில் இௌ எனக்ஶ ௘கப்ெபரிய மொப்ைப அளிக்ழறௌ.
  மற்௥ம் ஶைறந்த மொப்௖ எனேவ ஒ௠ ௛ூய இைடெவளி௜ல் இன் ௚௱ ௘னிமா மற்௥ம் x 
அொகபடச்ம் இன் ௖ள்ளி  இ௥ொப் ௖ள்ளிகளில் ஒன்றாக இ௠க்கலாம் அல்லௌ ஒ௠ உள் f 
௖ள்ளியாக இ௠க்கலாம்  அல்லௌ இன் இல் ஶைறந்தபடச்ம் அல்லௌ அொகபடச்ம் இ௠ந்தால் x x 
ேதற்றத்ைத நிைன௵ப௄த்ௌவதற்ஶ ௚ன்௖ நாம் பாரத்்த மற்ெறா௠ ேதற்றம் ொறந்த 
இைடெவளி௜ல் இல் ab 
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அல்லௌ அந்த இடத்ொல் வ௯த்ேதான்றல் இல்ைல , உதாரணத்ொற்ஶ க்ஶ சமமான mod x 
எ௄த்ௌக்காட௄் இல் இௌ உள்ளௌ அல்லௌ ௔ைரம் அந்த ௖ள்ளி௜ல் fx derivative f x 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் எனேவ அத்தைகய ௖ள்ளிைய நாம் ௚க்ழயமான ௖ள்ளிகள் என்௥ 
அைழப்ேபாம் எனேவ இன் ெதாடரச்஼்யான ெசயல்பாட்ூற்கான வைரயைறைய x 
எ௱ௌேவாம் ஒ௠ இைடெவளி௜ல் இன் ௚க்ழயமான ௖ள்ளிகள் என்பௌ சார௖்  ab f f 
ேவ௥ப௄த்த ௚ூயாத ௖ள்ளிகள் 
அல்லௌ வ௯த்ேதான்றல் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் ௖ள்ளிகள் .
 ஶைறந்தபடச் மற்௥ம் அொகபடச் 
௖ள்ளிகைளக் கண்ட௣ய, அொகபடச்ம் மற்௥ம் ௘னிமா மற்௥ம் 
அொகபடச் மற்௥ம் ஶைறந்தபடச் மொப்௖களின் அொகபடச் மொப்௖ மற்௥ம் ஶைறந்தபடச் மொப்௖
ஆழயவற்ைறக் கண்ட௣ய ௔ன்வ௠ம் பூநிைலயானௌ அைனத்ௌ ௚க்ழயமான 
௖ள்ளிகைள௞ம் கண்ட௣௞ம்.
 ொறந்த இைடெவளி௜ல் என்பௌ ab 

ப்ைரம் க்ஶ சமம் அல்லௌ ௔ைரம் இல்லாத ௖ள்ளிகள் ஆஶம், எனேவ f x 0 f x 
வ௯த்ேதான்றல் இல்லாத ௖ள்ளிகைள சரிபாரத்்ௌ, ௔ன்னர ் ௔ைரம் க்ஶ சமமான f x 0 
௖ள்ளிகைளக் கண்ட௣ய௵ம்.
 எனக்ஶ அைனத்ௌ ௚க்ழய ௖ள்ளிகைள௞ம் த௠ழறௌ பூ 2  அைனத்ௌ ௚க்ழய ௖ள்ளிகளி௩ம் 

இன் இன் மொப்௖கைளக் கண்ட௣ய௵ம் பூ 3 இ௥ொப் ௖ள்ளிகளில் இன் இன் x f f x 
மொப்௖கைளக் 
கண்ட௣ய௵ம், அதாவௌ இன் மற்௥ம் இன் என்ன என்பைதக் கண்ட௣ய௵ம், ௔ன்னர ்a f b f 
நமக்ஶத் ெதரி௞ம் ஶைறந்தபடச் மற்௥ம் அொகபடச் மொப்௖கள் இவற்௣ல் ஒன்௣ல் 
ெபறப்ப௄ழன்றன, எனேவ இரண்௄ மற்௥ம் ௛ன்றாவௌ பூகளில் ெபறப்பட்டவற்௣ல் 
ஶைறந்தபடச் மற்௥ம் அொகபடச் மொப்௖கைளக் கண்ட௣ய௵ம், இௌ நமக்ஶ ஶைறந்தபடச் 
மற்௥ம் அொகபடச் மொப்ைப வழங்ஶழறௌ  
மற்௥ம் மாக்஼மா இந்த ஶைறந்தபடச் மொப்௖ மற்௥ம் அொகபடச் மொப்௖ இந்த உலகளா௳ய 
ெபறப்பட்ட ௖ள்ளி அல்லௌ இௌ ௚௱ைமயான ௘னிமா என்௥ம் அைழக்கப்ப௄ழறௌ மற்௥ம் 
அொகபடச்ம் இௌ நாம் ௚ன்௖ ௳வாொத்த ேலாக்கல் ௘னிமா மற்௥ம் ேலாக்கல் மாக்஼மா என்ற 
க௠த்தாக்கத்ொ௧௠ந்ௌ ேவ௥ப௄த்ௌவதாஶம், எனேவ ஒ௠ உதாரணத்ைதப் பாரப்்ேபாம்.

கனசௌரம் க௯த்தல் ஆ௥ சௌரம் மற்௥ம் ஒன்பௌ ஷட்டல் பொைனந்ௌக்ஶ சமமான   x x x fx 
இன் அொகபடச் மற்௥ம் ஶைறந்தபடச் மொப்௖கைள இைடெவளி௜ல் ைமனஸ் ஒன்௥ ௚தல் 
இரண்டாகக் ஷறலாம், எனேவ நாம் என்ன ெசய்ேவாம், ௚த௧ல் ௚க்ழயமான ௖ள்ளிகைளக் 
கண்௄௔ூப்ேபாம், எனேவ இங்ேக என்பதால் இங்ேக ௚க்ழயமான ௖ள்ளிகைளக் fx 
கண்௄௔ூப்ேபாம்.
  ஒ௠ பல்௩௥ப்௖க்ேகாைவ ப்ைரம் எல்லாப் ௖ள்ளிகளி௩ம் உள்ளௌ, எனேவ ப்ைரம் f x f x 
இல்லாத எந்தப் ௖ள்ளி௞ம் இல்ைல, நான் எஃப் ௔ைரம் ஐக் கண்டால் , இௌ ௛ன்௥ சௌரம் x x 
க௯த்தல் இரண்௄க்ஶ சமம்  ஷட்டல் ஒன்பௌ ௔ன்னர ்௚க்ழயமான ௖ள்ளிகைளக் lve x 
கண்ட௣ய, ப்ைரம் இன் ௗஜ்௷யங்கைளக் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம், ப்ைரம் இன் f x f x 
ௗஜ்௷யங்கைளக் கண்ட௣ய ேவண்௄ம், எனேவ நாம் ௛ன்௥ சௌரம் க௯த்தல் பன்னிெரண்௄ x 

ஷட்டல் ஒன்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் அதாவௌ சௌரம் க௯த்தல் நான்ஶ ஷட்டல் ௛ன்௥ x x x 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம் மற்௥ம் இௌ நமக்ஶ க௯த்தல் 1 ௚ைற க௯த்தல் 3 சமம் 0 ஐக் x x 
ெகா௄க்ழறௌ எனேவ என்பௌ ஒன்௥ அல்லௌ சமம் ௛ன்௣ற்ஶ சமம் இப்ேபாௌ சமம் x x x 
ஒன்௥ இைடெவளி௜ல் ஒ௠ ெபாய்ைய 
க௯த்தல் ஒன்௥ இரண்௄ அேத சமயம் என்பௌ இைடெவளிக்ஶ ெவளிேய ௛ன்௥ ெபாய்கள் x 
இந்த வழக்ழல், க்ஶ சமமான 1 மட௄்ேம ொறந்த இைடெவளி௜ல் ஒன்௥ ௚தல் இரண்௄   x 
வைர௜லான ஒேர ௚க்ழயமான ௖ள்ளியாஶம்  ஒன்௣ன் என்பௌ இன் க்ஶ சமம் f x f x 
கனசௌரம் க௯த்தல் ஆ௥ சௌரம் ஷட்டல் ஒன்பௌ ஷட்டல் பொைனந்ௌ இங்ேக ஒன்௥க்ஶ x x 
சமமாக ஐ ைவத்தால் நமக்ஶ ஒ௠ ைமனஸ் ஆ௥ ஷட்டல் ஒன்பௌ ஷட்டல் பொைனந்ௌ x 
ழைடக்ஶம் இௌ நமக்ஶ பத்ெதான்பௌ மற்௥ம் இ௥ொ௜ல் ைமனஸ் ஒன்௥ ைமனஸ் ஒ௠ f at  
கனசௌரத்ைத க௯த்தல் ஆ௥ மடங்ஶ நி௘டத்ொற்ஶ சமம்  எங்க௬க்ஶ ஒ௠ சௌரம் ஷட்டல் 
ஒன்பௌ ௚ைற க௯த்தல் ஒன்௥ ஷட்டல் பொைனந்ௌ இௌ ைமனஸ் ஒன்௥ க௯த்தல் ஆ௥ 
க௯த்தல் ஒன்பௌ ஷட்டல் பொைனந்ௌக்ஶ சமம் எனேவ இௌ ைமனஸ் ஒன்ைறக் ெகா௄க்ழறௌ, 
ம௥௚ைன௜ல் இரண்ூல் இரண்௄ கனசௌரம் க௯த்தல் ஆ௥ மடங்ஶ இரண்௄ சௌரம் ஷட்டல் f 
ஒன்பௌ ௚ைற இரண்௄ ஷட்டல் பொைனந்ௌ மற்௥ம் இௌ எட௄் க௯த்தல் இ௠பத்ொ நான்ஶ 
ஷட்டல் பொெனட௄் ஷட்டல் பொைனந்ௌக்ஶ சமம் இௌ இப்ேபாௌ இவற்௣ல் 17க்ஶ சமம் எனேவ 
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இந்த ௛ன்௥ மொப்௖கள் பத்ெதான்பௌ இல் க௯த்தல் ஒன்௥ க௯த்தல் ஒன்௥ மற்௥ம் பொேன௱f 
இவற்௣ல் ஶைறந்தபடச்ம் மற்௥ம் அொகபடச்ம் ஆழயவற்ைறப் பாரக்்ழேறாம் .
  ஶைறந்தபடச் மொப்௖ ைமனஸ் 
ஒன்௥, இௌ இ௥ொப் ௖ள்ளி க௯த்தல் ஒன்௣ல் அைடயப்ப௄ழறௌ மற்௥ம் அொகபடச் மொப்௖ 19 
ஆஶம், இௌ ௚க்ழயமான ௖ள்ளி௜ல் க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம்.x 1 
 ஒ௠ ௛ூய இைடெவளி௜ல் ெதாடரச்஼்யான ெசயல்பா௄ இப்ேபாௌ மற்ெறா௠ உதாரணத்ைதக் 
கவனி௞ங்கள்  .

இல் உள்ளௌ, ஆனால் அௌ இப்ேபாௌ எல்லா இடங்களி௩ம் இன் ஶைறந்தபடச் மற்௥ம் ned 0 x 
அொகபடச் மொப்ைபக் கண்ட௣வேத ேகள்௳.
   ஒ௠ ௛ூய இைடெவளி௜ல் இந்த ெசயல்பாடை்ட நாங்கள் க௠த்ொல் ெகாள்ள௳ல்ைல, எனேவ 
ஶைறந்தபடச் மற்௥ம் அொகபடச் மொப்௖கள் வைரய௥க்கப்பட௄்ள்ளதா அல்லௌ இந்த 
ஶைறந்தபடச் மற்௥ம் அொகபடச் மொப்௖கள் உள்ளனவா இல்ைலயா என்பௌ எங்க௬க்ஶத் 
ெதரியாௌ இங்ேக நாம் ஒ௠ ௛ூய இைடெவளி௜ல் இன் ஐக் க௠த்ொல் ெகாள்ள௳ல்ைல , x f 
ஶைறந்தபடச் மொப்௖ அல்லௌ அொகபடச் மொப்௖ இ௠க்க ேவண்ூய அவ஼ய௘ல்ைல, எனேவ 
இைத எப்பூக் கண்௄௔ூப்பௌ என்பைத ௚த௧ல் கவனிக்க௵ம், இந்த இன் க்ஶ சமமான x x x
மற்௥ம் 1 ஆல் என்பைத என்௥ எ௱தலாம்.x x 
  சௌரம் மற்௥ம் ஒன்௥க்ஶ ேமல் என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இல்லாத அைனத்ௌ க்ஶம் x x 
வைரய௥க்கப்பட௄்ள்ளௌ, இப்ேபாௌ நான் சௌரம் ஷட்டல் 1 க௯த்தல் 2 ஐ எ௄த்ௌக் x x 
ெகாண்டால் 
இௌ க௯த்தல் 1 ௚௱ வரக்்கத்ைத த௳ர ேவ௣ல்ைல, இௌ 0 ஐ ௳ட அொகமாகேவா அல்லௌ x 
சமமாகேவா இ௠க்க ேவண்௄ம்.

 அதனால் என்ன  இௌ ெசால்ழறதா இௌ வௌ ஶ௣க்ழறௌ சௌரத்ொல் ஷட்டல் ஒன்௥ இரண்௄ x 
க்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் , எனேவ இௌ சௌரம் ஷட்டல் 1 ஆல் ஐக் ஶ௣க்ழறௌ, இௌ x x x x 

ேநரம்ைறயாக இ௠ந்தால் 2 ஐ ௳ட அொகமாக இ௠க்ஶம், நான் ஆல் வஶக்க ௚ூ௞ம் , இௌ 2 ஐ x 
௳ட அொகமாக இ௠க்ஶம்.

எொரம்ைறயாக இ௠ந்தால், இௌ நிசச்யமாக க்ஶ ஆக   மா௥ம். x x x 
 அைனத்ௌ ௗஜ்௷யமற்ற உண்ைமயான எண்கைள௞ம் எ௄த்ௌக்ெகாள்வதற்ஶப் பொலாக, 
ேநரம்ைற உண்ைமயான எண்களான 0 ௚தல் ௚ூ௳௧ எஃப் வைர௜லான க்ஶ சமமான x x 
சௌரம் மற்௥ம் க்ஶ சமமான 1 ஐ எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் , இௌ இரண்௄க்ஶ சமமானைத ௳ட x 
அொகமாஶம், 
எனேவ நீங்கள் பாரத்்தால் இல் ஒன்௥க்ஶ சமம் என்௥ ஷ௥ழறௌ.x 
 நான் ஐ ஒன்௥க்ஶ சமமாக ைவத்தால் , இௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம், எனேவ இன் ஒ௠ எஃப் x x 
க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ இன் மொப்ைப இரண்டாகப் ெப௥ழறௌ, எனேவ இன் இன் x x x 
ஶைறந்தபடச் மொப்பானௌ 

இன் இைடெவளி௜ல் ௗஜ்௷ய ௚ூ௳௧௜ல் ஒன்௥க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம்.x 
  ஆ, அொகபடச் மொப்௖ இைட௜௩ள்ள அொகபடச் மொப்௖ எனேவ இந்தச ்val zero infinity 
சார௖் க்ஶ சமமான ப்ளஸ் 1 ஐப் பாரத்்தால், இந்த ெசயல்பா௄ ேநரம்ைற ௚ூ௳௧க்ஶ fx x 
ெசல்ழறௌ என்பைத ஷட்ட௩க்ஶச ்ெசல்ழறௌ, ேம௩ம் ேநரம்ைற ௚ூ௳௧க்ஶ x 0 x 
ெசல்வதால் இௌ ேநரம்ைற ௚ூ௳௧க்ஶம் ெசல்ழறௌ, எனேவ இல் இல்ைல இைடெவளி fx 
ௗஜ்௷ய ௚ூ௳௧௜ன் அொகபடச் மொப்௖   இப்ேபாௌ இைடெவளி௜ல் உள்ளௌ  இைவ x 
எொரம்ைறயானைவ, எனேவ இௌ ைமனஸ் ௔ளஸ் 1-ன் ைமனஸ் ன் எொரம்ைறயானௌ , x x-
இப்ேபாௌ இங்ேக ைமனஸ் ேநரம்ைற க௯த்தல் ேநரம்ைற என்௥ நமக்ஶத் ெதரி௞ம், x x 
எனேவ ௚ந்ைதயைதப் பயன்ப௄த்ௌவதன் ௛லம் ைமனஸ் ௚ூ௳௧௜ல் 0 என்௥ ெசால்லலாம்.
  எங்களிடம் இன் ைமனஸ் எஃப் உள்ளௌ, இௌ இப்ேபாௌ இங்ேக ைமனஸ் ௔ளஸ் 1 ஆல் x x 
ைமனஸ் எக்ஸ்க்ஶ சமம், ஏெனன்றால் ைமனஸ் ேநரம்ைறயாக இ௠ப்பதால், இௌ ௚ந்ைதய x 
பஶொ௜ன் 2 க்ஶ சமமாக இ௠ப்பைத ௳ட அொகமாக இ௠ப்பைத நாம் ஏற்கனேவ பாரத்்ேதாம், 
எனேவ இன் எஃப் சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம்  ைமனஸ் 2 இல் க௯த்தல் ௚ூ௳௧க்ஶ  x 
ௗஜ்௷ய௚ம் 

எொரம்ைற ௚ூ௳௧க்ஶ சமமாக ௔ளஸ் ஒன் ௛லம் க்ஶ ெசல்ழறௌ, இௌ எொரம்ைற x x x 
௚ூ௳௧க்ஶம் ெசல்ழறௌ மற்௥ம் இடௌ௖றத்ொல் இ௠ந்ௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ெசல்ழறௌ, ன் x x 
எொரம்ைற ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்ழறௌ, எனேவ ஆனௌ சமமாக ெபறப்பட்ட ஶைறந்தபடச் fx x 
மொப்௖ க௯த்தல் 2 ஆஶம்.

இல் ைமனஸ் 1 க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால், நீங்கள் ைமனஸ் 2 ஐப் ெப௥௴ரக்ள் , மன்னிக்க௵ம்  x 
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இௌ அொகபடச் மொப்௖ ைமனஸ் இரண்டாக இ௠க்ஶம் எஃப்எக்ஸ் ஆஶம், இௌ இல் ைமனஸ் x 
ஒன்௥க்ஶ சமமாகப் ெபறப்ப௄ழறௌ, ேம௩ம் இௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ இன்ஃ௔னிடூ்க்ஶ 
இைடெவளி௜ல் ஶைறந்தபடச் மொப்௖ இல்ைல.
 ௚தல் பஶொக்ஶ நாம் ெசய்தைதப் ேபாலேவ உள்ளௌ, எனேவ க்ஶ ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட x 
ஶைறவாக இ௠ந்தால், சௌரம் மற்௥ம் ஒன்௥ ஷட்டல் இரண்௄ என்௥ எ௱ொனால் நாம் என்னx x 
ெசய்ேவாம் இௌ ஷட்டல் 1 ௚௱ சௌரத்ொற்ஶ சமம் எனேவ இௌ ௙ண்௄ம் 0 க்ஶ சமமானைத x x 
௳ட அொகமாஶம்.

சௌரம் ஷட்டல் 1 என்பௌ ைமனஸ் 2 க்ஶ சமமானைத ௳டப் ெபரியௌ , ௔ன்னர ்இௌ  x x x 
சௌரம் ஷட்டல் 1 ஐக் ஶ௣க்ழறௌ , நான் இங்ேக ைமனஸ் என்௥ எ௱ொனால் , இௌ 2 க்ஶ x 
சமமாக இ௠க்ஶம், ஏெனன்றால் இங்ேக ைமனஸ் ேநரம்ைறயாக இ௠க்ழறௌ, எனேவ நான் x 
ைமனஸ் ஆல் வஶத்தால் சமத்ௌவ௘ன்ைம ஒேர மாொரியானௌ மற்௥ம் இௌ என்பைதக் x x 
ஶ௣க்ழறௌ சௌரம் ஷட்டல் ஒன்௥ க்ஶ சமமான ைமனஸ் இரண்௄க்ஶ சமம் இௌ நாம் இங்ஶ x 
ெபற்றைதப்  ேபான்றேத இப்ேபாௌ அேத ௚ூைவப் ெப௥வதற்ஶ கால்ஶலைஸப் 
பயன்ப௄த்தலாம், எனேவ இைதச ்ெசய்ய ௚ூ௞மா என்பைதப் பாரப்்ேபாம், எனேவ நமக்ஶ x 
இன் எஃப் ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ  ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இல்லாத க்ஶ ௔ளஸ் 1 ஆக x x 
இ௠க்க, இன் இந்த ெசயல்பா௄ ெதாடரச்஼்யானௌ மற்௥ம் ௗஜ்௷யம் அல்லாத x f x 
அைனத்ௌக்ஶம் ேவ௥ப௄த்தக்ஷூயௌ என்பைத நாம் அ௣ேவாம் .

என்பௌ ைமனஸ் ஒன்௥ சௌரம் எனேவ வ௯த்ேதான்றல் ஒன்௥ க௯த்தல் 1 சௌரம்   x x x x 
இப்ேபாௌ நாம் என்ன ெசய்ேவாம் என்றால் நாம் ப்ைரம் இன் அைடயாளத்ைதக் f x 
காண்ேபாம், எனேவ இந்த ௔ைரம் ஐப் பாரத்்தால் சௌரமாக இ௠ந்தால் மட௄்ேம இௌ f x x 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம்  ஒன்௥க்ஶ சமம் அதாவௌ என்பௌ ஷட்டல் அல்லௌ க௯த்தல் ஒன்௥, x 
எனேவ வ௯த்ேதான்றல் ைமனஸ் 1 மற்௥ம் 1 இல் ௗஜ்௷யமாஶம் 
, இப்ேபாௌ இைடெவளிையப் பாரத்்தால் நமக்ஶ ைமனஸ் 1 ஒன்௥ உள்ளௌ, எனேவ இைதப் 
பாரத்்தால் சௌரம் அொகமாக இ௠ந்தால் ஒன்௥ சௌரம் ஒன்௥க்ஶ ஶைறவாக இ௠க்ஶம் x x 
என்௥ இௌ ஶ௣க்ழறௌ, எனேவ ௔ைரம் என்பௌ ஒ௠ ைமனஸ் ஒன்௥ சௌரம் ஆஶம் இௌ 0 f x x 
ஐ ௳ட அொகமாக இ௠க்ஶம் மற்௥ம் சௌரம் 1 ஐ ௳ட ஶைறவாக இ௠ந்தால், சௌரம் 1 ஐ ௳ட x x 
அொகமாக இ௠க்ஶம், அதாவௌ ஒ௠ ைமனஸ் ஒன்௥ சௌரம் ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ஶைறவாக x 
உள்ளௌ.
 ஒன்௥ எனேவ இந்த இைடெவளி௜ல் வ௯த்ேதான்றல் எொரம்ைறயாக உள்ளௌ, எனேவ ப்ைரம்f 
இங்ேக எொரம்ைறயாக௵ம் , சௌரத்ைத ௳ட ஒ௠ சௌரம் ஒன்௥க்ஶக் ஶைறவானௌ க்ஶ x x x 
சமம் ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶம் ஒன்௥க்ஶம் இைட௜ல் உள்ளௌ மற்௥ம் சௌரம் ஒன்௥க்ஶ x 
சமமானௌ, இௌ க்ஶ சமம் ெபரியௌ ஒன்௥ அல்லௌ ைமனஸ் ஒன்ைற ௳ட ஶைறவாக x x 
உள்ளௌ, எனேவ வ௯த்ேதான்றல் ஒன்௥ ௚தல் ௚ூ௳௧க்ஶ ேநரம்ைறயாக௵ம், வ௯த்ேதான்றல் 
ேநரம்ைறயாக௵ம் 
இ௠க்ஶம்.
  மற்௥ம் ௔ைரம் எொரம்ைறயானௌ , என்னால் ைமனஸ் 1 ௚தல் 1 வைர எ௱த ௚ூயாௌ, f x 
ஏெனனில் 0 இல் ெசயல்பா௄ வைரய௥க்கப்பட௳ல்ைல, எனேவ ைமனஸ் 1 ௚தல் 0 எஃப் வைர 
௔ைரம் எொரம்ைறயானௌ, ேம௩ம் ௗஜ்௷யத்ொல் இ௠ந்ௌ ஒ௠ எஃப் ௔ைரம் x x 
எொரம்ைறயானௌ, இப்ேபாௌ எஃப் ௔ைரம் ஐ நிைன௵ப௄த்ௌங்கள்  ேநரம்ைற ஶ௣க்ழறௌ x f 
என்பௌ உண்ைம௜ல் அந்த இைடெவளி௜ல் கண்ூப்பாக அொகரித்ௌ வ௠ழறௌ , ௔ைரம் f x 
எொரம்ைறயானௌ ஶைறழறௌ என்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ, எனேவ f 

இன் ெசயல்பா௄ ைமனஸ் ௚ூ௳௧௜ல் ைமனஸ் 1 ஆக௵ம் ௔ன்னர ் ௔ைரம் ைமனஸ் 1 x f x 
௧௠ந்ௌ ைமனஸ் 1 ஆக௵ம் அொகரிக்ழறௌ என்பௌ நமக்ஶத் ெதரி௞ம்.
  0 என்பௌ 
ைமனஸ் ஒன்௣௧௠ந்ௌ ௗஜ்௷யமாக ஶைறழறௌ, ௙ண்௄ம் ௗஜ்௷யத்ொல் இ௠ந்ௌ ஒன்௥ 
ஶைறந்ௌ 
, இைடெவளி௜ல் ஒன்௥ ௚ூ௳௧யாக அொகரிக்ழறௌ, இைதப் பாரத்்தால் நம்௘டம் இ௠ப்பௌ 
ைமனஸ் ஒன்௥ மற்௥ம் வ௯த்ேதான்றல் ௗஜ்௷யமாக இ௠க்ஶம் இடத்ொல் ெசயல்பா௄ 
அொகரிக்ழறௌ.
  ைமனஸ் இன்ஃ௔னிடூ்௜ல் இ௠ந்ௌ ைமனஸ் 1 வைர என்ன நடக்ழறௌ என்பைத ௚த௧ல் 
பா஼டூ்வ் பஶொக்காக பாரப்்ேபாம்,
 அதனால் 0 ௚தல் 1 வைர ெசயல்பா௄ ஶைறந்ௌ 1 ௚தல் ௚ூ௳௧க்ஶ அொகரிக்ழறௌ, எனேவ 
இைத ௙ண்௄ம் ைமனஸ் 1 0 1 வைரேவாம் என்பைத இௌ ஶ௣க்ழறௌ.
 இந்த இைடெவளி௜ல் அொகரித்ௌ வ௠ழறௌ இந்த இைடெவளி௜ல் ஶைறழறௌ ௔ன்னர ்

Pru
tor
@
IIT
K



௙ண்௄ம் இந்த இைடெவளி௜ல் ஶைறழறௌ மற்௥ம் இைத அொகரிக்ழறௌ அதாவௌ இந்த 
ைமனஸ் 1 இல் உள்ள இந்த ௖ள்ளி௜ல் இௌ உள்௭ர ்அொகபடச்ம் மற்௥ம் ஒன்௥ ேலாக்கல் i  
௘னிமா௳ன் ௖ள்ளி, எனேவ இந்த ௚தல் வ௯த்ேதான்றல் ேசாதைனயானௌ ெசயல்பாடூ்ற்ஶ 
என்ன நடக்ழறௌ என்பைத உங்க௬க்ஶத் ெதரி௳க்ழறௌ, ேம௩ம் நமக்ஶத் ெதரிந்தௌ 
என்னெவன்றால், வலௌ௖றத்ொல் இ௠ந்ௌ க்ஶ x 0 
ெசல்௩ம்ேபாௌ ெசயல்பா௄ ேநரம்ைற ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்ழறௌ, எனேவ 1 இல் உள்ள 
ெசயல்பாடூ்ன் மொப்௖ 2 ஆஶம்.
 ௔ன்னர ்ெசயல்பா௄ 1 வைர ஶைறழறௌ, ௔ன்னர ்அௌ 1 இல் இ௠ந்ௌ ௚ூ௳௧க்ஶ 
அொகரிக்ழறௌ, எனேவ ெசயல்பாடூ்ன் வைரபடம் இப்பூ இ௠க்ஶம் மற்௥ம் க்ஶ சமமான 1 x 
வ௯த்ேதான்றல் 0 மற்௥ம் இேதேபால் எொரம்ைற பக்கத்ொல் இல் க௯த்தல் சமமாக இ௠க்ஶம் 1x 
ெசயல்பாடூ்ன் மொப்௖ ைமனஸ் 2 ஆக உள்ளௌ , ௔ன்னர ்ெசயல்பா௄ என்பௌ எொரம்ைற 
௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்ழறௌ, இடௌ பக்கத்ொ௧௠ந்ௌ 0 க்ஶ ெசல்ழறௌ, ேம௩ம் இௌ எொரம்ைற x 
௚ூ௳௧க்ஶம் ெசல்ழறௌ, ேம௩ம் இந்த இடத்ொல் 1 ைரடை்டக் க௯த்தால் உள்௭ர ்அொகபடச்ம் 
உள்ளௌ.
 ெசயல்பாடூ்ன் வைரபடம் எப்பூ இ௠க்ஶம், எனேவ இொ௧௠ந்ௌ 
ௗஜ்௷ய ௚ூ௳௧ இல் அொகபடச் மொப்௖ இல்ைல, fx 
ஆனால் இல் ஶைறந்தபடச் மொப்௖ இரண்ூல் ஒன்௥க்ஶ சமம் மற்௥ம் க௯த்தல் x 
௚ூ௳௧௜௧௠ந்ௌ ௗஜ்௷யம் வைர ஶைறந்தபடச் மொப்௖ இல்ைல என்௥ ௚ூ௵ ெசய்யலாம்.fx 
 நான் ஒ௠  அொகபடச் மொப்௖ ைமனஸ் இரண்௄ க்ஶ சமமான ைமனஸ் ஒ௠ ஶ௣ப்௖, நாம் x 

க௯த்தல் ௗஜ்௷யத்ொன் ௚௱ இைடெவளிையக் க௠த்ொல் ெகாண்டால், க்ஶ சமமான r x x 
சார௖் க்ஶ சமமான மற்௥ம் க்ஶ சமமான f x x 
மொப்௖ மற்௥ம் அொகபடச் மொப்௖ இல்ைல, ஏெனனில் ெசயல்பா௄ க௯த்தல் ௚ூ௳௧க்ஶ 
௚ைனழறௌ.

எொரம்ைற ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்ழறௌ மற்௥ம் அௌ ஷட்டல் ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்ழறௌ, எனேவ  x x 
அௌ ௚௱ இைடெவளி௜ல் ஶைறந்தபடச் அல்லௌ அொகபடச் மொப்பாக இ௠க்க ௚ூயாௌ r 
க௯த்தல் 0 ெமாத்தத்ொல் ஶைறவாக ஆனால் நாம் ேநரம்ைற உண்ைமயான எண்ைண மட்௄ம் 
எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் அௌ உள்ளௌ  ஶைறந்தபடச் மொப்௖ இரண்ூல் ஒன்௥க்ஶ சமம் மற்௥ம் x 
எொரம்ைற உண்ைமயான எண்ணில் அௌ அொகபடச் மொப்௖ ைமனஸ் இரண்ூல் ைமனஸ் x 
ஒன்௥க்ஶ சமம் சரி எனேவ இௌ இன்ைறய ௳ரி௵ைரைய அ௄த்த ௳ரி௵ைர௜ல்  ௚ூக்ழறௌ  
ஶைறந்தபடச் மற்௥ம் உள்௭ர ்அொகபடச்ம் மற்௥ம் வ௯த்ேதான்ற௧ன் ேவ௥ ஼ல 
பயன்பா௄கள் நன்௣ 
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