
 എبാവേരയും സٔാഗതം െചുؗുإ, അതിനാൽ ഇ്ؗ നأൾ െഡറിേവئീവുകളുെട 
ْപേയാഗെുׯ؋റിتു׺ ചർ׺ തുടരും , ഒരു നിحിത ഇടേവളയിൽ ഫംഗ് ഷന്െറ പരമാവധി, കുറ؁ 
മൂലّ׹ൾ നിലവിലുെ؇׸ിൽ അവ കെ؇ؗു؋തിെനുׯറി്׺ ഞ׹ൾ പഠിുׯം, തുടർ്ؗ അതിന്െറ 
ടാൻെജന്റ് ൈലൻ സമവാകّം കെ؇ؗു؋തിെനുׯറി്׺ പഠിുׯം.  ടാൻെജന്റ ്ൈലൻ , േനാർമൽ 
ൈലനുകൾ, അതിനാൽ ഞാൻ ആദّം ആരംഭിׯാം, അതിനാൽ ഒരു നിحിത ഇടേവളയിൽ ന്െറ x 
തؗിരിؗുׯ ഫംഗ് ഷന്െറ പരമാവധി കുറ؁ മൂലّ׹ൾ കെ؇ؗു؋തിെനുׯറി്׺ ഞ׹ൾ ചർ׺ 
െചുإം ,  അതിനാൽ ആദّം ഞാൻ ഈ സിؑാؓം പറ؁തായി ഓർുׯക .  എؗത് ഒരു അട؁ x 
ഇടേവളയിെല ഒരു തുടർ׺യായ ഫംഗ് ഷനാണ് , അേؚാൾ നأൾ എ്ؗ പറയുؗ ഫംഗ് ഷൻ ഇടേവള ab 

ൽ അതിന്െറ പരമാവധി മൂലّവും ഏئവും കുറ؁ മൂലّവും  ൈകവരിുؗുׯ, അതായത് ഇടേവള ab-
ന്െറ ന്െറ എؗ തര؋ിൽ ഒؗും എؗീ േപായിന്റുകൾ നിലവിലു؇് എؗാണ്. ab f f x naught, y x-

ന്െറ ന് തുലّമായതിേനׯാൾ കുറവ്, ഈ ഇടേവള ൽ ഉൾെؚടുؗ എبാ നും ന്െറ ന് f- ab- x- y f-
തുലّമാണ്. എؗ ഇടേവളയിൽ അത് എؗ ബിؕുവിൽ എുؗു؋, അതായത് എؗ ab x Naught ab 
േױാ്ُٛ ഇന്റർെവലിലുت എؗ ഇടേവളയിെല ന്െറ ന്െറ പരമാവധി മൂലّമാണ് എؗ f, ab f f ab 
ബിؕുവിൽ അത് എؗ ബിؕുവിൽ എ؋ിേ׺രുؗു ഈ ഉം ഉം ab x nough y Naught 
അദٔിതീയമായിരിׯണെമؗിب, അതിനാൽ  ഏئവും കുറ؁േതാ കൂടിയേതാ ആയ മൂലّം 
ൈകവരിؗുׯ ഒؗിൽ കൂടുതൽ േപായിന്റുകൾ ഉ؇ാകാെമؗത് ْശؑിുׯക , ഉദാഹരണ؋ിന് നമു്ׯ 
ഒരു ഫംഗ് ഷൻ ഉ؇ായിരിׯാം, അതിനാൽ ഈ ഫംഗ് ഷൻ ഈ ര؇് േപായിന്റുകളിൽ ഈ പരമാവധി 
മൂലّം ൈകവരിؗുׯത് നി׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ അതിനാൽ ഇവ ര؇ും ഈ ഫംഗ് ഷന്െറ 
പരമാവധി േപായിന്റുകളാണ്, വാُവٝ؋ിൽ നأൾ رിരമായ ഫംഗ് ഷനായി ന്െറ x f 
എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, ഏئവും കുറ؁തും കൂടിയതുമായ മൂലّം ആ رിരാ׸മാണ് , അത് 
ഇടേവളയിെല എبാ േപായിന്റിലും ൈകവരിുؗുׯ, പേײ അവിെട മാْതേമ ഉൂت  ഒ്ؗ എؗാൽ ഒരു 
അദٔിതീയ കുറ؁ മൂലّവും അതുലّമായ പരമാവധി മൂലّവുമു؇്, ഇേؚാൾ ഏئവും കുറ؁തും 
കൂടിയതുമായ മൂലّ׹ൾ എ׹െന കെ؇؋ാം എؗതാണ് േചാദّം , അതിനാൽ എനി്ׯ ചില 
ഉദാഹരണ׹ൾ നൽകാം, ഒരു ഇടേവളയിൽ ഈ ْപവർ؋നം ഉെ؇്ؗ കരുതുക.  ഇവിെട നി׹ൾ ഈ ab 
ഫംഗ് ഷന്െറ പരമാവധി മൂലّം ഈ സംഖّ മൂലധനം ആണ് , ഏئവും കുറ؁ മൂലّം ഈ സംഖّ െചറിയ m
ആണ് , ഇവ േപായിന്റുകളാണ്, അതിനാൽ ഇത് എന്െറ അب , അب, അതിനാൽ ഈ x y 
ഉദാഹരണ؋ിൽ ഏئവും കുറ؁ മൂലّവും പരമാവധി മൂലّവും കഴിയും ഓؚൺ ഇന്റർെവبിെല 
േപായിന്റുകളിൽ േനടാം  .  ഓؚൺ ഇടേവളയിൽ ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ ഒ്ؗ വെരയുت പൂജّ؋ിന് 
തുലّമായ ൽ എ؋ിേ׺രുؗു, അേതസമയം പരമാവധി മൂലّം ന് തുലّമായ ؛സ് ൈമനസ് ഒؗിന് x- x-
തുലّമാണ് , അതായത് അട؁ ഇടേവളയുെട അവസാന േപായിന്റുകൾ ൈമനസ് ഒ്ؗ ആയതിനാൽ 
ഇത് ഏئവും കുറ؁ മൂലّമാകാൻ സാധّതയു؇്.  അെ׸بിൽ അവസാന േപായിന്റിൽ പരമാവധി 
മൂലّം ൈകവരിׯാൻ കഴിയും , ഈ ഉദാഹരണ؋ിൽ മിനിമ േപായിന്റിൽ മിനിമ േപായിന്റിൽ 
പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ന്െറ െഡറിേവئീവ് ൈْപം പൂജّം നിലവിലിب. നി׹ൾ ഈ ഉദാഹരണ؋ിെലx f 
മുآെ؋ ഉദാഹരണം േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, ഏئവും കുറ؁തും കൂടിയതും ൈകവരിؗുׯ 
േപായിന്റ്, ൈْപം ആെണؗും ൈْപം ആെണؗും ഞ׹ൾ കാണുؗു. f x Naught 0 f y naught 0 
അതിനാൽ ഈ ഉദാഹരണ؋ിൽ നി്ؗ നأൾ ക؇ത് ഏئവും കുറ؁താണ്  മൂലّം അെ׸بിൽ 
പരമാവധി മൂലّം ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ എബിയിൽ േനടാം അെ׸بിൽ അവസാന 
േപായിന്റുകളിെലാؗിൽ ഇത് േനടാം, അതിനാൽ മിനിമയുെടയും മാ٧عിമയുെടയും േപായിൻറുകൾ, ഇത് 
എനി്ׯ ഏئവും വലിയ മൂലّം നൽകുؗതിനാൽ ഇതിെന േകവല മിനിമയുെട േപായിന്റുകൾ എ്ؗ 
വിളിׯാം. ഏئവും കുറ؁ മൂലّം, അതിനാൽ  ഒരു അട؁ ഇടേവള െല ന്െറ േകവല ab- x-
മിനിമയുെടയും മാ٧عിമയുെടയും േപായിന്റ് അവസാന േപായിന്റുകളിെലാ്ؗ അെ׸بിൽ ഒരു 
ഇന്റീരിയർ േപായിന്റ ്മെئാരു സിؑാؓം  ആകാം ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ ൽ ഒؗുകിൽ െഡറിേവئീവ് ab-
ആ ഘ؋؂ിൽ നിലവിലിب , ഉദാഹരണ؋ിന്, ന് തുലّമായ ഉദാഹരണ؋ിൽ നമു്ׯ ഇത് ഉ؇് mod x- fx 
അെ׸بിൽ ൈْപം എؗ െഡറിേവئീവ് ആ ഘ؋؂ിൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് അ؋ര؋ിലുت f x 
ഒരു േപായിന്റിെന നأൾ ْകി؂ിׯൽ േപായിന്റുകൾ എ്ؗ വിളിുׯം, 
അ׹െന നأൾ ഒരു ഇടേവളയിൽ ന്െറ ഒരു തുടർ׺യായ ഫംഗ്ഷന്െറ നിർവചനം എഴുതുؗു x ab f 
ന്െറ ْകി؂ിׯൽ േപായിന്റുകൾ എؗത് ഫംഗ്ഷൻ വّതّാസമിبാ؋ അെ׸بിൽ െഡറിേവئീവ് f 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാകുؗ േപായിന്റുകളാണ് . ഏئവും കുറ؁തും കൂടിയതുമായ േപായിന്റുകൾ 
കെ؇ؗു؋തിന് , മാക് സിമയുെടയും മിനിമയുെടയും േപായിന്റുകൾ കെ؇ؗു؋തിന് പരമാവധി, 
കുറ؁ മൂലّ׹ൾ പരമാവധി മൂലّവും ഏئവും കുറ؁ മൂലّവും ഞ׹ൾ െചؗുإത് ഇനിؚറയുؗ 
ഘ؂മാണ്, എبാ നിർണായക േപായിന്റുകളും കെ؇ു؋ക. തുറؗ ഇടേവള ൽ , ൈْപം 0-ന് ab- f x 
തുലّമായ അെ׸بിൽ ൈْപം നിലവിലിبാ؋ േപായിന്റുകളാണ് , അതിനാൽ െഡറിേവئീവ് f x 
നിലവിലിبാ؋ േപായിന്റുകൾ ഞ׹ൾ പരിേശാധിുׯകയും തുടർ്ؗ ൈْപം 0-ന് തുലّമായ f x 
േപായിന്റുകൾ കെ؇ു؋കയും െചുؗുإ. എനി്ׯ എبാ നിർണായക േപായിന്റുകളും നൽകുؗു ഘ؂ം
2  എبാ നിർണായക േപായിന്റുകളിലും ന്െറ മൂലّ׹ൾ കെ؇ു؋ക ഘ؂ം 3 അവസാന x 
േപായിന്റുകളിൽ ന്െറ ന്െറ മൂലّ׹ൾ കെ؇ു؋ക, അതായത് യുെട ന്െറ എؗിവ f x b f, f f 
കെ؇ു؋ക , തുടർ്ؗ നമു്ׯ അറിയാം ഏئവും കുറ؁തും കൂടിയതുമായ മൂലّ׹ൾ ഇവയിെലാؗിൽ
ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ ര؇്, മൂ്ؗ ഘ׹؂ളിൽ ലഭി׺വയിൽ ഏئവും കുറ؁തും കൂടിയതുമായ 
മൂലّ׹ൾ കെ؇ു؋ക, ഇത് നമു്ׯ ഏئവും കുറ؁തും കൂടിയതുമായ മൂലّം നൽകുؗു, ഇത് നമു്ׯ 
ഏئവും കുറ؁തും കൂടിയതുമായ മൂലّ׹ളും ആേഗാള മിനിമയുെട േപായിന്റുകളും നൽകുؗു . 
മാ٧عിമ , ഈ ആേഗാളതല؋ിൽ ഈ ഏئവും കുറ؁ മൂലّവും പരമാവധി മൂലّവും ലഭിؗുׯ 
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േപായിന്റാണ് അെ׸بിൽ ഇതിെന േകവല മിനിമ എؗും വിളിുؗുׯ , മാ٧عിമ ഇത് നأൾ മു്آ ചർ׺ 
െചᅃٝ േലാׯൽ മിനിമ, േലാׯൽ മാ٧عിമ എؗീ ആശയ׹ളിൽ നി്ؗ േവർതിരിׯാനാണ്, അതിനാൽ 
നമു്ׯ ഒരു ഉദാഹരണം േനാׯാം.  കّൂബ് ൈമനസ് ആറ് ചതുരവും ഒآത് ؛സ് പതിന؀ും x x x 
തുലّമായ ന്െറ പരമാവധി, കുറ؁ മൂലّ׹ൾ കെ؇ു؋ക, ഇടേവളയിൽ ഒ്ؗ മുതൽ ര؇് വെര fx 
ൈമനസ് എ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ നأൾ ആദّം െചؗുإത് നിർ؉ായക േപായിന്റുകൾ കെ؇ു؋ക 
എؗതാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട എഫ്എ٧്ع ആയതിനാൽ  ഒരു േപാളിേനാമിയൽ ൈْപം എبാ f x 
േപായിന്റുകളിലും നിലവിലു؇്, അതിനാൽ ൈْപം ഇേؚാൾ ഇبാ؋ ഒരു േപായിന്റും ഇب, ഞാൻ f x f
ൈْപം കെ؇ു؋കയാെണ׸ിൽ ഇത് മൂ്ؗ ചതുരം ൈമനസ് ടٔീ ആണ്  ؛സ് ഒآത് പിെؗ x x lve x 
നിർ؉ായക േപായിന്റുകൾ കെ؇ؗു؋തിന് നأൾ ൈْപം ന്െറ പൂജّ׹ൾ കെ؇؋ണം, f x 
അതിനാൽ നأൾ മൂ്ؗ ചതുരം ൈമനസ് പْؓ؇് ؛സ് ഒآത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് , അതായത് x x x 
ചതുരം ൈമനസ് നാല് ؛സ് മൂ്ؗ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, ഇത് നമു്ׯ ൈമനസ് 1 മട്׹ ൈമനസ് 3 0x x x 
ന് തുലّം നൽകുؗു, അതിനാൽ എؗത് ഒؗിന് തുലّമാണ് അെ׸بിൽ എؗത് മൂؗിന് തുലّമാണ്, x x 
ഇേؚാൾ ഒരു ഇടേവളയിൽ ഒരു നുണയ്്ׯ തുലّം ഒ്ؗ ര؇് ൈമനസ്, അേതസമയം എؗത് x x 
ഇടേവളയ്്ׯ പുറ്؋ മൂ്ؗ നുണകൾ്ׯ തുലّമാണ്. ഈ സാഹചരّ؋ിൽ , ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ ൈമനസ്
ഒ്ؗ മുതൽ ര؇് വെരയുت ഇടേവളയിെല ഒേരെയാരു നിർ؉ായക േപായിന്റ ് ആണ് , അേؚാൾ x 
നിർ؉ായക േപായിന്റുകളിൽ ന്െറ ന്െറ മൂലّ׹ളും നിർ؉ായക േപായിന്റുകളിൽ അവസാന x f 
േപായിന്റുകളും കെ؇ുؗു؋.  ഒؗിന്െറ എؗത് ആയിരുؗു കّൂബ് ൈമനസ് ആറ് ചതുരവുംf x x x 
ഒآത് ؛സ് പതിന؀ും നി׹ൾ ഇവിെട ഒؗിന് തുലّമായി ഇ؂ാൽ നമു്ׯ ഒരു ൈമനസ് ആറ് ؛സ് x x 
ഒآത് ؛സ് പതിന؀് ലഭിുׯം ഇത് നമു്ׯ പെ؋ാൻപത് നൽകുؗു , തുടർ്ؗ അവസാന േപായിന്റിൽ f

ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒരു കّൂബ് ൈമനസ് ആറ് മട്׹ മിനിئിന് തുലّമാണ്  ഞ׹ൾ്ׯ ഒരു at  
സ്കٔയർ ؛സ് ഒآത് തവണ ൈമനസ് ഒ്ؗ ؛സ് പതിന؀് ഇത് ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ആറ് ൈമനസ് 
ഒآത് ؛സ് പതിന؀ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് ഒ്ؗ നൽകുؗു , മേئ അ؋്ئ എഫ് ര؇് 
കّൂബ് ൈമനസ് ആറ് തവണ ര؇് സ്കٔയർ ؛സ് ഒآത് തവണ ര؇് ؛സ് പതിന؀് , ഇത് എ؂് ൈമനസ് 
ഇരുപ؋ിനാല് ؛സ് പതിെന؛ ؂്സ് പതിന؀ിന് തുലّമാണ്, ഇത് ഇേؚാൾ ഇവയിൽ 17 ന് തുലّമാണ്, 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ മൂ്ؗ മൂലّ׹ളു؇് പെ؋ാൻപത് എഫ് ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ , പതിേനഴും 
ഇവയിൽ ഏئവും കുറ؁തും കൂടിയതും ഞ׹ൾ േനാുؗുׯ .  ഏئവും കുറ؁ മൂലّം ൈമനസ് ഒ്ؗ 
ആണ് , അത് അവസാന േപായിന്റ് ൈമനസ് ഒؗിൽ േനടുؗു , പരമാവധി മൂലّം 19 ആണ്, ഇത് 
നിർ؉ായക േപായിന്റിൽ വല؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ യുെട ഏئവും കുറ؁ മൂലّവും x 1 a 
പരമാവധി മൂലّവും എ׹െന കെ؇؋ാെമ്ؗ ഈ ഉദാഹരണം കാണിുؗുׯ. ഒരു അട؁ 
ഇടേവളയിെല തുടർ׺യായ ْപവർ؋നം ഇേؚാൾ മെئാരു ഉദാഹരണം പരിഗണിുׯക.  0-ൽ ned 
നിർവചി׺ിരിുؗുׯ, എؗാൽ ഇേؚാൾ ന്െറ ഏئവും കുറ؁തും കൂടിയതുമായ മൂലّം കെ؇ു؋ക x 
എؗതാണ് േചാദّം , അവ നിലവിലുെ؇׸ിൽ ആദّം ْശؑിുׯക , ഈ ഫംഗ്ഷൻ ന്െറ ؛സ് 1 ന് x x 
തുലّമായ എؗതിനാൽ 0 ഒഴിെകയുت എبാ യഥാർ، സംഖّകൾുׯം നിർവചി׺ിരിുؗുׯ. ഒരു fx 
അട׺ ഇടേവളയിൽ ഞ׹ൾ ഈ ഫംഗ് ഷൻ പരിഗണിؗുׯിب, അതിനാൽ ഏئവും കുറ؁തും 
കൂടിയതുമായ മൂലّ׹ൾ നിർവചിׯെؚ؂ി؂ുേ؇ാ ഇبേയാ  എ്ؗ ഞ׹ൾ്ׯ അറിയിب  ഇവിെട ഞ׹ൾ 
ഒരു അട؁ ഇടേവളയിൽ ന്െറ എؗത് പരിഗണിؗുׯിب, ഏئവും കുറ؁ മൂലّേമാ പരമാവധി x f 
മൂലّേമാ നിലവിലിب, അതിനാൽ ഇത് എ׹െന കെ؇؋ാം എؗതിനാൽ ആദّം ْശؑിുׯക , ന്െറ x x
ന്െറ ന്െറ തുലّമാണ് ഇത് എ്ؗ എഴുതാം.  സ്കٔയർ ؛സ് വൺ ഓവർ  പൂജّ؋ിന് x 1 x x x 
തുലّമبാ؋ എبാ നും ഇത് നിർവചി׺ിരിؗുׯത് ഇേؚാൾ ْശؑിുׯക.  ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ഇത് x 
സൂചിؚിുؗുׯേ؇ാ? ചതുര؋ിൽ ؛സ് ഒ്ؗ ര؇് ന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതായിരിׯണം , x x 
അതിനാൽ ഇത് ചതുരവും 1 ന്െറ യും സൂചിؚിുؗുׯ, ഇത് േപാസിئീവ് ആെണ׸ിൽ 2 ന് x x x 
തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാണ് , എനി്ׯ െകാ؇് ഹരിׯാം, ഇത് 2 ന് തുലّമായിരിുׯം. x x 
െനഗئീവാെണ׸ിൽ , തീർ׺യായും ഈ സാഹചരّ؋ിൽ സ്കٔയർ ؛സ്  എبായ് േؚാഴും േപാസിئീവ് x 1
ആണ്, െനഗئീവാണ്, അതിനാൽ െനഗئീവാെണ׸ിൽ ഇത് 0-ൽ കുറവായിരിുׯം, അതിനാൽ ഞാൻ x x 
എടുുׯകയാെണ׸ിൽ ഇടേവളയിൽ നأൾ പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ എبാ പൂജّമبാ؋ റിയൽ 
സംഖّകളും എടുؗുׯതിനുപകരം ഞാൻ േപാസിئീവ് റിയൽ നآറുകൾ 0 മുതൽ ന്െറ അനؓമായ x 
എഫ് വെര എടുുׯകയാെണ׸ിൽ ചതുരവും 1 ന്െറ നും തുലّമാണ്, ഇത് ര؇ിന് x x 
തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ ലും തുലّമാെണ്ؗ ഇത് x 
പറയുؗു  ഇത് ഞാൻ ഒؗിന് തുലّമായി ഇടുകയാെണ׸ിൽ, ഇത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ x x 
ന്െറ ഒരു ന് തുലّമായ മൂലّം ര؇് എടുുؗുׯ, അതിനാൽ ന്െറ ഏئവും കുറ؁ മൂലّം ന് f x x 
തുലّമായ ഇടേവള പൂജّം അനؓതയിൽ ന് തുലّമാണ്. പരമാവധി മൂലّം ഇന്ററിൽ ഏെത׸ിലും x ah, 
പരമാവധി മൂലّം ഉേ؇ാ  പൂജّം അനؓത, അതിനാൽ നി׹ൾ ഈ ഫംഗ് ഷൻ ന്െറ ؛സ്  ന് val fx x 1
തുലّമായി കാണുകയാെണ׸ിൽ , ഈ ഫംഗ് ഷൻ േല്ׯ േപാകുേآാൾ േപാസിئീവ് x 0 plus 
അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗുെവؗത് ْശؑിുׯക.  ഇൻറർെവൽ സീേറാ ഇൻഫിനിئിയുെട പരമാവധി 
മൂലّം, ഇേؚാൾ ഇടേവള പൂജّ؋ിേലتുׯ ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, നമു്ׯ 
വീ؇ും ؛സ് 1 ന്െറ ന് തുലّമായ ഉ؇്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ െന െനഗئീവ് െകാ؇് x x fx x x 
മാئിرാപിؗുׯത് നി׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ ഇത് ആണ്  ഇവ െനഗئീവ് ആയതിനാൽ x x 
ൈമനസ് ؛സ് 1 ന്െറ ൈമനസ് ന്െറ െനഗئീവിന് സമാനമാണ് ഇത്, ഇവിെട ൈമനസ് േപാസിئീവ് x x x 
ൈമനസ് േപാസിئീവ് ആെണ്ؗ ഇേؚാൾ നമുׯറിയാം, അതിനാൽ മുآേ؋ത് ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ x 
ൈമനസ് അനؓതയിൽ 0 േല്ׯ പറയാൻ കഴിയും നമുׯിവിെട ൈമനസ് ന്െറ ൈമനസ് എഫ് ഉ؇്, x 
ഇത് ൈമനസ് ؛സ് 1 ന്െറ ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, കാരണം ൈമനസ് േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ , x x x 
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ഇത് മുൻ ഭാഗ؋ിന്െറ 2 ന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാെണ്ؗ ഞ׹ൾ ഇതിനകം ക؇ു, അതിനാൽ x 
ന്െറ ഇതിന് തുലّമായിരിׯണം  ൈമനസ് 2 -ൽ ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി ടു  പൂജّം , ന് തുലّമായ, f x, x x
ന് തുലّമായ െനഗئീവ് ഇൻഫിനിئി േല്ׯ േപാകുേآാൾ, ഇത് െനഗئീവ് ഇൻഫിനിئിയിേല്ׯ fx 
േപാകുؗു, ഇടതുവശ്؋ നി്ؗ പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുേآാൾ, ന്െറ െനഗئീവ് ഇൻഫിനിئിയിേല്ׯ x x 
േപാകുؗു, അതിനാൽ ന് ഏئവും കുറ؁ മൂലّം ൈമനസ് 2 ആയി തുലّമായി ലഭിുؗുׯ. fx x 
ൈമനസ് 1-ന് തുലّമായ ൽ, നി׹ൾ വിലയിരുു؋കയാെണ׸ിൽ നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് 2 ലഭിുׯം , x-
-ആണ് , ഇത് ൈമനസ് ഒؗിന് ൽ x ٧്عണം, ഇത് പരമാവധി മൂലّം ൈമനസ് ര؇് ആയി എഫ്എׯമിײ
ലഭിുؗുׯ, ഇതിന് ഇടേവളയിൽ മിനിമം മൂലّമിب, മെئാ്ؗ പൂജّ؋ിന് ൈമനസ് അനؓമായി ആദّ 
ഭാഗ؋ിന് ഞ׹ൾ െചᅃٝത് േപാെലയാണ്, അതിനാൽ പൂജّേׯ؋ാൾ കുറവിന്, ഞാൻ സ്കٔയർ x x 
 ിന് x x؋സ് 1 മുഴുവൻ ചതുര؛ ത് ഇത്ؗുإൾ എؓാണ് െചأസ് ടു എെؗഴുതിയാൽ ന؛ സ് വൺ؛
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് വീ؇ും 0 ന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാണ് സ്കٔയർ ؛സ് 1 എؗത് x 
ൈമനസ് 2 ന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാണ് , തുടർ്ؗ ഇത് സ്കٔയർ ؛സ് 1 എ്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ, x x 
ഞാൻ ഇവിെട ൈമനസ് എ്ؗ എഴുതിയാൽ ഇത് 2 ന് തുലّമായിരിുׯം, കാരണം ഇവിെട ൈമനസ് x x 
േപാസിئീവ് ആണ്, അതിനാൽ ഞാൻ ൈമനസ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ അസമതٔം ഒؗുതെؗയാണ് , ഇത് x 
സൂചിؚിؗുׯത് എؗാണ്  സ്കٔയർ ؛സ് വൺ ൈബ ഇത് ൈമനസ് ര؇ിന് തുലّമാണ്, ഇത് നമു്ׯ x x 
ഇവിെട ലഭി׺തിന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഇേത നിഗമന؋ിെല؋ാൻ കാൽുׯലസ് 
ഉപേയാഗിׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് െചإാൻ കഴിയുേമാ എ്ؗ േനാׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ന്െറ x 
എഫ് ഉ؇്  പൂജّ؋ിന് തുലّമبാ؋ ന് ؛സ് 1 ആകാൻ, ന്െറ ഈ ഫംഗ്ഷൻ തുടർ׺യായതും എبാ x x x 
പൂജّമبാ؋ നും വّതّാസമുتതും ആെണ്ؗ നമുׯറിയാം ന്െറ  ൈْപം െഡറിേവئീവ് x x f x 
ഒؗിന്െറ ഒരു െഡറിേവئീവ് ആെണ്ؗ കെ؇؋ിയാൽ െഡറിേവئീവ് കണׯാׯാം .  എؗത് x 
ൈമനസ് ഒ്ؗ ചതുരം ആണ് അതിനാൽ െഡറിേവئീവ് ഒ്ؗ ൈമനസ് 1 ചതുരം ആണ് ഇേؚാൾ നأൾx x 
എ്ؓ െചുإം, നأൾ ൈْപം ന്െറ ചിصം കാണും, അതിനാൽ നأൾ ഈ ൈْപം f x f x 
കാണുകയാെണ׸ിൽ ഇത് പൂജّ؋ിന് തുലّമായിരിുׯം ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതായത് എؗത് ؛സ് x 
അെ׸بിൽ ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ െഡറിേവئീവ് ൈമനസ് 1 ലും 1 ലും പൂജّമാണ്, 
ഇേؚാൾ നأൾ ഇടേവള േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, നമു്ׯ ൈമനസ് 1 ആണ്, അതിനാൽ ഇത് 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ ചതുരം വലുതാെണ׸ിൽ ഒ്ؗ ചതുരം ഒؗിൽ കുറവായിരിുׯെമ്ؗ ഇത് x x 
സൂചിؚിുؗുׯ , അതിനാൽ ൈْപം ഒരു ൈമനസ് ൈബ ആണ് ഇത് 0-േനׯാൾ f x x squ 
വലുതായിരിുׯേമാ , ചതുരം 1-ൽ കുറവാെണ׸ിൽ 1 ചതുരം ഒؗിെനׯാൾ വലുതാണ്, അതായത് x x 
ഒരു ൈമനസ് ഒ്ؗ ചതുരം പൂജّേׯ؋ാൾ കുറവാണ്, ഇേؚാൾ ചതുരം ഒؗിൽ കുറവാണ് x x 
അർ،മാؗുׯത് ൈമനസ് ഒؗിനും ഒؚം  ഒ്ؗ അതിനാൽ ഈ ഇടേവളയിെല െഡറിേവئീവ് x 
െനഗئീവ് ആണ്, അതിനാൽ ൈْപം ഇവിെട െനഗئീവ് ആണ് , ചതുരം ഒؗിൽ കൂടുതലും ചതുരം f x x 
ഒؗിേനׯാൾ കുറവാണ് എؗത് ൈമനസ് ഒؗിനും ഒؗിനും ഇടയിലാണ് ഒേؗാ േയാ ൈമനസ് x x
ഒؗിേനׯാൾ കുറവാണ്, അതിനാൽ െഡറിേവئീവ് ഒؗിൽ നി്ؗ അനؓതയിേലتുׯ ഇടേവളയിൽ 
േപാസിئീവ് ആണ്, കൂടാെത െഡറിേവئീവ് േപാസിئീവ് ആണ്  കൂടാെത ൈْപം െനഗئീവാണ് , f x 
എനി്ׯ ൈമനസ്  മുതൽ  വെര എഴുതാൻ കഴിയിب, കാരണം  ന് ഫംഗ് ഷൻ നിർവചി׺ി؂ി1 ,ب 1 0
അതിനാൽ ൈമനസ് 1 മുതൽ 0 വെര എഫ് ൈْപം െനഗئീവും പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ഒؗിൽ എഫ് ൈْപം x x 
െനഗئീവുമാണ്, ഇേؚാൾ ൈْപം എ്ؗ ഓർുׯക േപാസിئീവ് സൂചിؚിുؗുׯ എؗത് ആ f x f 
ഇടേവളയിൽ കർശനമായി വർؑിുؗുׯ , ൈْപം െനഗئീവാണ് ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് കുറയുؗു, f x f 
അതിനാൽ ന്െറ ഫംഗ്ഷൻ ൈമനസ് ഇൻഫിനിئിയിൽ നി്ؗ ൈമനസ് 1 ലും തുടർ്ؗ ൈْപം x f x 
ൈമനസ് 1 േല്ׯ വർധിുؗുׯ എؗതാണ്.  0 എؗത് ൈമനസ് ഒؗിൽ നി്ؗ പൂജّമായി കുറയുؗു, 
വീ؇ും അത് പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ഒؗിേല്ׯ കുറയുؗു , ഇടേവളയിൽ ഒ്ؗ അനؓതയിേല്ׯ 
വർؑിുؗുׯ, ഇത് ക؇ാൽ നമു്ׯ ഉتത് ൈമനസ് വ؉ും െഡറിേവئീവ് പൂജّമാകുؗിട്؋ ഫംഗ്ഷൻ 
വർؑിുؗുׯ.  ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി മുതൽ ൈമനസ് 1 വെരയുت േപാസിئീവ് ഭാഗ؋ിനായി ആദّം 
േനാׯാം, 
അ׹െന 0 മുതൽ 1 വെര ഫംഗ്ഷൻ കുറയുകയും 1 മുതൽ അനؓതയിേല്ׯ വർؑിുׯകയും െചുؗുإ,
അതിനാൽ ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് നമു്ׯ ഇത് വീ؇ും ൈമനസ് 1 0 1 വരയ്ׯാം . ഈ ഇടേവളയിൽ 
വർؑിؗുׯത് ഈ ഇടേവളയിൽ കുറയുؗു, തുടർ്ؗ വീ؇ും ഈ ഇടേവളയിൽ കുറയുؗു, ഇത് 
വർؑിുؗുׯ, ഇതിനർ،ം ൈമനസ് 1-ൽ ഈ േപായിന്റ ്നമു്ׯ ഉ؇് , ഇത് േലാׯൽ മാ٧عിമം , ഒ്ؗ i  
േലാׯൽ മിനിമയുെട േപായിന്റ,് അതിനാൽ ഈ ഫംഗ്ഷനിൽ എؓാണ് സംഭവിؗുׯെത്ؗ ഈ ആദّ 
െഡറിേവئീവ് െട്ز നി׹േളാട് പറയുؗു, വലത് നി്ؗ 0-േല്ׯ േപാകുേآാൾ ഫംഗ്ഷൻ േപാസിئീവ് x 
അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ - ൽ ഫംഗ് ഷന്െറ മൂലّം  ആണ്. തുടർ്ؗ ഫംഗ് ഷൻ 1 2 1
വെര കുറയുകയും പിؗീട് അത് 1-ൽ നി്ؗ അനؓതയിേല്ׯ വർؑിുׯകയും െചുؗുإ, അതിനാൽ 
ഫംഗ് ഷന്െറ ْഗാഫ് ഇതുേപാെല കാണെؚടും , ൽ -ൽ െഡറിേവئീവ്  ആണ് , അതുേപാെല െനഗئീവ് x- 1 0
വശ്؋ ൽ ൈമനസിന് തുലّമാണ്  ഫംഗ് ഷന്െറ മൂലّം ൈമനസ്  ആണ് , തുടർ്ؗ ഫംഗ് ഷൻ അത് x- 1 2
െനഗئീവ് അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു, ഇടത് വശ്؋ നി്ؗ 0 േല്ׯ േപാകുؗു, അത് ഇവിെട െനഗئീവ്x 
അനؓതയിേലുׯം േപാകുؗു , ഈ േപായിന്റിൽ നമു്ׯ േലാׯൽ മാ٧عിമം ൈമനസ് 1 ആണ്, 
അതിനാൽ ഇത് ഫംഗ് ഷന്െറ ْഗാഫ് എ׹െനയിരിുׯം, അതിനാൽ ഇതിൽ നി്ؗ നമു്ׯ നിഗമനം 
െചإാം, സീേറാ ഇൻഫിനിئി ന് പരമാവധി മൂലّമിب, എؗാൽ ഏئവും കുറ؁ മൂലّം ര؇് ൽ fx- x-
ഒؗിന് തുലّമാണ്  ഒരു അأ  പരമാവധി മൂലّം ൈമനസ് ര؇്, ൈമനസ് ഒരു കുറിؚിന് തുലّമായത്, x r
ൈമനസ് പൂജّ؋ിെല മുഴുവൻ ഇടേവളയിലും പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഈ ഫംഗ്ഷൻ ന്െറ ന് x x 
തുലّമായ ؛സ് വ؉ിന് ന് കുറ؁ മൂലّവും പരമാവധി മൂലّവും ഇب, കാരണം ഫംഗ്ഷൻ ൈമനസ് x x 

Pru
tor
@
IIT
K



അനؓതയിേല്ׯ ْപവണത കാണിുؗുׯ.  െനഗئീവായ അനؓതയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ അത് x x 
 അതിനാൽ ,ുؗുׯപവണത കാണിْ ׯസ് അനؓതയിേല്؛ ാൾ അത്آേപാകുേ ׯസ് അനؓതയിേല്؛
ഇതിന് മുഴുവൻ ഇടേവളയിലും കുറ؁േതാ കൂടിയേതാ ആയ മൂലّം ഉ؇ായിരിׯിب ൈമനസ് 0 r 
െമാ؋؋ിൽ കുറവ് എؗാൽ നأൾ േപാസിئീവ് യഥാർ، സംഖّ മാْതം എടുുׯകയാെണ׸ിൽ 
അതിന് ഉ؇്  ഏئവും കുറ؁ മൂലّം ര؇ിൽ ഒؗിന് തുലّവും െനഗئീവ് യഥാർ، സംഖّയിൽ x 
ഇതിന് പരമാവധി മൂലّം ൈമനസ് ര؇് ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّവുമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഇؗെ؋ x 
ْപഭാഷണം പൂർ؋ിയാുؗുׯ അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഒരു േലാׯൽ കെ؇ؗു؋തിനുت 
ര؇ാമെ؋ െഡറിേവئീവ് െടزിെനുׯറി്׺ നമു്ׯ പഠിׯാം  മിനിമം, േലാׯൽ മാ٧عിമം കൂടാെത 
െഡറിേവئീവിന്െറ മ്ئ ചില ആ؛ിേׯഷനുകൾുׯം നؕി 
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