
ङߕఉప ࡍప޶ల߯ త ࢟ܽ࢘ࡍݥ   छࣃ ړߖࣃ గతం, ڒబܽद గత ఉపߕङ సంࡽࡗ ࡹझ म޳ࣄ  ంతం మ࠾ࡍ సగܿ ࡱ࢑వ 
म޳ࣄ ంతం అࡓ ߝంݡ ࠭ఖङ म޳ࣄ న࠳ ంޑలࡏߝ ߘऐ ऒߕڕ ࠭ , ఆ߯ ఒక ఫంࣾࡹ ߤ ࠡదం ఉందߧࡐߖ ߖంచడం
छ޳ म޳ࣄ వࡱ࢑ సగܿ ࡌ ంతం ࡅకए  ఒక అߘవర फߖߕऒ . ࠭ࢡ۫ 
 ఓ߭ छࡓఇంట ߤ ఓ߭ ޴ߝఅ ࡽ छࡓఇంట ߤ ऒߕࣆ ࡹ ࡽ  అޙ࠼ ఫంࣾࣄ ߤबరంڴ ఉం࡯ݞ ఈ܌ࡗ మనం n 
ఇంటࡓछ ఖۨऐ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ߖࡹ ࡽ తం޳ࡶ ࢟ܽ܊ߦ ڴ वࣄदڔ दଊ ߜగܽ࢟ ڴ ఉం݄ ఏࠫ జޔڷࡏం޾ వంܽ మߖڜࡍऒ  
అߧऱښషߤ లࣃ۫ ߘफ म޳ࣄ ߖߖ޵ బܽदڒ ࠭ ంతం అڕߘం޳ం.

తघ޳ࠡ ڕవర ݟంߘ క࠳న ఫంࣾڒ ߤబܽद అߩओ ఓ߭ ݡ छࡓఇంట ߤ ऒߖఅ ࡹ ࡽ ऒߕࣆ ࠹व߯ ړ    f r ab x f x 
కం݄ ఎڕए వڴ ఉం݄, ఓ߭ छࡓఇంట ߤ ఖۨऐ ߯ ࡽ తంޔڷࡏ߭ ڴం޴ మ࠾ࡍ व߯࠹ అߖऒ ab fx f x x ړ 
ऴపږޒలంڴ ఉం݄ ఓ߭ छࡓఇంట ߤ ओߩఅ ࡽ छࡓతफం ఇంట࠴ ݡ ఖۨऐ ࡹ ࡽ తంڴ తڷठޔం޴ మనం ఒక fx ab 
झߖࡓఫݟ నऒޔڷࡏ߭ ޴అ ࠾ࡍఉం݄ మ ڵ࡯క ߖ ߤఫంࣾ ࡽࠋ టऱޙ࠼ అߝ సం࠙షణߘ మనం ۫࠭ࢡ.
 ఖۨऐ తంޔڷࡏ߭ ڴనऒ ओߩ ఉతओ ݡ నऒ ం ږߘࣃలంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అ޴ ఖۨऐ తంڴ తڷठޕ ఉం݄, 
ఉతओ నऒ ం ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴, ఇకए డ ࠭࠲ సం࠙షణ ߖ ݞږజమߕޔࠋۮ ߖऒ  ऱࢁమ ࢓܌ࡏ బܽदڒ ࠭
సగܿ ࡱ࢑వ ޳ࣄम ంߖޑऒ  ఉపࣆڵࡆफంڒ ޴బܽद మనం ఏߕ޼ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంڕࣆޓ ݡంܼ࠭ అߖ x x 
అڕߘం޳ం.

ఒకܽ ࡅకए  అࡓ ޴ߝంࡅ ݡకए  కం݄ ఖۨऐ తంڴ తڕए వڴ ఉందڒ ࡯ߦ۫ ߖబܽद అ޴ߝ  x f x f f 
नܘऱڝ   ఇంటࡓछ x one x two ޴ఉంܿం ڴరంతరంߖ ߯ ࡽ
మ࠾ࡍ ఓ߭ छࡓఇంట ߤ म޳ࣄ వࡱ࢑ బܽद సగܿڒ ޴ఉంܿం ݞޙ ࡹ ࡹ ࡽ ంతం ऴపڒరం ڜంత x one x two
ఉంܿం޴ ఓ߭ छࡓఇంట ߤ  c x x f x f x x ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ ڕఅం݄ మన ݡంࡓ ఒకܽ ࡹ ࡽ
ఉతओ ࡹమంࡌ࢑ తफం࠴ ޙ࠼సࠪనం అ ړ ࠹వదभ व߯ ޴ఇ ,޴న࣒ ఒకܽ ఉంܿం࠳ నऒ ం ఖۨऐ తంڴ x c f 
ఖۨऐ ޴బܽद ఇڒ ࢑ంۧ࠭࠙ ࠭࠲ ߖఉంܿంద ڴలంږߘࣃ తంږߘࣃ ڴలమߖ మనࣆࡱޘ ڕ మ࠾ࡍ 
ఇ࠳ ޴న࣒ ࡅకए కం݄ ఇకए޶ఎం ޴फంࣆۨࣇ ߖ  డ ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ ږߘࣃలంڴ x 2 fxx 1 f x x 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡓంݡ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వڴ ఉనऒ ओߩ एڕఒకܽ కం݄ కం݄ ఎ ݡంࡓ ݡ వڴ x x x x f 
ఉంܿం޴.
ओߩబܽद ఇڒ  ޴ఉంܿం ڼ࡮ండవ ࠙గం ఇࡓ  ऒߖ޵ ړߖݞంచߧࡐߖ ߖంత అసࠪనతڜ మనం ݡ  ar 
ఉపڵࡆంۯంڕ޶ ऴపయޒऒ भ޳ ం, ڒబܽद సమసङ కएࡅ  ओߩఎలऱ ߤ࣌  एڕకం݄ త ݢ వڴ ఉంܿందߖ x x 
ऒߖఅ ,ݟంచంߧࡐߖ ంܽߕࣆ ڔऒ కएࡅ లږߘࣃ ߕ޼బܽद ఏڒ ޴సࠪనం కం݄ ߭దभ ړ  సంښతం x x 
ఎలऱߩओ एڕత ݢ వڴ ఉంܿందߧࡐߖ ߖంۧలڕߘంܿߕऒ కएࡅ బܽद మనంڒ సࠪనం ړ ࠭  x x f x ߖ 
పओۮ ߖఅ ߤࣄ న࣒࠳ వ۪ऐ  మࡅ ࠾ࡍకए  సంښతం కం݄ తڕए వ అۯ ࢓܌ࡏ ߖయడం అం݄ x x x x 
కएࡅ  సࠪనం కం݄ ఎڕए వ అߧࡐߖ ߖంۧߕࣆ  ࡯ऒ కएࡅ బܽदڒ   ఎࠆ व߯࠹ అం݄ ఏࠫ݇ ۫޳भ ం, f x 
కएࡅ ߤ࣌ బܽदڒ  ఉతओ నऒ ం व߯࠹ ఒక ࠳న࣒ ړ ࢟ܽ࢘ࡍݥ సࠪనం ߤ࣌ڜ మࡅ ࠾ࡍకए  x f x x x ࣒ڒ 
ఎలऱߩओ एڕసࠪనం కం݄ త ړ1 ݢ వڴ ఉంܿందߖ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ఇ޴ సࠪనం కం݄ ఎڕए వ  0.
ओߩఎలऱ ࠆఆ ࣒ڒ  एڕసࠪనం కం݄ త ړߖ޳ఒక ݢ వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद మన వదभ ఉనऒ ऒߕࣆ ޴  సࠪనం x ړ
కం݄ ఉతओ నऒ ం ఎڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡅకए  అޔڷࡏ߭ ޴ߝనऒ  ఫంࣾڒ ߤబܽद గమߖంచంݟ x f 
म޳ࣄ పܽߘ࠭ ంతంࡹ మనం ఉతओ నऒ ం व߯࠹ అߖ ఊࣕ࣋फ  అړ0 ޴ߝ సࠪనం కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴, f x 
అߩओ ఖۨऐ ݡ తంߖ ڴ ߭ంۯ బࡅ ࡱ޶కए  అޔڷࡏ߭ ޴ߝనऒ  ఫంࣾߤ అߖ అర बం, అం݄ తగ ठߖ f x ff 
ఫంࣾߤ అߖ అర बం, ఎం޶కం݄ ఈ व߯ړ0 ࠹ సࠪనం కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴, అߩओ  f c x 2 ڕమన ݡ
కएࡅ  ఉంܿంࡅ ,޴కए  కం݄ ఎڕए వ.f x 1 f 
फࣃۯ బܽद మనంڒ  కएࡅ ࠭  ఈ అޔڷࡏ߭ ޴ߝనऒ  ఫంࣾࡅ  ࡏࠬ ڴ ߤకए x f 0 ݞږ ޙ࠼ఉంۨనటऱ ߖ  0 f
एڕబܽद కం݄ ఎڒ సࠪనం ړసࠪనం 0 0 ߤࣄ న࣒࠳ 0 వ 0ړ సࠪనం అࡅ ޙ࠼కए  సࠪనం కం݄ x x f 
ఎڕए వڴ ఉం࡯ݞ.

నऒޔం۪߭ ߖ ߤఫంࣾ ړ ݟంߘ ం޶న ఇړ ޴ సࠪనం, అం݄ ࠳న࣒ ࣌ړ ߤ సࠪనం కం݄  f 0 f 0 x x 0
ఎڕए వ అం݄ ࣌ߤ అߖऒ ంܽڔ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ అߖऒ ంܽڔ తڕए వ అߖऒ  ऴపږޒల࠳న޴x x x x x 
.޶ڒ
ऒߕࣆ    కం݄ తڕए వ ߖ ړజం ޶ڒ, అ࢑޻ధంڴ ܼంܐంݟږ ޜ ݋న మࡖక అసࠪనత޳ۯ ࢓܌ࡏ ߘभ ం, x x 
త޳छ ఓ߭ ࡌ छࡓఇంట ߤ ऒߕࣆ ࡹ ࡽ ऒߖఅ ڕవర ݟంߘ  एڕకం݄ త ߤܼ సంڝ  వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद pi x x x 
మࢁऱ మనం ݄߭द పࣃۯ ߝߖफ ࠭.f 

ఓ߭ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ న࣒࠳ ߤܼ छࡓఇంట ߤ కएࡅ ڕవర ݟంߘ  ࡹ ࡽ  ఖۨऐ తంڴ   x x x 0 pi x 2 f 
ఉంܿందߖ మనం ۫ߧంۧڒ ࢟ܽ܊ߦ  ࡯బܽद మనం ఉతओ ऒߕ ऒߖ  గࣃށफ ࠭, అߩओ  f x ߤܼ ޴ߝఅ ࠹व߯ ݡ
కएࡅ  ఉతओ ऒߕ फࣃށగ ߖసࠪనం అ ړߖ ࠭, అߩओ ए࣋ ݋ంڒ࣊ ڕߕ ݡ छ  x x 1 ޴फంࣆఇ ࢟ܽ࢘ࡍݥ న࣒࠳ ࡛
మڒ࣊ ࠾ࡍం݋ ࣋ए छ ए࣋ ߤܼ న࣒ 1࠳ ࡛ छ ࡛ మ࠾ࡍ ఇߤܼ ޴ కం݄ ఖۨऐ తంڴ ఎڕए వ అڕࠪ ߖ x x x 
ఓ߭ ࣆࡱޘ छࡓఇంట ߤ ऒߖఅ ࡹ ࡽ ऒߕࣆ ړ  x ޴ߝఅ ࠆఆ ߤܼ కం݄޶ఎం ,޴ఉంܿం ڴݡంࡓ ړ ݟంߘ  pi x pi 
కएࡅ पࡌߪ  ంకం ڷణڒరంࡹ  ࠪऴతڒ ࠲బܽद ఓ߭ छࡓఇంట ߤ ओߩఎలऱ ߤܼ  ࠑ ݟంߘ  ࡹ ࡽ 0 ݢ 0 pi 2 x 
एڕఎ ࠹బܽद व߯ڒ ޴ఉంܿం ڴ ࢟ܽ܊ߦ వڴ ఉంܿం޴.f x 
ऒߕࣆ    కం݄ ڒబܽद ఓ߭ छࡓఇంట ߤ ऒߕࣆ ࡹ ࡽ  రం fx pi xڒऴప ߖ޵ ,޴ంޜڷࡏ߭ ڴݡంࡓ ڕవర ݟంߘ 
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కएࡅ  కం݄ ఎڕए వڴ ఉం࡯ݞ మࡅ 0 ࠾ࡍకए  అ࠳ 0 ߤܼ ޴ߝన࣒ 0, ఇ޴ అߖऒ  మߘ 0 ࠾ࡍంݟf 0 f x 
వర0 ڕ అޔ࢓ం޴.pi 

छ޳ 2   .ࡌ
 అం݄ అߖऒ एڕకం݄ ఎ ړ  వ మࡓ ࠾ࡍం޳ ݡछ ऒߕࣆ ࡌ సమసङ ࡗమ ࠭࠲ ڕవర ݟంߘ   tan x x x pi 
फࣃۯ ం 3 అࡅ ߤ࣌ ޴ߝకए एڕన࣒ కం݄ త࠳ ڔࡍఅంద ޴ఇ ߤ࣌ న࣒࠳ ݭ࠵  వ అߖ x y, mod x y 
࢐సफవ సంఖङ ݟంచంߧࡐߖ एߖ࣌ ߘߝ , ړߖݞంచߧࡐߖ ߘబܽद ఈ అసࠪనతڒ   సࠪన࠳న ߖ xy x fx 
ంచవ۪ऐߖం݄ మనం గమڕࣆޓ   ऴపߖ ۲ܼޒరంతరంڴ మ޳ࠡ ࠾ࡍతघ కంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం సగܿ 
म޳ࣄ వࡱ࢑ ంߖޑऒ  కం݄ ఏߕ޼ తڕए వڴ ఇۨऐ న సగܿ ࡱ࢑వ ޳ࣄम ంతం ޳छ ࡍవ ࡌ फంపܑయవ۪ऐ ,  y x 

ఓ߭ ڕవర ݟంߘ కएࡅ అం݄ ޴ంత ఉంڜ ࡹమంࡌ࢑ ߤ  व߯ࡅ ࠹కए కएࡅ న࣒࠳  x y c c f f y f ړ 
సࠪనం ࡅకए f x y x ޜ న࣒࠳ ߖ ߤࣄ న࣒࠳ ߖ ߤࣄ న࣒࠳ ߤ࣌ ޴फ అ࣋ڵ࠙ ޜ న࣒࠳ ߖ  y x y x y x
ఉతओ ߝఅ ࠹फ వదभ व߯࣋ڵ࠙ ऒߕ కएࡅ ޙ࠼సࠪనం అ ړߖ  c f f x x f c ࠹బܽद व߯ڒ సࠪనం ړߖߦߦ 
అం݄ ڒ ࣒ڒబܽद ఇࣆۨࣇ ޴फంݡࠪ ߘߝ  ޴ङ ల࣒ ݭ࠵ ఆ࠳ ߤ࣌ ࠆన࣒ ࠳ ߖ ߤࣄన࣒ ࣋ڵ࠙ ޜफ c x y x y
c ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ޴ఇ ړ ంతڜ mod cos c

సంߪరप ࡱ࢑వܼޓ ߤ࣌ڜ ߖࡹ ఎలऱߩओ एڕఒకܽ కం݄ త ݢ వڴ ఉంܿందࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ మ࠾ࡍ ఇ޴ mod 
సࠪనం కం݄mod sin x y x y ړ ݭ࠵ న࣒࠳ ޴ఇ ޙక߱ڒ సࠪనం ړ ޴ఇ ߤ࣌ ޴फంࣆۨࣇ ߖన࣒ అ࠳ x y 

తڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࢐ ࠾ࡍసफړ ړߖ࢐ సࠪనం అޙ࠼ ఎడమ ޒۯ మࡓ ߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍంߕࣆ ݢऒ  x y
ऒߖఅ ޴బܽद ఇڒ ࡍవ ړ  फࣆफంڒ ޴బܽद ࡽࡗझ म޳ࣄ  ంతం ޳ࡶ సగܿ ࡱ࢑వ ޳ࣄम ంతం ࡅకए  అߘవర फߖߕऒ  ۫࣋xy
࠭ం޶ , నߘऒ  ఒక ۯ ࡛࠵యߖవछ ంݟ  ఇ కం݃࠼న࡛झ  ఫంࣾనऱ ࡍڷంۨ ࠭ఖङ म޳ࣄ న࠳ ంతం ڒబܽद ߖߖ޵ 
ఇంటࡎघ म޳ࣄ వࡱ࢑ ݋యݟ ంతం అࣃࡱߧ ߖफ फࣃऴ࢐ ߖఅ ࠭࠲ బܽदڒ ࡏ బܽद ఇకएڒ ࠭ డ ఊహ ߘంݟ ivt f 
नܘऱڝ ంతڜ  ఇంటࡓछ కएࡅ ࠾ࡍమ ࠾ࡍం మ޳ంڕߘఅ ߖఅ ߤరంతర ఫంࣾߖ ఒక ݟంߘ ࡽ  ab r y a f f 
మధङ  ఉండߖవछ ంڒ  ݟబܽद మన దగ ठర ఉనऒ ङߙకంܽ ߤఒక ఫంࣾ ޴ ࣒ ఫంࣾߤ మ࠾ࡍ మన దగ ठర ఇߕ ޴ ఎࠆ b 
ఆࠆ ఎ ఇ޴ ఎࠆ ఆࠉ ࠆ మ࠾ࡍ ఎࠆ ఆࠆ ఎ మ࠾ࡍ ఎࠆ మధङ ओߩఅ ,ݟంڝߘంత ఉందڜ  ऒߖڜ ݡ  ఉࡹړߖ y 
ఉనऒ ऱܿ ࠭ڵంߩ ఇకए డ ࡌ࢑మంࡹ అం݄ ړ సࠪన࠳న అߩओ x ab y , ޴సం ఒక ఉంܿంߗక ࡹ ݡ x ab x 
అం݄ ࡅకए బܽद ఇకएڒ సࠪనం ړ  డ ఈ ࡅకए కएࡅ   కం݄ తڕए వڴ ఉంܿందߖ x f y a f b f 
࠙࢑ంచవ۪ऐ కएࡅ ޳ࡶ   అࡅ ޴ߝకए  కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद మనڕ ఇ޴ ఉంܿం޳ࡶ ޴ మన࠭ f f b f f 
కएࡅ ఉండవ۪ऐ ڵ࡯క ߖ  కएࡅ   కం݄ ߭దभ޴ మߘߝ ࠾ࡍ ఇకए డ ఏڕࣆޓ ߕ޼ం݄, మࢁच  మనڕ f b f y 
ऒߖڜ  ఉంܿం޴, అ࡮ంܽࡅ ޴కए  x x f y ࡏࠬ ߖఅ ޳ఉం ߤరంతర ఫంࣾߖ ߕ޼ఏ ڕసࠪనం  మన ړ 
۫࣋फ ޳ࣄम ంతం సओ షदంڴ సओ షदంڴ ఉంܿం޴  తపओ घࡎఇంట ߖߖ޵ ڴࡍసߖ म޳ࣄ వࡱ࢑ ݋యݟ ంతం అంܼࡏ, 
ఎం޶కం݄ ఇ޴ మࡅ ࠾ࡍకए  మధङ  అߖऒ  ఇంటࡎघ  కం݄ a f f޶ఎం ޴ంܿంڕࣆޓ ߘవలࡱ࢑ ݋యݟ
మనߖ ڕరంతర ఫంࣾߤ ఉం݄ ࠭࠲ ߗڒ అࡍڒ߅క ޳ ߘ࢓܌ࡏట࢘ࣃफ  ࡏࠬ ߖఅవసరమ ߩంڵࣃనڜ ,࠭
గమߖంۧ࡯.
 
ఇంటࡎघ म޳ࣄ వࡱ࢑ ݋యݟ ంతం ఎం޶కం݄ మనం ఒక ߖరంతࡌయ࠳న ఫంࣾߖ ߤ అߘమޒంۨనటऱޙ࠼, 
ఇߩओ  ఉండగల࠭ ڵ࡯క ߘ ߤన ఫంࣾ࠳࢑ధ ఈ ߘߝ ݡ
, ఇߕ ޴ ఇߩओ ఇకए ߘߝ ,ޙ࠼నటऱࣄ۫ ࡏࠬ ݡ డ ࡅకए కएࡅ   కڵ࡯ ఉߕऒ  a this is b f a ah f ߘ
మߘߝ ࠾ࡍ ఏڕࣆޓ ߕ޼ం݄ ఇకए డ y 

ఏࡅ ޵కए కएࡅ ࡹమంࡌ࢑ కం݄ ఈ޶ఎం ޶ڒ సࠪనం ړ   తڕए వڴ ఉంܿం޳ࡶ ޴ x x f y x f x 
కएࡅ  అ޴ߝ ఈ మధङ ంతర ࡱ࢑వ ޳ࣄम ంړߖޑ సࡕన޴, అం݄ అߖ ߯ ޴ߝరంతర ఫంࣾߤ అߖ f f a 
అڕߘం޳ం.
नܘऱڝ    ఇంటࡓछ కएࡅ ࠾ࡍమ ࡽ  మࡅ ࠾ࡍకए  వङ  ab f a f f b ޴అ ,ݟ࢑ంచం࠙ ߖఅ ࡱޑښక సంࡔޒ
కएࡅ  ఒక ࡏࣃऱ ࡅకए  ఉతओ ओߩఅ ,޴ఉంܿం ڴలంږޒफ ऴపޒ ఓ߭ ݡ छࡓఇంట ߤ  f x ߕ࠼సం ఒక అߗక ࡹ ࡽ
ఉంܿం޴ 
అం݄ ࡅకए  సࠪనం  ߕࣆऒ కएࡅ ߘߝ అం݄  ޤ  కएࡅ ࠾ࡍమ ߖఅ ࢟ܽڻߜ   x f s a f f f ࢟ܽ܊ߦ 
అߧۮ ߖओ నటऱޙ࠼ అ߮ۮ ޴ओ సం ఒకएߗక ޴ఉం݄, అ ߤరంతర ఫంࣾߖ ڕߕ ,ఏࠫటం݄ ޴ ऒߖఈ అࣿ ߕࡕࣃ  x 
ఇకए ޴బܽद ఇڒ ࡯ܼ޳ డ అ࠼ߦ ߝం݋ అ0 ޴ߝ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఇంటࡎघ म޳ࣄ వࡱ࢑ ݋యݟ ంతం f x  x 
సओ ݟంߘ షदంڴ అߘసࡍంచబޔݡం޴ ఎం޶కం݄ ߕࣆऒ  మࡅ ࠾ࡍకए  మధङ  ఉంܿంڒ ޴బܽद a f f 
ऒߕࣆ  మధङ ంతర ࡱ࢑వ ޳ࣄम ంతం ޳छ కएࡅ ࠾ࡍమ ࡌ  మధङ  ఉంܿంڒ ޴బܽद a f f x 
కएࡅ f ab.޴ఉం ࡹ  x 
ऒߕࣆ   కएࡅ కం݄޶ఎం ޶డږڒ ޳ࡶ ఈ ړߖ࢐సफ࢐ సࠪనం ړ  మࡅ ࠾ࡍకए ऒߕࣆ   x a b a f b f 
एڕఒకܽ కం݄ ఎ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴సం ఒక ఉంܿంߗబܽद కڒ వ ߖ కڵ࡯ ఉండవ۪ऐ x x ࡮ఇ ߤబܽद ఈ ఫంࣾڒ 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ఇంటࡎघ म޳ࣄ వࡱ࢑  ݋యݟ ంతం మࢁऱ ۧ࡮ ࠭ఖङ घࡎబܽद ఇంటڒ ޴న࠳  వࡱ࢑ ݋యݟ
म޳ࣄ ంతం ࡅకए ऒߖڜ   అߧऱښషڒ ࡱ ߤబܽद ࠴దܽߖ޵ ޴ऒ  మࢁऱ ޳ࣄम ంతంڴ ऴ࢐యߖవछ ంڒ ݟబܽद ݟ ࣄࠐऴߖࡹڶ 
ऴపޒ బࣗప޴ కߗసం ఒక ߕࣆऒ  గమߖకߘ కڵ࡯ ఉంݞలߖ ఈ ޳ࣄम ంతం ޔࠋۮం޴, అࡅ ޴కए  అޙ࠼.x p 
ऒߕࣆ   ప ऱ࣒  ఒక  ప ऱ࣒ झڡం࠻  ऒߕࣆ ఒక ࠾ࡍమ ࣄࠐ ڕ సࠪనం ړ   సం ఒక x n cߗక ,ޙ࠼నటऱڒ సࠪనం ړ
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࢐సफవ సంఖङ ऒߕఉ ࡱ కएࡅ అం݄ ,࠼ ऒߕࣆ  ࢐ङ ߖసࠪనం అ ړ ङڣ  p p ڶऴݟ ݞږ తం࡯ఈ ఫ ,ݟంచంߖ
బࣗప޴లڕ సࠪనం ޶ڒ, ఉ޳హరణߘߝ ڕ సࠪనంڕࣆޓ ڴం݄ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  న px x࠳జߖ ړߖ޵ 1 
ऒߕࣆ ए࣋ , ࢓ࡶ ࡱ छ ࡛ ప ऱ࣒  వߤ అ޴ߝ అߖऒ  ࢐సफవ ړ ఎలऱߩओ एڕఒకܽ కం݄ ఎ ݢ వڴ ఉంܿందڕࠪ ߖ x x
ऒߕࣆ ࡹ ޴బܽद ఇڒ ࣆࡱޘ ऒߕࣆ సం ఒకߗక ړ޴బࣗప ڶऴݟ ࣄࠐ ߗڒ ޶ఉండ ڵ࡯క ߖ  ఉందڙ ࠭࠲ ߖ ऱ࠹࠼r
फࣃۯ ࠭.
म޳ࣄ   ంతం ࡅకए  ࢓܌ࡏ 
ऒߕࣆ ఒక ڕబܽद మనڒ  కం݄ px n anx x n޶ఎం ,޴ఉంܿం ڕఒక వర ڕవర ݟంߘ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ
అࡌߪ ࣄࠐ ޴ߝप ంకం కߘక మనం ߘంݟ వరڕ ఉనऒ  పߖޒࠫࡍ ۫࣋फ, x n 
ఇ޴ ధߕతघ కంޔࡏࠪ ڴం޴.x 
  అనంతం ఇږߘࣃ ޴ల అనంړߖޑ సࠪనం మ࠾ࡍ ऴపږޒల అనంڕࡏۯ ړߖޑనऒ ओߩ  x ޴ఇ ޒࠫࡍప ݡ
మనڕ ऴపږޒల అనంߖޑऒ  ఇࣆफం޴ , ఎం޶కం݄ ࣄࠐ అݞږ ޙ࠼ ఉం݄ ఈ ࡓంږߘࣃ ݢల n n 
అనంతంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद మనం ఈ బࣗపߖ޴ ۫࣋फ ࡅకए  x p 
ऒߖڜ ంܽࡹ ऴపږޒలంڴ ఉం࡯ݞ మߖڜ ࠾ࡍऒ  ఇతర ݟڕ వదभ ږߘࣃలం ఇߖ޵ ޴ సంښతం߯ x x 
ఆ߄రపݟ ఉంܿంږߘࣃ ޴లంڴ ఉం݄ , అనంޔࢂࢗ ړߖޑనऒ ओߩ కएࡅ ݡ  ల an x x pږߘࣃ 
అనంڕࡏۯ ړߖޑంܿం޴ మ࠾ࡍ ऴపږޒల అనంࢀࢗ ړߖޑऱనߩओ  x x ࡏࠬ ల అనంతం అం݄ږޒऴప ݡ
ओߩఅ ޴నంత ߭దभڵం݄  తڕࣆޓ కएࡅ ݡ  తపओ  దभ x p x߭ ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڴలంږߘࣃ ڴࡍసߖ
ऴపږޒల సంఖङ  అࡅ ,ޙ࠼కए  ऴపږޒలంڴ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ ఒక ऴపږޒలంڴ ఉం݄, ࠬࡔ࢘ ڕ ࠪరठం x p 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇంటࡎघ म޳ࣄ వࡱ࢑ ݋యݟ ంతం ޳छ పరసओ ࡌ రం మధङ ంతర ࡱ࢑వ ޳ࣄम ంతం ࡅకए   p x 
ఏ޾ ఒక ࠼ߦం݋ వదभ ߕࣆऒ ఖङ࠭ ࡮ۧ ޴బܽद ఇڒ ࡯ݞఉం ڴ కएࡅ ڶऴݟ ࣄࠐ , తం࡯న ఫ࠳  ఏߕ޼ x 
బࣗప޴ కߗసం ఒక ࢐సफవ 0ߖ కڵ࡯ ఉం࡯ݞ అం݄ ఇ޴ ఏ޾ ఒక సమయంࡹ అࣿߖऒ ओߩబܽद ఇڒ ࡯ܼ޳   x ݡ
మనం ఒక సమసङ भ޳۫ ߘ ం.

ప 5 ݟంߘ ऱ࣒ ఖۨऐ ࡹమన ړ సࠪనం 0 ړన࣒ 1࠳ 4  తంڴ ఒక పࢲࡍए రం ఉంڒ ޴బܽद ࠭ంࡅ ڴ޶కए   x x x 
అݟ ࣄࠐ ޴ߝऴڒ ڶబܽद ఐ޶ పऱ࣒  p x x.ޙ࠼నటऱࣄ۫ మనం ߖఅ ޴ఈ బࣗప ړన࣒ ఒకܽ࠳ ڷࡱߕ 

కएࡅ  బࣗప޴ సࠪనం  ߕࣆऒ एࢲࡍసం ఒక పߗక ړ రం ఉం޴, ఎం޶కం݄ ఇݟ ࣄࠐ ޴ऴړߖ޵ ,ڶ కߗసం   x p 
ఒక పࢲࡍए రߕ࠳ ఉం޴, మనం ۫ߧంۧలڕߘంܿనऒ ఏࠫటం݄, ఖۨऐ ޴ తంڴ ఒక పࢲࡍए రం ఉం޴, అం݄ 
మనࡔ࢘ ړߖ޵ ڕ పࢲࡍए రం ఉండڒ ޶బܽद 
एࢲࡍప ݡంࡓ ऒߕఒకܽ ఉ ࡱࡌ యߖ అڕߘం޳ం.x 

एڕకం݄ త ݡంࡓ వ అߩओ మన వదभ ఉనऒ ݡ ऒߕࣆ ఒకܽ ޴ కएࡅ ݡంࡓ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ   x px x p 
ऒߕࣆ ݞږ झࡽࡗ బܽदڒ  म޳ࣄ  ంతం ޳छ ఉనऒ ޴బࣗప ڕమన ,ݟంచంߖగమ ࡌ ం޶న ఇ޴ ऴప۲ܼޒ 
 x 1 x 2 ښఒ ࡱవࡱ࢑  వదभ ఇ࢑ ݋ం࠼ߦ ߩంڵ࠭ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڵ࡯దం కࠡ ࠾ࡍమ ڴయంࡌరంతߖ
࢑ధంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ࡽࡗझ म޳ࣄ  ంతం ޳छ మధङ ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ࡌ  అం݄ x x c c ,޴ంత ఉంܿంڜ 
కएࡅ  व߯ߕࣆ ࠹ऒ फ ఇకए࣋۫ ߖ ࠹మనం व߯ ޙ࠼సࠪనం అ ړ డ ఉతओ నऒ ం ఐߘ ޶ంڷࡱߕ ݟ p p x x 
కڷࡱߕ ߧ࡯ అޔ࢓ం޴.
 మߘ ڷࡱߕ ࠾ࡍంݟ ఎలऱߩओ ओߩఎలऱ ޴ఇ ,ࣆࡱޘ ڕమన ߖఉండద ڴలంږޒऴప ݢ  x ړڷࡱߕ ݢ
సࠪనం కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనࡏ࢙ ڕధङ ం వࣆफంڒ ޴బܽद ࢙ࡏధङ ం అం݄ 
एࢲࡍప ݡంࡓ ऒߕఉ ݡంࡓ ఒకܽ ࡱࡌ  సࠪనం x x px ړబܽद 0ڒ ࠼
పࢲࡍए రం ఎకए డ ఉం޴ అࡏࠬ ߖ అڼݟ ऴపశऒ ठڴࡍస ڕ  ఒక పࢲࡍए రం ఉంڒ ޴బܽद ఇకए డ మనݟ ڕऴڶ ఐ޶ 
కएࡅ  బࣗప޴ ఉంڒ ޴బܽद ఈ బࣗపࡅ ޴కए  మనం ߗڒ ,޶ࡶ ޒరణ పదम߄ࣃ ړߖݞనھߘక ߘల࡮࠮ 
ఏࠫ ۯయగలం అం݄ మనం ۯయగలం మధङ ంతర ࡱ࢑వ ޳ࣄम ంߖޑऒ  ఉపڵࡆంۨ ఈ ऴړం࢑ ޴ధంڴ 
ఉ܉ण एࢲࡍప ߩం࠼ ऒߖࡌ  కھߘనړߖݞ ऴపయޒऒ ంచంݟ, మన వదभ ఉనऒ కएࡅ ޴  ఐ޶ పऱ࣒  x p , x ڷࡱߕ 
x ړ1 ߖ ߘߝ ޴సࠪనం ఇ ړన࣒ 1࠳  ݟంచంߖగమ ߖసࠪనం అ ړ 0 ޙఉంۨ ߖ ߘߝ బܽदڒ న࣒ ఒకܽ࠳ p px
సࠪనంڴ ఉంۨޙ ఇ޴ ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴, అߩओ  ޴అ ,ߘޑ޶ం߰ ߖసࠪనం అ ړ 4 ޴ఇ ߘߝ ݡ
घࡎబܽद ఇంటڒ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ म޳ࣄ వࡱ࢑ ݋యݟ ంతం ޳छ మధङ ݟڕ 1 ࠾ࡍమ 0 ڕమన ࡌ  ఉనऒ  
ऒߖڜ కएࡅ ړ  c.ࣆࡱޘ ߖసࠪనం  అ ړ  p p 0 
కएࡅ ޴ఈ బࣗప ࡏࠬ   ऒߖ࡮࠮  మధङ 1 ݟంߘ 0   ޶ࡶ లం࠮ ࡔ࢘ బܽदڒ ࡯ڒతࢗ ࠲ऴతࠪ ࡹమంࡌ࢑ 
ओߩఇ ޶ࡶ పల 0ࡱࢗ మంࡌ࢑ బܽद ఈڒ అం݄ మనం మధङ ࡏయగలۯ ఏࠫ ࡏࠬ ݡ వదभ ఉనऒ ࢓޶ంࠉ   
 फ࣋࡯ࢣࡍప ߘవࡱ࢑
అ޴  సగం ڒబܽद ࠬࡏ ۫࣋फ సగం ఇ޴  ࠭߯ओ ࡓ ڷࡱߕ ߧ࡯క ݡంࡓ  ऱܿ సړߖڴ సࠪనం ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ p 
ఇߩओ ऱ 1 పࢁమ ޴ఇ ݡ ऱ࣒ ఇపओ ޴ఇ 32 ࠑ 1  एڕకం݄ ఎ 0 ڔܽ వ ڒబܽद ఇߩओ కएࡅ 0 ࣆࡱޘ ڕࠬ ݡ  p 
ऴపږޒలంڴ సږߘࣃ ړߖڴలం ڒబܽद తపओ  p p 0 p ڴలంږߘࣃ సగం ࢟ܽڻߜ ࡯ݞఉం ڴࡍసߖ
ఉనऒ ం޶న, ఈ ߕࣆऒ  తపओ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ మధङ ړߖڴస ݟంߘ  ऒߖߕ߄࢑ ఈ ࡏࠬ బܽदڒ ࡯ݞఉం ࡹమంࡌ࢑   
మࢁऱ ߩనࡌవృతం ۯయవ۪ऐ .
  ఇߘ ڷࡱߕ ޴ంݟ ఐߘ ޶ంݟ మࢁऱ ږߘࣃలంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߕࣆऒ  తపओ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ  లठవߕ ݟంߘ 
వంޔ వరڕ ఉం࡯ݞ, అߩओ నవ۪ऐھߘక ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ࡹޔదవ వంࠫߖఎ ࡏࠬ ݡ  మ࠾ࡍ ఒక 
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ఎࡹ޴ࠫߖ ఒక ఎࠫߖదవ వదभ ఉం݄ ఇ޴ ఐదవ పऱ࣒  సగం ߘంݟ ఎړ޴ࠫߖ ఎߖ޴ࠫߖ ఇࣆफం࠳ ޴న࣒ ఒకܽ p 
మ࠾ࡍ ఇ޴ వࠑ ߤ ఎߘ ݋࠼ంݟ ఐదవ ࠳న࣒ ࣔڕ ࠆ సࠪనం, ఇ࢐ ޴సफړߖ࢐ ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴ 
బܽद 0 తపओڒ మధङ 4 1 ݟంߘ 8 1 ڴࡍసߖ మధङ 4 1 ݟంߘ 0 ޴ߝఅ 0 ࡹబܽद గతంڒ ࡯ݞఉం ࡹమంࡌ࢑   
ఉంܿంద࠭࠲ ߖ కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭.
 ఇߩओ  ڕమన ࠾ࡍమ ޴ంݟంచబ܊࢑భ ڕవర 4 1 ݟంߘ 8 1 ࠾ࡍమ 8 1 ݟంߘ మం 0ࡌ࢑ మనం ఉప ݡ
తపओ  0 ࣆࡱޘ క 1 8 ߘం4 1 ݟ వరڕ మࢁऱ ࠬࡏ ఈ ࡌ࢑మం మధङ వ۪ऐڝࣆޓ ࡹ  మ࠾ࡍ ఈ ࢑ధంࡏࠬ ڴ 
ण܉న ఉڽࡏ࠱ ࠾ࡍన మڽࡏ࠱ ఇకए ࠭࠲ ޙڵࣃనڜ ڴ࢑ధం బܽद ఈڒ ࡏޑ޶ం߰ ߘߩం࠼ డ ఉపڵࡆంۨన 
ఈ పదमߖޒ ۨనऒ  మ࠾ࡍ ۨనऒ  వङ వߕࣆ ࡹ߅ऒ ందవ۪ऐ߰ ߖ .
ऒߖࠪࡌ࢑ ࠭࠲   సగం మ࠾ࡍ సړߖڴ ఉప࢑భజన ࣄۯ, ఆ߯ ߕࣆऒ  ఏ ࡌ࢑మంࡹ ఉం޾ మనం ۫ࣃफ బܽदڒ ࠭
 బܽदڒ ,ࡏఅంܼ ޒపదम ߤࣾ࣊ࠑ ߖߖ޵

ఫంࣾࡅ ߤకए ऒߕࣆ   ఎకए డ ఉం޾ కھߘనړߖݞ ఇ޴ ఒక పదमߖޒ ఇࣆफంڒ ޴బܽद మనం ߖڜऒ  మߖࡍऒ  f 
సమసङ ల޳ۯ ߘभ ం.
 ఓ߭ छࡓఇంట ߤ కएࡅ ړ ంతڜ ڕవర ݟంߘ  ࡹ ࡽ  సࠪనం అߧࡐߖ ߖంచం0.ݟ pi x x cos 
ऒߖހబܽद ఈ సࠬకరڒ   పࡍషए  cos x x ޙ࠼సࠪనం అ ݟంచంߖగమ ߖదࡶ రణ ࠪరठం߄ࣃ ړߖݞంచࡍ
एࢲࡍంత పڜ ړߖ޵ రం ఉందߧࡐߖ ࠭࠲ ߖంۧలڕߘంܿߕऒ ࠭.
 ఈ ࡌ࢑మంߕࣆ ࡹऒ छ޳ ݡంࡓ ݟంߘ  అܿవంܽ సమసङ ࡌ లۯ ߘయ࠭࠲ ړߖݞ ఇంటࡎघ  వpiࡱ࢑ ݋యݟ
म޳ࣄ ంߖޑऒ  ఉపࣃڵࡆफ కएࡅ ࡏࠬ బܽदڒ ࠭ f x cos x x ߤఆ߯ ఈ ఫంࣾ ࣄऴ࢐ ߖసࠪనం అ ړ న࣒࠳ 
కएࡅ ऒߕࣆ   ఈ ࡌ࢑మంࡹ ఉందߧࡐߖ ࠭࠲ ߖంۧ࡯.
కएࡅ ߤవదभ ఈ ఫంࣾ ࢓޶ంࠉ ߩంڵ࠭ ࡏంܼھߘఏࠫ݇ క ࡏࠬ    fx ڴరంతరంߖ ۲ܼޒబܽद ऴపڒ వࡱ࢑ 
ఉంܿం޴ 
కएࡅ 0 ߘߝ బܽदڒ  ఏࠫ݇ కھߘం݄, ఇߕࣆ ߤ࣌ڜ ޴ऒ ऒߕࣆ న࣒࠳  , ఇ޴ ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ f 
ऒߕࣆ  కం݄ ఎڕए వ, వదभ ࡓం޳ ݡछ ,f pi cosine pi by two minus pi by two  ޴फంࣆఇ ڕߕ ޴ఇ ࡌ
ఇ޴ ఒక ࠳న࣒ ړ సࠪనం ࣾࠫంచంݟ, ఇߕࣆ ޴ऒ ల piږޒऴప ڕߕ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ݡంࡓ ړ న࣒࠳ 
పߖހࠪࡍऒ  ఇࣆफంڒ ޴బܽद ߕࣆऒ కएࡅ   అࡓ ޴ߝం޳ ݡछ కएࡅ ࡌ  లం f pi fږޒऴప ޙ࠼ల అږߘࣃ 
అం݄ ఇంటࡎघ छ޳ ݋యݟ म޳ࣄ వࡱ࢑  ࡌ ంతం 0 ߘం޳ ݟछ  అం݄ pi x x ޴ంత ఉంڜ ࡹమంࡌ࢑ ڕవర 2 ࡌ
కएࡅ  సࠪనం.f ړ0 
 అం݄ ړݟڕ సࠪనం మߘ࠭ ࠭࠲ ࠾ࡍపܽ ࠪ࢑ ࡏࠬ ߝڴࡍ޴భజన పదमߖޒ ఉపڵࡆంచవ۪ऐcos x x 
మ࠾ࡍ ఆ߯  ࠬࡏ వదभ ࡱ࢑ ڷࡱߕవߘ కھߘంܼ࠳ ڷࡱߕ ߖ ࡏࠬ ,ࡏన࣒ ޳छ pi cos pi ڷࡱߕ ࡌ pi 
߰ంࡏޑ޶, పࢲࡍए రం ఉనऒ  ఈ ߰డࡹ࢓ సగం వङ వߖ ࡹ߅ర प࠼ంచړߖݞ ఇ޴ ऴపږޒలࠪ ږߘࣃ ޳ࡶలࠪ 
అ࡯ݞ۫ ࡏࠬ ߖ మࡏࠬ ࠾ࡍ అڜ ߝ࡮నڵࣃంచవ۪ऐ .
 అకए డ ۨనऒ  ۨనऒ ړక ఆసࡖఅబదमం మ ߤషࡲ ڕ޶ంߝھߘమం కࡌ࢑  फకర࠳న సమసङ भ޳۫ ߘ ం, ڒబܽद f 
అڝ ޴ߝऱܘन  ఇంటࡓछ రछߖ ڕవర ݟంߘ  ࡽ ۨంచబݟన ఫంࣾߤ అߖ ఊࣕ޳भ ం మ࠾ࡍ ఇߖ ޴రంతర ఫంࣾ0 ڴ ߤ r 
࠙࢑ంచబޔݡం޴ మ࠾ࡍ 
కएࡅ 0  అࡓ ޴ߝంࡱ࢑ ݡవలړ ࡹ సࠪనం అݞږ ߖ ఇవछ బޔݡం޴ .f f
  ఈ ڝऱܘन  ఇంటࡓछ ం࠼ߦ ݡంࡓ ߝఅ ࠾ࡍమ ࡹ݀ ࡗ܋ ࡽ ऱܿ ఉߕऒ యߧࡐߖ ߖంచړߖݞ మనం x y 
झ࡯ంۧߧ۫ న ࠭ڵం࠼ߦ ߩం ऱܿ సࠪనం, అం݄ ࠳న࣒ ఒకړߖ޳ సࠪనం మ࠾ࡍ అړ ޴ߝ y x fx y
సࠪనం ڒబܽद మనڕ ఇవछ బݟన޴ మనం ࡌ࢑మం ߕࣆऒ  ߤరంతర ఫంࣾߖ ߕ޼ఏ ڕవర ݡంࡓ ݟంߘ 
ఇవछ బޔݡం޴ మ࠾ࡍ మనࣄ࡯ޘ ڕన ఏڛక ࢑షయం ఏࠫటం݄, ߕࣆऒ కएࡅ   మࡓ ࠾ࡍంݟంܽࡹ f f 
ఒ࡮ښ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఇ࡮ంܽ ఏߕ޼ ఫంࣾڒ ߤవ۪ऐ  అߖ మనం ۫ߧంۧ࡯ 

కएࡅ  మࡅ ࠾ࡍకए ం࠼ߦ ݡంࡓ ݦఉం ڴ࢑ధం ښవ ఒࡱ࢑  ऱܿ ఉߕऒ  y x f ࠼
మ࠾ࡍ ఈ మ࠾ࡍ ఒకޜߖ޳ ఒకܽ ࠚనऒ ంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ߖߖ޵ పࡍషए  మనం ఏࠫ x y ړߖݞంచࡍ
फࣃۯ ࠭ అం݄ మ࠾ࡍ లߘ కھߘనړߖݞ సࠪనంڴ ఉంߧ۫ ࡮ݦంۧߘ  ࡯ంݟ  ప ऱ࣒  వߤ x y y x x 
మࡅ ࠾ࡍకए  అࡅ ޴ߝకए ऒߕࣆ మంࡌ࢑ అవసరం ڕసࠪనం అం݄ మన ړ  అం݄ x f y f ,ړߖఉ ࡹ e x 

కएࡅ   ప ऱ࣒ కएࡅ 1  కం݄  ప޶సࠪనం ఎం ړ  ऱ࣒  1 మ࠾ࡍ ఇߘ 0 ޴ంࡌ࢑ 2 ݟమంࡹ ఉంݞలߖ x f x f y x 
ऒߕంܿڕࡏڝ ࠭࠲ బܽद తపओڒ ࠭  x.1  ࡯ݞఉం ࡹమంࡌ࢑ ݟంߘ 0 ڴࡍసߖ
फࣃ۫ సంڝ ݋ం࠼ߦ ఒక ࡹబܽद మనం 0 1ڒ  ࠭, ఇకए డ ఫంࣾࡅ ߤకए వ  పࡱ࢑  ऱ࣒  సࠪనం.x ړ1 
కएࡅ , ఏࠫటం݄ ߖప ࣋ۯ ఏࠫటం݄, మనం ߖప ࣋ۯ బܽद మనంڒ  ప  ߖ  ऱ࣒ x g x f ڴసࠪనం ړ న࣒࠳ 1 
ఉండߖవछ ంݟ.
కएࡅ    మ࠾ࡍ ఈ ఫంࣾڝ ߤऱܘन  ఇంటࡓछ రछߖ సంڝ న޴ంۮ ڕ ߤవ ࡗ܋ ࡽ ۨంచబݟంڒ ,޴బܽद ߕࣆऒ  x x x 
మ࠾ࡍ ఒక  ప ऱ࣒  వߤ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ మధङ  ఉం݄ కߘక ࡅకए  x x g ࡹమం 0 1ࡌ࢑ 
రछߖ ۨంచబޔݡం޴ మ࠾ࡍ ఇߖ ޴రంతరంڴ ఉనऒ ओߩ  మనం g ݞږ ڴయంࡌరంతߖ మం 0 1߯ࡌ࢑ ݡ
झ࡯ంۧߧ۫ న ࠭ڵంࠉ ߩం࢓޶ వదभ ఉనऒ  g 0 ߖఅ ࡹఒక సమయం ޾వ ఏంటం݄, మనం ఏࡱ࢑ 
కڝߘए వ۪ऐ కएࡅ బܽद 0ڒ , కएࡅ 1 ࠾ࡍమ ޴फంࣆఇ ߖన࣒ 0࠳ 1 ڕߕ వదभ ࢓޶ంࠉ ߩంڵ࠭   అ޴ߝg f g 
ఒకࡓ ࡹߖ޳ం࠳ ݡన࣒ ࡅకए సࠪనం, f f ړ 
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ఇవछ బݟన޴ ఏࠫటం݄, ߕࣆऒ కएࡅ  కएࡅ ݡంࡓ  కएࡅ ఒకܽ ޴ߝఅ ݡంࡓ బܽद ఈڒ సࠪనం ړ   f f f 
ऒߕࣆ కएࡅ న࣒࠳  కएࡅ బܽदڒ  ऒߕࣆ    ఒక ߕࣆऒ కएࡅ   ఒక ࠳న࣒ ࡅకए  ఒకܽ ࡅకएf f g g f gf, 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ ޴ߝబܽद అڒ న࣒ ఒకܽ࠳  కएࡅ  కएࡅ  న࣒ తపओ࠳   మ޶ڒ ࠬࡔ f g g 
घࡎబܽद ఇంటڒ म޳ࣄ వࡱ࢑ ݋యݟ ంతం ऴపڒరం ڝऱܘन  ఇంటࡓछ కएࡅ ޴ంత ఉంܿంڜ ࡹ1 0 ࡽ ऒߕࣆ   x x g ړ
సࠪనం ߩ࢙ݟڕ ఇ࢑ వङ కएࡅ బܽदڒ ࠼ఉంܼ ڵ࡯క ߘలޑښక సంࡔޒ ऒߕࣆ   అߖڜ ߖऒ  ఉం޴ x g x 
మ࠾ࡍ అࡅ ޴కए  మࡅ ࠾ࡍకए  ఒక ࠳న࣒ ߕࣆऒ కएࡅ సࠪనం అం݄ ړ   ప ऱ࣒  ఒకܽ x f x f x f  x 
కएࡅ బܽद ఈ సమసङڒ ࠭ࣃۯ फࡍߪ ࠭࠲ బܽदڒ సࠪనం ړ   మࢁऱ ఇంటࡎघ म޳ࣄ వࡱ࢑ ݋యݟ ంతం ࡅకए  f
అߧऱښషߤ అࡅ ࠭࠲ ޙ࠼కए  ఈ ڜతफ ఫంࣾߖ ߖ ߤరछ ۨంచవలࣄ వۨऐ ం޴ మ࠾ࡍ ఆ߯ ఇంటࡎघ  x g ݋యݟ
म޳ࣄ వࡱ࢑ ంߖޑऒ  వࡍ फంపܑڒ ࡯࠻బܽद ࠭࠲ త޶పࡍ తరగࡹޒ ఇకए డ ఆࣃ࢘ߧफ झ࢟ܽ࢘ࡍݥ ࠭  ߯  మߖڜࡍऒ  
అంࢡలࡏߝ ߘऐ ధనङ ࡏంܼڕ  ࡱ޳࢐
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