
  வ௯த்ேதான்றல்கள் பற்௣ய அ௄த்த ௳ரி௵ைரக்ஶ வரேவற்ழேறாம், எனேவ கடந்த 
௳ரி௵ைர௜ல் ேரால்ஸ் ேதற்றம் மற்௥ம் சராசரி மொப்௖ ேதற்றம் ஆழய இரண்௄ ௚க்ழயமான 
ேதற்றங்கைளக் கற்௥க்ெகாண்ேடாம், ௔ன்னர ்சராசரி மொப்௖ 
ேதற்றத்ொன் ஒ௠ பயன்பாடை்டப் பாரத்்ேதாம்.
  ஒ௠ ொறந்த இைடெவளி என்பௌ ொறந்த இைடெவளி௜ல் ௗஜ்௷யமாஶம் , ௔ன்னர ்n 
ெசயல்பா௄ ஒ௠ மா௣௧யாக இ௠க்க ேவண்௄ம் , ஒ௠ இைடெவளி௜ல் உள்ள வ௯த்ேதான்றல் 
கண்ூப்பாக ேநரம்ைறயாகேவா அல்லௌ கண்ூப்பாக எொரம்ைறயாகேவா இ௠ந்தால் என்ன 
நடக்ஶம் என்பௌ ேபான்ற இன்௑ம் ஼ல பயன்பா௄கைளக் காண்ேபாம், எனேவ இைத 
ேதற்றமாக எ௱ௌழேறன்.

இ௧௠ந்ௌ வைர௜லான ௳த்ொயாசமான ெசயல்பாடாஶம், எனேவ ொறந்த இைடெவளி௜ல் f r 
அைனத்ௌ க்ஶம் ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ப்ைரம் என்பௌ ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட அொகமாக ab x f x 

இ௠ந்தால், ொறந்த இைடெவளி௜ல் கண்ூப்பாக அொகரிக்ஶம் மற்௥ம் ௔ைரம் fx f x 
அைனத்ௌ க்ஶம் எொரம்ைறயாக இ௠ந்தால் ொறந்த இைடெவளி ௚௱ இைடெவளி௜௩ம் x fx 
கண்ூப்பாக ஶைறழறௌ நாம் ேவ௥ப௄த்தக்ஷூய ெசயல்பா௄ இ௠ந்தால் மற்௥ம் அௌ ab 
அொகரித்ௌக் ெகாண்ூ௠ந்தால் என்௥ உைரயாடைலப் பாரத்்ேதாம்.
 
கண்ூப்பாக அொகரிக்ஶம் ேபாௌ வ௯த்ேதான்றல் ேநரம்ைற மற்௥ம் அௌ கண்ூப்பாக 
ஶைற௞ம் படச்த்ொல், வ௯த்ேதான்றல் எொரம்ைறயாக இ௠க்ஶம் என்௥ இங்ேக ெசால்ழேறாம், 
எனேவ, நி௡பணம் ௙ண்௄ம் சராசரி மொப்௖ ேதற்றத்ைதப் பயன்ப௄த்ௌழறௌ, 
எனேவ ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்ைட எ௄த்ௌக்ெகாள்ேவாம் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.x x 

ஒன்௣ன் என்பௌ இரண்ூன் ஐ ௳ட கண்ூப்பாக ஶைறவாக உள்ளௌ, எனேவ  x f x f f 
என்பௌ 
௛ூய இைடெவளி௜ல் ஒன்௥ இரண்ூல் ெதாடரழ்றௌ x x 
மற்௥ம் ொறந்த இைடெவளி௜ல் ஒன்௥ இரண்ூல் ேவ௥ப௄ழறௌ x x 
எனேவ சராசரி மொப்௖ ேதற்றத்தால் ஼ல உள்ளௌ.

ொறந்த இைடெவளி௜ல் ஒன்௥ இரண்௄, அதாவௌ இன் இரண்௄ ைமனஸ் இன்  c x x x x f x 
ஒன்௥ இரண்௄ க௯த்தல் ஒன்௥ இௌ இல் ௔ைரம்க்ஶ சமம் ஆனால் ௚௱ x x c f 
இைடெவளி௜௩ம் இந்த வ௯த்ேதான்றல் கண்ூப்பாக ேநரம்ைறயாக இ௠க்ஶம் என்௥ 
க௠ௌழேறாம்.
 
எனேவ இௌ கண்ூப்பாக ேநரம்ைற என்௥ நமக்ஶத் ெதரி௞ம், இௌ க௯த்தல் இன் x 2 fxx 1 f 
ஐக் ஶ௣க்ழறௌ , ஏெனன்றால் இங்ேக இரண்௄ க௯த்தல் ஒன்௥ ேநரம்ைறயாக இ௠க்ழறௌ, x x 
எனேவ இரண்௄ என்பௌ ஐ ௳ட அொகமாக இ௠க்ஶம் ேபாெதல்லாம் இன் ஒன்௣ன் x x x f x f 
ஐ ௳ட அொகமாஶம்.
 இரண்டாம் பஶொ௞ம் அௌேபாலத்தான்  எனேவ இப்ேபாௌ ஼ல சமத்ௌவ௘ன்ைமைய ar 
நி௡௔க்க இைதப் பயன்ப௄த்த ௚யற்஼ப்ேபாம், எனேவ 

இன் ைசன் எப்ெபா௱ௌம் க்ஶ சமம் என்பைத நி௡௔ப்ேபாம், எல்லாவற்௥க்ஶம் x x x 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமானைத ௳ட ெபரியௌ, எனேவ எந்த ேநரம்ைற இன் அைடயாளம் x 
எப்ேபாௌம் ஶைறவாக இ௠க்ஶம் என்பைத நி௡௔க்க ௳௠ம்௖ழேறாம்.

க்ஶ சமம் எனேவ நாம் இன்  x x 
ஐ ைமனஸ் ஆக இ௠க்க அ௑மொக்கலாம், ௔ன்னர ் இன் அைடயாளம் க்ஶ சமம் f x sin x x x 

என்பைத நி௡௔ப்பௌம், இன் என்பௌ சமமானைத ௳ட ெபரியௌ என்பைத நி௡௔க்க x f 
ேவண்௄ம் என்௥ ஷ௥வௌம் ஆஶம் .
  ௗஜ்௷யம் எனேவ இன் ப்ைரம் என்றால் என்ன என்௥ பாரப்்ேபாம், அப்பூயானால் , x f f 
ப்ைரம் என்பௌ ைசன் இன் ஒ௠ க௯த்தல் வ௯த்ேதான்ற௩க்ஶச ்சமம் என்பௌ x x cosine x 
ஆஶம், ேம௩ம் இன் காஸ் எப்ேபாௌம் 1க்ஶ சமமானைத ௳டக் ஶைறவாக இ௠க்ஶம், எனேவ x 
இௌ சமமானைத ௳ட அொகமாஶம்.
  0.

இன் காஸ் எப்ேபாௌம் ஒன்௥க்ஶ சமமாக ஶைறவாக இ௠ப்பதால், நம்௘டம் உள்ள  x 
வ௯த்ேதான்றல் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமானைத ௳ட அொகமாக உள்ளௌ, எனேவ இன் என்பௌ f x 
அொகரிக்ஶம் ெசயல்பாடாஶம், எனேவ ௚ந்ைதய ேதற்றத்ொல் ப்ைரம் என்௥ derivative f 
நாம் க௠ொனால்.

என்பௌ 0 க்ஶ சமமானைத ௳ட அொகமாக உள்ளௌ, ௔றஶ கண்ூப்பாக ஐ அொகரிப்பதற்ஶ  x f 
பொலாக இன் என்பௌ ெப௠ழவ௠ம் ெசயல்பா௄, அதாவௌ ஶைறயாத ெசயல்பா௄ என்௥ ff x 
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நாம் ெப௥ேவாம், ஏெனனில் இந்த ௔ைரம் க்ஶ சமமாக உள்ளௌ, ௔ன்னர ் இன் f c 0 x 2 f 
என்பௌ இன் ஐ ௳ட அொகமாக உள்ளௌ .x 1 f 
 எனேவ நாம் ெசய்ேவாம்.

இன் இந்த என்பௌ அொகரிக்ஶம் ெசயல்பாடாக௵ம் , நீங்கள் ஐ 0 க்ஶ சமமாக ைவத்தால்  x f x 
0 க்ஶ 0 க௯த்தல் பாவம் 0 க்ஶ சமம் எனேவ க்ஶ சமமான க்ஶ சமத்ைத ௳ட அொகமாக x x 
இ௠க்க ேவண்௄ம் க்ஶ 0 க்ஶ சமம், ஏெனனில் இௌ 0 க்ஶ சமம், அதாவௌ ைமனஸ் ைசன் f x x 
என்பௌ 0 க்ஶ சமமாக  உள்ளௌ  ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ஶைறவான க்ஶ இௌ உண்ைமயல்ல , x 
அேத ேபால் இன் ெதா௄ேகா௄ சம்பந்தப்படட் மற்ெறா௠ சமத்ௌவ௘ன்ைமைய நி௡௔ப்ேபாம்,x 
எனேவ ொறந்த இைடெவளி௜ல் ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ வைர௜லான அைனத்ௌ க்ஶம் pi x x 
டான் ஐ ௳ட ஶைறவாக இ௠க்ஶம், x 
எனேவ ௙ண்௄ம் நாம் ேபாட்டைதேய ெசய்ேவாம்.f 

என்பௌ டான் க௯த்தல் க்ஶ சமம் மற்௥ம் ொறந்த இைடெவளி௜ல் 0 ௚தல் வைர   x x x pi x 
இன் 2 வைர கண்ூப்பாக இ௠ப்பைதக் காட்ட ேவண்௄ம்  ேநரம்ைற எனேவ நாம் f 
வ௯த்ேதான்றைலக் கணக்ழ௄ழேறாம், ௔றஶ ௔ைரம் டானின் வ௯த்ேதான்ற௩க்ஶச ்சமம், f x 

இன் ெசக்கன்ட் ஸ்ெகாயர ் க௯த்தல் வ௯த்ேதான்றல் 1 மற்௥ம் ெசகண்ட் ஸ்ெகாயர ்x x x 
க௯த்தல் 1 டான் ஸ்ெகாயர ் மற்௥ம் டான் என்பைத ௳ட இௌ கண்ூப்பாகப் ெபரியௌ x x 
என்பைத நாங்கள் அ௣ேவாம்.
 ொறந்த இைடெவளி௜ல் அைனத்ௌ க்ஶம் ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ ைப இரண்டாக இ௠க்ஶம், x
ஏெனனில் இன் டான் என்பௌ இன் ௚௱ எண் மடங்ஶகளில் 0 மட௄்ேம எனேவ ொறந்த x pi 
இைடெவளி௜ல் 0 ௚தல் டான் வைர எப்ேபாௌம் ேநரம்ைறயாக இ௠க்ஶம் எனேவ pi x 2 f 
௔ைரம் அொகமாக இ௠க்ஶம்.x 
  ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட எனேவ ஆனௌ ொறந்த இைடெவளி௜ல் ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ வைர fx pi 
இரண்௄ ஆல் அொகரித்ௌ வ௠ழறௌ, இௌ இன் என்பௌ 0 ஐ ௳ட அொகமாக இ௠க்க x f 
ேவண்௄ம் என்பைத௞ம், 0 இன் என்பௌ டான் 0 ைமனஸ் 0 ஆஶம், இௌ அைனத்ௌ மற்௥ம் 0 f x 
௚தல் வைர 0 ஆஶம்.pi 
  ஆல் 2.
 அதாவௌ டான் அைனத்ௌ க்ஶம் ஐ ௳ட ெபரியௌ மற்௥ம் ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ ைபக்ஶ x x x 
இரண்டாக நாம் இன்௑ம் ஒ௠ ௔ரசச்ைனையச ்ெசய்ேவாம் 3 ைசன் ைமனஸ் ைசன் இன் x y 
ேமாட் என்பைத நி௡௔க்க௵ம், இௌ அைனவ௠க்ஶம் ேமாட் ைமனஸ் க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் x y 
உண்ைமயான எண் எனேவ இந்த சமத்ௌவ௘ன்ைமைய நி௡௔க்க நான் இன் ைச௑க்ஶ xy x 
சமமான ஐ எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் நாம் கவனிக்ழேறாம் fx 
எல்லா இடங்களி௩ம் ெதாடரச்஼்யாக௵ம் ேவ௥ப௄த்தக்ஷூயதாக௵ம்  
உள்ளௌ, எனேவ ஐ ௳ட y 

ஶைறவாக ெகா௄க்கப்படட் சராசரி மொப்௖ ேதற்றத்ொன் ௛லம் சராசரி மொப்௖ ேதற்றத்ைதப் x 
பயன்ப௄த்தலாம்  இன் ஐ ைமனஸ் ஆல் வஶத்தால் அௌ ைசன் ைமனஸ் ஼ன் ஆல்f x y x y x 
வஶத்தால் ைமனஸ் என்பௌ இல் ப்ைரம் என்ற வ௯த்ேதான்ற௩க்ஶச ்சமம் ஆனால் y x c f f 
இன் பாவத்ொற்ஶச ்சமம் எனேவ ௔ைரம் என்பௌ இன் காஸ் எனேவ இௌ ஶ௣க்ழறௌ x x f c c 
நான் மா௄லஸ் ேமாட் ஆஃப் ைசன் ைமனஸ் ஼ன் ஐ ைமனஸ் ஆல் வஶத்தால் ஼ல x y x y c 
க்ஶ இௌ ேமாட் காஸ் ஼க்ஶ சமம், ேம௩ம் ேமாட் ௚௱ மொப்௔ல் உள்ள ெகாைசன் ோட்டா 
எப்ெபா௱ௌம் ஒன்௥க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் என்பைத நாங்கள் அ௣ேவாம், ேம௩ம் இௌ ேமாட் 
஼ன் க௯த்தல் என்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ இௌ க்ஶ சமமாக இல்லா௳ட்டால் இௌ x sine y y x 
க௯த்தல் இன் ேமாட்க்ஶ சமமானைத ௳ட ஶைறவாக இ௠க்ஶம் மற்௥ம் நிசச்யமாக க்ஶ y x y 
சமமாக இ௠ந்தால் இடௌ ௖றம் மற்௥ம் வலௌ பக்க இரண்௄ம் ௗஜ்௷யமாஶம் எனேவ இௌ 
அைனத்ௌ க்ஶம் ெபா௠ந்ௌம்  இன்௑ம் ஼லவற்ைறப் பாரப்்பதற்ஶ ௚ன் , ேரால்ஸ் ேதற்றம் xy 
அல்லௌ சராசரி மொப்௖ ேதற்றத்ொன் பயன்பா௄ இன்௑ம் 
ஒன்ைறச ்ெசய்யட்௄ம்  ெகாள்கலன்களின் ெசயல்பா௄கைளப் பற்௣ய ௚க்ழயமான ேதற்றம், 
எனேவ இௌ இைடநிைல மொப்௖ ேதற்றம் என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ நாம் என்௥ ivt 
எ௱ௌேவாம், எனேவ இங்ேக அ௑மானம் என்பௌ ஼ல ௛ூய இைடெவளி௜ல் இ௠ந்ௌ ஒ௠ f r 
ெதாடரச்஼்யான ெசயல்பாடாக இ௠க்க ேவண்௄ம் மற்௥ம் க்ஶ இைட௜ல் இன் மற்௥ம் y f a f 
க்ஶ இைட௜ல் இ௠க்கட௄்ம்.

எனேவ நம்௘டம் இ௠ப்பௌ ஒ௠ ெசயல்பா௄ ெதாடரச்஼்யான ெசயல்பா௄ மற்௥ம் நம்௘டம்   b 
உள்ளௌ இௌ இௌ இன் மற்௥ம் இன் my f of a f b f 

மற்௥ம் இன் க்ஶ இைட௜ல் ஼ல உள்ளௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், ௔ன்னர ்௚ூ௵ f f b y 
஼ல உள்ளௌ இங்ேக இன் இைடெவளி௜ல் க்ஶ சமமான க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால், x ab y x ab 
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இல் ஶைறந்தௌ ஒ௠ உள்ளௌ, x 
அதாவௌ இன் க்ஶ சமம் எனேவ இங்ேக இன் இந்த ஆனௌ இன் ஐ ௳ட x f y a f b f 
ஶைறவாக இ௠க்ஶம் அல்லௌ இன் என்பௌ இன் ஐ ௳டப் ெபரியௌ, எனேவ நம்௘டம் a f b f 
இௌ உள்ளௌ அல்லௌ இன் ஐ ௳ட ஐ ௳ட ெபரியதாக இ௠க்கலாம் , ௔ன்னர ்நான் இங்ஶ f f b 
ஏேத௑ம் ஐ எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் , க்ஶ சமமான இன் ஼ல உள்ளௌ.y y x x 
 
எங்களிடம் ஏேத௑ம் ெதாடரச்஼்யான ெசயல்பா௄ இ௠க்ழறதா என்௥ நீங்கள் பாரத்்தால், 
ேதற்றம் உள்௬ணரவ்ாக ெதளிவாக இ௠க்ஶம் இௌ இைடநிைல மொப்௖ ேதற்றம் என்௥ 
அைழக்கப்ப௄ழறௌ, ஏெனனில் இௌ மற்௥ம் இன் இன் இைடநிைல மொப்௖கைள a f b 
எ௄த்ௌக்ெகாள்ழறௌ   .
  இைடநிைல மொப்௖ ேதற்றம், இல்ைலெயனில் நாம் ஒ௠ இைட௳டாத ெசயல்பாடை்ட 
அ௑மொத்தால், இப்ேபாௌ நான் இௌ ேபான்ற ஒ௠ ெசயல்பாடை்ட ைவத்ொ௠க்க ௚ூ௞ம், இௌ my

இப்ேபாௌ நீங்கள் பாரத்்தால், என்னிடம் மற்௥ம் நான் a this is b ah f of a here f of b 
ஏேத௑ம் எ௄த்தால் இங்ேக y 

க்ஶ சமமான இல்ைல, ஏெனனில் இந்த இைடெவளி௜ல் இன் ஶைறவாக இ௠க்ஶம் y x x f 
அல்லௌ இன் என்பௌ இங்ேக இந்த இைடநிைல மொப்௖ ேதற்றத்ொன் ஒ௠ ெதாடரச்஼், x f f 
என்பௌ இல் ஒ௠ ெதாடரச்஼்யான ெசயல்பா௄ என்௥ ைவத்ௌக் ெகாள்ேவாம்.a 
  ௛ூய இைடெவளி மற்௥ம் இன் மற்௥ம் இன் எொர ்ஶ௣கள் என்௥ ab a f b f 
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், அதாவௌ இன் ஒ௠ ேநரத்ொன் ஆனௌ எொரம்ைறயானௌ, ௔ன்னர ்b f 
ொறந்த இைடெவளி௜ல் ஶைறந்தபடச்ம் ஒ௠ உள்ளௌ, அதாவௌ இன் சமமாக இ௠க்ஶம்  x x f 
ௗஜ்யம் ைத  என்பௌ, இன் எொரம்ைறயாக௵ம், இன் ேநரம்ைறயாக௵ம் இ௠ந்தால், s a f f b 
அௌ என்ன ெசால்ழறௌ என்றால், எனக்ஶ ஒ௠ ெதாடரச்஼்யான ெசயல்பா௄ இ௠ந்தால், அௌ 
இந்த அசை்ச ஒ௠ ௚ைறயாவௌ கடக்க ேவண்௄ம், எனேவ இௌ இங்ேக என்ற ௖ள்ளி x f x 
ஆஶம்.

என்பௌ 0 மற்௥ம் இௌ இைடநிைல மொப்௖ ேதற்றத்ொ௧௠ந்ௌ ெதளிவாகப்   x 
௔ன்பற்றப்ப௄ழறௌ, ஏெனனில் ௗஜ்௷யம் மற்௥ம் இன் க்ஶ இைட௜ல் உள்ளௌ, எனேவ a f f 
ௗஜ்௷யம் இைடநிைல மொப்௖ ேதற்றத்ொன் ௛லம் மற்௥ம் இன் க்ஶ இைட௜ல் a f b 
இ௠ப்பதால், இன் இன் இல் உள்ளௌ.x f ab x 
  ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் நிசச்யமாக இந்த அல்லௌ ஆக இ௠க்க ௚ூயாௌ, ஏெனனில் x a b a 
இன் மற்௥ம் இன் ௗஜ்௷யமாஶம், எனேவ ஶைறந்தௌ ஒ௠ உள்ளௌ மற்௥ம் நீங்கள் f b f x 
ஒன்௥க்ஶ ேமற்பட்ட ஐ௞ம் ைவத்ொ௠க்கலாம், எனேவ இந்த ெசயல்பா௄ இப்பூ இ௠க்கலாம் x 
எனேவ இந்த இைடநிைல  மொப்௖ ேதற்றம் ௙ண்௄ம் ௘க௵ம் ௚க்ழயமானௌ, எனேவ 
இைடநிைல மொப்௖ ேதற்றத்ொன் ஼ல பயன்பா௄கள் எனேவ ௚த௧ல் இைத ௙ண்௄ம் ஒ௠ 
ேதற்றமாக எ௱ௌழேறன், எனேவ இந்த ேதற்றம் ஒவ்ெவா௠ ஒற்ைறப்பைடப் 
பல்௩௥ப்௖க்ேகாைவக்ஶம் ஶைறந்தபடச்ம் ஒ௠ ௗஜ்௷யக் ஶ௣யாவௌ இ௠க்க ேவண்௄ம் என்௥ 
ஷ௥ழறௌ , அௌ இன் என்றால் ௗஜ்௷யம் மற்௥ம் ஒ௠ ஷட்டல் க்ஶ சமம் க்ஶ x p x anx n
ஒற்ைறப்பைட மற்௥ம் ஒ௠ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமமாக இல்லாத க்ஶ ஶைறந்தௌ ஒ௠ n c 
உண்ைமயான எண்கள் உள்ளன, அதாவௌ இன் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம் என்பௌ க௠த்ௌப் c p 
பூநிைல பல்௩௥ப்௖க்ேகாைவக௬க்ஶச ்சரியல்ல , எ௄த்ௌக்காட்டாக நான் சமமாக px 
எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் சௌரம் ஷட்டல் 1 இொல் உண்ைமயான ௗஜ்௷யங்கள் இல்ைல என்பௌ x 
எங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம், சௌரம் ஷட்டல் ஒன்௥ எல்லா உண்ைமயான க்ஶம் சமமாக x x 
எப்ேபாௌம் அொகமாக இ௠க்ஶம், எனேவ இௌ இல் ௗஜ்௷யத்ைதக் ெகாண்ூ௠க்க ௚ூயாௌ, r 
ஆனால் ஒற்ைறப்பைடப் பல்௩௥ப்௖க்ேகாைவக்ஶ ஶைறந்தபடச்ம் ஒ௠ ௗஜ்௷யமாவௌ 
இ௠ப்பதாகக் ஷ௥ழேறாம்.
  ேதற்றத்ொன் ஆதாரம் 

என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் மற்௥ம் ஒ௠ ௚தல் வைர  வைர இ௠க்ஶம்  ௚ூ௳௧ px x n anx 
இௌ ேநரம்ைற ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் மற்௥ம் எொரம்ைற ௚ூ௳௧ைய ெந௠ங்ஶம் வரம்௖ இௌ x 
நமக்ஶ எொரம்ைற ௚ூ௳௧ைய ெகா௄க்ஶம் , ஏெனன்றால் என்பௌ ஒற்ைறப்பைடயாக n 
இ௠ந்தால் ஷட இ௠ந்தால் இைவ இரண்௄ம் ேநரம்ைற ௚ூ௳௧யாக இ௠க்ஶம் எனேவ இந்த n 
பல்௩௥ப்௖க்ேகாைவைய பாரத்்தால் இன் x p 
஼லவற்௣ல் எொரம்ைறயாக இ௠க்க ேவண்௄ம் மற்௥ம் ேவ௥ ஼ல வலௌ௖றத்ொல் ேநரம்ைற x x 
இௌ இதன் அைடயாளத்ைதப் ெபா௥த்தௌ ேநரம்ைறயாக இ௠ந்தால் , ௚ூ௳௧க்ஶ a x 
ெசல்௩ம்ேபாௌ ேநரம்ைற ௚ூ௳௧ைய௞ம் , எொரம்ைற ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்வதால் x x 
எொரம்ைற ௚ூ௳௧ைய௞ம் அேஶம், அதாவௌ நீங்கள் ஐ எ௄த்ௌக் ெகாண்டால்  ேபாௌமானx 
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அள௵ ெபரியதாக இ௠ந்தால், இன் ேநரம்ைறயாக௵ம் , ெபரிய எொரம்ைற எண்ணாக௵ம் x p x 
இ௠ந்தால், இன் எொரம்ைறயாக௵ம் இ௠க்க ேவண்௄ம் , ஒ௠ எொரம்ைறயாக இ௠ந்தால், x p 
உங்க௬க்ஶ ேவ௥ வ௯ உள்ளௌ, எனேவ இைடநிைல மொப்௖ ேதற்றத்ொன் ௛லம் இைடநிைல 
மொப்௖ ேதற்றம் ஒ௠ கட்டத்ொல் ௗஜ்௷யமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் எனேவ இௌ ௘க௵ம் p  x x 
௚க்ழயமான ௚ூ௵ , ஒற்ைறப்பைடப் பட்டத்ொன் எந்தப் பல்௩௥ப்௖க்ேகாைவ௜ல் 
ஶைறந்தபடச்ம் ஒ௠ உண்ைமயான 0 இ௠க்க ேவண்௄ம், அதாவௌ இௌ ஒ௠ கட்டத்ொல் x 
அசை்சக் கடக்க ேவண்௄ம், எனேவ இப்ேபாௌ ஒ௠ ஼க்கைலப் பாரப்்ேபாம்.

௧௠ந்ௌ 5 ஷட்டல் 4 க௯த்தல் 1 க்ஶ சமமான 0 க்ஶ சரியாக ஒ௠ ோர௵் உள்ளௌ, எனேவ  x x 
௚த௧ல் இன் என்பௌ ஒற்ைறப் பட்டம் என்பதால் ஐந்ௌ ஷட்டல் நான்ஶ க௯த்தல் x p x 
ஒன்௥க்ஶ இந்த பல்௩௥ப்௖க்ேகாைவ ஆக இ௠க்கட௄்ம்.x 

இன் பல்௩௥ப்௖க்ேகாைவ க்ஶ சமம்  ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ஶைறந்தபடச்ம் ஒ௠ ோர௵் உள்ளௌ,   x p 
ஏெனன்றால் இௌ ஒற்ைறப்பைட பட்டம் , ஶைறந்தபடச்ம் ஒ௠ ோரை்வக் ெகாண்௄ள்ளௌ, நாம் 
காட்ட ௳௠ம்௖வௌ என்னெவன்றால், சரியாக ஒ௠ ோர௵் உள்ளௌ, அதாவௌ இதற்ஶ ேவ௥ ோர௵் 
இ௠க்க ௚ூயாௌ, எனேவ 
இரண்௄ ோர௵்கள் உள்ளன ஒன்௥ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.x 

இரண்௄க்ஶக் ஶைறவானௌ ௔ன்னர ்நம்௘டம் இ௠ப்பௌ ஒன்௥ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம்  x px 
மற்௥ம் இரண்ூன் என்பௌம் ௗஜ்௷யமாஶம், எனேவ ேரால்ஸ் ேதற்றத்ொன்பூ நாம் x p 
பல்௩௥ப்௖க்ேகாைவையக் ெகாண்ூ௠ப்பதால் இௌ எல்லா இடங்களி௩ம் ெதாடரச்஼்யாக௵ம் 
ேவ௥படக்ஷூயதாக௵ம் உள்ளௌ மற்௥ம் இ௥ொப் ௖ள்ளி௜ல் இைவ  மொப்௖கள் ஒேர x 1 x 2 
மாொரியானைவ, எனேவ ேரால்ஸ் ேதற்றத்ொல் 

ஒன்௥க்ஶம் இரண்ூற்ஶம் இைட௜ல் ஼ல உள்ளௌ, அதாவௌ இன் ப்ைரம் x x c c p 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் ஆனால் ௔ைரம் ஐப் பாரத்்தால், இங்ேக வ௯த்ேதான்றல் ஐந்ௌ p x x 
௚தல் நான்ஶ ஷட்டல் நான்ஶ ஆஶம்.
 ேம௩ம் ௚தல் நான்ழற்ஶ எப்ேபாௌம் எொரம்ைறயானௌ அல்ல என்பைத நாம் அ௣ேவாம், x 
இௌ எப்ேபாௌம் நான்ழற்ஶச ்சமமானைத ௳ட அொகமாக இ௠க்ஶம், எனேவ நாம் ஒ௠ 
௚ரண்பாட்ைடப் ெப௥ழேறாம், எனேவ 
இரண்௄ ோர௵்கள் ஒன்௥ இரண்௄ உள்ளன, எனேவ 0க்ஶ சமம் என்௥ க௠ௌவதால் x x px 
௚ரண்பா௄ ஏற்ப௄ழறௌ.
 சரியாக ஒ௠ ோர௵் உள்ளௌ என்௥ நீங்கள் ேகள்௳ ேகடக்லாம் , ோர௵் எங்ேக ோர௵் என்ன , எனேவ 
இங்ேக நாம் பட்டம் ஐந்ொன் பல்௩௥ப்௖க்ேகாைவ உள்ளௌ, எனேவ இந்த 
பல்௩௥ப்௖க்ேகாைவ௜ன் ேவரக்ைளக் கண்ட௣ய ெபாௌவான ௚ைற எௌ௵ம் இல்ைல , ஆனால் 
நாம் என்ன ெசய்ய ௚ூ௞ம்  ௔ன்வ௠ம் ேதாராயமான ோரை்வக் காண 
இைடநிைல மொப்௖ ேதற்றத்ைதப் பயன்ப௄த்த ௚யற்஼க்க௵ம், எங்களிடம் உள்ளௌ இன் x p 
என்பௌ ஐ ஐந்ௌ ஷட்டல் நான்ஶ க௯த்தல் ஒன்௥ எனேவ ஐ ைவத்தால் 0 க்ஶ சமம் x x x p 
என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்க.
 ைமனஸ் 1 க்ஶ சமம் இௌ எொரம்ைறயானௌ , நான் க்ஶ சமமாக 1 ஐ ைவத்தால், இௌ 4 க்ஶ px 
சமமாக இ௠க்ஶம், இௌ ேநரம்ைறயாக இ௠க்ஶம், எனேவ இைடநிைல மொப்௖ ேதற்றத்ொன் 
௛லம்,  
0 மற்௥ம் 1 க்ஶ இைட௜ல் உள்ள ஼ல க்ஶ க்ஶ சமம் என்பைத அ௣ேவாம்.c p 0 
 இந்த பல்௩௥ப்௖க்ேகாைவ௜ன் ௛லத்ைத 0 ௚தல் 1 வைர௜லான இைடெவளி௜ல் மட௄்ேம 
ேதட ேவண்௄ம், எனேவ இந்த இைடெவளிக்ஶ ெவளிேய 0 இல்ைல, இப்ேபாௌ நீங்கள் என்ன 
ெசய்ய ௚ூ௞ம் , நாம் ந௄ப்௖ள்ளிையப் பாரத்்தால் ந௄ப்௖ள்ளி௜ல் 
உள்ள மொப்௖  பாொ எனேவ ஐ பாரத்்தால் பாொ இௌ  ஒன்௥க்ஶ ௚ப்பத்ொ இரண்௄ ஷட்டல் p 
நான்ஶ மடங்ஶ பாொ இரண்௄ க௯த்தல் ஒன்௥ இப்ேபாௌ இௌ ௙ண்௄ம் இௌ 1 ஷட்டல் 1 ஆல் 32 
இௌ இன்௑ம் 0 ஐ ௳ட அொகமாக உள்ளௌ, எனேவ இப்ேபாௌ 0 இன் எொரம்ைறயானௌ p p 
பாொ௜ல் ேநரம்ைறயாக உள்ளௌ எனேவ இ௠க்க ேவண்௄ம் எொரம்ைறயான பாொ p 0 p 
ேநரம்ைறயாக இ௠ப்பதால், இந்த ௗஜ்௷யம் ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ பாொக்ஶ இைடப்பட்ட 
இைடெவளி௜ல் இ௠க்க ேவண்௄ம், நீங்கள் இந்த ெசயல்௚ைறைய ௙ண்௄ம் ெசய்யலாம், 
நான்ழல் ஒ௠ நான்காவௌ இன் என்பௌ ஐந்ொல் இ௠ந்ௌ நான்ஶ ஷட்டல் ஒன்௥ க௯த்தல் p p 
ஒன்௥ ஆஶம்.
 இௌ ஐந்ொல் ஒ௠ நான்ஶ ஆஶம், அௌ ௙ண்௄ம் ேநரம்ைறயாக இ௠க்ஶம், எனேவ ௗஜ்௷யம் 
ௗஜ்௷யத்ொல் இ௠ந்ௌ நான்ழல் ஒ௠ இடத்ொல் இ௠க்க ேவண்௄ம், ௔ன்னர ்நீங்கள் ஒ௠ எட்டாவௌ 
இடத்ொல் என்ன நடக்ழறௌ என்பைதக் கண்ட௣யலாம் மற்௥ம் ஒ௠ எட்ூல் ஒ௠ எட்டாவௌ 
பத்ொல் இௌ ஐந்தாவௌ ஷட்டல் பாொைய எட௄்ம்.
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 க௯த்தல் ஒன்௥ மற்௥ம் இௌ ஒன்௥க்ஶ எட௄் ௚தல் ஐந்தாவௌ க௯த்தல் பாொ வைர சமமாக 
இ௠க்ஶம் , இௌ நிசச்யமாக எொரம்ைறயானௌ எனேவ  0 என்பௌ 1 8 ௚தல் 1 4 வைர௜லான 
இைடெவளி௜ல் இ௠க்க ேவண்௄ம், ௚ன்௖ 0 என்பௌ 0 ௚தல் 1 4 வைர இ௠க்ஶம்.
 இப்ேபாௌ நாம் ௌைண இைடெவளி 0 ௚தல் 1 8 மற்௥ம் 1 8 ௚தல் 1 4 வைர ௔ரிக்கப்பட௄்ள்ளௌ 
மற்௥ம் 0 என்பைத நாம் அ௣ேவாம்.
  1 8 ௚தல் 1 4 வைர நீங்கள் ௙ண்௄ம் இந்த இைடெவளி௜ன் ந௄ப்பஶொ௜ல் எ௄க்கலாம், இதன் 
௛லம் நீங்கள் ஒ௠ ஼றந்த மற்௥ம் ஼றந்த ேதாராயத்ைதப் ெப௥௴ரக்ள், எனேவ இந்த வ௯௜ல் 
ெதாட௠ம்ேபாௌ நாம் இங்ேக பயன்ப௄த்ொய இந்த ௚ைறைய 
஼௣ய மற்௥ம் ஼௣ய இைடெவளிகளில் ௗஜ்௷யத்ைதப் ெபறலாம்.
 
நாம் இைடெவளிைய பாொ மற்௥ம் பாொயாகப் ௔ரித்ௌ, எந்த இைடெவளி௜ல் ௗஜ்௷யம் உள்ளௌ
என்பைதப் பாரப்்பதால், ௔ள௵ப௄த்ௌம் ௚ைற என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ இௌ 
எஃப் ெசயல்பாடூ்ன் ௗஜ்௷யம் எங்ஶ உள்ளௌ என்பைதக் கண்ட௣ய ஒ௠ ௚ைறைய 
வழங்ஶழறௌ, 
ேம௩ம் ஼ல  ஼க்கல்கைளச ்ெசய்ேவாம்.
 ொறந்த இைடெவளி௜ல் 0 ௚தல் 2 வைர௜லான இைடெவளி௜ல் ஼ல க்ஶ இன் காஸ் க்ஶ x x x 
சமம் என்பைத நி௡௔க்க௵ம்.
 எனேவ இந்த சமன்பாடை்டத் ோரக்்க ெபாௌவான வ௯ இல்ைல என்பைத நிைன௳ல் 
ெகாள்ள௵ம் க்ஶ சமம் ஆனால் இதற்ஶ ஼ல ோர௵் உள்ளௌ என்பைத நி௡௔க்க cos x x 
௳௠ம்௖ழேறாம்.
 இந்த இைடெவளி௜ல் ௗஜ்௷யத்ொல் இ௠ந்ௌ ைபக்ஶ இரண்டாக, இௌேபான்ற ஼க்கல்கைளச ்
ெசய்ய நாங்கள் இைடநிைல மொப்௖ ேதற்றத்ைதப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம், எனேவ நீங்கள் f of 

க்ஶ சமமாக இ௠க்கட௄்ம் என்௥ எ௱ௌங்கள் , ௔ன்னர ்இந்த ெசயல்பாட்ூன் x cos x minus x 
ௗஜ்௷யம் இந்த இைடெவளி௜ல் உள்ளௌ என்பைத நி௡௔க்க ேவண்௄ம்.
 
நீங்கள் என்ன கண்௄௔ூக்க  இ௥ொப் ௖ள்ளி௜ல் இந்தச ்ெசயல்பாட்ூன் மொப்௖ எல்லா 
இடங்களி௩ம் ெதாடரச்஼்யாக இ௠க்ஶம், எனேவ 
0 இன் எஃப் என்ன என்பைதக் கண்டால், இௌ ஒன்௥க்ஶ சமமான ேகாைசன் ௗஜ்௷யம் க௯த்தல் 
ௗஜ்யம், எனேவ இௌ ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட அொகமாஶம், எஃப் அட் ைப இரண்டாக இ௠ந்தால் இௌ 
எனக்ஶ அளிக்ழறௌ  இௌ ஒன்௥ க௯த்தல் மன்னிக்க௵ம் cosine pi by two minus pi by two 
இௌ ௗஜ்௷யத்ொல் இரண்௄க்ஶ சமம் எனேவ இௌ எனக்ஶ எொரம்ைற அளைவக் minus pi 
ெகா௄க்ழறௌ எனேவ ௗஜ்௷யத்ொன் ஆனௌ இன் ேநரம்ைற என்பௌ எொரம்ைறயானௌ f pi f 
இதன் ெபா௠ள் இைடநிைல ௛லம்  மொப்௖ ேதற்றம் 0 ௚தல் ைப 2 வைர௜லான இைடெவளி௜ல்
஼ல உள்ளௌ, அதாவௌ இன் என்பௌ 0 க்ஶ சமம்.x x f 
 அதாவௌ என்பௌ க்ஶ சமம் வலௌ மற்௥ம் ௚ந்ைதயைதப் ேபாலேவ நீங்கள் ௔ரித்தல் cos x x 
௚ைறையப் பயன்ப௄த்தலாம்.
 ைப௜ல் உள்ள மொப்ைப நான்காகக் கண்ட௣ழ௤ரக்ள், காஸ் ைபைய நான்ழ௧௠ந்ௌ க௯த்தல் 
ைப நான்கால் ெப௥௴ரக்ள், அௌ எொரம்ைறயா அல்லௌ ேநரம்ைறயா என்பைத நீங்கள் பாரக்்க 
ேவண்௄ம்  , ோர௵் இ௠க்ஶம் இந்த நீளத்ொன் பாொ இைடெவளி௜ல் ோரம்ானிக்க, நீங்கள் அைதத் 
ெதாடரலாம்.
 ஼௣ய ஼௣ய இைடெவளிையக் கண்ட௣ய  ௪ஷன் ெபாய்கள் இன்௑ம் ஒ௠ ாவாரஸ்யமான 
஼க்கைலப் பாரப்்ேபாம், எனேவ என்பௌ 0 ௚தல் வைர௜லான ௛ூய இைடெவளி௜ல் f r 
வைரய௥க்கப்படட் ஒ௠ ெசயல்பா௄ என்௥ க௠ௌழேறாம் , இௌ ஒ௠ ெதாடரச்஼்யான 
ெசயல்பாடாக க௠தப்ப௄ழறௌ, ேம௩ம் 0 இன் என்பௌ இரண்௄ மொப்௔ன் க்ஶ சமம் .f f 
  இந்த ௛ூய இைடெவளி௜ல் ௗஜ்௷யம் இரண்ூல்  மற்௥ம் ஆழய இரண்௄ ௖ள்ளிகள் x y 
உள்ளன என்பைத நி௡௔க்ஶம் இ௥ொப் ௖ள்ளிகள் சமம்  இைடெவளி ௗஜ்௷யத்ொல் இ௠ந்ௌ 
இரண்௄ வைர எந்த ஒ௠ ெதாடரச்஼்யான ெசயல்பா௄ம் வழங்கப்ப௄ழன்றன, ேம௩ம் நமக்ஶத் 
ெதரிந்த ஒேர ௳ஷயம் என்னெவன்றால், ௗஜ்௷யத்ொன் மற்௥ம் இரண்ூன் இரண்௄ம் ஒேர f f 
மொப்௖தான் , ௔றஶ இௌ ேபான்ற எந்தச ்ெசயல்பாடாக௵ம் இ௠க்கலாம் என்பைதக் காட்ட 
ேவண்௄ம்.
 

இன் மற்௥ம் இன் மொப்௖ ஒேர மாொரியாக இ௠க்ஶம் இரண்௄ ௖ள்ளிகள் உள்ளன , y x f 
ேம௩ம் இந்த மற்௥ம் ஆழயைவ ஒன்றால் ேவ௥ப௄ழன்றன, இைதத் ோரக்்க நாம் என்ன x y 
ெசய்ழேறாம் என்றால், மற்௥ம் ஐக் கண்௄௔ூக்க சமமாக இ௠ப்பைதக் காட்ட x y y 
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ேவண்௄ம்.
க்ஶ ப்ளஸ் ஒன் மற்௥ம் இன் என்பௌ இன் க்ஶ சமம், அௌ நமக்ஶத் ேதைவ   x x f y f 

ௗஜ்௷யத்ொல் இன் இ௠ப்௖, அதாவௌ இன் என்பௌ ௔ளஸ் 1 இன் க்ஶ சமம், ஏெனனில் x x f x f y
என்பௌ ஷட்டல் 1 மற்௥ம் இௌ 0 ௚தல் 2 வைர உள்ள இைடெவளி௜ல் இ௠க்க ேவண்௄ம் x 
எனேவ என்பௌ 0 ௚தல் இைடெவளி௜ல் இ௠க்க ேவண்௄ம்.x 
  1.
 எனேவ , ெசயல்பாடூ்ன் மொப்௖ ஷட்டல் 1 க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் ஒ௠ ௖ள்ளிைய 0 1 இல் x 
ேத௄ழேறாம்.
 எனேவ நாம் ெசய்வௌ என்னெவன்றால் , இன் ஐ ஷட்டல் 1 ைமனஸ் க்ஶ சமமாக x g x f 
இ௠க்க அ௑மொக்ழேறாம்.

மற்௥ம் இந்த ெசயல்பா௄ க்ஶ வைரய௥க்கப்படட் ௗஜ்௷யத்ொன் ௛ூய இைடெவளி௜ல்   x x 
உள்ளௌ, எனேவ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶம் ஒன்௥ ப்ளஸ் ஒன்௥ ஒன்௥க்ஶம் இரண்ூற்ஶம் இைட௜ல் x x 
இ௠ந்தால் இன் x 

என்பௌ இைடெவளி 0 1 இல் வைரய௥க்கப்ப௄ழறௌ, இௌ ெதாடரந்்ௌ இ௠ந்தால் g g 
இைடெவளி 0 1 இல் ெதாடரச்஼்௞ம் இ௥ொப் ௖ள்ளி௜ல் உள்ள மொப்௖ என்ன என்பைத நாம் 
காட்ட ேவண்ூயௌ என்னெவன்றால் , ஒ௠ கட்டத்ொல் ஆக உள்ளௌ, எனேவ g 0 
0 இன் இ௥ொப் ௖ள்ளி௜ல் உள்ள மொப்ைபக் கண்௄௔ூப்ேபாம் இன் 1 க௯த்தல் ஐக் g 0 f 
ெகா௄க்ஶம்.
 மற்௥ம் 1 இன் என்பௌ ஒன்௣ன் இரண்௄ க௯த்தல் இன் எஃப் க்ஶ g f 
சமம் ெகா௄க்கப்படூ்௠ப்பௌ என்னெவன்றால், ௗஜ்௷யத்ொன் என்பௌ இரண்ூன் க்ஶ சமம்,f f 
எனேவ இரண்ூன் இந்த என்பௌ ஒன்௣ன் ௗஜ்௷யத்ொன் ைமனஸ் எஃப் எனேவ ௗஜ்௷யம் f g  
என்பௌ இன் ஒ௠ ைமனஸ் எஃப் இன் ௸ேரா ௷ ஒன்௣ன் ௗஜ்௷யம் ைமனஸ் எஃப், எனேவ gf 
ஒன்௣ன் ௷ என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொன் ைமனஸ் ௷ த௳ர ேவ௣ல்ைல, 
எனேவ இைடநிைல மொப்௖ ேதற்றத்ொன்பூ 
௛ூய இைடெவளி௜ல் 0 1 இல் ஼ல உள்ளௌ இன் என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் x x g 
வலௌ௖றம் இைவ எொெரொர ்அைடயாளங்களாக உள்ளன, எனேவ இன் ௗஜ்௷யம் என்௥ x g 
஼ல உள்ளௌ, அௌ இன் என்பௌ இன் ஒ௠ க௯த்தல் என்பௌ இன் என்பௌ x x f x f x f 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம் என்௥ ஷ௥ழறௌ.
  ௔ளஸ் ஒன் இன் எஃப் க்ஶ சமம் எனேவ நாங்கள் ௚ூத்ௌ௳ட்ேடாம் எனேவ இந்த ஼க்கல் x 
௙ண்௄ம் இைடநிைல மொப்௖ ேதற்றத்ொன் பயன்பாடாஶம், ஆனால் இன் இந்த ௖ொய x 
ெசயல்பா௄ ஐ வைரய௥க்க ேவண்௄ம், ௔ன்னர ்இைடநிைல மொப்௖ ேதற்றத்ைதப் g 
பயன்ப௄த்த ேவண்௄ம், எனேவ அ௄த்த வஶப்௔ல் இங்ேக நி௥த்ௌேவாம்.
  வ௯த்ேதான்றல்கள் பற்௣ ேம௩ம் ஼ல தைலப்௖கைள கற்௥ ெகாள்ழேறன் நன்௣ 
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