
  डेįरʬेिटʬ्जवरील पुढील ʩाƥानात आपले ˢागत आहे, ʉणून शेवटǉा ʩाƥानात आʉी दोन महȇाची Ůमेये िशकलो जी रोʤ 
Ůमेय आिण मीन ʬॅʞू Ůमेय आहेत आिण नंतर आʉी हे िसȠ कŝन मीन ʬॅʞू Ůमेयचा एक उपयोग पािहला आिण हे िसȠ केले की 
एखादे कायŊ िभɄ आहे का ओपन इंटरʬल मȯे ओपन इंटरʬल शूɊ आहे मग फंƕन हे İ̾थर असायला हवे आज आपण आणखी n 
काही ऍİɘकेशɌ पाš जसे की इंटरʬलमधील डेįरʬेिटʬ काटेकोरपणे सकाराȏक िकंवा कठोरपणे नकाराȏक असʞास काय होते 
ʉणून मी हे Ůमेय समजा Ůमेय ʉणून िलिहतो ते ते हे एक वेगळे करǻायोƶ फंƕन आहे ʉणून जर ʩुȋɄ Ůाइम हेf ab r f x 
ओपन इंटरʬल मधील सवŊ साठी शूɊापेƗा मोठे असेल तर हे ab x fx 
ओपन इंटरʬल वर काटेकोरपणे वाढत असेल आिण सवŊ साठी ऋण असेल तर ओपन इंटरʬल नंतर ab f prime x x fx 
संपूणŊ इंटरʬलमȯे काटेकोरपणे कमी होत आहे मȯे आʉी संभाषण पािहले आहे की जर आमǉाकडे एखादे िभɄ कायŊ असेल ab 
आिण ते वाढत असेल तर काटेकोरपणे वाढत असेल तर ʩुȋɄ सकाराȏक आहे आिण जर ते काटेकोरपणे कमी होत असेल तर ʩुȋɄ 
नकाराȏक आहे येथे आपण ʉणत आहोत की संभाषण देखील सȑ आहे ʉणून पुरावा पुɎा सरासरी मूʞ Ůमेय वापरत आहे ʉणून 
समजा आपण कोणतेही एक आिण दोन घेतले तर आपण  चा दोन ǉा पेƗा काटेकोरपणे कमी आहे हे x x x one f x f 
दाखवावे लागेल ʉणून हा f 
बंद मȯांतर एक दोन वर सतत असतो आिण खुʞा मȯांतर एक दोन वर फरक करता येतो x x x x 
ʉणून सरासरी मूʞ Ůमेयानुसार काही अİˑȕात आहे खुʞा मȯांतरात एक दोन जसे की आपʞाकडे चा दोन वजा c x x f x f

एक बाय दोन वजा एक हे वर Ůाइम इतके आहे परंतु आʉी असे गृहीत धरले आहे की संपूणŊ मȯांतरावर ʩुȋɄ x x x c f 
कठोरपणे सकाराȏक आहे तर हे आपʞाला ठाऊक आहे की हे काटेकोरपणे सकाराȏक आहे आिण याचा अथŊ असा होतो की x 2 
वजा सकाराȏक आहे हे असे आहे कारण येथे दोन वजा एक सकाराȏक आहे ʉणून दोनचा एक ǉा fxx 1 x x x f x f 
पेƗा मोठा आहे जेʬा दोन एक पेƗा मोठे असतात दुसरा भाग समान आहे  ʉणून आता आपण काही असमानता िसȠ x x ar 
करǻासाठी याचा वापर करǻाचा Ůयȉ कŝया
 ȑामुळे सम˟ा हे िसȠ करा की चा साइन नेहमी ǉा बरोबरीने कमी असतो सवŊ साठी शूɊाǉा बरोबरीने मोठे असते ʉणून x x x 
आपण हे िसȠ कŝ इİǅतो की कोणȑाही सकाराȏक चे िचɎ नेहमी पेƗा कमी असते ǉा बरोबरीने आपण चे x x x 

हे फंƕन वजा मानू शकतो आिण नंतर चे िचɎ ǉा बरोबरीने कमी आहे हे िसȠ करणे ʉणजे चा ǉा f x sin x x x x f 
बरोबरीने मोठा आहे हे िसȠ करणे आवʴक आहे.
  शूɊ ʉणजे चा अिवभाǛ काय आहे ते पाš तर मग डेįरʬेिटʬ अिवभाǛ ʉणजे साइन चे एक वजा ʩुȋɄ कोसाइनx f f x x 

आहे आिण आपʞाला मािहत आहे की चा नेहमी 1 ǉा बरोबरीने कमी असतो ʉणून हे ȑाǉा बरोबरीने मोठे असते  0.x x cos 
ची नेहमी एका पेƗा कमी असते ʉणून आपʞाकडे जे आहे ते ʉणजे ʩुȋɄ शूɊापेƗा मोठे आहे ʉणून चे हे  x cos x f 

वाढणारे कायŊ आहे ʉणून लƗात ƽा की मागील Ůमेयामȯे आपण गृहीत धरले की ʩुȋɄ Ůाइम  हे 0 ǉा बरोबरीने मोठे असेल f x 
तर काटेकोरपणे वाढवǻाऐवजी  आपʞाला कळेल की चे हे वाढते फंƕन आहे ʉणजे कमी होत नसलेले f unction x ff 
फंƕन आहे कारण आपʞाकडे हे Ůाइम ǉा बरोबरीने मोठे आहे तर आपʞाकडे चे ǉा पेƗा मोठे आहेf c 0 x 2 f x 1 f 
.
 ʉणून आपण कŝ.

चे हे वाढणारे कायŊ आहे याचा वापर करा जर तुʉी बरोबर 0 ǉा 0 ला 0 वजा पाप 0 बरोबर ठेवले तर 0 ǉा  x f x f f 
बरोबरीǉा साठी पेƗा मोठे समान पेƗा मोठे असणे आवʴक आहे 0 ǉा ला हे फंƕन वाढवत आहे पण हे 0 ǉा x x f f f 
बरोबरीचे आहे वजा सायन ǉा बरोबरीने मोठे आहे ʉणजे साइन सवŊ साठी ǉा बरोबरीचे सवŊ साठी कमी x x 0 x x x x x 
आहे अथाŊतच हे नकाराȏक नाही शूɊापेƗा कमी साठी सȑ नाही ȑाचŮमाणे ǉा ˙िशŊकेचा समावेश असलेली आणखी एक x x 
असमानता िसȠ कŝ या ʉणजे सवŊ साठी पेƗा कमी अंतरावर शूɊ ते दोन बाय दोन ʉणून पुɎा आपण तेच x x tan x pi 
करतो जे आपण चा ठेवतो  हे टॅन वजा ǉा बरोबरीचे आहे आिण आपʞाला हे दाखवावे लागेल की खुʞा अंतरामȯे f x x x x 
ǉा 0 ते बाय 2 काटेकोरपणे आहे  धनाȏक ʉणून आपण ʩुȋɄाची गणना करतो मग Ůाइम हे टॅन ǉा ʩुȋɄाǉा pi f f x x 
बरोबरीचे आहे याने मला सेकंट ˍेअर ʩुȋɄ चे ʩुȋɄ आहे आिण सेकंट ˍेअर वजा 1 हा टॅन ˍेअर आहे आिणx x x 1 x x 
आपʞाला मािहत आहे की टॅन हे ȑापेƗा जाˑ आहे ओपन इंटरʬल मȯे सवŊ साठी शूɊ शूɊ ते बाय दोन कारण टॅन x x pi x 
चा टॅन आहे फƅ ǉा पूणाōक गुणाकारात 0 आहेpi 
 ȑामुळे खुʞा मȯांतरात 0 ते ǉा टॅनमȯे नेहमी सकाराȏक असतोpi 2 x 
 ȑामुळे Ůाइम मोठा असतो  शूɊ पेƗा खुʞा अंतरावर शूɊ ते दोन ने काटेकोरपणे वाढत आहे याचा अथŊ असा होतो f x fx pi 
की चा ǉा पेƗा जाˑ असणे आवʴक आहे आिण 0 चा काय आहे ते वजा 0 आहे जे सवŊ साठी 0 आहे x f 0 f f tan 0 x 
आिण 0 ते pi.
  2.
 ʉणजे टॅन सवŊ साठी पेƗा मोठा आहे आिण शूɊ ते पाई दोन पयōत आपण आणखी एक कŝया सम˟ा 3 हे िसȠ करा की x x x 

वजा चे हे सवाōसाठी वजा ǉा बरोबरीचे आहे.sine x sine y mod mod x y 
 वाˑिवक संƥा ʉणून ही असमानता िसȠ करǻासाठी आपण लƗात ƽा की जर आपण ǉा साइन बरोबर घेतला तर  xy x fx 
सवŊũ सतत आिण िभɄता आहे ʉणून आपण सरासरी मूʞ Ůमेयाने सरासरी मूʞ Ůमेय लागू कŝ शकतो जे 
कोणतेही पेƗा कमी िदलेले आहे तेथे उघड मȯांतर ते मȯे काही अİˑȇात आहेत जसे की ǉा Ůाइम चे x y x y c c f f y 
उणे ǉा समान आहे चा हा वजा ने भागलेला वजा ने भागलेला वजा हा ʩुȋɄ अिवभाǛf x f y x sine y sin x y x f 

वर आहे पण चा ǉा बरोबर आहे ʉणून चा अिवभाǛ आहेc c x f sin x f c cos c 
 ȑामुळे याचा अथŊ असा होतो की जर  मी उणे चे घेतो भािगले उणे हे काही साठी sine x sin y modulus mod x y c 

Pru
tor
@
IIT
K



ǉा बरोबरीचे आहे आिण आʉाला मािहत आहे की mod cos c 
पįरपूणŊ मूʞातील कोसाइन थीटा नेहमी एकापेƗा कमी असते आिण याचा अथŊ असा होतो की उणे हे mod mod sin x sine y 

आहे जर ǉा बरोबरीचे नसेल तर हे उणे ǉा पेƗा कमी आहे आिण अथाŊतच जर ǉा समान असेल तर डाʩा x y x y mod x y 
हाताची आिण उजवीकडे दोɎी बाजू शूɊ आहेत ʉणून हे सवŊ साठी खरे आहे.xy 
 रोʤ Ůमेय िकंवा मीन ʬॅʞू Ůमेयचा वापर आणखी काही पाहǻापूवŎ मला एक वेळ कŝ Ȩा  कंटेनर फंƕɌ बȞल महȕाचे Ůमेय e 
ʉणून याला इंटरमीिडएट ʬॅʞू Ůमेय ʉणून ओळखले जाते ʉणून Ţमवारीत आपण िलšivt 
 ȑामुळे येथे गृिहतक समजा काही बंद अंतराल पासून पयōत एक सतत फंƕन आहे आिण ǉा ǉा आिण ǉा f ab r y f a f 
दरʄान असू Ȩा  ʉणून आपʞाकडे जे आहे ते फंƕन सतत फंƕन आहे आिण आपʞाकडे हे चे माझे आहे चा आहेb a f b f 
आिण समजा काही आहे जे ǉा आिण ǉा मȯे आहे तर िनʺषŊ असा आहे की तेथे काही अİˑȕात आहेत येथे y f a b x 
मȯांतरात मȯे चे ǉा बरोबरीचे असेल तर मȯे िकमान एक असेल जसे चे बरोबर असेलab x f y ab x x f y 
 ȑामुळे येथे आपण असे गृहीत धŝ शकतो की चा हा ǉा पेƗा कमी आहे िकंवा चा हा ǉा पेƗा मोठा आहे a f b f a f b f 
ʉणून एकतर आपʞाकडे हे आहे िकंवा चा ǉा पेƗा मोठा असू शकतो आिण मग मी येथे कोणतेही घेतले तर पुɎा a f b f y 
आपʞाकडे काही आहेत जसे की चे ǉा बरोबरीचे आहे.x x f y 
 
Ůमेय अंतǒाŊनाने ˙ʼ आहे जर आपण पािहले की आपʞाकडे कोणतेही िनरंतर कायŊ आहे तर ते  घेणे आवʴक आहे याला इंटरमीिडएट
ʬॅʞू Ůमेय ʉणतात कारण ते ǉा आिण ǉा मधील सवŊ मȯवतŎ मूʞे घेते जर आपʞाकडे सतत कायŊ असेल परंतु आʉीf a b f 
औपचाįरक पुरावा वगळू आपण लƗात ठेवा की सातȑ आवʴक आहे हे लƗात ठेवा की सातȑ आवʴक आहे  इंटरमीिडएट ʬॅʞू 
Ůमेय कारण अɊथा जर आपण एका खंिडत फंƕनला परवानगी िदली तर आता माǟाकडे असे फंƕन असू शकते हे माझे हे a b 
आता आहे जर तुʉाला िदसले की माǟाकडे चे येथे आहे आिण मी एखादे घेतले तर येथे कोणतेही नाही Ǜासाठी चा b a f y x x 

ǉा बरोबरीचा आहे कारण एकतर या मȯांतरामȯे चा कमी आहे िकंवा चा येथे आहे या मȯवतŎ मूʞ Ůमेयाचा एक f y x f x f 
पįरणाम ʉणजे समजा हे वर सतत कायŊ आहे.f a 
  बंद अंतराल आिण असे गृहीत धरा की चे आिण चे िवŜȠ िचɎे आहेत ʉणजे गुणा चा गुणाकार ǉा ab a f b f f f b f 
ऋण असेल तर खुʞा मȯांतर मȯे िकमान एक असेल जसे की ǉा ǉा बरोबरीचे असेल  शूɊ ते असे आहे की जर ab x x f s 
मी ʉंटले असेल की चा ऋण आहे आिण चा सकाराȏक आहे तर ते असे ʉणते की जर माǟाकडे सतत फंƕन असेल तरa f b f 
ȑाने हा अƗ कमीतकमी एकदा ओलांडला पािहजे ʉणून येथे हा िबंदू आहे जेथे चा  हे 0 आहे आिण हे इंटरमीिडएट ʬॅʞू x x f x 
Ůमेयावŝन ˙ʼपणे येते कारण ǉा आिण ǉा मȯे शूɊ असतेa f b f 
 ȑामुळे मȯवतŎ मूʞाǉा Ůमेयानुसार ǉा आिण ǉा मȯे शूɊ असते तेʬा मȯे असते जसे की ǉा a f b f ab x x f  
शूɊाǉा बरोबरीचे आहे अथाŊतच हे िकंवा असू शकत नाही कारण चा आिण चा शूɊ आहेx a b a f b f 
 ȑामुळे िकमान एक आहे आिण तुमǉाकडे एकापेƗा जाˑ असू शकतातx x 
 ȑामुळे हे फंƕन असे असू शकते ʉणून हे मȯवतŎ  मूʞ Ůमेय पुɎा खूप महȕाचे आहे 
ʉणून मȯवतŎ मूʞ Ůमेयाचे काही अनुŮयोग आहेत ʉणून Ůथम मी हे पुɎा Ůमेय ʉणून िलš देतो ʉणून हे Ůमेय असे ʉणते की 
िवषम पदवीǉा Ůȑेक बŠपदीमȯे कमीत कमी एक शूɊ टीप असणे आवʴक आहे जी ǉा असʞास शूɊ अिधक एक x p x 
अिधक समान आहे  जेथे िवषम आहे आिण शूɊाǉा समान नाही तेथे िकमान एक वाˑिवक संƥा अİˑȕात आहेanx n n an c 
जसे की चा शूɊ बरोबर आहे शेरा हा पįरणाम सम पदवी बŠपदांसाठी सȑ नाही उदाहरणाथŊ मी समान घेतले तर चौरस c p px x 
अिधक 1 यात कोणतेही वाˑिवक शूɊ नाही हे आपʞाला मािहत आहे की चौरस अिधक एक हा सवŊ वाˑिवक साठी नेहमी x x 
एकापेƗा मोठा असतो ʉणून यात मȯे शूɊ असू शकत नाही परंतु िवषम पदवी बŠपदासाठी आʉी दावा करतो की िकमान एक r 
शूɊ आहे ʉणून  Ůमेयाचा पुरावा 
ʉणून आपʞाकडे हे शूɊ आिण एक पयōत पयōत आहे कारण हा िवषम पूणाōक आहे जर आपण ची मयाŊदा px x n anx n x n 
या सवŖǄ पदाकडे पािहʞास हे धनाकडे जाते  अनंत हे धनाȏक अनंताǉा बरोबरीचे आहे आिण जेʬा ऋण अनंताǉा जवळ x x 
जाईल तेʬा मयाŊदा आपʞाला नकाराȏक अनंत देईल हे कारण िवषम आहे जर सम असेल तर या दोɎी सकाराȏक अनंत n n 
असतील ʉणून आपण या बŠपदी पािहʞास चा x p 
काही Ůमाणात नकाराȏक असणे आवʴक आहे आिण इतर काही वर सकाराȏक हे या िचɎावर अवलंबून असेल जर x x a 
सकाराȏक असेल तर चा सकाराȏक अनंताकडे जाईल कारण अनंताकडे जाईल आिण नकाराȏक अनंताकडे जाईल x p x x 
ʉणून नकाराȏक अनंताकडे जाईल ʉणजे आपण घेतʞास  पुरेसा मोठा असेल तर चा धनाȏक असणे आवʴक आहे x x x p 
आिण जर मोठी ऋण संƥा असेल तर चा ऋण असणे आवʴक आहे आिण जर एक ऋण असेल तर तुमǉाकडे दुसरा मागŊ x x p 
आहे ʉणून नंतर मȯवतŎ मूʞ Ůमेय Ȫारे ते मȯवतŎ मूʞ Ůमेय Ȫारे  कधीतरी िबंदूवर शूɊ असणे आवʴकcorollary p x x 
आहे 
ȑामुळे हा एक अितशय महȇाचा पįरणाम आहे की िवषम पदवीǉा कोणȑाही बŠपदीमȯे िकमान एक वाˑिवक 0 असणे आवʴक 
आहे याचा अथŊ असा की याने कधीतरी अƗ ओलांडलाच पािहजे ʉणून आता आपण एक सम˟ा पाš या ते 5 अिधक 4 उणे 1 x x x 
बरोबर 0 मȯे बरोबर एकच उपाय आहे ʉणून Ůथम जर आपण पािहले की चा हा बŠपदी ते पाच अिधक चार उणे एक x p x x 
आहे कारण ची ही िवषम अंश आहे ǉा बरोबरीचे बŠपदी शूɊात िकमान एक उपाय आहे हे आपʞाला मािहत आहे x p x p  
कारण हे िवषम अंश आहे ȑात िकमान एक उपाय आहे जे आपण दाखवू इİǅतो ते ʉणजे नſी एक उपाय आहे याचा अथŊ असा की 
आपʞाकडे यावर दुसरे उपाय असू शकत नाहीत ʉणून समजा दोन उपाय आहेत एक दोन पेƗा कमी असेल तर आपʞाकडे x x 

एक ʉणजे शूɊाǉा बरोबरीचे आहे आिण दोनचे देखील शूɊ आहे ʉणून रोʤ Ůमेयानुसार लƗात ƽा की आपʞाकडे px x p 
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बŠपदी असʞामुळे हे सवŊũ सतत आिण िभɄ आहे आिण शेवटी हे  मूʞे समान आहेत ʉणून रोʤ Ůमेयानुसार x 1 x 2 
एक आिण दोन मȯे काही अİˑȕात आहेत जसे की चा अिवभाǛ शूɊ आहे परंतु आपण Ůाइम पािहʞास येथे x x c c p p x 

डेįरʬेिटʬ पाच ते चार अिधक चार आहे आिण आपʞाला मािहत आहे की ते चार नेहमी नकाराȏक नसतात हे नेहमी चार पेƗा x x 
मोठे असते ʉणून आपʞाला िवरोधाभास िमळतो ʉणून िवरोधाभास आहे कारण आपण असे गृहीत धरतो की एक दोन दोन x x 
समाधाने आहेत ʉणून बरोबर 0 नſी एक उपाय आहे तुʉी Ůʲ िवचाŝ शकता की उपाय कोठे आहे उपाय काय आहे ʉणून px 
लƗात ƽा की येथे आपʞाकडे पदवी पाचची बŠपदी आहे
 ȑामुळे या बŠपदीची मुळे शोधǻाची कोणतीही सामाɊ पȠत नाही परंतु आपण काय कŝ शकतो ते ʉणजे आपण कŝ शकतो  
आपण 
मȯवतŎ मूʞ Ůमेय वापŝन 
अंदाजे उपाय शोधू शकतो खालीलŮमाणे आपʞाजवळ काय आहे ते ʉणजे चा समान पाच अिधक चार वजा एक आहे x p x x 
ʉणून लƗात ƽा की जर मी बरोबर 0 बरोबर ठेवले तर  उणे 1 ǉा बरोबरीचे हे ऋण आहे जर मी ǉा बरोबर 1 लावले तर x p px 
मला हे 4 ǉा बरोबरीचे आहे जे सकाराȏक आहे ʉणून मȯवतŎ मूʞाǉा Ůमेयाने आपʞाला कळते की चा आिण 1 मधील c p 0 
काही साठी 0 ǉा बरोबर आहे.c 
  तुʉाला या बŠपदीचे मूळ फƅ 0 ते 1 मȯे शोधावे लागेल दुसरे कोणतेही मूळ नाही
 ȑामुळे या मȯांतराǉा बाहेर 0 नाही आता तुʉी काय कŝ शकता ते ʉणजे जर आपण मȯिबंदूकडे पािहले तर मȯिबंदूवरील मूʞ 
जे आहे  अधाŊ ʉणजे जर तुʉाला िदसत असेल तर अधाŊ आहे  एक बȅीस अिधक चार वेळा अधाŊ ʉणजे दोन वजा एक आता हे पुɎा p 
आहे 1 अिधक 1 बाय 32 हे अजूनही 0 पेƗा मोठे आहे
 ȑामुळे आता तुʉाला मािहत आहे की चे ऋण अधाŊ पॉिझिटʬ आहे ʉणून तेथे असणे आवʴक आहे ऋण अधाŊ p 0 p p 0 p 
पॉिझिटʬ असʞामुळे हा शूɊ मȯांतर शूɊ ते अȯाŊमȯे असणे आवʴक आहे.
 तुʉी ही ŮिŢया पुɎा पुɎा कŝ शकता चा एक चौथा चा एक चौȚा भागाचा ʉणजे चार ते पाच अिधक एक वजा एक असेल p p p 
ʉणून हे एक बाय चार ते पाच आहे ते पुɎा सकाराȏक आहे ʉणून शूɊ हे शूɊ ते एक चौȚामȯे असले पािहजे तर तुʉाला एक 
आठʩाला कळेल काय होते आिण जर एका आठǉा एका आठʩा वर हे एक बाय आठ ते पाचʩा अिधक अधाŊ देते वजा एक आिण p 
हे एक बाय आठ ते पाचʩा वजा अȯाŊ बरोबर आहे जे अथाŊतच ऋण आहे ʉणून 
0 मȯांतर 1 8 ते 1 4 मȯे असणे आवʴक आहे 
पूवŎ आपʞाकडे 0 हे 0 ते 1 4 दरʄान आहे.
 आता आपण आहोत उप अंतराल 0 ते 1 8 आिण 1 8 ते 1 4 मȯे िवभागले आिण आʉाला मािहत आहे की 0  1 8 ते 1 4 मȯे पुɎा 
खोटे बोलणे आवʴक आहे तुʉी या मȯांतराǉा मȯिबंदूवर घेऊ शकता आिण अशा Ůकारे तुʉाला अिधक चांगले आिण चांगले अंदाजे
िमळतील, ʉणून अशा Ůकारे पुढे गेʞास आʉी येथे वापरलेली ही पȠत आʉी 
लहान आिण लहान अंतराने शूɊ िमळवू शकतो.
 याला िȪभाजन पȠत ʉणतात कारण आपण मȯांतराला अधाŊ आिण अȯाŊमȯे िवभािजत करतो आिण नंतर कोणȑा मȯांतरात शूɊ 
आहे ते आपण पाहतो,
 ȑामुळे 

फंƕनचे शूɊ कोठे आहे हे शोधǻासाठी ही एक पȠत देते आपण काही आणखी सम˟ा कŝ या 0 ते पाई बाय 2 ǉा खुʞा f 
मȯांतरात काही साठी ची समान आहे हे िसȠ करा.x x cos 
 ʉणून लƗात ƽा की हे समीकरण सोडवǻाचा कोणताही सामाɊ मागŊ बरोबर नाही पण तरीही आʉाला हे िसȠ करायचे cos x x 
आहे की याला काही उपाय आहे  या इंटरʬलमȯे शूɊ ते बाय दोन अशा सम˟ांसाठी आʉी इंटरमीिडएट ʬॅʞू Ůमेय वापरतो pi 
ʉणून तुʉी िलहा चा बरोबर वजा असेल आिण नंतर आʉाला हे िसȠ करायचे आहे की या फंƕनचे शूɊ या f x cos x x 
मȯांतरात आहे  आपण काय आहे ते शोधा या फंƕनची ʬॅʞू शेवटǉा िबंदूवर आहे
 ȑामुळे सवŊũ सतत चालू आहे, जर मला 0 चे ʉणजे कोसाइन शूɊ शूɊ वजा शूɊ आहे जे एक बरोबर आहे, तर हे शूɊापेƗा fx f 
मोठे आहे वर बाय दोन हे मला देते  कोसाइन पाई बाय दोन वजा बाय दोन जे एक वजा बरोबर आहे माफ करा हे शूɊ वजा f pi pi 

बाय दोनǉा बरोबरीचे आहेpi 
 ȑामुळे हे मला ऋणाȏक पįरमाण देते
 ȑामुळे शूɊाचा पॉिझिटʬ पाईचा दोन गुणाकार आहे याचा अथŊ मȯवतŎ Ȫारे  ʬॅʞू Ůमेय 0 ते बाय 2 ǉा मȯांतरात काही f f pi 

अİˑȕात आहे जसे की चे ǉा बरोबरीचे आहे.x x f 0 
 ʉणजे बरोबर उजवीकडे आहे आिण पुɎा जसे आपण मागील Ůमेयासाठी केले होते तसे तुʉी िȪभाजन पȠत वापŝ cos x x x 
शकता आिण नंतर  तुʉाला पाई बाय चारचे मूʞ सापडेल तुʉाला बाय चार वजा बाय चार िमळेल तुʉाला या लांबीǉा cos pi pi 
अȯाŊ अंतराने हे ठरवायचे आहे की ते ऋण िकंवा सकाराȏक आहे हे ठरवावे लागेल 
आिण तुʉी असेच करत राš शकता लहान लहान मȯांतर शोधǻासाठी जेथे असे आहे  चला आणखी एक lution lies 
मनोरंजक सम˟ा पाš या ʉणून आपण असे गृहीत धŝ की हे बंद अंतराल 0 ते वर पįरभािषत केलेले फंƕन आहे आिण हे एक f r 
सतत फंƕन आहे असे गृहीत धरले जाते आिण हे देखील िदले जाते की 0 चे हे दोन मूʞाǉा ǉा बरोबरीचे आहे .f f 
  शेवटचे िबंदू समान आहेत जे आपʞाला दाखवायचे आहेत जे िसȠ करतात की या बंद अंतराल शूɊ दोन मȯे आिण असे दोन x y 
िबंदू अİˑȕात आहेत जसे की उणे एक समान आहे आिण ǉा ǉा बरोबर आहे ʉणून आपʞाला जे िदले आहे ते y x fx y f 
आʉी आहे इंटरʬल शूɊ ते दोन पयōत कोणतेही सतत फंƕन िदले जाते आिण आपʞाला फƅ एक गोʼ मािहत आहे की शूɊाचे f 
आिण दोनचे समान आहेत आिण मूʞ समान आहे आिण नंतर आपʞाला हे दाखवायचे आहे की हे यासारखे कोणतेही फंƕन असू f 
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शकते हे दाखवायचे आहे.
 असे दोन िबंदू आहेत िजथे चे आिण चे चे मूʞ सारखे आहे आिण हे देखील आहे की हे आिण एकाने िभɄ आहेत x f y f x y 
ʉणून हे सोडवǻासाठी आपण काय करतो असे ʉणायचे आहे की आिण शोधǻासाठी समान आहे हे दाखवावे लागेल  ते x y y x 
अिधक एक आिण चा हे ǉा ǉा बरोबरीचे आहे ʉणजे आपʞाला करणे आवʴक आहे अंतराल शूɊात चे x f y f th e x 
अİˑȕ जसे की चा अिधक 1 ǉा ǉा बरोबरीचा आहे कारण अिधक 1 आहे आिण आʉाला हे मȯांतर 0 ते 2 मȯेx f x f y x 
असावे असे वाटते ʉणून ने मȯांतर 0 ते 2 मȯे असणे आवʴक आहे  1.x 
 ʉणून आपण 0 1 मȯे एक िबंदू शोधतो िजथे फंƕनचे मूʞ अिधक 1 ǉा ǉा बरोबरीचे आहे.x f 

 ȑामुळे हे सूिचत करते की आपण काय कŝ ते ʉणजे ǉा ला ǉा ǉा बरोबर 1 वजा ǉा बरोबरीने कŝ.x g x f f 
चे आिण हे फंƕन साठी पįरभािषत केले आहे जे बंद अंतराल शूɊ एक ǉा अंतगŊत आहे ʉणून जर शूɊ आिण एक   x x x x 

अिधक एक एक आिण दोन दरʄान असेल तर चे मȯांतर 0 1 मȯे पįरभािषत केले जाईल आिण हे िनरंतर असेल तर आहे x g g 
इंटरʬल 0 1 वर सतत सुȠा शेवटी िबंदूचे ʬॅʞू काय आहे हे दाखवायचे आहे ते ʉणजे कधीतरी आहेg 0 
 ȑामुळे 0 ǉा शेवटǉा िबंदूवर हे ʬॅʞू मला 0 चे 1 वजा िमळेल.g f 
 आिण 1 चा बरोबर ǉा दोन वजा एकाचा बरोबर िदलेला आहे ʉणजे शूɊाचा दोन ǉा बरोबर आहे तर हा दोनचा g f f f f f f
शूɊ वजा एकाचा आहेf f 
 ȑामुळे चा  शूɊ हा एकाचा आहे वजा चा शूɊ एकाचा शूɊ उणे एकाचा एकाचा ʉणजे शूɊाǉा ǉा g gf f g f f g g 
वजािशवाय दुसरे काहीच नाही 
ȑामुळे मȯवतŎ मूʞ Ůमेयाने 
बंद अंतरामȯे काही अİˑȕात आहेत 0 1 अशा चा शूɊाǉा बरोबर आहे ही उलट िचɎे आहेत ʉणून काही आहेत जसे x x g x 

चा शूɊ आहे आिण ते ʉणतात की चा आहे आिण चा एक वजा शूɊ आहे ʉणजे चा आहे  अिधक एक हे x g x f x f x f x 
ǉा ǉा बरोबरीचे आहे ʉणून आपण पूणŊ केले ʉणून ही सम˟ा पुɎा मȯवतŎ मूʞ Ůमेयाǉा अनुŮयोगाची होती परंतु आपʞाला f x
चे हे नवीन कायŊ पįरभािषत करायचे होते आिण नंतर मȯवतŎ मूʞ Ůमेय लागू करायचे होते ʉणून आपण पुढील वगाŊत येथे थांबू.g 
 डेįरʬेिटʬ्जवर आणखी काही िवषय िशकू.
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