
  െഡറിേവئീവുകെളുׯറിتു׺ അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ സٔാഗതം, അതിനാൽ കഴി؁ 
ْപഭാഷണ؋ിൽ േറാൾസ് സിؑാؓം, ശരാശരി മൂലّ സിؑാؓം എؗി׹െന ര؇് ْപധാന സിؑാؓ׹ൾ
ഞ׹ൾ പഠിു׺, തുടർ്ؗ ഒരു ഫംഗ്ഷൻ വّതّാസെؚ؂ാൽ അതിൽ വّതّാസമുെ؇്ؗ 
െതളിയിു׺െകാ؇് ശരാശരി മൂലّ സിؑാؓ؋ിന്െറ ഒരു ْപേയാഗം ഞ׹ൾ ക؇ു.  ഒരു തുറؗ ഇടേവള 

എؗത് ഓؚൺ ഇന്റർെവലിൽ പൂജّമാണ്, അേؚാൾ ഫംഗ് ഷൻ ഒരു رിരാ׸മായിരിׯണം , ഒരു n 
ഇടേവളയിെല െഡറിേവئീവ് കർശനമായി േപാസിئീവ് ആെണ׸ിൽ അെ׸بിൽ കർശനമായി െനഗئീവ് 
ആെണ׸ിൽ എ്ؓ സംഭവിുׯം എؗതുേപാലുت ചില ْപേയാഗ׹ൾ നമു്ׯ കാണാം, അതിനാൽ ഞാൻ 
ഇത് സിؑാؓമായി എഴുതാം. മുതൽ വെരയുت വّതിരിװമായ ഫംഗ് ഷൻ ആയതിനാൽ , ഓؚൺ f r 
ഇന്റർെവൽ െല എبാ ന്െറയും െഡറിേവئീവ് ൈْപം പൂജّേׯ؋ാൾ വലുതാെണ׸ിൽ, ab- x- f x 
തുറؗ ഇടേവള ൽ കർശനമായി വർؑിുؗുׯ, കൂടാെത എبാ നും ൈْപം െനഗئീവ് ab- fx x- f x 
ആെണ׸ിൽ ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ അേؚാൾ മുഴുവൻ ഇടേവളയിലും എഫ് എ٧്ع കർശനമായി കുറയുؗു , 
നമു്ׯ ഒരു ഡിഫറൻഷّബിൾ ഫംഗ് ഷൻ ഉെ؇׸ിൽ അത് വർؑിു׺െകാ؇ിരിുׯകയാെണ്ؗ ഞ׹ൾ 
ക؇ി؂ു؇്. കർശനമായി വർؑിുׯേآാൾ െഡറിേവئീവ് േപാസിئീവ് ആണ്, അത് കർശനമായി 
കുറയുകയാെണ׸ിൽ, െഡറിേവئീവ് െനഗئീവ് ആണ്, സംഭാഷണവും ശരിയാെണ്ؗ ഞ׹ൾ ഇവിെട 
പറയുؗു, അതിനാൽ െതളിവ് വീ؇ും ശരാശരി മൂലّ സിؑാؓം ഉപേയാഗിുؗുׯ, അതിനാൽ 
ഏെത׸ിലും ഒ്ؗ, ര؇് എؗിവ എടുുׯെമ്ؗ കരുതുക. ഒؗിന്െറ എؗത് ര؇ിന്െറ x x x f x 

േനׯാൾ കർശനമായി കുറവാെണ്ؗ കാണിേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ അട؁ ഇടേവളയിൽ ഒ്ؗf- f x 
ര؇ിൽ തുടർ׺യാണ് , തുറؗ ഇടേവളയിൽ ഒ്ؗ ര؇ിൽ വّതّാസമു؇്, അതിനാൽ ശരാശരി x x x 

മൂലّ സിؑാؓമനുസരി്׺ ചിലത് നിലവിലു؇്. ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ ഒ്ؗ ര؇് , അതായത് നമു്ׯ c x x 
ര؇് ൈമനസ് ന്െറ ഒ്ؗ ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ , ഇത് യിെല ൈْപമിന് തുലّമാണ്, എؗാൽ x f x x x c f 

മുഴുവൻ ഇടേവളയിലും െഡറിേവئീവ് കർശനമായി േപാസിئീവ് ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ അനുമാനിു׺. 
അതിനാൽ ഇത് കർശനമായി േപാസിئീവ് ആെണؗും ഇത് ൈമനസ് േപാസിئീവ് ആെണؗും x 2 fxx 1 
ഇത് സൂചിؚിുؗുׯ, കാരണം ഇവിെട ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ േപാസിئീവ് ആണ്, അതിനാൽ ര؇് x x x x 
ഒؗിേനׯാൾ വലുതാകുേآാെഴبാം ര؇് ഒؗിന്െറ എؗതിേനׯാൾ വലുതാണ് ര؇ാം ഭാഗം x x f 
സമാനമാണ്  അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ചില അസമതٔം െതളിയിׯാൻ ഇത് ഉപേയാഗിׯാൻ ar 
ْശമിׯാം, അതിനാൽ ന്െറ ൈസൻ എبായ്േؚാഴും ന് തുലّമാെണ്ؗ െതളിയിുׯക, എبാ നും x x x 
പൂജّ؋ിന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ ഏെത׸ിലും േപാസിئീവ് ന്െറ അടയാളം x 
എبായ്േؚാഴും കുറവാെണ്ؗ െതളിയിׯാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ. ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ x 
നമു്ׯ ന്െറ എؗത് ൈമനസ് ആയി മാئാം , തുടർ്ؗ ന്െറ ചിصം ന് തുലّമാെണ്ؗ x f x sin x x x 
െതളിയിؗുׯത് ന്െറ എؗത് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാെണ്ؗ െതളിയിؗുׯതിന് തുലّമാണ്x f 
 പൂജّം അേؚാൾ നമു്ׯ ന്െറ ൈْപം എؓാെണ്ؗ േനാׯാം, അേؚാൾ ന്െറ x f sine x derivative f 
ൈْപം ഒരു ൈമനസ് െഡറിേവئീവിന് തുലّമാണ് എؗത് ആണ് .  0. ന്െറ എേؚാഴുംx x cosine x x cos 
ഒؗിന് തുലّമായതിനാൽ നമു്ׯ ഉتത്, െഡറിേവئീവ് പൂജّ؋ിന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാണ്, 
അതിനാൽ ന്െറ വർؑിു׺വരുؗ ഫംഗ്ഷനാണ്, അതിനാൽ മുൻ സിؑാؓ؋ിൽ f x derivative f 
ൈْപം എ്ؗ അനുമാനിുׯകയാെണ׸ിൽ ْശؑിുׯക  എؗത് 0 ന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാണ്, x 
തുടർ്ؗ എഫ് കർശനമായി വർؑിؚിؗുׯതിന് പകരം ഈ എഫ് ൈْപം സി 0 ന് തുലّമാണ്, അേؚാൾ 
നമു്ׯ ന്െറ എഫ്, ന്െറ എഫ് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് എഫ്എഫ് ഓഫ് x 2 x 1 
എ٧്ع ഒരു വർؑിു׺വരുؗ ഫംഗ്ഷനാണ്. ന്െറ ഈ ഒരു വർؑിു׺വരുؗ ഫംഗ് ഷനാണ് , നി׹ൾ x f 
0-ന്െറ 0 ന് ഇ؂ാലും 0 ൈമനസ് എؗത് 0-ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ 0-ന് തുലّമായ ന് f- x sin 0 x-
തുലّമായ ന്െറ എؗത് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാണ്. എഫ് ഫംഗ് ഷൻ വർؑിؚിؗുׯതിനാൽ x- f 
ഇത് 0-ന് തുലّമാണ് , അതായത് ൈമനസ് ൈസൻ എؗത് 0-ന് തുലّമാണ്, ൈസൻ എؗത് ന് x x x  x-
തുലّമാണ്  പൂജّേׯ؋ാൾ എؗത് ശരിയب , അതുേപാെല തെؗ ന്െറ ടാൻെജന്റ് ഉൾെؚടുؗ x x 
മെئാരു അസമതٔം നമു്ׯ െതളിയിׯാം, 
അ׹െന തുറؗ ഇടേവളയിൽ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ര؇് െകാ؇് എبാ നും ടാൻ േനׯാൾ pi x x x-
കുറവാണ്, അതിനാൽ നأൾ ഇ؂ അേത കാരّം വീ؇ും െചുؗുإ ടാൻ ൈമനസ് ന് തുലّമാണ് , f x x x 
കൂടാെത തുറؗ ഇടേവളയിൽ 0 മുതൽ വെര ന്െറ 2 എؗത് കർശനമായി കാണിׯണം  pi x f 
േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ നأൾ െഡറിേവئീവ് കണׯാുؗുׯ, തുടർ്ؗ ൈْപം ടാൻ f x x  
എؗതിന്െറ െഡറിേവئീവിന് തുലّമാണ് ഓؚൺ ഇന്റർെവലിൽ എبാ നും പൂജّം പൂജّം മുതൽ ൈപ x 
വെര ര؇ാണ്, കാരണം ടാൻ ന്െറ ടാൻ 0 ആണ് , ൈപയുെട പൂർ؉ ഗുണിത؋ിൽ 0 മാْതമാണ്, x 
അതിനാൽ തുറؗ ഇടേവളയിൽ 0 മുതൽ വെര ന്െറ 2 ടാൻ എേؚാഴും േപാസിئീവ് ആണ് pi x 
അതിനാൽ ൈْപം വലുതാണ്  പൂജّേׯ؋ാൾ, അതിനാൽ തുറؗ ഇടേവളയിൽ പൂജّം മുതൽ f x fx pi
വെര ര؇ായി വർؑിുؗുׯ, ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ന്െറ 0-ന്െറ േനׯാൾ വലുതായിരിׯണം x f f-
എؗും 0 -ന്െറ എؗത് ടാൻ 0 ൈമനസ് 0 ആണ്, ഇത് എبാ ഉം 0 മുതൽ വെരയും 0 ആണ്  2. f x pi 
അതായത് എبാ നും േനׯാൾ വലുതാണ്, പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൽ നി്ؗ ര؇ിേല്ׯ ഞ׹ൾ tan x x- x- pi-
ഒരു ْപٍ٠ം കൂടി െചുإം   യഥാർ، സംഖّ അതിനാൽ ഈ അസമതٔം െതളിയിׯാൻ ഞ׹ൾ xy 
ْശؑിുؗുׯ , ഞാൻ ന്െറ ൈസനിനു തുലّമായ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ എبായിടു؋ം x fx 
തുടർ׺യുتതും വّതّസ് തമാׯാവുؗതുമാണ്, അതിനാൽ  േനׯാൾ ഏെത׸ിലും കുറവ് y- x 
നൽകിയാൽ ശരാശരി മൂലّ സിؑാؓം ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ ശരാശരി മൂലّ സിؑാؓം ْപേയാഗിׯാൻ 
കഴിയും, മുതൽ വെരയുت തുറؗ ഇടേവളയിൽ ചില നിലവിലു؇്.  ന്െറ െയ ൈമനസ് x y c f x y x 
െകാ؇് ഹരി׺ാൽ അത് ൈമനസ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ൈമനസ് എؗത് യിെല sine y sin x y y x c 

ൈْപമിന് തുലّമാണ്, എؗാൽ ന്െറ പാപ؋ിന് തുലّമാണ് അതിനാൽ ൈْപം derivative f f x x f c
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എؗത് യുെട ആണ് അതിനാൽ ഇത് സൂചിؚിുؗുׯ  ഞാൻ ൈസൻ ൈമനസ് സിൻ യുെട c cos x y 
േമാഡുലസ് േമാഡ് എടുുؗുׯ ൈമനസ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇത് ചില യ്്ׯ ന് x y c mod cos c 
തുലّമാണ് , കൂടാെത േമാഡ് േകവല മൂലّ؋ിെല േകാൈസൻ തീئ എേؚാഴും ഒؗിൽ താെഴയാെണؗും 
ഇത് േമാഡ് ൈമനസ് ആെണؗും സൂചിؚിുؗുׯ ഇത് ന് തുലّമെ׸بിൽ ഇത് sin x sine y y x 
ൈമനസ് യുെട േമാഡിന് തുലّമാണ് , തീർ׺യായും ന് തുലّമാെണ׸ിൽ ഇടതുവശു؋ം y x y 
വലതുവശു؋ം പൂജّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് എبാ യ്ുׯം ശരിയാണ് േറാൾസ് സിؑാؓ؋ിന്െറ xy 
അെ׸بിൽ ശരാശരി മൂലّ സിؑാؓ؋ിന്െറ ْപേയാഗം കാണുؗതിന് മു്آ ഞാൻ ഒ്ؗ കൂടി െചإെ؂  
കെ؇യ് നർ ഫംഗ് ഷനുകെളുׯറിتു׺ ْപധാനെؚ؂ സിؑാؓം, അതിനാൽ ഇത് ഇന്റർമീഡിയ്ئ മൂലّ 
സിؑാؓം എؗറിയെؚടുؗു, അതിനാൽ ഞ׹ൾ എ്ؗ എഴുതാം, അതിനാൽ ഇവിെട അനുമാനം ivt f 
ചില അട׺ ഇടേവള മുതൽ ഒരു തുടർ׺യായ ഫംഗ് ഷനാെണؗും ന്െറ നും നും ഇടയിൽ ab r y a f f 
കിടׯെ؂ എؗും കരുതുക.  അേؚാൾ നമുتുׯത് ഒരു ഫംഗ് ഷൻ തുടർ׺യായ ഫംഗ് ഷനാണ് , b 
നമുتുׯത് ഇതാണ് ഇത് ആണ്, കൂടാെത ന്െറ യ്ുׯം യുെട യ് ുׯം my f of a f of b f a f b 
ഇടയിൽ എെؓ׸ിലും ഉെ؇്ؗ കരുതുക, അേؚാൾ ചിലത് ഉെ؇ؗാണ് നിഗമനം ഇവിെട എؗ y x ab 
ഇടേവളയിൽ ന്െറ ന് തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ യിൽ കുറ؁ത് ഒരു എ׸ിലും നിലവിലു؇്, x f y ab x 
അതായത് ന്െറ ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട യുെട എؗത് യുെട േയׯാൾ x x y a f b f 
കുറവാെണ്ؗ അനുമാനിׯാം അെ׸بിൽ യുെട ആണ് യുെട െയׯാൾ വലുത് അതിനാൽ f f b f 
ഒؗുകിൽ നമു്ׯ ഇത് ഉ؇് അെ׸بിൽ നമു്ׯ യുെട ന്െറ യുെട െയׯാൾ വലുത് ഉ؇ാകാം , f f f f 
എؗി؂് ഞാൻ ഇവിെട ഏെത׸ിലും എടു؋ാൽ ന്െറ ന്െറ ആയി കുറ്׺ ഉ؇്.  നമു്ׯ y y x f x 
എെؓ׸ിലും തുടർ׺യായ ْപവർ؋നമുേ؇ാ എ്ؗ നി׹ൾ ക؇ാൽ സിؑാؓം അവേബാധപൂർجം 
വّװമാണ്  എടുׯണം ഇതിെന ഇന്റർമീഡിയ്ئ മൂലّ സിؑാؓം എ്ؗ വിളിുؗുׯ, കാരണം നമു്ׯ 
ഒരു തുടർ׺യായ ഫംഗ് ഷൻ ഉെ؇׸ിൽ ന്െറ യുെടയും ന്െറ യുെടയും ഇടയിലുت എبാ a f f b 
ഇന്റർമീഡിയ്ئ മൂലّ׹ളും ഇത് എടുുؗുׯ, പേײ ഞ׹ൾ ഔപചാരിക െതളിവ് ഒഴിവാുׯം, തുടർ׺ 
ആവശّമാെണ്ؗ നി׹ൾ ْശؑിുׯക  .  ഇൻറർമീഡിയ്ئ മൂലّ സിؑാؓം, കാരണം നأൾ ഒരു 
തുടർ׺യായ ഫംഗ് ഷൻ അനുവദിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇേؚാൾ എനി്ׯ ഇതുേപാലുت ഒരു ഫംഗ് ഷൻ 
ഉ؇ാകാം, ഇത് എന്െറ ദിസ് ഈസ് ബി ഇേؚാൾ നി׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ, എനി്ׯ ഇവിെട എഫ് a 
ഓഫ് ബിയുെട എഫ് ഉെ؇ؗും ഞാൻ എെؓ׸ിലും എടുുׯകയാെണ׸ിൽ ഇവിെട പിെؗ ന്െറ ah y x 

ന് തുലّമായ ഇب, കാരണം ഈ ഇടേവളയിൽ ന്െറ കുറവാേണാ അെ׸بിൽ ന്െറ എؗത് f y x x f x f 
ഇവിെട ശരിയാണ് , ഈ ഇന്റർമീഡിയ്ئ മൂലّ സിؑാؓ؋ിന്െറ ഒരു പരിണതഫലം, എؗത് െല ഒരുf a-
തുടർ׺യായ ْപവർ؋നമാെണ്ؗ കരുതുക.  അട؁ ഇടേവള എؗതിന്െറ യുെട ab , b f, b f 
എؗിവ വിപരീത ചി׹صളാെണ്ؗ അനുമാനിുׯക, അതായത് യുെട എؗ സമയ؋ിന്െറ b f 
ഗുണനഫലം െനഗئീവ് ആണ്, അേؚാൾ തുറؗ ഇടേവളയിൽ ഒരു എ׸ിലും ഉ؇ായിരിുׯം, അതായത് x 

ന്െറ തുലّമാണ്.  പൂജّം തി  എؗത് ഞാൻ യുെട െനഗئീവും ന്െറ േപാസിئീവ് x f s a f f b 
ആെണؗും പറ؁ാൽ അത് പറയുؗത് എനി്ׯ ഒരു തുടർ׺യായ ഫംഗ് ഷൻ ഉെ؇׸ിൽ അത് ഈ x 
അײെ؋ ഒരിׯെല׸ിലും മറികടׯണം എؗതാണ്, അതിനാൽ ഇതാണ് ഇവിെട എؗ േപായിന്റ് f x

ആണ് , ഇത് ഇന്റർമീഡിയ്ئ മൂലّ സിؑാؓ؋ിൽ നി്ؗ വّװമായി പിؓുടരുؗു, കാരണം പൂജّം  x 0 
യുെടയും യുെട യുെടയും ഇടയിലായതിനാൽ പൂജّം യുെടയും യുെട യുെടയും a b f a b f 

ഇടയിലായതിനാൽ ഇന്റർമീഡിയ്ئ മൂലّ സിؑാؓ؋ാൽ ലും നിലവിലു؇്. തീർ׺യായും ab x 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് ഈ അെ׸بിൽ ആകാൻ കഴിയിب, കാരണം യുെട ഉം യുെട ഉം x a b a f b f 
പൂജّമാണ്, അതിനാൽ കുറ؁ത് ഒരു എ׸ിലും നി׹ൾ്ׯ ഒؗിൽ കൂടുതൽ ഉ؇ായിരിׯാം, x x 
അതിനാൽ ഈ ഫംഗ് ഷൻ ഇതുേപാെലയാകാം അതിനാൽ ഈ ഇന്റർമീഡിയ്ئ  മൂലّ സിؑാؓം വീ؇ും 
വളെര ْപധാനമാണ്, അതിനാൽ ഇന്റർമീഡിയ്ئ മൂലّ സിؑാؓ؋ിന്െറ ചില ْപേയാഗ׹ൾ, അതിനാൽ 
ആദّേ؋ത് ഇത് വീ؇ും ഒരു സിؑാؓമായി എഴുതാൻ അനുവദിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ സിؑാؓം 
പറയുؗത് ഒئ ഡിْഗിയിെല എبാ ബഹുപദ׹ൾുׯം കുറ؁ത് ഒരു പൂജّം കുറിെؚ׸ിലും 
ഉ؇ായിരിׯണം എؗാണ് . ഒരു പൂജّവും ഒരു ؛സ് ആൻ٧ുع ം തുലّമാണ്  േല്ׯ ഒئയും x n n 
പൂജّ؋ിന് തുലّവുമെ׸بിൽ , കുറ؁ത് ഒരു യഥാർ، സംഖّകെള׸ിലും നിലവിലു؇്, അതായത് c 

യുെട പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് , ഫലം േപാലും ഡിْഗി േപാളിേനാമിയലുകൾ്ׯ ശരിയب , p p 
ഉദാഹരണ؋ിന് ഞാൻ തുലّമായി എടുുׯകയാെണ׸ിൽ സ്കٔയർ ؛സ് 1 ഇതിന് യഥാർ، px x 
പൂജّ׹െളാؗുമിെ്ؗب ഞ׹ൾׯറിയാം, എبാ യഥാർ، നും സ്കٔയർ ؛സ് വൺ എبായ്േؚാഴും x x 
ഒؗിെനׯാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ ഇതിന് ൽ പൂജّം ഉ؇ാകിب, എؗാൽ ഒئ ഡിْഗി r-
േപാളിേനാമിയലിന് കുറ؁ത് ഒരു പൂജّെമ׸ിലും ഉെ؇്ؗ ഞ׹ൾ അവകാശെؚടുؗു.  
സിؑാؓ؋ിന്െറ െതളിവ്, അതിനാൽ നമു്ׯ എؗത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, കൂടാെത മുതൽ px n anx
വെരയുت ഒരു നും തുലّമാണ്, കാരണം എؗത് ഒരു ഒئ പൂർ؉സംഖّയാണ്  അനؓത ഇത് x n 
േപാസിئീവ് ഇൻഫിനിئി്ׯ തുലّമാണ് , െനഗئീവ് ഇൻഫിനിئിെയ സമീപിുׯേآാൾ ഇത് നമു്ׯ x 
െനഗئീവ് ഇൻഫിനിئി നൽകും , കാരണം ആെണ׸ിൽ ഒئയാെണ׸ിൽ ഇവ ര؇ും േപാസിئീവ് n n 
ഇൻഫിനിئി ആയിരിുׯം, അതിനാൽ ഈ ബഹുപദം േനാׯിയാൽ ന്െറ ചിലതിൽ െനഗئീവ് x p 
ആയിരിׯണം മ്ئ ചില വലത്, ഇത് ഇതിന്െറ അടയാളെ؋ ആْശയി׺ിരിുׯം േപാസിئീവ് x , x an 
ആെണ׸ിൽ , അനؓതയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ ന്െറ േപാസിئീവ് അനؓതെയയും െനഗئീവ് x x p x 
അനؓതയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ െനഗئീവ് അനؓതെയയും സമീപിുׯം, അതായത് നി׹ൾ x 
എടുുׯകയാെണ׸ിൽ എؗാണ്.  ആവശّ؋ിന് വലുത് അേؚാൾ ന്െറ േപാസിئീവ് ആയിരിׯണം ,x p 

വലിയ െനഗئീവ് സംഖّയാെണ׸ിൽ ന്െറ െനഗئീവ് ആയിരിׯണം, ഒരു െനഗئീവ് ആെണ׸ിൽ x x p 
നി׹ൾ്ׯ മെئാരു വഴിയു؇്, അതിനാൽ ഇന്റർമീഡിയ്ئ മൂലّ സിؑാؓ؋ിന്െറ ഫലമായി 
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ഇന്റർമീഡിയ്ئ മൂലّ സിؑാؓം ന്െറ  ചില ഘ׹؂ളിൽ പൂജّമായിരിׯണം അതിനാൽ ഇത് p- x x, 
വളെര ْപധാനെؚ؂ ഒരു ഫലമാണ് , വിചിْതമായ ഏെത׸ിലും ബഹുപദ؋ിന് കുറ؁ത് ഒരു യഥാർ، 0
എ׸ിലും ഉ؇ായിരിׯണം, അതായത് ഇത് ഒരു ഘ؋؂ിൽ അു׺ത؇ിെന മറികടׯണം, അതിനാൽ x 
ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഒരു ْപٍ٠ം േനാׯാം. മുതൽ 5 ؛സ് 4 ൈമനസ് 1 ന് തുലّമായ 0 ന് കൃതّമായ ഒരു x x 
പരിഹാരമു؇് , അതിനാൽ ന്െറ  ന്െറ എؗത് ഒരു വിചിْതമായ ഡിْഗി ആയതിനാൽ ന്െറ p p p x p 
എؗത് ഈ ബഹുപദമായ ആയി അ؛ ؀്സ് നാല് ൈമനസ് ഒ്ؗ ആയിരിׯെ؂. ന്െറ ബഹുപദ പി  x x x 
പൂജّ؋ിന്  ഒരു പരിഹാരെമ׸ിലും ഉ؇്.   ര؇ിേനׯാൾ കുറവ്, അേؚാൾ നുأെട പׯലുتത് x px 
ഒ്ؗ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് , കൂടാെത ര؇ിന്െറ എؗത് പൂജّവുമാണ്, അതിനാൽ േറാൾസ് x p 
സിؑാؓം ْശؑിുׯക, നമു്ׯ േപാളിേനാമിയൽ ഉتതിനാൽ ഇത് എبായിടു؋ം തുടർ׺യായതും 
വّതُّവٝുമാണ് , അവസാന േപായിന്റിൽ ഇവ  മൂലّ׹ൾ സമാനമാണ്, അതിനാൽ േറാൾസ് x 1 x 2 
സിؑാؓം ْപകാരം ഒ്ؗ, ര؇് എؗിവയ്ׯിടയിൽ കുറ്׺ നിലവിലു؇് , അതായത് യുെട x x c c p 
ൈْപം പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, എؗാൽ ൈْപം േനാുׯകയാെണ׸ിൽ ഇവിെട െഡറിേവئീവ് അ؀് p x 

മുതൽ നാല് ؛സ് നാല് വെരയാണ്. എേؚാഴും െനഗئീവ് ആെണ്ؗ നമുׯറിയാം, ഇത് x x to the four 
എبായ്േؚാഴും നാലിേനׯാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു ൈവരുّؑം ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ 
ൈവരുّؑം ര؇് പരിഹാര׹ൾ ഉെ؇്ؗ ഞ׹ൾ അനുമാനിുؗുׯ ഒ്ؗ ര؇് അതിനാൽ ന് x x px 0 
തുലّമാണ് കൃതّമായ ഒരു പരിഹാരമു؇് , പരിഹാരം എവിെടയാണ്, എؓാണ് പരിഹാരം എؗ േചാദّം 
നി׹ൾ്ׯ േചാദിׯാം , അതിനാൽ ഇവിെട നമു്ׯ ഡിْഗി അ؀ിന്െറ ഒരു ബഹുപദം ഉെ؇്ؗ 
ْശؑിുׯക, അതിനാൽ ഈ ബഹുപദ؋ിന്െറ േവരുകൾ കെ؇ؗു؋തിന് െപാതുവായ 
രീതികെളാؗുമിب, പേײ നമു്ׯ െചإാൻ കഴിയുؗത് നമു്ׯ െചإാൻ കഴിയും എؗതാണ്  
ഇനിؚറയുؗ രീതിയിൽ ഏകേദശ പരിഹാരം കെ؇؋ാൻ നമു്ׯ ഇന്റർമീഡിയ്ئ മൂലّ സിؑാؓം 
ഉപേയാഗിׯാൻ ْശമിൂׯ,  നമുتുׯത് ന്െറ എؗത് ന് തുലّമാണ് അ؛ ؀്സ് നാല് ൈമനസ് x p x x 
ഒ്ؗ, അതിനാൽ ഞാൻ ഇ؂ാൽ 0 ന്െറ 0 ആണ് എ്ؗ ْശؑിുׯക.  ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാണ് , ഞാൻ x p px 
1 ന് തുലّമായി നൽകിയാൽ ഇത് െനഗئീവ് ആണ്, അേؚാൾ എനി്ׯ ഇത് 4 ന് തുലّമാണ്, അത് 
േപാസിئീവ് ആണ്, അതിനാൽ ഇന്റർമീഡിയ്ئ മൂലّ സിؑാؓം ْപകാരം 0 നും 1 നും ഇടയിലുت ചില c 
ന് യുെട ന് തുലّമാെണ്ؗ നമു്ׯ അറിയാം. നി׹ൾ ഈ േപാളിേനാമിയലിന്െറ റൂ؂് 0 മുതൽ 1 c p 0 
വെരയുت ഇടേവളയിൽ മാْതം േനാׯണം, മെئാരു റൂ؂് ഇب, അതിനാൽ ഈ ഇടേവളയ്്ׯ പുറ്0 ؋ ഇب, 
ഇേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ െചإാൻ കഴിയുؗത് നأൾ മധّബിؕുവിൽ േനാׯിയാൽ മധّബിؕുവിെല മൂലّം 
പകുതി, നി׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ പകുതി ഇതാണ്  മുؚ؋ി ര؇ിൽ ഒؗിന് തുലّമായത് നാല് p 
തവണ പകുതി ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ ആണ്, ഇത് വീ؇ും 1 ؛സ് 1 ൈബ 32 ആണ്, ഇത് ഇേؚാഴും 0-േനׯാൾ 
വലുതാണ്, അതിനാൽ 0 ന്െറ െനഗئീവും പകുതിയും േപാസിئീവ് ആെണ്ؗ ഇേؚാൾ p 
നി׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ ഉ؇ായിരിׯണം െനഗئീവായ പകുതി േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ p 0 p 
ഈ പൂജّം പൂജّം മുതൽ പകുതി വെരയുت ഇടേവളയിൽ കിടׯണം, നി׹ൾ്ׯ ഈ ْപْകിയ വീ؇ും 
ആവർ؋ിׯാം നാലിെലാؗിന്െറ നാലിെലാ്ؗ ന്െറ എؓാെണ്ؗ കെ؇ു؋ക.  ഇത് ഒؗിന് നാല് p p 
മുതൽ അ؀് വെര വീ؇ും േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ പൂജّം പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ നാലിെലാؗിൽ 
കിടׯണം, അേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ എ؂ിൽ ഒ്ؗ കെ؇؋ാനാകും എؓാണ് സംഭവിؗുׯെത്ؗ 
നി׹ൾ്ׯ കെ؇؋ാനാകും.  ൈമനസ് ഒ്ؗ , ഇത് എ؂് മുതൽ അ؀ാമെ؋ ൈമനസ് പകുതി വെര 
തുലّമാണ്, അത് തീർ׺യായും െനഗئീവ് ആണ്, അതിനാൽ 0 എؗത് 1 8 മുതൽ 1 4 വെരയുت 
ഇടേവളയിലായിരിׯണം , 0 എؗത് 0 മുതൽ 1 4 വെരയാെണ്ؗ ഞ׹ൾ മു്آ പറ؁ിരുؗു. ഉപ ഇടേവള
0 മുതൽ 1 8 വെരയും 1 8 മുതൽ 1 4 വെരയും വിഭജി׺ിരിുؗുׯ, നമു്ׯ അറിയാം 0  1 8 മുതൽ 1 4 വെര 
കിടׯണം, ഈ ഇടേവളയുെട മധّഭാഗ്؋ നി׹ൾ്ׯ വീ؇ും എടുׯാം , ഇതുവഴി നി׹ൾ്ׯ മിക׺തും
മിക׺തുമായ ഏകേദശം ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഈ രീതിയിൽ മുേؗാ؂് േപായാൽ  ഞ׹ൾ ഇവിെട 
ഉപേയാഗി׺ ഈ രീതി െചറുതും െചറുതുമായ ഇടേവളകളിൽ നമു്ׯ പൂജّം ലഭിുׯം. ൈബെസײൻ 
രീതി എ്ؗ വിളിׯെؚടുؗു, കാരണം നأൾ ഇടേവളെയ പകുതിയും പകുതിയുമായി വിഭജിുؗുׯ, 
തുടർ്ؗ ഏത് ഇടേവളയിലാണ് പൂജّം കിടؗുׯെത്ؗ ഞ׹ൾ കാണും, അതിനാൽ എഫ് ഫംഗ്ഷന്െറ 
പൂജّം എവിെടയാെണ്ؗ കെ؇؋ാൻ ഇത് ഒരു രീതി നൽകുؗു.   0 മുതൽ വെര 2 വെരയുت ഓؚൺpi 
ഇടേവളയിൽ ചില ന്െറ ന് തുലّമാെണ്ؗ െതളിയിുׯക. അതിനാൽ ഈ സമവാകّം ന് x cos x x 
തുലّമായ പരിഹരിؗുׯതിന് െപാതുവായ മാർഗെമാؗുമിب, പേײ ഇതിന് എെؓ׸ിലും cos x 
പരിഹാരമുെ؇്ؗ െതളിയിׯാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ. ഈ ഇടേവളയിൽ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ 
ൈപയിൽ നി്ؗ ര؇ായി , അ؋രം ْപٍ׹٠ൾ പരിഹരിؗുׯതിന് ഞ׹ൾ ഇന്റർമീഡിയ്ئ മൂലّ 
സിؑാؓം ഉപേയാഗിുؗുׯ, അതിനാൽ നി׹ൾ ന്െറ ൈമനസ് ന് തുലّമായിരിׯെ؂ f x cos x x 
എ്ؗ എഴുതുക , തുടർ്ؗ ഈ ഫംഗ്ഷന്െറ പൂജّം ഈ ഇടേവളയിലാെണ്ؗ െതളിയിേׯ؇തു؇്.  
എؓാെണ്ؗ നി׹ൾ കെ؇ു؋ം  അവസാന േപായിന്റിെല ഈ ഫംഗ് ഷന്െറ മൂലّം, അതിനാൽ fx 
എبായിടു؋ം തുടർ׺യായിരിുׯം , 0 ന്െറ എؓാെണ്ؗ ഞാൻ കെ؇؋ിയാൽ, ഇത് േകാൈസൻ f 
പൂജّം ൈമനസ് പൂജّം ആണ്, ഇത് ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് പൂജّേׯ؋ാൾ വലുതാണ് f at 

ര؇് െകാ؇് ഇത് എനി്ׯ നൽകുؗു  േകാൈസൻ ൈപ ര؇് ൈമനസ് ൈപ ൈബ ടു, ഇത് ഒരു pi 
ൈമനസ് ൈപയ്്ׯ തുലّമാണ്, ײമിׯണം, ഇത് പൂജّം ൈമനസ് ൈപ ര؇ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ 
ഇത് എനി്ׯ ഒരു െനഗئീവ് അളവ് നൽകുؗു , അതിനാൽ പൂജّ؋ിന്െറ എؗത് ൈപയുെട ര؇് f 
േപാസിئീവ് ആണ്, ഇതിനർ،ം ഇന്റർമീഡിയ്ئ െകാ؇ാണ് ഇത് അർ،മാؗുׯത്  മൂലّ സിؑാؓം 0 
മുതൽ വെര 2 വെരയുت ഇടേവളയിൽ ചില നിലവിലു؇് , അതായത് ന്െറ എؗത് 0 ന് pi x x f 
തുലّമാണ്. അതായത് എؗത് വല؋ിന് തുലّമാണ്, മുآേ؋തിൽ ഞ׹ൾ െചᅃٝത് േപാെല cos x x 
വീ؇ും നി׹ൾ്ׯ ൈബെസײൻ രീതി ഉപേയാഗിׯാം. നി׹ൾ ൈപയിൽ നാലിൽ മൂലّം 
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കെ؇ുؗു؋, നി׹ൾ്ׯ േകാസ് ൈപ നാലിൽ നി്ؗ നാല് ൈമനസ് ൈപയിൽ ലഭിുׯം , അത് െനഗئീവ് 
ആേണാ േപാസിئീവ് ആേണാ എ്ؗ േനാׯണം, ഈ ൈദർഘّ؋ിന്െറ പകുതിയുെട ഇടേവളയിൽ 
പരിഹാരം رിതിെചؗുإത് നി׹ൾ്ׯ അത് തുടരാം .  
അ׹െനയുتിട്؋ െചറിയ െചറിയ ഇടേവള കെ؇؋ാൻ  നമു്ׯ രസകരമായ ഒരു lution lies 
ْപٍ٠ം കൂടി േനാׯാം, അതിനാൽ 0 മുതൽ വെരയുت അട׺ ഇടേവളയിൽ നിർവചി׺ിരിؗുׯ ഒരു r 
ഫംഗ് ഷനാണ് എ്ؗ ഞ׹ൾ അനുമാനിുؗുׯ, ഇത് ഒരു തുടർ׺യായ ഫംഗ് ഷനാെണ്ؗ f 
അനുമാനിׯെؚടുؗു, കൂടാെത 0 ന്െറ എؗത് ര؇് മൂലّ؋ിന്െറ ന് തുലّമാണ് .  ഈ അട׺ f f 
ഇടേവള പൂജّം ര؇ിൽ എؗീ ര؇് േപായിന്റുകൾ ഉെ؇്ؗ െതളിയിؗുׯ അവസാന x, y 
േപായിന്റുകൾ തുലّമാണ്, അതായത് ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമാണ് , എؗത് യുെട ന് y x fx y f 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ നൽകിയിരിؗുׯത് നأളാണ് ഇടേവള പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ര؇് 
വെരയുت ഏെത׸ിലും തുടർ׺യായ ഫംഗ് ഷൻ നൽകിയിരിുؗുׯ, ഞ׹ൾ്ׯ അറിയാവുؗ 
ഒേരെയാരു കാരّം പൂജّ؋ിന്െറ ഉം ര؇ിന്െറ ഉം ഒേര മൂലّമാണ് , തുടർ്ؗ ഇത് ഇതുേപാെലയുت f f 
ഏെത׸ിലും ഫംഗ് ഷൻ ആയിരിׯാെമ്ؗ ഞ׹ൾ കാണിേׯ؇തു؇്. യുെട ന്െറയും ന്െറയും y x f 
മൂലّം തുലّമായ ര؇് േപായിന്റുകൾ ഉ؇് , കൂടാെത ഈ ഉം യും ഒؗായി വّതّാസെؚ؂ിരിുؗുׯ, x y 
അതിനാൽ ഇത് പരിഹരിׯാൻ ഞ׹ൾ െചؗുإത് ഉം യും കെ؇ؗു؋തിന് തുലّമാെണ്ؗ x y y 
കാണിേׯ؇തു؇്  േല്؛ ׯസ് വ؉ും ന്െറ ഉം യുെട ന് തുലّമാണ് , അതാണ് നമു്ׯ x x x f y f 
േവ؇ത് ഇടേവള പൂജّം ഒؗിൽ ന്െറ അُിٝതٔം, അതായത് ന്െറ എؗത് ؛സ് 1 ന്െറ ന് e x x f x f 
തുലّമാണ്, കാരണം ؛സ് 1 ആണ് , ഇത് 0 മുതൽ 2 വെരയുت ഇടേവളയിൽ കിടׯണെമ്ؗ ഞ׹ൾ y x 
ആْഗഹിുؗുׯ, അതിനാൽ മുതൽ 2 വെരയുت ഇടേവളയിൽ കിടׯണം.  1. അതിനാൽ x 0 
ഫംഗ് ഷന്െറ മൂലّം ؛സ്  ന്െറ ന് തുലّമായ ഒരു േപായിന്റ് ഞ׹ൾ -ൽ തിരയുؗു. അതിനാൽ x 1 f 0 1
ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് നأൾ െചؗുإത് ന്െറ െന ؛സ് 1 ൈമനസ് ന്െറ ന് തുലّമാׯണം x g x f f 
എؗാണ്. ന്െറ ഈ ഫംഗ് ഷൻ നിർവചിׯെؚ؂ിരിؗുׯത് അട׺ ഇടേവള പൂജّം ഒؗിൽ െപടുؗ x x 
ആണ്, അതിനാൽ പൂജّ؋ിനും ഒ്ؗ ؛സ് വൺ ഒؗിനും ര؇ിനും ഇടയിലാെണ׸ിൽ ന്െറ x x x g 
എؗത് ഇടേവള 0 1-ൽ നിർവചിׯെؚടുؗു, ഇത് തുടർ׺യായി തുടർ്ؗ ആണ് ഇടേവള 0 1-ൽ g 
തുടർ׺യായി , അവസാന േപായിന്റിെല മൂലّം എؓാണ്, നأൾ കാണിേׯ؇ത് ചില ഘ׹؂ളിൽ g 0 
ആണ് , അതിനാൽ 0 ന്െറ അവസാന േപായിന്റിെല മൂലّം കെ؇ؗു؋ത് 0 ന്െറ 1 ൈമനസ് ന്െറ g f f
തരും കൂടാെത 1 ന്െറ എؗത് ഒؗിന്െറ ര؇് ൈമനസ് ന്െറ ന് തുലّമാണ്, നൽകിയിരിؗുׯത് g f f 
പൂജّ؋ിന്െറ ര؇ിന്െറ ആണ്, അതിനാൽ ഈ ര؇ിന്െറ ഒؗിന്െറ ൈമനസ് ആണ്, f f f f 
അതിനാൽ പൂജّം ഒؗിന്െറ പൂജّം ന്െറ ഒരു ൈമനസ് ആണ്, ഒؗിന്െറ പൂജّം ൈമനസ് g  gf g f f 
ആണ്, അതിനാൽ ഒؗിന്െറ പൂജّ؋ിന്െറ ൈമനസ് അبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ g g 
ഇന്റർമീഡിയ്ئ മൂലّ സിؑാؓമനുസരി്׺ അട׺ ഇടേവള 0 1-ൽ ചില നിലവിലു؇്. ന്െറ x x g 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് വലതുവശ്؋ ഇവ വിപരീത ചി׹صളാണ്, അതിനാൽ ചില ഉ؇്, അതായത് x x 
ന്െറ പൂജّമാണ് , അത് ന്െറ ആണ്, ന്െറ ഒരു ൈമനസ് എؗത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് , g x f x f x 
ന്െറ ആണ്  ؛സ് വൺ ന്െറ ന് തുലّമാണ് അതിനാൽ ഞ׹ൾ പൂർ؋ിയാׯി, അതിനാൽ ഈ f x f 
ْപٍ٠ം വീ؇ും ഇന്റർമീഡിയ്ئ മൂലّ സിؑാؓ؋ിന്െറ ْപേയാഗമായിരുؗു, പേײ ഞ׹ൾ്ׯ ന്െറ x 
ഈ പുതിയ ഫംഗ്ഷൻ നിർവചിേׯ؇തു؇്, തുടർ്ؗ ഇന്റർമീഡിയ്ئ മൂലّ സിؑാؓം g 
ْപേയാഗിׯണം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ അടുױ ؋ാസിൽ ഇവിെട നിർു؋ം. െഡറിേവئീവുകളിൽ ചില 
വിഷയ׹ൾ കൂടി പഠിുׯം നؕി 
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