
झ࢟ܽ࢘ࡍݥ   ߯  త޶పࡍ ఉపߕङ छࣃ ړߖࣃ గతం, ڒబܽद ۨవࡍ ఉపߕङ సంࡹ 
झࡽࡗ म޳ࣄ  ంతం మ࠾ࡍ సగܿ ࡱ࢑వ ޳ࣄम ంతం అࡓ ߝంݡ ࠭ఖङ म޳ࣄ న࠳ ంޑలߘ చࡍऐ ంచడం 
ऴߦరంࠚంۧ࠭ ڒబܽद ࡽࡗझ म޳ࣄ  ంతం ఏࠫ ޔࠋۮంࡏڷ ڕߕ ޾फ ڕࣆۯం޳ం ڒబܽद ࡽࡗझ म޳ࣄ  ంߖޑऒ  
फࣃయܑ࡯ޘ नܘऱڝ ఒక ޴ߝబܽद  ఊహ ఏࠫటం݄ అڒ ߘ  ఇంటࡓछ ࢐సफవ సంఖङ ڕవర ݋࣊ ݟంߘ ࡽ ల f ab r ba
ఫంࣾߖ ߤ తృߧफపۯࡍ ఒక ఫంࣾڴ ߤ ఉండߖవछ ం࠴ ,ݟదܽ޴ 
नܘऱڝ   ఇంటࡓछ ఓ߭ ޴ߝండవ ఊహ ఏࠫటం݄ అࡓ ޴ఉంܿం ڴయంࡌరంతߖ ࡹ ࡽ छࡓఇంట ߤ  f ab f ab ࡽ
మ࠮ ࠾ࡍడవࡏ࢘ ޴  ఊహ ఏࠫటం݄, ࡅకए వదभ ఉనऒ ࢓޶ంࠉ ߩంڵ࠭   ఫంࣾࡱ࢑ ߤవ ࡅకए f b f ړ 
సࠪనం మ࠾ࡍ అߩओ ఓ߭  ߩంڵ࠭ ݡ छࡓఇంట ߤ  అం݄ వదभ ab c c ޴ఉంܿం ߕ࠼సం ఒక అߗక ࡹ ࡽ
ఉతओ నऒ ం व߯࠹ సࠪనంڴ ఉంܿంߕࣆ  ޴ऒ ऒߖ޵ బܽद మనంڒ ړ  ۨऴతం ޳छ అర ࡌ बం ڕࣆۯం޳ం , మనం f 
ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴࡅ ߖ ࠆڴకए फࣃڶ ڴసࠪనం ړ  ࠭ అం݄ , మ࠾ࡍ ఫంࣾࡱ࢑ ߤవࡱ ఒ࡮ښ y x f a b 
ఉంܼڒ ࠼బܽद ఇࡅ ޴కए  మࡅ ࠾ࡍకए  మ࠾ࡍ ఆ ఫంࣾڝ ߤऱܘन  ఇంటࡓछ  f  a f b ڴరంతరంߖ ࡹ ࡽ
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఓ߭ छࡓఇంట ߤ झߖࡓఫݟ ࡹ ࡽ ఇవछ ߖఅ ࡽࠋ బޔݡం޴, అߩओ ab ߖఅ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ࠭࠲ ݡ
ڙ  ऱࣃۯ ࠹࠼फ फ ఇకए࣋۫ ࡏࠬ ߖఉంద ޴బܽद ఇڒ ࠭ డ ఫంࣾߤ ఇ࡮ ఉండవ۪ऐ  మనޒऀ ڕజసࠪంతర 
ܼంܐం݋ ఉనऒ ऒߕࣆ ࢟ܽ࢘ࡍݥ అం݄ ݋ం࠼ߦ  ऱ ఈ సందరगࢀࢗ ړ޴ంړऴ ࡮ఇ ޴అ ޳ࡶ  ంࢗ ړ߯ ࡹళ ऱవ۪ऐ , 
ఉతओ నऒ ం ߕࣆऒ ఉనऒ ڴ ం࠼ߦ ݡంࡓ  ऱܿ ఉߕऒ యࡏࠬ ߖ ۫࣋फ ࡓం࠼ߦ ݡంటऱ 
కం݄ ఎڕए వ ఉండవ۪ऐ  సࡔ కߘక ఇ޴ ఇړ߯ ࡮ ऴړంޔࢂࢗ ړ޴ం޴ మ࠾ࡍ ఈ 
ऒߖంటऱ࠼ߦ ంܽࡹ ఉతओ నऒ ం ߕࣆऒ फࣃ۫ ࡏࠬ ߖఉంద ڴ म޳ࣄ బܽद ఈڒ ࡏ ంతం ࡅకए  ۯంࡍ࢑వ ߘ࢓܌ࡏ 
࠭ం޶ మనం ఏࠫ ऴపయޒऒ ऒߕफࣆ म޳ࣄ ࠵ ంతంߖࡹ ఊహల޳۫ ߘभ ం 
అవసరం ڒబܽद ࠴దܽߧۮ ޴ओ ం޴, అڝ ޴ߝऱܘन  ఇంటࡓछ  f ,޴ంޔݡ࢑ంచబ࠙ ߖఉంܿంద ڴరంతరంߖ ࡹ ࡽ

नܘऱڝ   ఇంటࡓछ ओߩం, అ޳ంڕߘఅ ߖఅ ޶ఉండ ڴరంతరంߖ ࡹ ࡽ  ab f ࡹ ߤవలం ఇښ ߤఫంࣾ ࡏࠬ ݡ
ఉండవ۪ऐ  ఇ࡮ ࠭డతࡱ పڵ࠭ , ݟం࠼ߦ ߩంߖ ߘߝ ࡹ ݋రछ ۨంచగలߘ, ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ అߖ a b 
అڕߘం޳ం, అߩओ రछߖ ߘవࡱ࢑ వదभ ఈ ݡ ۨంచవ۪ऐ ఓ߭ ߤబܽद ఈ ఫంࣾڒ  छࡓఇంట ߤ  ai c ޶ఉండ ࡹ ࡽ
 f c ࠾ࡍసࠪనం మ ړ0 ࠹బܽद व߯ڒ
ఇకए డ అ޳ࠡ ߯ ޴ߝతघ కం, అࡅ ޴ߝకए కएࡅ సࠪనం, వదभ ࠫనࣔ ړ   అߖऒ ంటऱ f abf࠼ߦ  f a f a ab 
వదभ ߖరంతరంڴ ఉంܿం޴  bf 
నపओ࠳࢑ఫల ࡹఉండటం ڴరంతరంߖ ࡹߖ޳ఒక ࡹ࢓޶ంࠉ ߩంڵ࠭ ޴బܽद అڒ ఎకए ,ڔܽ డ f c 
ఉండనవసరం ޶ࡶ  व߯ࣄ ࠹ అړ0 ޴ߝ సࠪనం.
नܘऱڝ ڕబܽद మనڒ   ఇంటࡓछ అవసరం ఓ߭ ߩంڵࣃనڜ ࡹ ࡽ छࡓఇంట ߤ కएࡅ ޴ߝఅ ࡹ ࡽ  AB ab f f 
झߖࡓఫݟ యݟ ࡽࠋఫߖࡓझ ఉండవ۪ऐ ࡮ఇ ߤమనం ఫంࣾ ޙ࠳࢑ఫల ޴బܽद ఇڒ  ండవ ఊహࡓ ߖఅ ܾ࡯ࠉ  బܽदڒ 
ఇకए ߘߝ డ ߖ కڵ࡯ ఉండవ۪ऐ  మࡏࠬ ࠾ࡍ ఈ ఫంࣾߖ ߤ మࢁऱ ۫ࣄనటऱޙ࠼ ఎܿవంܽ ࠼ߦం޶ࡶ ݋ ab
ఓ߭ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڴరంతరంߖ ࡹ ߤబܽद ఈ ఫంࣾڒ छࡓఇంట ߤ నࣔ abfࠫ ݋ం࠼ߦ ఒక ࡹ ࡽ abf 
అߖऒ ంܽݞޙ ࡹ ఉంܿం޴  మࡅ ࠾ࡍకए  అࡅ ޴ߝకए ఇకए ߖߖ޳ ࡏࠬ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  డ a f b f
۫డవ۪ऐ   అߖऒ ఉనऒ ߩఎడమ࢙ ߖ޵ ࠾ࡍమ ݋ం࠼ߦ   ఏ ࠉంߕڛ࢓޶ ఇ࠼ߦ ࠪ ޴ం݋ అߖ l  
పओۮ వ۪ऐ  , ఉతओ నऒ ం ࣄबరంږߘࣃ ڴలంڴ ఉంܿం޴ మߖ޵ ࠾ࡍ కం݄ ఎڕए వ ఏ࠼ߦ ߕ޼ం݋ 
ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴, అޙ࠼ ఈ సమయంࡹ ఉతओ నऒ ం ߖరछ ۨంచబడ࠼ߦ ߖం޶ࡶ ݋.

ఏ޵ అం݄ व߯ߕࣆ ࣄ ࠹ऒ  c f   ޴ఇ ޙ࠼అ ࠆఎ ߤషݟడవ కం࠮ న࠳సࠪన ړ ࠆఎ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ
ఇకए ޙࠉۮ ࠲ऴతࠪ ߖ ߤఈ ఫంࣾ ߘߝ కం݄޶అవసరం ఎం ڕమన ݞږ డ ఫంࣾڝ ߤऱܘन  ڴరంతరంߖ ࡹ 
ఉంܿందࣃ۫ ࡏࠬ ߖफ ఓ߭ ޴మం ఇࡌ࢑ ࡏ छࡓఇంట ߤ నऒࠚ࢑ ࡹ ࡽ ంڴ ఉంܿం޴ మڝ ߘߝ ࠾ࡍऱܘन  
ఇంటࡓछ ߯ ߤవ ࡗ܋ ࡽ  అۮ ߖపओ కएࡅ ړߖݞ  అߖ ऴ࢐࣋फ , ఇߕࣆ ޴ऒ  ఒకܽ߯ ߖరంతరంڴ ఉంܿం޴ x x f f 
అ޴ߝ 
ఓ߭ छࡓఇంట ߤ ߯ ߤవ ࡗ܋ ࡽ కएࡅ  फ࣋۫ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ݞޙ   व߯࠹ , ఇంటࡓछ  f x ࡹ ߤవ ࡗ܋ ࡽ
ఇ޴ అߖऒ ऒߕࣆ ࠹బܽद व߯ڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ړ  బܽद ఇకएڒ సࠪనం ړ డ ߗڒ ,޶ࡶ ఇకए డ మనڕ x rf c c 
ऒߕࣆ ऒߖఅ ࡱహరణ޳ఉ  ݡ࠮ బܽद ఈڒ ޶ڒ సࠪనం ޜ ߖ޳ఒక ޴ߝఅ ޶ࡶ  f f ݡ࠮  assu 
झࡽࡗ ޴फంࣆߧ۫ म޳ࣄ  ంతంࡱ ߖࡹ ఓ߭ छࡓఇంట ߤ ऒߕࣆ ࡹఒక సమయం ޾ఏ ࡹ ࡽ సࠪనం mption ړ ab
అࡌߖ ߝम రణڕ అవసరం, ࡹ࢐ܽ ఒకܽ ࢑ ݞږఫలڵ࠭ ,ޙ࠳ంߖ ߩజం ڒనవసరం ڒ ޶ࡶబܽद ఇߩओ  ఈ ߘߝ ݡ
म޳ࣄ ంతం ఎంڕ޶ అࡍڷ ߖ޳ ߝంۨ ڜంత ఆࡹచన ఇࣃफ  ߘ
కएࡅ ࢓܌ࡏ  ఆࡹచన ߖజం ڒబܽद ࠬࡏ ఈ ۨऴޑలࣄ۫ ߘనటऱޙ࠼ , ఉతओ నऒ ం 0ړ సࠪనం అ࠼న ఈ 
ం࠼ߦ ऱܿ ࡽࡗझ म޳ࣄ  ంతం ࡅకए  ఊహ ऴపڒరం ఫంࣾࡅ ߤకए  కߖషद ޳ࡶ గࡍషद ࠉం࢓޶లڕ అڷߘణంڴ 
ఉߕऒ యࡏࠬ ߖ గమߖంచవ۪ऐ .
  

పవ۪ऐ۫ ߖఉంద ݋ం࠼ߦ సం ఒకߗక ࡹ , ఇకए డ ࡅకए ab ߘవࡱ࢑ షदࡍగ ޳ࡶ షदߖక ߖ޳  c f x 
߰ంޔ޶ం޴, ఇߩओ नܘऱڝ  ࢐సफవం ఏࠫటం݄ ఒక ݡ  ఇంటࡓछ  f ޴అ ,ޙ࠼࢑ంۨనటऱ࠙ ڴ ߤరంతర ఫంࣾߖ ࡹ ࡽ
.࡯޳ం߰ ߘవࡱ࢑ షदࡍగ ࠾ࡍషद మߖక ߖ޳
नܘऱڝ    ఇంటࡓछ ऒߖ࢐సफ࢐ ఈ ޙ࠼అ ߤరంతర ఫంࣾߖ ߕ޼ఏ ڕవర ݟంߘ ࡽ  ऴࣃ࢐फ  ab r f f ߖ޳ ࠾ࡍమ ߘ
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కߖషद మ࠾ࡍ గࡍషद ࡱ࢑వڝ ߘऱܘ ఇంటࡓछ అం݄ అకए , ޴ంޔ޶ం߰ ߯ ࡽ డ ࠼ߦం݋ ఏࠬ ڝ ޶ࡶऱܘन  ab x 
ఇంటࡓछ కएࡅ అం݄ ࡹ ࡽ  అ޴ߝ కߖషद ࡱ࢑వ, అం݄ ࡅకए  అࡅ ޴ߝకए  కం݄ తڕए వڴ ab x f x f x f 
ఉంܿం޴ మࡅ ࠾ࡍకए  అڝ ޴ߝऱܘन  ఇంటࡓछ ऒߖన అ޴ంۮ ڕ ࡽ  లڕ గࡍషद ࡱ࢑వ గమߖంచంݟ  y f x ab 
ఓ߭ छࡓఇంట ߤ ఓ߭ ࡏࠬ ڕహరణ޳ఉ  ,޶ڒ జంߖ తం࡯పܽ ఫߘ࠭ ڕల ߤరంతర ఫంࣾߖ ࡹ ࡽ ab ߤ
ఇంటࡓछ ం݄ xڕࣆޓ న࠳సࠪన ړ ߤ݄ ࡹ ࡽ fx 
 షद pi piࡍగ ޳ࡶ వࡱ࢑ సߗక ,޶ఉండ ڴషदంߖక ߗڒ ޴ఉంܿం ڴయంࡌరంతߖ ݀ ࠑ ݀ ݟంߘ న࣒࠳
తపओ ࡏࠬ ߤఈ ఫంࣾ ݟڕ ޶ࡶ వࡱ࢑ క ۫ࣄ ఉంࡓ ࡯ݞంߘ ݡంݟ మధङ  ఉనऒ  tan x minus pi pi tan

కएࡅ  ऴࠆڴ ఈ ࢑ధంڴ కࣆߧߖफంڒ ޴బܽद ࠳న࣒ ࡓ ړంޔࢂࢗ ݡంڒ ޴బܽद ఇࡓ ړ ޴ంݡ x x pi x pi
औߖఇ ࢟ܽ܊ߦ  ޴ంޔࢂࢗ ړߖޑల అనంږޒऴప ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔࢂࢗ  తంࠫࡍప ݞږ ߤబܽद ఈ ఫంࣾڒ ړܾߖ
नܘऱڝ ޙ࠼అ , ޶యబడۯ  ఇంటࡓछ తపओ ޴ఉం݄ , ఇ ߤరంతర ఫంࣾߖ ڕమన ࡹ ࡽ క ڴࡍసߖ दܿబݟ ఉం࡯ݞ 
మ࠾ࡍ అ޴ కߖషद మ࠾ࡍ గࡍషद ࡱ࢑వߘ ߰ం࡯޳ మߖ޳ ࠾ࡍ కߖషद ޳ࡶ గࡍషद ࡱ࢑వߘ ߰ం޴నటऱޙ࠼ f 
మࡖక ࢐సफవం ࠭ڵంࠉ ߩం࢓޶ల వదभ ߖࡶ ఓ߭ छࡓఇంట ߤ తపओ ࢟ܽ࢘ࡍݥ వదभ ݋ం࠼ߦ ఆ ,  ࡹ ࡽ  ڴࡍసߖ
ऒߕࣆ  అ࠼ ఉం࡯ݞ , ఒక࢘ళ ఫంࣾߤ ఆ సమయం޳ࠡ ࡹతघ కంڴ ఉం݄ ఇకए డ మనڕ ఫంࣾߤ ఉంܿం޴ f f 
, ఇڝ ޴ऱܘन  ఇంటࡓछ రछߖ ڕవర ݟంߘ ࡽ ۨంచబޔݡం޴.ab r 
 మ࠾ࡍ కߖషद ޳ࡶ గࡍషद ࡱ࢑వߘ ఓ߭ छࡓఇంట ߤ ओߩం, అ޳ంڕߘఅ ߖర޳ం߰ ࡹ ࡽ गࡌసంద ݡంࡓ ݡ  ࡱ
ఉߕऒ తघ޳ࠡ ࡹఆ సమయం ࠼ కం ޳ࡶ ޶ڒ అ޴ ࠡదޙ࠳, ఉతओ నऒ ం తపओ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ  అ࠼ ఉం࡯ݞ f 
సࠪనం 0 ړߖڴవ సࡱ࢑ షदࡍసగం గ ޴ఇ  ࠾ࡍమ ޙ࠼నటऱࣄ۫ ڕవర  ݟంߘ  ߖ ߤఈ ఫంࣾ ߘߝ బܽदڒ 1 x 
అޙ࠼ అ࢑ సړߖڴ సࠪన࠳న వదभ ࠡ޴ంచబడ࢓, అޙ࠼ మన x 
వదभ ఇ࡮ంܽ࢑ ఉం݄ ࠡ޳తघ కంڴ ఉంݦ ఫంࣾߘߝ ޜ ߤ కڵ࡯ 
ఉం݄ ఇకए డ మࢁऱ గࡍషद ࡱ࢑వ ఇకए డ సగం వదभ ఉంܿం޴.
కएࡅ సగం ࡏࠬ   ऴప߄నం ߕࣆऒ  f ޙ࠼నటऱࣄ۫ ࡏࠬ ߖసࠪనం అ ړ
झࡽࡗ , म޳ࣄ  ంߖޑऒ फࣃڵࡆఉప ߘ࢐సफ࢐ల ఈ ࠭࠲ ړߖݞంచߧࡐߖ  అకए ڴదట࠴ బܽदڒ ࠭ డ ڝऱܘन  f 
ఇంటࡓछ .޴ంޔݡ࢑ంచబ࠙ ߖఉంܿంద ڴరంతరంߖ ࡹ ࡽ
 
नܘऱڝ   ఇంటࡓछ ం࠼ߦ ࡹ ࡽ ऱܿ ఏࠬ ࢓ࡶ అం݄ కߖషदం݋ߕ ڴ వదभ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ab x naught y f x 
ఇ޴ గࡍషदంڴ వదभڕࡏۯ ڕంܿం޴, ఇߖࡹ ޴ అߖऒ  లڕ వࡍ फࣆफంڒ ޴బܽद ڒ ړߖ޵రణం ڝऱܘन  y ab x 
ఇంటࡓछ बࣃ షदߖక ߖ޳ ߤరంతర ఫంࣾߖ ߕ޼ఏ ࡹ ࡽ  బܽदڒ వࡱ࢑ షदࡍగ ࡹమంࡌ࢑ ఆ  ࠾ࡍమ ࡯࢐ڝࡏۯ ړ࠼
ఇߩओ गࡌసంద ݡంࡓ ݡ ऒߕఉ ࡱ ం࠼ߦ ݭఎం ࢑ߝఅ ݋ߕ ࠾ࡍమ ݋ߕ ఒకܽ ,࠼ ऱܿ మڒ ࠉ ࠾ࡍబܽद x y 
ఈ సందరग ంࡹ అࡅ ޙ࠼కए కएࡅ  కएࡅ బܽद మనంڒ సࠪనం ړ  f a f f ݟڕ ࡯ݞఉం ڴबరంࣄ   x f ab 
న ఉనऒߩ࢙ ం޶న, ఈ ࡹ ఒకܽ కߖషद ࡱ࢑వ మ࠾ࡍ గࡍషद ࡱ࢑వ ڒబܽद f

ऒߖఅ ߖࡹ కएࡅ ړ   తపओ కएࡅ ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ڕవࡱ࢑ ఈ ڴࡍసߖ ఉం݄ ab ڴबరంࣄ   x x f x f 
కएࡅ ߤన ఫంࣾ࠳बరࣄ   ఉతओ నऒ ం అߖ మన0 ࣆࡱޘ ڕ అం݄ 
ఓ߭ छࡓఇంట ߤ ऒߖఅ ࡹ ࡽ ऒߕࣆ ࠹బܽद व߯ڒ సࠪనం ړ0 ࠹व߯ ړ  ab ࡹ బܽद మనంڒ సࠪనం ړ x f x f c ab
ఏߖ ߕ޼ ఎం۪ڝవ۪ऐ బܽद ఈ సందరगڒ  ంࡹ మనڕ మࡅ ࠾ࡍకए c.޴ఉంܿం ߤన ఫంࣾ࠳बరࣄ  a f 

కएࡅ  సࠪనం మ࠾ࡍ ఇ࢑ కߖషद మ࠾ࡍ గࡍషद ࡱ࢑వ ڒబܽद ఈ సందరग ంࡹ ఎࠆ व߯࠹ అ޴ߝ ఓ߭  b   ߤ
ఇంటࡓछ ऒߖఅ ߖࡹ ࣒ښ ࡽ ऒߕࣆ ంటऱ వదभ࠼ߦ   ,޴ఉంܿం ڴ
కߗసం ࡓం݋ߕ ޳ࡶ ݋ߕ ݡ ఓ߭ छࡓఇంట ߤ  x y ab. ޴ఉంܿం ࡹ ࡽ
  ఓ߭ छࡓఇంట ߤ కएࡅ , ࡽ  కߖషद ޳ࡶ గࡍషद ࡱ࢑వ ఓ߭ छࡓఇంట ߤ छࡓఇంట ࡽ fx ab ޴ంޔݡందబ߰ ࡹ ࡽ
మ࠾ࡍ ఓ߭ छࡓఇంట  ߤ అకए ߤఫంࣾ ࠾ࡍమ ޙ࠼నటऱ޴ం߰ ߘవࡱ࢑ షदࡍగ ޳ࡶ షदߖక ߖ޳ ࡹ ࡽ డ f 
తघ޳ࠡ కంڴ ఉం݄ అ޴ తపओ ऒߖ࢐సफ࢐ ఈ ࠭࠲ ߖఅ ࡯ݞఉం ڴࡍసߖ एࡖ߮  ऒߕ ࠭.
ऒߕࣆ   తపओ ࠹व߯ ࡹబܽद ఆ సమయంڒ  ऒߕࣆ ڴࡍసߖ  అ࠼ ఉం࡯ݞ ఎం޶కం݄ అ޴ߝ ఓ߭  f f ߤ
ఇంటࡓछ తघ޳ࠡ ࡹ ࡽ కంڴ ఉంܿంద࢑࠙ ߖంచబޔݡం޴ ab
झࡽࡗ ޴బܽद ఇڒ म޳ࣄ  ంߖޑऒ ఓ߭ ࠹व߯ ,ࡔస ޴फంࣆۯ ࢓܌ࡏ  छࡓఇంట ߤ  f ࢓޶ంࠉ షदߖక ޳ࡶ ڴషदంࡍగ ࡹ ࡽ
వదभ ఎంߕࣆ ڕ޶ऒ फࣃࡍ࢑వ ߖఅ ࡯ݞఉం ڴ   ߘ
బܽद మన వదभ ఉనऒڒ కएࡅ ߤఫంࣾ ڕఏࠫటం݄ , మన ޴  గࡍషद ࡱ࢑వ ఉనऒ  ఈ ࠼ߦంߘ ݋ కڵ࡯ ఉߕऒ రߖ 
అڕߘం޳ం, ఈ 
సమయం߅ࣃ ࡹంచబޔݡం޴ మ࠾ࡍ 

కएࡅ  అࡹ ޴ߝ ఉనऒ  అߖऒ కएࡅ సంڝ   కం݄ ఎڕए వ అߖ అڕߘం޳ం .c f ab x x f 
  ఓ߭ छࡓఇంట ߤ ओߩఅ ,ݟ࢑ంచం࠙ ߖసࠪనం వదभ ࠡదం ఉంద ړ ޙ࠼నటऱڒ దంࠡ ޴ߝఅ ݞږ ࡽ ab f c ݡ
అకए ڴషदంࡍగ ࠭࠲ డ ߅ࣃంచబݟ ఉండవ۪ऐ  మ࠾ࡍ व߯࠹ ఉڒ ޶ࡶ ࡹړߖబܽद ఇకए డ అ޴ ఇకए డ f c 
తघ޳ࠡ కంڴ ఉంܿంద࢑࠙ ߖంۧ࠭, అߩओ ڙ ޴నࣄవలڒ ڕమన ݡ ऱࡅ ࠹࠼కए  व߯ߕࣆ ࠹ऒ  c f ړ
సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ అߖ అڕߘం޳ం అߩओ ऒߕࣆ ࠹व߯ ݡ  కం݄ ఎڕए వ ࡅ ޳ࡶకए  व߯ߕࣆ ࠹ऒf c c f 
కం݄ తڕए వ అߖ అڕߘం޳ం.
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ऒߕࣆ  కం݄ ߭దभ޴, ఈ పࡅ ޒࠫࡍకए కएࡅ    ప ऱ࣒ కएࡅ న࣒࠳  f xf xf h f c h ,ޙ࠼ంۨనటऱڵ࠙ ޜ ߖ 
ఇ޴ व߯ړ ࠹ సࠪనం, ఇ޴ ఇߩओ ऒߕࣆ ݡ  కం݄ ఎڕए వ అߖ మనం ఊࣕࣆफߕऒ ࠭, ఇߕࣆ ޴ऒ  కం݄ f c
ఎڕए వ అޙ࠼, ఈ పޒࠫࡍ ఎڕए వ అߕࣆ  ޙ࠼ऒ  కం݄ ఒక ۨనऒ కएࡅ సం ఈڝ    ప ऱ࣒  న࣒ h f c h f c࠳ 
తపओ ޴ఇ ݟంߘ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ  కం݄ ఎڕए వڴ ఉం࡯ݞ ఎం޶కం݄ ఇࡅ ޴కए  అߖऒ  ۨనऒ  సం h h nڝ 
ऒߕࣆ  కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ , పࡹޒࠫࡍ ఇ޴ కం݄ తڕए వڴ ఉంߕࣆ  ࡯ݞऒ ऒߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ సࠪనం ړ  
కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭, ఇࣆۨࣇ ߖ ޴फం޴  మ࠾ࡍ అߖऒ  ۨనऒ एڕకం݄ కం݄ ఎ ړ࢐ܽ  వڴ ఉంܿం޴, f c h c f 
ఎం޶కం݄ ࡅకए  c 
एڕబܽद 0 కం݄ ఎڒ ޴నࡕవ సࡱ࢑ షदࡍదमం గࡏ࢑ వ ఉతओ నऒ ం ఈ ఫంࣾߤ తపओ  f ߖఅ ࡯ݞఉం ڴࡍసߖ
 ,޴फంࣆۨࣇ

ఎڕए వ ڝసం ࡅకए  వదभ ఉనऒ एڕవ కం݄ ఎࡱ࢑  వڴ ఉం࡯ݞ  కం݄ అ࢑ ޻ధంڴ ఉతओ నऒ ం 0 కం݄ x c f c 
తڕए వڴ ఉం݄, అం݄ ఈ సమయంࡹ ఫంࣾߤ 
ఈ ࢑ధంڴ ऴړంࡿࢗ ړ޴ऱ ऒߕࣆ ࠹व߯ ڴ࢑ధం ޻బܽद అڒ ࡯  కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ మనࡏ࢙ ڕధङ ం వࣆफం޴f c 
కएࡅ బܽदڒ  व߯ߕࣆ ࠹ऒ झࡽࡗ ޴బܽद ఇڒ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ म޳ࣄ  ంߖޑऒ ఇకए ,޴फంࣆۯ ࢓܌ࡏ  డ c f 
नܘऱڝ ࠭࠲  ఇంటࡓछ  ߖ޳ ߝݞంڕంచߧࡐߖ ߘవࡱ࢑ షदߖక ࠾ࡍషद మࡍగ ߖ޳ ߤరంతర ఫంࣾߖ ߕ޼ఏ ࡹ ࡽ
గࡍషद మ࠾ࡍ కߖషद ࡱ࢑వߘ ߰ం࡯޳ అ࠭࠲ ߖ ఊࣕࣃफ ࠭, అߖߖ޵ ࠭࠲ ޙ࠼ 
ఉపڵࡆంۨ ࡽࡗझ म޳ࣄ  ంߖޑऒ ऒߖ࢐సफ࢐ ఈ ࠾ࡍంۧ࠭ మߧࡐߖ   ఉపڵࡆంۨ ఉతओ నऒ ం తపओ  ڴࡍసߖ
ఉంߕࣆ ࡯ݞऒ  కߖషद ޳ࡶ గࡍషद ࡱ࢑వߘ ఓ߭ छࡓఇంట ߤ  వࡱ࢑ సగܿ ࠭࠲ ࡍప޶త ,ޙ࠼నటऱ޴ం߰ ࡹ ࡽ
म޳ࣄ ంతం అߧ ߖలవబࣃߧࡐߖ ߖߖ޳ ݦफ ࠭ 
म޳ࣄ వࡱ࢑ బܽद సగܿڒ ంతం ఇకए డ ࡽࡗझ म޳ࣄ  ంతం ࡅకए .కరణނర߄ࣃ 
नܘऱڝ   ఇంటࡓछ రछߖ ڕవర ݟంߘ ࡽ ۨంచబ࡯ݞ ab rb f 
అం݄ ࠴దܽ  ڝऱܘन  ఇంటࡓछ fx ab ޴ఉంܿం ڴరంతరంߖ ߯ ࡽ
మࡓ ࠾ࡍండవ ఓ߭ छࡓఇంట ߤ నऒࠚ࢑ ࡹ ࡽ ంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ࡓంݡ షరࡽࡗ ࡱޔझ  fx ab
म޳ࣄ ంతం࠴ ߖࡹదܽ ࡓంݡ షరޔల వࡵ ఉంܼ࠼ .
झࡽࡗ   म޳ࣄ  ంతం ࠮ ࠭࠲డవ షరߘޔ కڵ࡯ ఉߕऒ కएࡅ ߤల వదभ ఫంࣾ࢓޶ంࠉ ߩంڵ࠭ , ࠭ వ సగܿࡱ࢑ 
म޳ࣄ వࡱ࢑ ంతంࡅ ࡹకए ओߩ࢑ంచ࠭, అ࠙ ࠭࠲ ߖసࠪనం అ ړ  కएࡅ ߩంڵ࠭ ݡ f f ߖసࠪనం అ ړ  b f
.࢑ంచ࠭࠙ ࠭࠲
  ఓ߭ छࡓఇంట ߤ కएࡅ అం݄ ޴ఉం ݋ం࠼ߦ సం ఒకߗక ࡹ ࡽ  ऴప߄నం ࡅకए ab ړ న࣒࠳  c c f f b f
సࠪనం ࠳న࣒ ࡅకए झࡽࡗ ޴బܽद ఇڒ న࣒࠳  म޳ࣄ  ంతం ࡅకए  b a b a. ݟంచంߖగమ ߖకరణ అނర߄ࣃ 

కएࡅ  అߩओ म޳ࣄ వࡱ࢑ బܽद ఈ సగܿڒ ݡ ంతం వࡵ ऴ࢐యబޔݡం޴, ఆ߯ ࡱ࢑వ ޳ࣄम ంతం   f b mvt 
కएࡅ ޴ߝఅ ࠹व߯ ,޴फంࣆۨࣇ ߖఉంద ࡹړߖఉ ࡹ ab ړబܽद 0 అం݄ 0ڒ సࠪనం ړ న࣒࠳  c f c a b f

సࠪనం ࡽࡗझ म޳ࣄ  ంతం ڒబܽद ࡽࡗझ म޳ࣄ  ంతం ࡽࠂ సగܿ ࡱ࢑వ ޳ࣄम ంతం ߘంࡽࡗ ࠭࠲ ߗڒ ݟझ  ows 
म޳ࣄ ంߖޑऒ  ఉపڵࡆంۨ సగܿ ࡱ࢑వ ޳ࣄम ంߖޑऒ फࣃߧࡐߖ  म޳ࣄ దట ఈ࠴ ࢓܌ࡏ బܽदڒ ࠭ ంతం ఏࠫ 
फࣃࡍ࢑వ ޾ంޔࠋۮ  a bi ݦఉం ڴయంࡌరంతߖ ࡹమంࡌ࢑ ఈ ࠾ࡍమ ݋ం࠼ߦ ఈ ڕబܽद మనڒ ,ߘ
ఫంࣾߘ ߤ కڵ࡯ ఉందߖ అڕߘం޳ం మ࠾ࡍ ఇ޴ ఓ߭ छࡓఇంట ߤ झߖࡓఫݟ ࡹ ࡽ ఆ߯ మనం ab ,ࣄۯ ࡽࠋ a 
కएࡅ  అం݄ ఏࠫ݇ ۫޳भ ం ڒబܽद ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए కएࡅ ࠪڒ ޴ఇ ࠪڒ   ఇߩओ  f a f b f b ߘߝ ݡ
ఈ ࡓం࠼ߦ ݡంటऱߘ కޕߩࡱ ఈ ࡔఖ࣋ڶ ߘफ, ఈ ࡔఖ ࡅకए కएࡅ ఏࠫܽ ࡱ࢐   మ࠾ࡍ క߮࡯ af a bf 
కएࡅ ߤࡷ ݋ంڙ࣊ కएࡅ న࣒࠳ ࡱ࢐  ओߩफ అ࣋ڵ࠙ ޜ న࣒࠳ ߖ న࣒࠳  వ b f b f b aࡱ࢑ సగܿ ݡ
म޳ࣄ ంతం ߮ۮओ ఉతओ ࡱ࢐ ఏࠫటం݄, ఈ ޴ నऒ ం ړߖ޵ సࠪనం అ࠼న ۲ట ڜంత ࠼ߦం݋ ఉం޴.c 
 c ݋ంܐఈ ܼం ࡹఈ సమయం ࡏࠬ , ޴ఉం ݋ం࠼ߦ ఈ ڕߕ ޙ࠼నటऱࣄ۫ ࡹఈ ۨऴతం ࡏࠬ బܽदڒ ࡱ࢐ 
కएࡅ ߤࡷ అర ߖసࠪనం అ ڕࡱ࢐ ఈ ࡱ࢐ అం݄ ޴ఉంܿం ڴసࠪంతరం ڕఖࡔ ఈ ޴फ ఇ࣋۫ ߘࡱ࢐  बం 

న࣒  ఇకए࠳ ڴ࢑ధం ޻అ ࡹఈ ۨऴతం ࠉ ࠑ న࣒࠳ డ మర࡮ ఇకए డ మࡖక ࠼ߦం݋ ఉంࡱ࢐ , ޴ అ޻ fb FA 
࢑ధంڴ 
ఉంࡹ ,޴ ఉందߖ మనం ۫ߧంۧ࡯ అం݄ ࡅకए వదभ ఉనऒ ࠪڒ   ܼంܐంࡅ ߤࡷ ݋కए ab ࡱ࢐   c c c f 
फࣃࡱߧ ߖఅ ߘࡱ࢐ ఈ ߘߝ  బܽद m fڒ సࠪనం ڕࡱ࢐ ఈ ࣄ ࠹ఏࠫటం݄, व߯ ޴నࣄవలڒ ڕబܽद మనڒ ߘ
సࠬకరణం ఏࠫ݇ ۫޳भ ం ڒబܽद 

మࡅ ࠾ࡍకए  లߘ కࡔ ߮࡯ఖ ࡅకए  సࠬకరణం ࠬࡏ తపओ సమనछ ڴࡍసߖ య ܉ङ  a bf b ࡹޒࠫ
ऐࡏߝ .࡯ݞఉం ߖڕ
ړపం ߮࡯క ߘల࢓޶ంࠉ ݡంࡓ  फ ࡅకए छ޳ న࣒࠳  ఇవछ ࡌ బޔݡం޴, ఇࡅ ޴కए  న࣒ a y f b b f࠳ 
भ޳ࡱߧ ߖన࣒ అ࠳ ऱࡏࣃ న࣒࠳ ݟంߘ ం ڒబܽद మనం ఈ ࡔఖࡅ ߘకए  అ޳ࡱߧ ߖभ ం ఈ ړ b a x a x l y
సࠪనం  ఇࡅ ޴కए   ప ऱ࣒ కएࡅ  కएࡅ న࣒࠳  ࡓ న࣒࠳  ऱܿ ࠳న࣒ మࡅ ࠾ࡍకए  f a f b f b a x a x 

కएࡅ కएࡅ  వछߖఉండ ڴసࠪనం ړ న࣒࠳ న࣒࠳  ంݟ, అߩओ नܘऱڝ ޴ߝఅ ڕమన ݡ  g x f x l x g 
ఇంటࡓछ  కएab f xࡅ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡ࢑ంచబ࠙ ڴయంࡌరంతߖ  కం݄޶ఎం ޴ఉంܿం ڴరంతరంߖ ࡹ ࡽ
ఈ ऴపߖ ۲ܼޒరంతరంڴ ఉంܿం޴, అڼ࡮ ఓ߭ छࡓఇంట ߤ కం݄ l g ab aga޶ఎం  ޴ఉంܿం ݞޙ ࡹ ࡽ f 
అ޳ࠡ ޴ߝతघ కం࢑࠙ ڴంచబޔݡం޴ మ࠾ࡍ అ޴ߝ ऴప޳ࠡ ۲ܼޒతघ కంڴ ఉంܿం޴ , అࡅ ڼ࡮కए  l a 
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కएࡅ  అࡅ ޴ߝకए కएࡅ న࣒࠳  కएࡅ ޴ߝఅ ޙ࠼సࠪనం అ ړ   ఈ ࠉంޜ ߘ࢓޶ ag g a l f l a af
కࡔ ߮࡯ఖ.
 ఇࡅ ޴కए ఇకए ࡏࠬ ,సࠪనం ړ  డ ߖ ఉంۨనటऱޙ࠼ ఇ޴ సࠪనం, ఇకए డ ࡅకए కएࡅ   a f x l x, l a 
ఈకछ .޴ఉంܿం ڴ ࡽ

కएࡅ కएࡅ న࣒࠳   అం݄ ఏࠫܽ, ఇࡅ ޴కए కएࡅ   న࣒   f b l b b f l b l࠳ సࠪనం ړ న࣒࠳ 
కएࡅ ڵࡍޒ కएࡅ బܽदڒ 0 ݞږ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ  కएࡅ  ओߩబܽद ఇڒ సࠪనం ړ  b f ڕమన ݡ a g b g

ఉంࡅ  ޴కए  ఫంࣾߤ అڝ ޴ߝऱܘन  ఇంటࡓछ ఓ߭ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴరంతరంߖ ࡹ ࡽ छࡓఇంట ߤ  a x g ࡹ ࡽ
झߖࡓఫݟ కएࡅ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴ ࡽࠋ  అࡅ ޴ߝకए झࡽࡗ బܽद మనంڒ సࠪనం ړ  म޳ࣄ  ంߖޑऒ  a g b g
అనछ ంచవ۪ऐ࠼ झࡽࡗ బܽदڒ  म޳ࣄ  ంతం ޳छ ab  ޴ఉంܿం ࠹అం݄ व߯ ޴సం ఒక ఉంܿంߗక ࡹ ࡌ c g c 
కएࡅ ऒߕࣆ  కएࡅ ߗڒ సࠪనం ړ కएࡅ   అం݄ ࡅకए కएࡅ న࣒࠳   అޙ࠼ c x xg g x x l f x 
కएࡅ  व߯ࡅ ࠹కए  व߯࠳ ࠹న࣒ व߯ړ ࠹ సࠪనం మࡅ ࠾ࡍకए  ఉతओ నऒ ం व߯࠹ తపओ  g x f x l x l 
మࡖకܽ ޶ڒ  ఈ ࡔఖ ࡅకए కएࡅ న࣒࠳ ࠹व߯ ޴బܽद ఇڒ ࡱ࢐   f x f b f a b ࠑ ݟంߘ న࣒࠳ ࡱ࢐ 
కएࡅ ޴ߝఅ ࠹సࠪనం అం݄ व߯ ړ ࠹బܽद व߯ڒ న࣒࠳ a g c 0 f c f b f ߖసࠪనం అ ړ న࣒࠳ 
ओߩఇ ޴న࣒ ఇ࠳  ޴फంࣆۨࣇ झࡽࡗ ఏࠫటం݄, ఈ ޴ంࣄంచవలߧࡐߖ మనం ݡ म޳ࣄ  ంతం మߤࠬ ࠾ࡍ b a 
ङࡲ࢐ కएࡅ యరంޣ  ऒߖڜ   అߧऱښషߤ లߘ పࣃ࡯ࢣࡍफ  ab r ڴరంతరంߖ ڕవర ݟంߘ  బܽद ఒకܽڒ ,࠭
ఉంܿందߖ అڕߘం޳ం మ࠾ࡍ व߯࠹ ఇ޴ ఉతओ నऒ ం అߖ అڕߘం޳ం.f x 
 ఓ߭ छࡓఇంట ߤ ऒߖఅ ࡹ ࡽ ओߩసࠪనం అ ړ0 ړ  ओߩఅ ࡯ݞఉం ڴबరంࣄ  ݡ తపओ ݡ ab ڴबరంࣄ ڴࡍసߖ x f f 
ఉం࡯ݞ అߩओ తపओ ݡ  f ࡯ݞఉం ڴबరంࣄ ڴࡍసߖ

ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ ఇంటࡓछ छࡓఇంట ܘऱڝ ࡽ నऒࠚ࢑ ݡంࡓ ߕ޼ఏ ࡹ ࡽ  x x ab ࡯ݞఉం ࠼అ ࡱ࢓޶ంࠉ 
మనం ࡅకए  తపओ  టం݄ , x f xࠫ޻నࣄ࡯ޘ ڕమన ߗڒ సࠪనం ړݡంࡓ  ࡯ంۧߧ۫ ߖఅ ࡯ݞఉం ڴࡍసߖ
సగܿ ࡱ࢑వ ޳ࣄम ంతం ऴపڒరం ఓ߭ छࡓఇంట ߤ  x x c f c x ࠹అం݄ व߯ ,޴ంత ఉంܿంڜ ࡹݡంࡓ ఒకܽ ࡽ
కएࡅ న࣒࠳ ݡంࡓ  వࡓ ࠑ ߤం࠳ ݡన࣒ ړ సࠪనం  ఒకܽ, ఎం޶కం݄ ڝऱܘन  ఇంటࡓछ  f x x x x 1 x 2 ࡽ
మ࠾ࡍ ఫంࣾߖ ߤరంతరంڴ ఉంܿందߖ మనࣆࡱޘ ڕ  ఈ ఓ߭ छࡓఇంట ߤ తघ޳ࠡ ޴ఇ ࡹ ࡽ కంڴ ఉంܿం޴ 
म޳ࣄ వࡱ࢑ బܽद సగܿڒ ంతం ޳छ షओߖ ఈ ࠹అం݄ व߯ ޴ంత ఉంܿంڜ ࡌ  c f c f ޙ࠼సࠪనం అ ړफޒ
व߯࠹ అࡹ ޴ߝ అߖऒ కएࡅ బܽदڒ సࠪనం ړ0 ࠹బܽद व߯ڒ 0 ړ  తపओ ݡంࡓ  x ab ڴࡍసߖ x f c x f  x 
ఒకܽړ సࠪనంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఇ޴ సగܿ ࡱ࢑వ ޳ࣄम ంతం ࡅకए  ఒక అߧऱښషߤ, ఇ޴ ఫంࣾݟ ߤఫߖࡓझ  ࡽࠋ
అޙ࠼ మ࢟ܽ࢘ࡍݥ ࠾ࡍ ఓ߭ छࡓఇంట ߤ ऒߕࣆ ࡹ ࡽ  అޙ࠼ , ఆ ࡌ࢑మంࡹ ఫంࣾࣄ ߤबరంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद 
త޶పࡍ తరగࡹޒ మనం సగܿ ࡱ࢑వ ޳ࣄम ంతం ࡅకए  మߖڜࡍऒ  అߧऱښషߤ లࣃ۫ ߘफ ࠭ , ఆ߯ ࠭࠲ 
మߖڜࡍऒ  సమసङ లࣃ۫ ߘफ ࠭ ధనङ  ࡱ޳࢐
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